BABES-BOLYAI TUDOMANYEGYETEM, KOLOZSVAR
MATEMATIKA ES INFORMATIKA KAR

FELVETELI VIZSGA, 2016. jilius 22.
Irasbeli vizsga MATEMATIKABOL

I. TETEL (30 pont)
1) (6 pont) Hény olyan haromjegyli természetes szam létezik, amelynek a szdmjegyei paronként
kiilonbozok?
2) Adott az f = X* 4+ aX? + a + 2 € Z3[X] polinom.
a) (8 pont) Hatarozd meg azokat az o € Z3 paramétereket, amelyekre f-nek van gyoke Zs-ban!
b) (8 pont) Igazold, hogy az f polinom reducibilis Z3[X]-ben barmely o € Zs3 esetén!

3) (8 pont) Bizonyitsd be, hogy a
P(n) : n® 4 5n oszthaté 6 — tal.

kijelentés igaz minden n € N esetén!

II. TETEL (30 pont)
1) (15 pont) Adottak a
(d1) : 3z — 4y + 6 = 0, illetve

(dg) :4x—3y—9=0
egyenletll egyenesek. Jeloljik M-mel és N-nel az y = —z + A egyenletii egyenes metszéspontjat a dy,

illetve dy egyenessel. Hatdrozd meg a A € R értékét ha MN = 5v/2.
2) a) (8 pont) Igazold, hogy

arccos x + arcsinx = g, Vo e [-1,1].

b) (7 pont) Oldd meg az

. T
arccos x — arcsinx = s

egyenletet!

III. TETEL (30 pont)

Tekintjik az f: D — R, .

flx) = Py Va € D,

fiiggvényt, ahol D C R az f maximalis értelmezési tartomanya.
1) (4 pont) Hatdrozd meg a D halmazt!
2) (4 pont) Szamitsd ki f/(x)-et, ha z € D!
3) (4 pont) Hatdrozd meg az f fliggvény aszimptotait!
4) (8 pont) Allitsd ssze az f fiiggvény valtozasi tablazatat és hatarozd meg az f fiiggvény monotonitasi
intervallumait!
5) (4 pont) Hatérozd meg az A és B konstansok értékét tigy, hogy minden x € D esetén teljesiiljon az

A n B
r—1 x—2

f(z) =
Osszefiiggés!

6) (6 pont) Bizonyitsd be, hogy | f(z)dr = —31n2.

I — colen

MEGJEGYZES:
Minden tétel kotelezd. Hivatalbdl 10 pont jar.
Munkaidé 3 éra.
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Javitékules MATEMATIKABOL
2016. jilius 22.

I. TETEL (30 pont)
1) 1. Megoldds

A szazasok jegyét 10 — 1 =9 vélaszthatjuk........o o 1 pont
Ha ez megvan, akkor a tizesek jegyét 10 — 1 = 9 mddon rogzithetjilk ......... ... ... 2 pont
Az utolsd szamjegy 10 —2 =8 féle lehet. ... ... 2 pont
Tehat a vizsgalt szdmok szadma 9-9-8 = 648 ... ... o 1 pont

2. Megoldds
A harom kiilénb6z6 szamjegybél all6 szamok és a nem 0-val kezd6dé rendezett részhalmazok (varidcidk)

kozt bijekcid 16tesithetl. .. ... e 1 pont
A 10 elemi halmaz harmad osztalyd varidcidinak szama A3y =10-9-8 .........ccovviii... 1 pont
A 0-val kezd6d6, 3 elemii rendezett részhalmazok és a kételemii rendezett részhalmazok kozt bijekcid
JEEESTEEt G, . .. 1 pont
Ezeknek a szama A3 = 9 8 ...t ittt 1 pont
Tehat a kiilonboz6 szédmjegyeket tartalmazé haromjegyii szamok szama
Vi —VE=10-9-8—9-8=(10—1)-9-8 =648 ... .00oteeiiiiiiiiiiiiaaaaiiiiiaaiaann, 2 pont
2) a) f-nek pontosan akkor van gyoke Zs = {0,1,2}-ban, ha
f(0) =0 vagy f(1 1) =0 vagy FY=0. oo 2 pont
f(O):0<:>a+2:O<:)a:—2:1 ......................................................... 1 pont
J1) = L A 2 = 200 ettt 1 pont
fR)=164+4da+a+2=14 a0+ a0 +2=20 ..o 1 pont
Tehat f(1) =0 f(2) =020 =0 A =0 2 pont
A valasz: o € {0, L .o 1 pont
b)a=0= f=X4+2= f(1) =0 = f-nek van gyoke, tehat reducibilis Zs[X]-ben.......... 3 pont
a=1=f=X4‘+X2=> f(0) = 0= f-nek van gycke, tehdt reducibilis Z3[X]-ben........... 3 pont
a=2= f=X"+2X2+1=(X241) tehdt f reducibilis .............cccoovrieireeio.... 2 pont
3) 1. Megoldds. Matematikai indukciéval
ElIenOTzés ..o e 1 pont
Indukciés 1épés:

A P(n+1) kijelentés felirdsa. ... ... 2 pont

A P(n+ 1) kijelentés bizonyibasa . ..... ...t 5 pont

2. Megoldds. n> + 510 =n3 — 6N ... 2 pont
N3 —n 46 =(n— 1NN 4 1) 60t 2 pont
2és3osztjaaz (M —L)n(n 1) oo 3 pont
ViEgsO KOvetKeztetls . ... 1 pont
II. TETEL (30 pont)
1.

AN—6 3A+6
(i) az els6 egyenessel valé metszéspont koordinatéi: M ( T 7+ > .................. 3 pont
3A+9 4X-9
(ii) a masodik egyenessel valé metszéspont koordinatai: N ( 7+ — ) ............... 3 pont



(V) AL = 00 e 3 pont
(V1) A2 = =20 et 3 pont
2. a) 1. Megoldds. Matematikai analizis segitségével.
Fi[=1,1] 5 R, f() = arcCoST 4 arCSIIT. « .o v vttt ettt 2 pont

—1 1

fl@) ===+ =z =0, Ve € (=1, 1) oo 2 pont
f(z) =ca (—=1,1) intervallumon . ........ ...t 1 pont
e T 2 pont
az x =18 x = —1 eset vizsgalata ... ... 1 pont

2. Megoldds. Trigonometriai eszk6zok segitségével

Ha o = arccosz, akkor cosa = 68 a0 € [0, 7] «..oviuienii i 2 pont
sin(g—a) TS COS QU= T ettt et e e e e e e e e 2 pont
K ™ T

§—a€ [—575] ............................................................................. 2p0nt
G T QT ATCSITII .+ttt 2 pont

b) Az a) alpontban igazolt azonossiag megfelel6 oldalait hozzdadjuk a megoldand6 egyenlet két

Oldalahoz . ... 3 pont
az arccos ¥ = 7 egyenlet levezetése ........... ... ... 2 pont
a megoldés z = % ............................................................................ 2 pont

III. TETEL (30 pont)

1. D=R\{1,2} (vagy D = (—00,1) U (1,2) U (2,00)) e treririiiaiiaiiiaaaiaannn. 4 pont
1- (22 =3z +2)—x- (22 —3) 2 — z?
2. fl(z) = o 4 pont
fz) (22 — 3z + 2)2 (22 — 3z + 2)?2 pon
3. y = 0 vizszintes aszimptota a oo felel ....... ... . . 2 pont
x =1 fligglleges aszimptota . ... ...t 1 pont
x = 2 fligglleges aszimptota .. ...t 1 pont
4. A valtozdsi tablazat elKESZILESE .. ... ..ot e 6 pont
f csékkend az (—oo, —v/2], [v/2,2), illetve (2, 00) intervallumokon....................... 1 pont
f névekvd a [—+/2,1), (1,/2] intervallumokon ... .. ................eeeeeeeeennnennnn.. 1 pont
Alx —=2)+ Bz —1 A+ B)x—2A-B
5. :): = (@ )+ B ) = A+Bz-24-B 1 pont
x? —3x+2 (x —1)(x—2) x? —3x +2
—2A = B 88 A4 B = L ot 1 pont
A = L 88 B = 2 i 2 pont
5 5 5 5
= f@dr= (=2 + 2 Vao=— L derof—d 2 pont
6. I = = =— | —de+2 [ ——=dx ...................
éff(:c)x 1[ b K2 éx—lm /o= x pon
3 3 3 3
5 5
I= —In(z—1)|3+ 2m@2—a2)|[5 ... 2 pont
3 3
I= —ln% —I—In% —|—21n% —an% = 3(ln% —ln%) = 31n% =-=3n2. ... 2 pont

Megjegyzés. Az el6bbiektol eltérd helyes megoldasokat is pontozzuk.
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~ MEGOLDASOK
FELVETELI VIZSGA, 2016. jilius 22.
Irasbeli vizsga MATEMATIKABOL

I. TETEL (30 pont)
1) 1. Megoldds.
Osszesen 10 szémjegyiink van: 0,1,...,9. Az elsé szémjegy nem lehet 0, ezért a szdzasok szamjegyét
10 — 1 = 9 médon valaszthatjuk meg. Miutdn ezt lerogzitettiik a tizesek szamjegyét a 10 — 1 = 9
megmaradt lehetséges érték koziil valaszthatjuk és az utolsé szamjegy kivélasztasdra 10 — 2 = 8
lehet6ségiink van, tehat 6sszesen 9 -9 - 8 = 648 olyan hdromjegyli szam van, amelyben a szamjegyek
paronként kiilonboznek.

2. Megoldas.
Kolesonosen egyértelmii megfeleltetés van a hdaromjegyli szamok halmaza és a szdmjegyekbdl alkotott
azon haromelemi rendezett részhalmazok (varidcidk) kozott, amelyekben az elsé elem nem 0. A 10
elemfi halmaz 3-ad osztdlyt varidcidinak szdma Vi3 = 10 - 9 - 8. Ugyanakkor a 0-val kezd6d6 harmad
osztalyu varidciok kolcsondsen egyértelmi mdédon megfeleltethetok azoknak a rendezett paroknak,
amelyekben az elemek nem egyformék. Ezek valdjaban a 10 elemli halmaz masod osztalyd variacidi,
amelyeknek a szdma Vg = 9-8. Igy a keresett szdmok szdma V3 -V =10-9-8—-9-8 = (10—1)-9-8 = 648.

2) 1. Megoldds. a) f-nek pontosan akkor van gyoke Zs = {0,1,2}-ban ha f(0) = 0 vagy f(1) =0
vagy f(2) =0.

-~ ~

Tehat f(T) =0< f2) = 04 20 =0« a=0, vagyis f-nek pontosan akkor van gyoke Zs-ban,
ha a € {0,1}.

b)Haa € {6, T}, akkor f-nek van gydke Zs-ban, tehat reducibilis. o = 2 esetén f = X14+2X241 =
(X2 4 1)2, tehét f ebben az esetben is reducibilis. Igy nem létezik olyan «, amelyre f irreducibilis
lenne.

2. Megoldas (a két alpont dsszevonva):

aeZy={012}a=0=f=X"+2= f(1) =0 = f-nek van gydke, tehat reducibilis

=1=f=X*+X2= f(0) =0 = f-nek van gydke, tehat reducibilis Zs[X]-ben.
f=X*"42X%24+1 = (X?+1)2 tehat f ebben az esetben is reducibilis. Réadésul
f(0) = f(1) = f(2) =1, tehdt f-nek nincs gyoke. Igy az els6 alpont esetén a vélasz o € {0, 1}.

3) 1. Megoldds. n = 0 esetén 6|0, tehat az allitds igaz. Ha n € N rogzitett és feltételezziik, hogy
6|n> + 5n, akkor az

(n+1)2+5n+1)=n*+3n*+3n+1+5n+5=n>+5n)+3n(n+1)+6

azonossag alapjan elégséges belatni, hogy (n3+45n) +3n(n+1) 46 oszthaté 6-tal. 2|n(n+1), mert két
egymést kovetd természetes szém koziil az egyik paros. Igy 6[3n(n+1). A feltevés alapjan 6|n® + 5n,
és mivel 6|6, irhatjuk, hogy 6|(n® + 5n) + 3n(n + 1) + 6, vagyis 6|(n + 1)3 + 5(n + 1). A matematikai
indukci6 elve alapjan 6|n3 + 5n, barmely n € N.

2. Megoldds. n3 +5n=n3—n+6n=(n—1)n(n+1)+6n. (n — 1)n(n + 1) oszthaté 6-tal, mert
3 egymast koveto természetes szam koziil az egyik oszthaté 3-mal és legaldbb az egyik 2-vel, valamint
a 2 és a 3 relativ prim, tehdt ha a szorzat oszthaté 2-vel is és 3-mal is, akkor oszthaté 6-tal is. 6n
oszthaté 6-tal, tehdt (n — 1)n(n + 1) 4+ 6n = n3 + 5n is oszthaté 6-tal.



II. TETEL (30 pont)

1. Az y = —x + X egyenesnek a feladatban megadott els6 egyenessel valé metszéspontjanak ko-
ordinatai a

3r —4y+6=0

y=-—x+A

AXN—6 3A+6
egyenletrendszer megoldasai, azaz M ( = 7+ ) A miésodik egyenessel valé metszéspont ko-
ordinatai a
dr—3y—9=0
y=—x+ A
3A4+9 42-9
rendszer megoldasai, tehat N ( 7+ — > Az M és N pontok tavolsidga az
—]\; —A+15 A—15 A—15
M = -1,1
( 7 ) 7 > 7 ( 9 )
vektor hossza. fgy a két pont tavolsaga:
2
MN = Y2015,
7
tehat a Y
2
egyenletet kell megoldanunk. Ez ekvivalens a
|A— 15| =35
egyenlettel, amelynek a megoldasai A\; = 50 és Ao = —20. O

2. a) 1. Megoldas. Tekintjik az f:[—1,1] = R, f(z) = arccosz + arcsin z fiiggvényt. f derivalhaté
(—1,1)-en és
Sl S ——

Vi—22 V1-—22 ’
tehat a fiiggvény dllandé a (—1,1) intervallumon. Mivel f(0) = 7, kévetkezik, hogy f(z) =
Vz € (—1,1). Ha o = 1, akkor f(1) = arccos1 +arcsinl = 0+ § = 5. Ha x = —1, akkor f(—1)
arccos(—1) 4 arcsin(—1) =7 — § = 7, tehat f(x) = §,Ve € [-1,1].

2. Megoldds. Ha o = arccosz, akkor cosa = z és o € [0,7]. sin (5 — ) = cosa = z. Mivel
Fg—ac [—g, g] az el6bbi egyenldség mindkét oldaldnak az arcsin-at szdmolva kapjuk, hogy § —a =
arcsin x.

b) Ha az a) alpontban igazolt egyenl6ség megfelel$ oldalaihoz hozzdadjuk a megoldandé egyenlet két
1

oldalat, akkor az arccosz = 5 egyenlethez jutunk. Ebbdl kovetkezik, hogy = = 5.

f'(@)

s
25

O
III. TETEL (30 pont)
Megoldds. 1. Ahhoz, hogy az f fiiggvény helyesen legyen értelmezve, minden x € D esetén 1éteznie
kell az f(z) kifejezésnek és a kifejezés értéke egy valds szdm kell legyen. Az ﬁ tort
x? — 3x

minden olyan valés x esetén létezik, amelyre 2 — 32z +2 # 0. Az 22 — 3z + 2 = 0 egyenlet
megolddsai 71 = 1 és 0 = 2 (A =32 —4-2=16s 215 = 331), tehdt D = R\ {1,2} (vagy
D = (-00,1)U(1,2) U(2,00)).



2.

3.

4.

Ha x € R\ {1,2}, akkor f’(x) kiszdmitdsédhoz a tortfiiggvény derivéldsi szabalyat alkalmazzuk.
Igy irhatjuk, hogy

f(x) = 1-(22 -3z +2)—z-(2v—3) _ 2 — 22
(22 — 3z + 2)? (22 — 3z +2)%
lirin f(z) = lirin 7=3.73 = 0, mivel a nevezd fokszdma nagyobb, mint a szdmlél6 fokszdma.
T—r 00 T—r00
. . x 1
il—%f(x) - il—>ml (x—1)(xz—2) ot oo,
<1 <1
iy () = lim = o
ml—% x_xﬂ(x—l)(x—2)_0__ oo
z>1 x>1
iy () = lim = o
ml—% x_xl—%(x—l)(x—2)_0__ oo
<2 <2
iy f () = limy = =
ml—% x_xl—%(x—l)(x—2)_0+_ oo
z>2 x>2

tehat x = 1 és x = 2 fliggbleges aszimptota és y = 0 vizszintes aszimptota +oo felé.

A viltozasi tablazat a kovetkezo:

T —00 —V2 1 V2 2 00

2 — z? - - 0 + + + 0 - - - -
(=342 | + + + + 0 + + + 0 +  +
f(x) - - 0 + | + 0 — | - -
f(x) 0 N =34+2v2 S T S 342V2 N e[t N 0

fp = 2 Vs

f(=V2) = 4;\?{?@ = —3+2V2.

A tébldzat alapjan lathat6, hogy az f fiiggvény csokkend a (—oo, —v/2], [v/2,2), illetve (2, 00)
intervallumokon és névekvé a [—v/2,1), (1, /2] intervallumokon.

= —%(6 +4V2) = —(3+2v2) = —(1+ V2)?,

Ko6z06s nevezére hozzuk a jobb oldalt:

x Alx—2)+B(zx—1) (A+B)x—2A-B

22 —3x+2 (x —1)(z—2) z2—-3x+2

tehat x = (A+ B)x — 2A — B,Vz € R\ {1,2}. z = 0 esetén az —2A = B 0Osszefliggéshez és
x € R\ {0,1,2} esetén az A + B = 1 egyenl6séghez jutunk. Az igy kapott két egyenléséghil
alkotott egyenletrendszer megoldasa A = —1 és B = 2, tehét

2
= v D.
f(x) +a:—2’ x €

Megjegyzés. Az érvelés, vagy a szdmolds menete lehet mas is. Példaul, ha (z — 1)-gyel, illetve
(x — 2)-vel szorozzuk az adott egyenlséget majd a kapott Gsszefiiggésekben hatarértékre tériink
x — 1, illetve x — 2, akkor ugyanehhez az eredményhez jutunk, de az is el6fordulhat, hogy
észrevessziik, hogy x = 2(x — 1) — (z — 2), stb.



6. Az elébbi alpont eredményét hasznaljuk. Mivel {4, 3} C (1,2), frhatjuk, hogy

5 5 5 5
3 3 _1 2 3 1 3 1
/f(m)dx:/($_1+m_2>da::—/x_1dx+2/$_2dx:
4 4 4 4
3 3 3 3
3 3 2 1 1 2 1 2
3 3
= —ln(x—l)%—i— 21n(2—:1:)§:—1n3+ln3+21n3—21n3:3<1n3—ln3>:

1
:3ln§ = —-3In2.
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