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SOROZATOK ES FUGGVENYEK HATARERTEKE

DR. LUKACS ANDOR

1. SOROZATOK HATARERTEKE

1.1. Miveleti 6tletekkel kiszdmolhaté hatarértékek (konjugilas, teleszképikus Gsszegek,
Cesaro—Stolz-tétel, Cauchy—d’Alembert-tétel).

Tétel (Cesaro-Stolz). Ha a (by)nen Sorozat szigorian niévekvd, korldtlan és létezik a lim 2"117:3"
n—oo “n n

hatdrérték, akkor létezik a lim 3= hatdrérték is és
n—oo “n
. a . Qpt1 — G
lim -2 = lim -2t
n—oo by, n—00 bn+1 — by,

Tétel. (Cauchy-d’Alembert) Ha a, > 0, Vn € N és létezik a lim L hatdrérték, akkor létezik a
n—oo
lim /a,, hatdrérték is és

n—oo

. . an+1
lim ¥a, = lim ntl

n—00 n—0o0 QA

1. Szamitsd ki a kovetkez6 hatarértékeket!

. — 1\. . ﬂln2—‘,-n7711n3—‘,—~~~—‘,—%ln(n—‘,—l) )
(a) nhanc}o( ntl- \/ﬁ) (\/E)’ (h) nh%ngo n11n2+(nil)ln3+---+1-ln(n+1)’
(b) lim (V/n+1— ¢n); (i) lim ¥/n!;
n—o0 n—o0
(c) 1i_>m (V/n3 +n —+/n? —n); (j) lim ﬂ;
n—roo n—oo
(@) Jim, (5 + 75+ + ) 1) Jim i
: 1 1 1 . 3 n 1.
@) Jim (v + s+ F geery) O i ViGD;
. : 1n .
() lim (F+3+3+ -+ 5y); (m) Tim 3/ D(n+2).. (n+n);

2. Igazold, hogy ha lim z, = z, akkor lim W = z. Igaz-e az allitas forditottja?
n—o0 n—oo

3. Igazold, hogy ha x, > 0 minden n € N esetén és ha lim =z, = z, akkor
n—oo

lim Yzix9...2, = .
n—oo
Igaz-e az allitas forditottja?
1.2. Majoralasi kritériummal és fogé-tétellel kiszamolhaté hatarértékek.
Tétel (Majorélasi kritérium). Ha a (by)nen sorozat konvergens, li_)m b, = 0 és létezik £ € R gy,
n oo
hogy
lap, — €] < b,, VneN,

akkor az (an)nen sorozat is konvergens és lim a, = /.
n—oo

Tétel (Fogé-tétel). Ha az (an)nen €s (bn)nen sorozatoknak létezik hatdrértéke és

lim a, = lim b, =/,
n—oo n—oo
valamint

an < Tp < by, VTLEN*,

akkor az (xp)nen sorozatnak is létezik hatdrértéke és lim x, = £.
n—oo

4. Szamitsd ki a kovetkezd hatdrértékeket!
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(a) nlggo nn: (e) lim (in + Tl +- %) ;

(b) lim HEEEEER (£) nl?nio(fl ++11 +-~¢271 );

(©) by an 0> 0 nvoo \VnZTHL T V42 VinZtn )
n—00 1+a)(1+a2) (I+am)? ’ (g) lim % Z I;

(d) nh_g.lo (n2 + W RS ﬁ) : n—oo " T n’+k

1.3. Konvergencia vizsgdlata a monotonitas és korlatossag segitségével. Egyéb konver-
genciaval kapcsolatos feladatok.

5. Igazold, hogy a v/2,v/2v/2, 1/ ZM, ... sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!
6. Igazold, hogy a v/2, V2 4+ v/2,1/2 + V2 + V2, ... sorozat konvergens és szamitsd ki a hatdrértékét!

7. Bizonyitsd be, hogy az
1 1 1
a1 T,

képlettel értelmezett sorozat konvergens és a hatarértéke % és 1 kozott van!

8. Igazold, hogy az
1 1 1
=1—-—=-4+ - ... —_1)rtiz

képlettel értelmezett sorozat konvergens és a hatarértéke % és 1 kozott van!

9. Igazold, hogy az

1+1+1+ +1 1
n 2 3 n "

képlettel értelmezett sorozat konvergens és hatérértéke 0 és 1 kozott van!

10. Igazold, hogy az a, = 1+ % + % 4+ 4+ % képlettel értelmezett sorozat konvergens és hatarértéke
e. Igazold azt is, hogy e irraciondlis!

11. Igazold, hogy az a, = (382, Vn € N* képlettel értelmezett sorozat konvergens, majd szamitsd ki
a hatarértékét!

1.4. Rekurzivan értelmezett sorozatok konvergenciajaval kapcsolatos feladatok.

12. Tanulméanyozd a kovetkezo rekurzivan értelmezett sorozatok konvergenciajat, és ha konvergensek,
szamitsd ki a hatarértékiiket is!

(a) an = \/2 + an—1, ap € [—2,00);

(b) an:H_T ap = 0;
(c) an =1+ 1,aozl;
(d) a, = < ), ap,a > 0.

13. Legyen x; és y; két olyan pozitiv valds szam, amelyekre x1 < y;. Ertelmezziik az Tnt1l = /Tnln
€S Ynt1 = L;yn
sorozat konvergens és a hatarétékeik megegyeznek!

képlettel az (xp)n>1 és (Yn)n>1 valds szdmsorozatokat. Bizonyitsd be, hogy mindkét

14. Legyen x1 és y; két olyan pozitiv valds szam, amelyekre z1 < y;. Ertelmezziik az Tntl = /TnYn

88 Ypa1 = Qx”y" képlettel az (xp)n>1 és (yn)n>1 valds szamsorozatokat. Bizonyitsd be, hogy mindkét

sorozat konvergens és a hatarétékeik megegyeznek!
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2. FUGGVENYEK HATARERTEKE
2.1. Fiiggvényhatarértékek létezése, bal- és jobboldali hatarértékek.

15. Igazold, hogy nem léteznek a kovetkez6 fliggvény-hatarértékek:

(a) xli)nolo sin x; (c) xli_}ngo(l — cosx)e”; (d) hni oo,
T—r
(b) hn% 1 gind; (e) li_>m (1+sinz)lnzx.
T— T—00

16. Szamitsd ki a kovetkezd fiiggvények jobb- és baloldali hatarértékeit a 0-ban:

2.2. Alaphatarértékek és azok segitségével kiszamolhat6é hatarértékek.
A D’Hospital-szabdly alkalmazhatdsaga.

8=

17. Igazold az alabbi alap fiiggvény-hatéarértékeket (elfogadhatod, hogy hm(l + )

=e):

(a) lim Infetl) _q, () lim 2% =1;
20 T z—0
iy Inz—Inag 1 f) lim SnZ=sinzo _ coqy
(b) :Jcligclo r—xz0  T0’ ( ) z—xg  TTTO 0
. 1 COST—COSTO _ _ & .
(c) ;IE% —Ina; (g) mlingo o sin xo;
. X __ T . T __ T
(d) lim ©=C0 — g7 lng; (h) lim T = rap!
rz—zg TT%O xz—xg ¥ 0

Miért nem alkalmazhaté egyik fenti hatarérték szamoldsakor sem a I’Hospital szabaly? Mit ”jelen-

tenek” ezek a hatdrértékek?

18. Szamitsd ki a kovetkezd fiiggvényhatarértékeket!

)

(a) lim "7%:1:71, (g) ljr% 1;2?5;17 (m) liII(lJ sin® z+sin® 2xag+---+sin3 ne.
z—0 r— T—
- . 2 . 1+5
(b) lim YEEEepeosZe, (n) Jim (£25)" (n) lim 121452,
(c) lim Yooz Yeoez, (i) lim £2=2=, ahol a > 0; (0) lim < gese,
. : a®—x . ] ctgz
(d) lim (1 + 22)cte®= (J) il_rf}l == ahol a > 0; (p) lim ng;%Q’
. a 4
(e) lim(1+ tg? /) (k) ;lg}l a , ahol a > 0; . -
(f) lim (M)% (1) lim “IZ:ZQG, ahol a > 0; d zh—>nolo <$2+1> 1’
z—0 x ’ r—a (I“) hm (ln ﬂ?)m
Tr—e

19. Hatéarozd meg az a,b, c,p € R valds szamokat gy, hogy teljesiiljon a

lim (\/9:64 — 2423 + 622 +5 — (axp+bgg+c)) = g

T—r0o0

egyenloség!
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