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1. Analitikus mértan térben

1.1. Térbeli egyenesek egyenletei Descartes-féle koordinata rendszerhez viszonyitva
1.1.1. Egy pont és egy vektor altal meghatarozott egyenes egyenlete

Legyen R = {0, €1, €3, €3} egy koordindta rendszer az S haromdimenzids térben.

Legyen A € S egy pont és devV egy tetszoleges szabad vektor. Tudjuk, hogy egy adott pont és egy
vektor (irdnya) egyértelmiien meghatéroz egy egyenest a térben. Ez az egyenes meghatdrozott, ha ismerjik
minden pontjanak a helyzetvektorat.

1. dbra. Az A pont és d vektor altal meghatarozott egyenes.

Legyen tehat M egy tetsz6leges pont a d vektor és az A pont 4ltal meghatdrozott e egyenesen.
Ekkor 7y = 74 + AM. 1\%1 az AM vektor irdnya megegyezik a d vektor irdnydval, kovetkezik, hogy
létezik olyan A € R, amelyre AM = X - d. Tehét a kovetkez6 egyenlethez jutunk

e: Ty=Fa+Xr-d AER (1)

Ezt az egyenletet az e egyenes vektoridlis egyenletének nevezziik, a d vektort pedig az e egyenes
iranyvektoranak.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a d vektor felirdsa az R koordinita-rendszerben a kévetkezé: d =
peé1 + qéa + rés, valamint 7y = x€) + Y€ + 2€3 és Fa = xo€1 + Yola + 20€3, vagyis M (x,y, z) és A(xo, Yo, 20)-

Behelyettesitve ezeket a vektorokat az e egyenes (1) vektoridlis egyenletébe kapjuk, hogy

T€) + Y€ + 263 = (xo + Ap)e1 + (Yo + Aq)é + (20 + Ar)és.

Figyelembe véve az €1, €, €3 vektorok linedris fliggetlenségét kapjuk az e egyenes parametrikus egyen-
leteit:

r=x9+ Ap
e: y=y+XAg ,AeR. (2)
zZ=2zo+ Ar

Ezekbdl az egyenletekbodl kifejezve a A-t kovetkezik, hogy

T—%o _Y—Y _ 22— %0 (3)
p q r

Ezt az egyenletrendszert az e egyenes kanonikus egyenletének nevezziik és a p,q,r € R valds
szamokat pedig az egyenes iranyparamétereinek.

-

Példa. Az A(1,—1,0) ponton athaladé és d(4,—2,1) irdnyu egyenes egyenletei:

1. vektoridlis egyenlet: 7y =74 + X - d_; A ER;

=144\
2. parametrikus egyenlet: y=—-1-2X | AER,;
z=A
-1 1
3. kanonikus egyenlet: xT = % = %



1.1. Megjegyzés. Ha egy iranyparaméter nulla, akkor az egyenes parhuzamos a neki megfelel§ koor-
dinatasikkal.

-

Példa. Az A(2,1,—3) ponton dthaladé és d(—1,0,1) irdny1d egyenes egyenletei:

r=2—-X
1. parametrikus egyenlet: e : y=1 , A €ER;
z=-3+A

2. kanonikus egyenlet:

r—2 y—1 2z+3
e: = = .
-1 0 1

Az ardanyparok tulajdonsagait felhasznalva ezt az egyenletet még atirhatjuk a kovetkezo alakba:

rT—2=-2-3
y=1

ahonnan latszik, hogy az e egyenes benne taldlhaté az y = 1 sikban, vagyis parhuzamos az (xOz) sikkal.

1.1.2. Két kiilonb6z6 pont altal meghatarozott egyenes egyenlete

Legyen R = {0, ¢é1,¢5,€3} egy affin koordindta-rendszer és legyen M;, My € S két pont ugy, hogy
My # M.

2. abra.

Visszavezethetjik az My Ms egyenes egeynletének meghatarozasat az elobbi esetre, mert az M M, egye-
nest meghatarozza egy pontja (példaul az M;) és az MMy = 7y, — Tar, vektor. Feltétezziik, hogy az
My, My pont koordindtdi: M (z1,y1,21), Ma(xa,ya,22), ekkor MMy egyenes irdnyvektora M;Ma(xo —
Z1,Y2 — Y1, 22 — 21). Tehdt az My M, egyenes vektoridlis egyenlete:

—
Tar = Tar, + AMiMa, A € R

—
Behelyettesitve az My My = 7, — 7, Osszefiiggést, kapjuk az M1 Ms egyenes vektoridlis egyenletét:

[7Far = (1= X) - 7ar, + Aas, A € R, @)

Innen az M1 M, egyenes parametrikus egyenlete:

xr = (1 — )\)l‘l +)\$2
y=1=-XNy1+Ny2 , AeR (5)
z=(1=X)z1 + Azo

Kifejezve mindegyik egyenletbdl \-t és a kapott kifejezéseket egyenlové téve jutunk az MM, egyenes
kanonikus egyenletéhez:

M1M2:$—$1:y—y1:Z—Z1 (6)

T2 — X1 Y2 — 1 Zy — 21




1.1.3. Egyenes megadasa, mint két sit metszete
1.1. Tétel. Adott a kovetkezd egyenletrendszer:

A1x+Bly+Clz+D1 =0 (7)
Asx + Boy + Coz+ Doy =0

. A1 B1 Ci Dy
ugy, hogy rang Ay By Cy Dy )= 2.
Ekkor az (7) egyenletrendszer egy egyenest dbrdzol.

Bizonyitas. Mivel mng( il gl gl gl = 2 , kovetkezik, hogy létezik egy 2 x 2-es részmatrix,
2 2 Ca 2

amelynek a determindnsa nem nulla, példaul legyen
A]_ By
det( A, B ) #0.
Ekkor a (7) egyenletrendszer kompatibilis és hatdrozatlan (végtelen sok megoldasa van). Tehat létezik
(x07 Yo, ZO) € RS ﬁgYa hOgy

Arxzo+ Biyo + Ciz0 + D1 =0 8)
Asxg + Bayo + Cozg + D2 =0
Az (7) és a (8) reldcidk megfeleld egyenleteit egymdsbdl kivonva, kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

{ Ai(x —xg) + Bi1(y —yo) + C1(2 — 29) =0 )
Ag(x — x0) + Ba(y — yo) + Ca(z — 20) = 0,

vagyis
Al (3j B .’170) + Bl (y - yO) _ _Cl
((z — 20) Ez — 20) (10)
A, E=m) g W) o
(z = 20) (z = 20)
Mivel det A By # 0 a (10) egyenletrendszer egy Cramer-rendszer az T7T0 4 Y790 jumeretle-
A2 BZ Z— 20 zZ— 20
nekkel. Tehdt a (10) megoldasai a kévetkezok lesznek:
-C1 B
r—xz9 | —C2 B
Z — 20 N A1 B1
AQ B2
A —C
y—yo | A2 —Co
Z— 20 Al Bl
Ay B

Atrendezve ezeket az egyenleteket a kovetkezoket kapjuk:

T — Xo _ Y—7Yo _ zZ— 20
—Cl Bl A1 —Cl Al Bl
—Cy By Ay —Cy Ay By

Eszrevehetj ik, hogy ez épp egy egyenes egyenlete, amely dtmegy az (xo, Yo, z0) ponton és iranykomponensei:

—Cl Bl A1 _Cl Al Bl
—CQ BQ ’ A2 —CQ ’ A2 B2 ’
Tehdt a (7) egyenletrendszer megoldésai egy egyenes egyenletét elégitik ki. O

A1I—|—Bly+012—|—D1 =0
A2I+B2y+CQZ+D2 =0
egyenes dltaldnos egyenletének nevezziik, ha

Ay By Ci Dy
rang<A2 By Cy D2>2.

1.1. Ertelmezés. Az { egyenletrendszert az



1.2. Pont tavolsiga egyenestdl (térben)

Legyen R{O,1,], E} egy descartes féle koordindta-rendszer, My (zo,yo,20) egy rogzitett pont és e :

rTn_ YT _ 2T A egy egyenes. Legyen pr.(My) = M. Ekkor az My pont e egyenestsl valé
,

p q
tavolsagan az alabbi szamot értjiik
—
d(Mo,e) :” M()M H .

My

e d
M M, A

3. dbra. Az My pont tdvolsdga az e egyenest6l: |MyM|.
. , P FV A Y e
Legyen Mi(x1,y1,21) és A két pont az e egyenesrél gy, hogy M1 A = d(p,q,r), ahol d vektorral az
e egyenes irdnyvektorat jeloltiikk. Ekkor az M;MyA hédromszog teriiletét kétféleképpen felirva a kovetkezo
egyenléséghez jutunk:

QU T
o(MoM1A) = 5 || MoM || || MiA ||= 5 || MiMo x d | .

Ha ebbdl a képletbdl kifejezziik az || MoM ||= d(My, e) szdmot kapjuk, hogy:

R G
MMy x d
d(My,e) = w (11)
[l
ahol||cﬂ|:\/p2+q2+r2és
i j k
-
MlMQXd: To—T1 Yo — Y1 Ro— R |=
p q r
-7 Yo— Y1 20— 21 2| 20— %21 To—T1 Jr]z Ty — X1 yO_yl.
q r r p p q
Tehat
2+ 20— 21 o — L1 + o —T1 Yo — U1

p q

r p

Yo — Y1 20— 21
q T
d(M07 6) = /71)2 i q2 i 7’2

1.3. Cstcspontjainak koordinataival jellemzett haromszog teriilete térben és
sikban

Legyen {O,fj, l;} egy ortonormalt jobbsodrasu koordindta-rendszer és ehhez viszonyitva adottak az
Mi(z1,y1,21), Ma(za,ya,22), Ms(x3,ys3,23) € S nem kollinedris pontok. Ekkor az M;MsM;s hiromszog
teriiletét a kovetkezd képlettel szamithatjuk ki:

1,— —
T Mo = §HM1M2 x My Ms|| (12)

—
A tovdbbiakban kifejezziik a teriilet képletét a pontok koordinatdival. Mivel My Ma(xo —x1,y2 —y1, 22 —
z1) és My M3(x3 — 21,y3 — Y1, 23 — 21) kapjuk, hogy



TprmoyMlMZMS

4. abra. Térbeli haromszog tertilete.

i j k
—_
MiMy x MiM3 =|xo —21 ya—y1 22—21 |
Tr3 — I Ys — Y1 zZ3 — 21

Tehat

1l — —
T Motz = §||M1M2 x My Ms|| =

_ 1 Y2 —Y1 22— 2
2 Ys—Y1 23— 2

Atirva a gyok alatti determindnsokat az aldabbi képlethez jutunk:

g2 — 21 T2 — X1
23— %21 I3 — X1

T2 —T1 Y2 — U1
T3 —T1 Ys — Y1

2 2 2
1 Y1 Z1 1 zZ1 X1 1 1 Y1 1
1_']\/111\42]\/[3 = 5 Yys 2o 1 + | 220 x 1 + | x2 y2 1 |. (13)
ys 23 1 z3 a3 1 x3 ys 1

1.2. Megjegyzés. Ha a hdromszog az (xOy) sikban taldlhatd, akkor a hdromszig csicsainak koordindtdi
M;(x;,y;,0),i=1,3 és igy

2
1 1 Y1 1 1 1 Y 1
Ty My = 3 T2 Yo 1| = §| x2 y2 1]
r3 ys 1 z3 yz 1
j 1 Y 1
1.3. Megjegyzés. Eszrevehetjik, hogy az || x2 y2 1 || determindns értéke megadja tulajdonképpen az
zg ys 1

My My Ms térbeli haromszdg xOy sikra esd vetiletének a kétszeres teriletét. Hasonldan

121 1

| 2 22 1 || =2Tpr, 0. (00 MoMs);
ys z3 1
zZ1 X1 1

|| 22 @2 1 || =2Tp 0. (M My M)
zZ3 X3 1

Tehat

— 2 2 2
TM1M2M3 - \/TpryOz(MlMQMS) + TPTIOz(A/IlM2M3) + TpT.T,Oy(MlM2M3)




1.4. Sikok egyenletei Descartes-féle koordinata rendszerhez viszonyitva
1.4.1. Egy pont és két nem parhuzamos irany altal meghatarozott sik egyenlete

Tekintjik az A(zo,yo,20) € S rogzitett pontot és a cfl(pl,ql,rl), J'g(p%qg,rg) € V egymadssal nem
parhuzamos vektorokat.

Jelolje a és b a dy illetve a davektorok tartdegyeneseit. Ekkor 1étezik egy és csakis egy a’ egyenes gy,
hogy a || @/, A € @’ és 1étezik egy és csakis egy b’ egyenes tgy, hogy b || ¥/, A € V. Ekkor dird’ = dir dy
és dirb' = dirds. Mivel a/ N¥ = {A} kapjuk, hogy az (a/,0’) = « sik j6l meghatdrozott. Tehdt egy sik
egyértelmiien meghatarozott egy pont és két nem parhuzamos irany altal.

b/

5. dbra. Az A pont és J;, CZ; altal meghatarozott sik

Egy sik egyenlete meghatdrozott, ha barmely M pontjanak ismerjiik a helyzetvektorat. Legyen M egy
tetszéleges pont az A pont valamint a dy, do vektorok dltal meghatarozott « sikban.

€2

—

€1
6. abra. Az A pont és (fl, cfg vektorok altal meghatarozott sik

— — -
Felirhatd, hogy 7y = 74+ AM. Mivel az AM vektor koplandris a dy, ds vektorokkal, 1éteznek a A\, u € R

valds szamok gy, hogy AM = X - di + e ds.
Tehat a sik vektoridlis egyenlete:

Far = 7a + Ay + pda, A, p € R, (14)

—
Legyen az M (x,y,z) pont helyzetvektora az R koordinata-rendszerben 7y = OM = xé; + yés + 2€5.
Tudjuk, hOgy FA = 1’051 +y0€2+20€3, dl = plgl +Q1€2+T1€3, d2 = pgé& +QQ€2 -|—7‘2€3. Ekkor felhasznélva
a stk (14) egyenletét frhatjuk, hogy:

xey +yey + 2€3 = (xo+ A -p1+p-p2)ér+ (Yo + A qu+ - qe)ea + (20 + A -1+ p-r2)€s.

Mivel az €7, €5, €3 vektorok linedrisan fliggetlenek, kapjuk a kovetkezd egyenletrendszert:

r=x0+ A p1+p-p:
Y=vyo+Aq+p g : (15)
z=zo+A-r1+p-r2, ANpeR




amelyet a sik paraméteres egyenleteinek neveziink. Atrendezve a kapott (15) egyenleteket irhatjuk, hogy:
Apr+p-p2=x—2x
Arqrtpr-g2=Yy—Yo
Ari4p-ro=z—2
Ennek az egyenletrendszernek a A és i ismeretlenekkel akkor van megolddsa (Rouché tétele szerint), ha:
pP1 P2 T— 2o
@1 ¢ Y—Yyo |=0, vagy atirva
ST ) Z— 20

T—Zo Y—Y ~<Z— %0
P1 T re |=0. (16)
D2 q2 )

Az igy kapott (16) egyenletet a sik algebrai vagy kanonikus egyenletének nevezziik.
Ha az (16) determindnst az els§ sora szerint kifejtjiik, akkor az

| Az — o) + By — yo) + C(z — 20) = 0] (17)
egyenletet kapjuk, ahol
A= ™M _|Tt P _|P1 @
@ T2 | ry p2 | P2 @ |

Az (17) egyenletet az A(xg, yo, 20) ponton athaladé a sik algebrai egyenletének nevezziik.

1.4.2. Harom nem kollinearis pont altal meghatarozott sik egyenlete

Legyen R = {0, €1, €3, €3} egy affin koordindta-rendszer és M (x1,y1, 21), Ma(x2, y2, 22), M3(x3,ys3, 23) €
S hérom nem kollinedris pont (7. &bra).

7. dbra.

Ekkor az My, Ms, M3 pontok egyértelmiien meghatdroznak egy (M;MsMs) = « sikot. Ha M € « a sik
egy tetszOleges pontja, akkor felirhatd, hogy

o . —_— . e —_—
™ = TM1+M1M:T’M1+>\~M1MQ+[L‘M1M3:

oy + MNP — Tany) + p(Fags — Ty ) =
= (1_)‘_M)FM1 +)‘FM2 +M'FM37

ahol A\, u € R.
Tehat a sik vektoridlis egyenlete:

|7 = (1= A= p)Far, + X T + 41 Ty, A pER. (18)

Hasonléan, mint a (15) relaciéban, kapjuk, hogy

(1 =X—p)xy + Aze + pxs
(1 =X —= )y + Ay2 + pys (19)
(I=A=—p)zr + Az +pzs, AMpeR

SIS
|




amelyet a sik parametrikus egyenletének neveziink.
Ha atrendezziik a fenti rendszert kapunk A, 1 -ben egy két ismeretlenes egyenletrendszert:
x—x1 = Mag —x1) + ples — x1)
y—y1=Ay2 —y1) + nlys —y1)
z—21=MNza —21) + p(z3 — 21)

Rouché tételbdl kovetkezik, hogy az egyenletrendszernek akkor és csakis akkor van megoldasa, ha:

r—xr1 Y-y <2—z
T2 —T1 Y2 — U1 Z92 — 21 =0| (20)
I3 —T1 Y3 — Y1 23— %21

Ezt az egyenletet nevezziik a hdrom nem kollineédris ponton athaladé sik algebrai egyenletének. Ez az
egyenlet még atirhaté a kovetkezd alakba:

r y =z 1
X1 yl Z1 1

=0. 21
To Yo 22 1 (21)
z3 Yz 23 1

1.4.3. A sik tengelymetszetes egyenlete

Legyenek az A(a,0,0), B(0,b,0) és a C(0,0,c) pontok a térben. Ekkor a (20) képlet szerint az (ABC)
sik egyenlete:
T —a

Yy oz
—a b 0[|=0.
0 ¢

A(a,0,0)
€1

8. abra.

Kiszamolva a determinénst és atrendezve az egyenletet megkapjuk a sik tengelymetszetes egyenletét

Ty z
2421, 22
a+b+c (22)

1.4.4. A sik egyenlete, ha ismert egy pontja és normalvektora

Legyen o : Ax + By+ Cz+ D = 0 egy sik. Ekkor 1étezik olyan My(xo, yo, 20) € «, amelyre Az + By +
Czy+ D = 0. Kivonva a két egyenléséget egymésbdl kapjuk, hogy:

A(x —x0) + By — o) + C(z — 29) = 0. (23)

Legyen az ﬁ(A7 B, C) egy vektor és M (x,y, z) egy tetszbleges pont az « sikban. Ekkor a (23) osszefiiggés
ekvivalens azzal, hogy
N.-MoM =0, VMea (24)

— N
vagyis ﬁ 1 MoM, barmely M € a pont esetén. Ez azt jelenti, hogy az N(A, B, C) vektor merSleges az «
sikra.



9. abra.

1.2. Ertelmezés. Az 1_\}(14, B, C) vektort az a : Ax + By+ Cz + D = 0 stk normdlvektordnak nevezzik.

N AP+ Bj + Ck
Legyen az i = ” ﬁ ” = fZl:_ é;_ ol vektor. Az 7 vektort az a sik normal-egységvektoranak
VAT + B2+

nevezzik.

1.2. Tétel. Az« sikot egyértelmien meghatdrozza eqy Mo(xo,yo, 20) pontja és egy rd merdleges ﬁ(A, B,(C)
iranyvektor. Ekkor a sik egyenlete:

’A(a:—xo)—FB(y—yo)—FC'(z—zo):O.‘ (25)

Bizonyitas. Legyen « egy sik, My(zo, Y0, 20) € « egy pont és ﬁ(A,B,C’) ugy, hogy N 1 a. Ekkor az N
vektor meréleges az M My vektorra, barmely M (z,y, z) € « pont esetén, vagyis N -MyM = 0, minden M € «

pontra. Felirva ezen vektorokat a komponenseik segitségével és felhasznélva a skalaris szorzat kiszamitéasi
képletét, kapjuk az « sik egyenletét: A(x — z) + B(y — yo) + C(z — z9) = 0. |
1.5. Pont tavolsaga siktol

Legyen R = {Oj, ;', l;} egy Descartes féle ortonormélt koordinata-rendszer, My(zo, Yo, 20) egy pont a
térben és a : Ax + By + Cz + D = 0 egy sik. Legyen M7 = pr,(Mp) és ﬁ(A, B, () a sik normalvektora.
Ekkor MOM1 1L aés MOM1 || .

—
Az My pontnak az « siktdl valé tavolsagan a d(My, a) = ||MoM;|| szdmot értjik.

My

N(4,B,C)

wh o

10. 4abra.

T— —
I. Médszer. Felirjuk az M, ponton athaladé « sikra merdleges d egyenes egyenletét: 0 _ Y Yo _

A B
R T =x0+tp
c 0 vagy parametrikus alakban: y =1y +1tqg .Meghatarozzuk az M; pont koordindtait, amelyet a d
Z=zg+tr

egyenes és az « sik metszeteként kapunk. Az M7 pont koordindtait tehat a kovetkezd egyenletrendszer adja:

Ar+ By+Cz+D =0
r=ux9+tA
y=yo+tB
z=zy+tC



A B C D
Ebbél az egyenletrendszerbdl kapjuk, hogy t = — o+ Syo + Czo +

. Legyenek (x1,y1,21) az M,

A2 + BQ + CQ
pont koordinatai. Ekkor

o= 7A.Ax0+By0+Czo+D

1=20 A2y B2+ (2
B _A'Axo+Byo+Cz0+D

Y1 ="Yo A2§BQ+C2
= _A.ALC()—F Yo+ Czo+ D

1 0 A2 f B2 4 (2

A B C D
Hasznaljuk a kévetkezd jelslést: k — 0t 20 HC20 D gy )

A% B? 4 (2

d(Mo, ) = || M, Mg|| = v/A2K2 + B2k? 1 C2k2 = |k|\/A2 + B2 + C2.

Tehat az My pont tavolsagat az a siktdl a kovetkezo képlet adja meg:

A B D
d(MQ,Oé) — | 1‘0+ y0+02’0+ |
A2+ B2 + (2

—

N —
II. Médszer. Legyen 71 = TH az « sik normél egységvektora. Ekkor My M, parhuzamos a 1 vektorral,

tehat kozrezdrt B szogiik mértéke 0° vagy 180°. Igy

‘MlMO i

oo . o
= MM |- 7] - cos B| = || M Mol (26)

—_—
Behelyettesitve az My Mo(z1 — o, y1 — Yo, 21 — 20) 6

. < A B C )
n = 5 )
VA2 + B2+ C? A2+ B2+ C? VA2 + B2+ (7

osszefiiggéseket a fenti skalaris szorzatba, kapjuk, hogy

|A:Z?o + Byo + CZO - A:El - Byl — CZl|
/A2 X B2 ¥ (2 ’
Tudjuk, hogy az M; pont az « sikban van, vagyis koordinatéi eleget tesznek a sik egyenletének: Axi+ By; +

Cz1 + D =0, ahonnan Azq + By; + Cz = —D. Visszahelyettesitve ezt a (27) reldciéba, kapjuk az My pont
« siktdl valé tavolsdgdnak képletét. O

T
||M Mo|| =

(27)

1.6. Két kitéro egyenes kozos merdlegese és tavolsaga

1.3. Ertelmezés. Legyen eq €s es két kitérd egyenes a térben. Az e; és ey kitérd egyenesek kézos
merdlegesén azt az egyenest értjik, amely merdleges mindkét egyenesre és tdmaszkodik rdjuk.

1.4. Ertelmezés. Legyenek az A és B pontok a kozds merdleges metszéspontjai az e1 €s az es egyenesekkel.
Az [AB] szakasz hosszdt a két kitérd egyenes tdvolsdgdnak nevezziik.

€1

€2

11. dbra. Az e, es egyenesek kozos merblegese az AB egyenes



A ko6z06s merdleges megszerkesztése

1. Legyen a egy egyenes, amely parhuzamos az e; egyenessel és athalad az e; egy tetszoleges My pontjan.
Legyen az « az a és e; egyenesek altal meghatérozott sik.

2. Legyen 8 az a sik, amely tartalmazza az e; egyenest és merdleges az « sikra.
3. Legyen tovabba ~ egy sik, amely tartalmazza az e egyenest és meréleges az « sikra.

4. Ekkor a (8 és a v sikok e metszésvonala merdleges lesz az « sikra és ezaltal az eq, es egyenesekre is.
Réadasul az e tamaszkodik is ezekre az egyenesekre, tehdt az e egyenes lesz az eq, eo k6z0s merdlegese.

12. dbra. Az ey, ey egyenesek kozos e merdlegese.

A ko6z6s merdleges egyenlete
Legyen R = {0, 4, j,k} egy Descartes féle koordindta-rendszer a térben és legyen
Tr — T Yy—Uy Z— 2

€1 = =
p1 q1 T1

T—T2 Y—Y2 Z— 22
€9 = =
b2 q2 T2
két kitéré egyenes. Az egyenesek egyenletei alapjdn az Mi(z1,y1, 21), Ma(x2,ys2, 22) pontok rajta vannak az

eq illetve az eq egyeneseken. Ekkor az a sik egyenlete:

T—T2 Y—Y2 Z—22
a: P q1 1 =0. (28)
b2 q2 9

Ha kifejtjiik a fenti determindst akkor az « sik egyenlete a kovetkezo alakba irhaté:

g1 T
q2 T2

T P
T2 P2

P1 G
P2 42

+(y —y2) -

+ (2 — 29) -

a:(x—x9) -
Legyen ﬁ az « stk normalvektora. Ekkor az ﬁ normalvektor iranyparaméterei a kovetkezok:

(2 2z 5D

q2 T2
A § sikot meghatérozza az e egyenes, vagyis az My pont és dy vektor, valamint az o sik ﬁ normélvektora.
Ezért egyenletét a kovetkezo képlet adja meg:

T D1
b)
T2 P2

P1 ¢1
P2 42

)

T — T2 Yy—92 Z— 22

D2 q2 9
: =0. 29
p a || op| @ (29)

q2 T2 T2 P2 P2 Q2




A v sikot meghatarozza az M; pont és cfl, ﬁ vektorok. Tehat egyenlete:

r—2 Yy—un zZ—z1
b1 q1 71
: =0. 30
K g1 71 n m P11 G ( )
q2 T2 T2 P2 P2 Q2

A koz0s merdleges egyenletét a 3 és a v stkok metszete adja meg, vagyis az (29) és (30) egyenletekbdl alkotott
egyenletrendszer.

1.4. Megjegyzés. A ko6z0s merbleges megszerkesztése soran tulajdonképpen nincs is sziikségiink az « sik
egyenletére, csak annak normélvektorara. Ez a normalvektor merdleges az « sikra, tehat merdleges az eq, es
egyenesekre. Tehat a normalvektort felirhatjuk, mint a d; dy vektorok vektori szorzata:

- - —

i 7 k
7 7 141 T1 2|7 P1 7P 1
N=d xdy= _7. s : 31
! 2 piodim g2 T2 J T2 P2 P2 Q2 ( )
P2 g2 T2

Ezutan pedig tekintjiik a 8 sikot, amely tartalmazza az ey egyenest és parhuzamos az ﬁ vektorral, majd
a ~ sikot, amely szintén parhuzmos az ﬁ vektorral és tartalmazza az e; egyenest. Ezen sikok metszete
parhuzamos az N vektorral és tamaszkodik az e, es egyenesekre, tehat az e, es kdzos merdlegese lesz.

A két kitérd egyenes tavolsaga
Az ey és az es egyenesek kozotti tavolsag kiszamitdsdnal vegyiik észre, hogy az e egyenes parhuzamos
az eo egyenest tartalmazo o sikkal, tehat:

T1— T2 Y1 — Y2 21— 22

| p1 q1 1 |
b2 q2 9

qgq
gz T2

1.5. Ertelmezés. Két egyenes (hajlds)szoge alait a tér egy tetszbleges pontjdan dt a velik pdrhuzamosan
hizott egyenesek dltal bezart hegyesszoget vagy derékszoget értjik.

d(er, e2) = d(er, @) = d(My, @) =

T P

2
1 @1
T2 P2

P2 Q2

1.7. Két térbeli egyenes szoge

Belathatjuk, hogy ezaltal értelmezett két kitérd egyenes szoge is. Hangsulyozzuk, hogy kitér6 egyenesek
lehetnek merolegesek is egymasra, viszont ha egy pontbdl egy egyenesre bocsatott merdlegesrdl beszéliink,
akkor az egyenest metsz6 egyenesre gondolunk. Ehhez a merolegeshez az adott pont és egyenes sikjan beliil
juthatunk el. Ennek a merolegesnek a talppontja az adott pontnak az adott egyenesre esé merdleges vetiilete.

Legyen d; : TR _YTH 2T A g dy : TT _ YT P72 egyenes. FEkkor

n q1 1 b2 a2 T2
iranyvektoraiknak tekinthetjiik a Ji(ph q1,71) 68 Cig(pz, @2, 72) vektorokat. A dy és dy egyenesek szoge meg-
egyezik irdnyvektoraik szogével, ha azok hegyesszoget vagy derékszoget zarnak be (skaldris szorzatuk nem
negativ) illetve azok kiegészité szogével, amennyiben azok tompaszoget zdrnak be (skaldris szorzatuk ne-

gativ).
Tehat R
di,da) = RIRNCEL 32
m(dy,d2) d, - d (32)

coS —s————5—, hacfl-cfg < 0.
[|dx|] - ||da]]

Figyelembe véve, hogy m — arccosz = arccos(—z), minden z € [—1,1] esetén, majd a moduluszfiiggvény
értelmezését, kapjuk két egyenes szogének mértékére az alabbi Osszefliggést:

— d; - d;
m(dy,ds) = arccos M, (33)
[l - I|dz]]
vagy a koordinatak segitségével:
m(m) = arccos = |p1];2 + gqu +2T1T2|2 . (34)
Vi@ TP+ g+ 13




1.8. Egyenes és sik szoge

1.6. Ertelmezés. Egy egyenes és egy sik szoge alatt az egyenes sikra esd vetilete és az egyenes dltal
bezdrt szoget értjiik.

d =prod 6

(0%

13. dbra. Az « sik és d egyenes altal bezéart 6 szog

Legyen o : Az + By + Cz+ D = 0 egy sik és legyen d : YT _YTH _ET X egy egyenes. A sik és
p q "
egyenes altal bezart szoget jeloljiik 6-val, az egyenes cf(p7 q,r) irdnyvektora és a sik ﬁ(A7 B, C) normélvektora
dltal bezdart szoget pedig u-val. A 14 dbra szemlélteti, hogy e két sz0g Osszege vagy kiilonbsége egyenld 90°-
kal, a d és N vektorok helyzete alapjan.

S
=l
S

14. abra. Egyenes és sik szoge

Tehat

((j\) —m(ﬁ), hacf—ﬁzo
mla,x) = = .
m(ﬁ)fg, had- N <0,

vagyis figyelembe véve, hogy sin(§ — x) = cosx minden = € R esetén, kovetkezik, hogy

o = Ap+ Bq+Cr
sm(d,a)—cos(ﬁ)— \/p2+q2+r2-\/A2+B2+C2.

vl 3

Mivel egyenes és sik szogén 0és 90° kozti értéket értiink, a d egyenes és a sik altal bezart szog kiszamitasi
képlete:

— A B
m(d, a) = arcsin |4p + Bq + ] .
\/p2+q2+r2~\/A2+B2+02

(35)

Sajatos eset. A kovetkezé eseteket emeljiik ki:

> A B
1.) d L « egyenértékii azzal, hogy d || ﬁ, vagyis — = — =
p q

bl

~1Q

2.) dHa@JLﬁ@JﬁzO,vagyisAp+Bq+Cr:0;
3.) Ha d C «, akkor Ap+ Bq+ Cr =0 és Axg + Byo + Czo + D = 0.



1.9. Két sik szoge
1.7. Ertelmezés. Ha két sik nem pdrhuzamos, akkor (hajlds)szdégiiknek a metszésvonal egy pontjdban a
stkokon belul dllitott merdlegesek hajldsszogét nevezzik. Pdrhuzmos sikok hajldsszoge nullszég.
Legyen
a1:A1x+Bly+Clz+D1:O, a21A21'+BQy+CQZ+D2:0

két sik. A két sik szogét a normalvektoraik altal bezart szog mértékének segitségével irjuk fel. A sikok
normalvektorai: ﬁl (A1, By, Ch), ﬁQ(A27 By, C5).

15. abra.

A 15. &bra alapjan is lathatjuk, hogy a két sik 0 szoge megyezik a normélvektoraik szogével, ha a
normélvektorok szoge hegyesszog (a skaldris szorzatuk pozitiv), illetve a normélvektorok kiegészit8 szogével
ellenkez6 esetben. Tehat

haﬁ1~ﬁ220
ha Ny« Ny <0

Ni-N,
arccosﬁ,
(@) - LRTEAN
W—arccosﬁ,
[[Na[]- [ V=]l
1’N22 haﬁl'ﬁgzo

arccos 1 Nil ||ﬁ2 H’ ha ﬁ1~ﬁ2 <0
1] - 2

Figyelembe véve a moduluszfliggvény értelmezését, kapjuk két sik szogére az alabbi Osszefiiggéseket a
normalvektorok segitségével
N1 - Ny

m(ary, az) = arccos ) (36)
|- 1Vl

valamint a sikok egyenleteinek egytitthatdi segitségével felirva:

|A1As + By By + C1C5|
VAL B2 (C?.\/A2+BZ+CZ

m(ay, an) = arccos (37)

1.5. Megjegyzés. Két stk merolegességét és parhuzamossagat is vizsgalhatjuk a normalvektoraik segitségével.
A sikok parhuamossdga (mer6legessége) ekvivalens normélvektoraik parhuzamossigaval (mer6legességével).
Tehat

o L ag < lglL 102<:>A1A2+BlBQ+C102:0. (38)
ﬁ ]—Vz A1 Bl C1
o H a2 ! || 2 A2 Bg CQ ( )




Y, 2)
LU
/// - Y/ \\
(0): 1 >
U .. Y
M'(x,1,0)

16. abra. Origd kozépponta kor

1.10. A gémb

A gbmb azon térbeli pontok mértani helye, amelyeknek egy rogzitett ponttél mért tavolsdguk egyenls.
Az Oxzyz Descartes-féle koordindta-rendszer origéja legyen a gdmb kozéppontja. Legyen M (x,y, z) egy
tetszbleges pont a gémbon és ennek vetiilete az xOy sikra M'(z',1y/,0). Ismerjiik a gdmb r sugarat.
A paraméterek legyenek:
m(m) =u, m(m) = .

Ekkor |OM’| = rsinwv és a gdmb paraméteres egyenletei:

T =rsinvcosu
y=rsinvsinu, wu€[0,27),v € [0,7]. (40)
Z =1rCcosv

Az origd kozépponti, r sugari gomb algebrai egyenlete:

x2—|—y2+z2:r2.‘ (41)

1.6. Megjegyzés. A gomb altaldnos egyenlete:

Az? + Ay? + Az? —2Bx — 2Cy — 2Dz + E=0,A #0.



2. Analitikus mértan sikban

2.1. Sikbeli egyenesek egyenletei Descartes-féle koordinata rendszerhez viszonyitva

Legyen R = {0, €1, &} egy affin koordindta-rendszer a sikban.

2.1.1. Egy pont és egy vektor altal meghatarozott egyenes egyenlete

-

Legyen A(xg,yo) egy rogzitett pont a sikban és d(p, ¢) pedig egy rogzitett vektor.
Ekkor levezethetjitkk az A ponton dthaladé d irdnyvektoru e egyenes vektoridlis egyenletét teljesen ha-
sonléan, mint a térbeli egyenes esetén és itt is kapjuk az egyenes egyenletének, hogy

e: Tu=Fa+Ar-d AER, (42)

ahol M (x,y) egy tetszOleges pont az e egyenesen.
Behelyettesitve az ¥y, 74, d vektorok koordinatéit, kapjuk az e (sikbeli) egyenes paraméteres egyen-
leteit:

T=x9+ Ap
{yzyo+/\q AeR. (43)

Kifejezziik a fenti egyenletrendszer mindkét egyenletébol a -t és egyenlévé téssziik egymassal. fgy jutunk
az e (sikbeli) egyenes kanonikus egyenletéhez:

p q

2.1. Megjegyzés. Konvencié szerint, ha az egyik tért nevezdje nulla, akkor a szamldlé is nulla.
, r—1 y—3
Példa. Ha az e egyenes egyenlete: < =7

, akkor ez ekvivalens azzal, hogy e : y — 3 = 0, vagyis

az e parhuzamos az Oz tengellyel.

Ha az e egyenes nem parhuzamos az Oy tengellyel (vagyis p # 0), akkor az e barmely irdnyvektora

. q ‘ . . ‘ o2 . e s .
esetén a — = m ardny allandd. Ezt az aranyt az e egyenes irdnytényezdjének nevezziik.

Ha az R Descartes-féle koordindta-rendszer (vagyis derékszogii), akkor

(5

ahol « az e egyenesnek az Ox tengellyel bezart szoge.

yl

T
17. abra.
Ha a (44) Osszefiiggést beszorozzuk g-val, kapjuk, hogy
Y—% = 1%(95—1“0) (46)

Tehdt, az adott A(zg, yo) ponton athaldé és adott m irdnytényezdjli egyenes egyenlete

Y — yo = m(x — o). ‘ (47)




2.1.2. Két kiil6nb6z6 pont altal meghatarozott egyenes egyenlete

Legyen M (z1,y1) és Ma(xa,ys) két rogzitett pont a sikban. Ekkor az M; és My pontokon dthaladé
egyenes irdnyvektora My My(xe — x1,y2 — y1), tehét az My My egyenes kanonikus egyenlete:

Ty — 1 y2*yl’

amelyet még atirhatunk a koévetkez6 konnyebben megjegyezheto alakbas:

z y 1
1 Y 1 =0. (49)
T2 Y2 1

2.1.3. Egyenes tengelymetszetes alakja

Ha az egyenes a koordindta-tengelyeket az A(a,0) és B(0,b) pontokban metszi, akkor egyenlete:

—

=1

)
Yy
%

IS

2.2. Megjegyzés. Az MM, nem fliggbleges egyenes irdnytényezdje:

Y2 — Y1

mar My, = .
T2 — 1

2.2. Két sikbeli egyenes szoge

I. médszer. Legyen
d1 : a1$+bly+01 :0,

ds i asx +boy+co=0

két dltaldnos egyenlettel megadott egyenes az xOy sikban. Ezt az két egyenletet atirva kanonikus alakra:
Lody i ——

C2
di: — = =
—by ai —ba az

x y+ o T (e . , . o . >
=1 kapjuk a két egyenes irdnyvektorat: dy(—by,ay) illetve do(—ba,as).
Felhasznélva a (33) Osszefiiggést, kapjuk, hogy

_ |a1a2—|—b1b2|

cos(dy,ds) =
o) = i+ 5

(50)

II. médszer. Legyen
dy ry =mix +nq,

do 1y = mox + ny

két explicit egyenlettel megadott egyenes az xOy sikban. Ekkor m; = tga; és mo = tgaso, ahol o és as a
két egyenesnek az Ox tengellyel bezdrt hajlasszogét jelolik (lasd 18 dbra).

Y dy A

0] Qg A T

18. dbra. Két egyenes szoge

Belathaté, hogy ha p-vel jeloljiikk a d; és da egyenesek szogét, akkor ¢ = a1 — ag. Tehat

tgozl — thég mi1 — Mo

Gid glon = az) 14 tgay - tgas 1+mime (51)




Ha felcseréljitk az mq és mq sorrendjét, akkor a kiegészitd szog mértékét fogjuk megkapni. Mivel két egyenes
sz0gén mindig a hegyesszoget értjik és tudjuk, hogy ennek tangense pozitiv, a két sikbeli egyenes szogére
levezetett Osszefiiggést a kovetkezd alakban hasznaljuk:

—_ my1 — Mo
tg(dy,do) = |——————| . 52
() = | (52)
2.3. Parhuzamos és merdleges egyenesek
2.3.1. Parhuzamos egyenesek
Két parhuzamos egyenes irdnya megegyezik és ezaltal irdnytényez6jik is egyenld, vagyis:
| dilds < my = my. (53)

2.3. Megjegyzés. A fenti dsszefiiggés onnan is kévetkezik, hogy Két eqgyenes akkor és csakis akkor pdrhuzamos,
ha bezdrt szogiik 0, ami ekvivalens azzal a (52) dsszefiiggés alapjdn, hogy iranytényezdik megegyeznek.

2.3.2. Merdéleges egyenesek

2.4. Megjegyzés. Legyen di, de két egymasra merdleges egyenes. Ekkor iranyvektoraik Lfl(pl,ql) és
Ci;(pz, @2) szintén merblegesek egymdsra, ezért skaldris szorzatuk nulla. Tehdt pips + g1g2 = 0. Feltételezve,
hogy egyik egyenes sem parhuzamos az Oy tengellyel, végigoszthajtuk ezt az egyenletet pips-vel és fel-
haszndlva az iranytényezd értelmezését, kapjuk, hogy

’dlLdg(:>m1~m2=—1.‘ (54)

2.5. Megjegyzés. 1. A (54) osszefiiggés masként is levezethets. Ay (52) osszefiiggés jobboldaldnak nincs

értelme abban az esetben, ha my - mg = —1. Ez azt jelenti, hogy értelmetlen a tg(m), vagyis a dy és do
egyenesek szoge 90°.

2.4. Pont tivolsiga egyenestdl (sikban)

Legyen e : ax 4+ by + ¢ = 0 egy egyenes az 2Oy sikban és My(xg,yo) egy pont a sikban. Az My pont
tavolsagan az e egyenestdl az [ My M;] szakasz hosszét értjiik, ahol My az My pont e egyenesre esd vetiilete.

My

& M1

19. dbra. Az M, pont tdvolsiga az e egyenestdl: |MoM|.

Felirjuk az M, ponton athalado és az e egyenesre meréleges MyM; egyenes egyenletét:

—1
MoMy 1y —yo = —( — 20),
m

€
a
ahol m, = —5 e egyenes irdnytényezdje. Az M pont (x1,y;) koordindtdit megkapjuk az e és MyM;

egyenesek egyenleteibdl alkotott
b(z — zo) = aly — yo)
ax +by+cz=0

egyenletrendszer megolddsaként:

e axo + byg + ¢
1 =20 YR

azxg + byg + ¢
Y11=y —b——5—5—.

a? + b2



Kiszamitva a [MyM;] szakasz hosszdt, kapjuk, az My pont tdvolsdgéat az e egyenestél:

_axg 4 byo + ¢

@15

Alkalmazds. Szogfelezbk egyenletei (sikban).

Legyen dy : a1z + b1y + c1z = 0, da : agx + bay + coz = 0 két metsz6 egyenes a sikban. Célunk
meghatdrozni a két egyenes altal alkotott szog (belsé és kiils) szogfelezbinek egyenleteit.

Tudjuk, hogy a szogfelezé azon pontok mértani helye, amelyeknek tavolsdga a szog két szaratdl megegye-
zik. Legyen M (z,y) egy tetszdleges pont a sikban. Ez a pont akkor és csakis akkor lesz a dy és dy egyenesek
szoglelez6jén, ha d(M,dy) = d(M, ds), vagyis

d(Mo, e) (55)

larx + bry + 1] . lasx + bay + 2|
Vai+b7 Va3 +b

fgy a két szogfelez6 egyenlete:

wurt+byte ia2m+b2y+02 (56)
at + b3 a3 + b3

2.5. Kipszeletek
2.5.1. Kor
Legyen My egy rogzitett pont a P sikban és legyen r > 0 egy rogzitett szam.

2.1. Ertelmezés. Az M, kézépponti és r sugari C kor azon M pontok mértani helye a sikbol, amelyeknek
az My ponttol vett tavolsdga dllando és egyenld r-rel, vagyis

C(My,r)={M € P:|MMy| =r.} (57)
Legyen Oy egy Descartes-féle koordinata-rendszer.
2.1. Tétel. Az M(x,y) pont akkor és csakis akkor van az My(xo,yo) kézépponti, r sugard koron, ha
(x = 20)* + (y — 90)? = 1. (58)

Bizonyitds. Az M pont akkor és csakis akkor van az My kézépponti r sugard koron, ha | M My| = r, vagyis

V@—z)2+y—y)l=r & (@—z0)°+@y—y) =r"

Tehat az My (o, yo) kozépponti, r sugari kér implicit egyenlete:

C: (@ =zl +(y—w0) =1

2.2. Tétel. Az (x—x0)?+ (y—10)? = r? egyenletii kor My (x1,y1) pontjdban szerkesztett érinté egyenlete:

[ (& = 20) (@1 — 20) + (y — 90) (41 — w0) = 1*, (59)

amelyet még a kor dupldzott egyenletének is nevezink az M (x1,y1) pontban.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a kor M; pontjiba szerkesztett érinté merdleges az M7 ponton athaladé atmérore.
Felirjuk eldszor az atmérd egyenletét:

MlMoi T~ = y_yl

Ty — X1 Yo — U1

majd az erre meréleges (érinté) egyenletét, felhaszndlva, hogy

1 o — X1
Merints = — = - .
MMy Mo Yo —
Tehét az érint6 egyenlete:
o — I
y—y=———(z—11). &

Yo — Y1



M (z1,y1)

20. abra. Kor érintéje és normalisa.

(w0 +21)(x —21) — (Yo —y1)(y —y1) =0 (60)
Mivel az M; pont rajta van a C koron, kielégiti annak egyenletét:
(z1 —0)* + (y1 —wo)? = 7*. (61)
Osszeadva a (60) és (61) egyenleteket kapjuk, hogy

(y = yo)(y1 — yo) + (z — wo)(x1 — wo) = 1> (62)

O

2.2. Ertelmezés. A kir M, pontjaba szerkesztett normadlisdan azt az egyenest értjik, amely dthalad az My
ponton és merdleges az My pontba szerkesztett kérérintdre.

Kor esetén egy M7 pontba szerkesztett normalis megegyezik az M; ponton athaladé atmérével. Tehat
egyenlete:

M, M, : r— 2 _ Y—UY
To — T1 Yo — Y1

2.6. Megjegyzés. Kor érintgjének egyenletét meghatarozhatjuk felhasznédlva az analizisbol jolismert eredményt
is: Legyen f : I — R egy derivalhato fiiggvény, I C R nyilt intervallum. A fiiggvény grafikus képéhez az
M (z1, f(x1) = y1) pontban szerkesztett érintd egyenlete:

=y =)@ —21).|

Kor esetén: y = f(x) = yo = /12 — (v — 20)?, ahol az eléjelet pozitivnak valasztjuk, ha M pont a kor felsd
korivén talalhato és negativnak ellenkez6 esetben.

2.5.2. Ellipszis

2.3. Ertelmezés. Azon pontok mértani helyét a sikbol, amelyeknek két rogzitett ponttol mért tdvolsdaguk
osszege dllando, ellipszisnek nevezzik.

Legyen ¢ > 0 és F, F' két rogzitett pont a sikban dgy, hogy |FF’| = 2¢ és legyen a > ¢. A sik azon M
pontjainak mértani helyét, amelyre |M F| + |M F’| = 2a, ellipszisnek nevezziik:

E={MeP:|MF|+|MF|=2a}.

Tovabbi elnevezések:
1. I, F' : az ellipszis fékuszai
2. FF’ egyenes: fokalis tengely
3. |FF'| = 2c : fékusztavolsag
4. [MF'] és [MF| szakaszok: M ponthoz tartozé vezérsugarak.

2.7. Megjegyzés. Ha c = 0, akkor az ellipszis egy a sugari kor lesz.

Legyen £ egy adott ellipszis. Vélasztunk egy xOy Descartes-féle koordinata-rendszert gy, hogy az O pont
legyen az [F'F'] szakasz felezOpontja, az Ox tengely legyen a fok4lis tengely. Ekkor F'(—c¢,0) és F(0,c).



B'|-b

21. abra. Ellipszis.

2.3. Tétel. Az M(x,y) pont akkor és csakis akkor van az € ellipszisen, ha
22 2
7_|_b72_1 ahol b* = a® — .

Bizonyitds. Az M pont rajta van az & ellipszisen, ha |MF|+ |MF’| = 2a. Ekkor

\/($+C)2+y2+\/(w—c)2+y2:2a.<:>

& (r+e)+y*=(—c)? +y*+4a® -2 2a\/(x — )2 + 2

& dac—4a® = —da/(z — )2 +y?

2

s 22 — 2zcd® + at = a®2? — 2d%xc + a*P + ay?

xQ(aQ _ 02) +a2y2 _ a2(a2 —C2>.

Bevezetjiik az a® —c? = b? jelolést és végigosztva az el6bbi egyenletet a2b?-tel kapjuk az ellipszis kanonikus
egyenletét:
2y
£:5+5 =1 (63)
O
2.8. Megjegyzés. A B(0,b = Va?—c?) és a B'(0,—b = —Va? — ¢?) pontok rajta vannak az ellipszi-

sen, mégpedig az ellipszis metszéspontjat jelolik az Oy tengely-lyel. Valéban, a BOF és BOF' kongruens
héromszogekben alkalmazva a Pithagorasz tételét kapjuk, hogy a? + b? = 2.

2.9. Megjegyzés. Ha jeloljik A, A’ és B, B’-tel a (63) egyenlettel megadott ellipszis metszeteit az Oz illetve
Oy tengelyekkel és a > b, akkor még hasznéljuk a kovetkezd kifejezéseket:

1. az [AA'] szakasz az ellipszis nagytengelye;

2. a [BB'] szakasz az ellipszis kistengelye;

3. az A(a,0), A’'(—a,0), B(0,b), B'(—b,0) pontok: az ellipszis csiicsali.

2.10. Megjegyzés. Az ellipszis kanonikus egyenletében az x és y valtozok a masodik hatvanyon szerepelnek,
ezért egy M (x,y) ponttal egyiitt az ellipszisen vannak az Mj(—z, —y), Ma(—x,y), Ms(z,—y) pontok is.
Tehat az Oz és Oy tengelyek szimmetriatengelyei az ellipszisnek, az O pont pedig szimmetriakdzéppontja.

2 2

x
2.4. Tétel. AzE&: — + 32—2 =1 egyenleti; ellipszis Mo(xo,yo) pontjdba szerkesztett érinté egyenlete:
a
Lo | YYo _ 1
a? b2

amelyet még az ellipszis dupldzott egyenletének is neveziink az My pontban.

Bizonyitas. Az ellipszis érint6jének meghatarozasara a 2.6 Megjegyzést hasznaljuk fel. Az f fiiggvény felirdsa
érdekében az ellipszis egyenletébdl kifejezziik az y-t:

y:j:b 1—— =4= a2—x2.



Tételezziik fel, hogy az My pont az ellipszis "fels§” {vén van, vagyis yo > 0 (ellenkezd esetben teljesen
hasonléan jarunk el). Ekkor az f fliggvényt is ennek megfelelen valasztjuk:

y= ) = a2

Az érinté egyenlete:
y—yo = f'(z0)(x — 20) &

Zo
Y=o = —= - ————(x — ). (64)
a a® — xg
2 yj B2,

Mivel az Mo(xmyo) € 5 kovetkezik, hogy x— + =1, vagyis y3 = —(a” — x2). Feltételeztiik, hogy
a

B2
Yo > 0, tehdt \/a? — x3 = b “Yo. Vlbbzahelyettebltve ezt a (64) Osszefuggésbe frhatjuk, hogy

Tehét az érint6 egyenlete =04 Y _ 1. O

b2

2.4. Ertelmezés. Az ellipszis My pontba szerkesztett mnormadlisa az az egyenes, amelyik dthalad az M
ponton és merdleges az ellipszis My pontjdban szerkesztett érintdre.

2.5. Tétel. (Az ellipszis optikai tulajdonsdga) Az ellipszis My pontjdba szerkesztett érintd és normdlis
felezik az FMy és F' My vezéregyenesek dltal meghatdrozott szogeket.

%k
Iz Oj:c

22. abra. Ellipszis optikai tulajdonsaga.

normalis

2 2
Bizonyitas. Ugy szerkesztjiik meg a koordinata-rendszert, hogy az ellipszis egyenlete legyen £ : x— + % =1,
ahol b2 = a? — ¢? és a fékuszok F'(—c,0); F(c,0). Legyen My(zo,y0) € € egy tetsz6leges pont. Fel1rJuk az

F M,y és F' My vezéregyenesek egyenleteit:

T2 _ Y~ Y%
C— o —Yo

FM, : & FMy : —yox + (zg — ¢)y + cyo = 0; (65)

xr — X —
F'Mj : - ;) _Y yyo & F'My:yox — (z0 + ¢)y + cyo = 0. (66)
—Cc— 40 — Y0

FM és F'M egyenesek altal bezart szogek szogfelezbi (a 56 egyenlet alapjdn):

—yox + (xo — )y + cyo _ Yo — (zo + )y + cyo (67)
Y5 + (20 — ¢)? Y2 + (z0 + )2




Kiszamitjuk a gyokjel alatti kifejezéseket:

b2
Yo + (w0 — ¢)® = ﬁ(‘ﬂ —x3) + (o —¢)? =

2 2 2 2
a c 2 2 2 2 (CL C’Io)
= a“ —xp) + x5 — 2x0C + = —

ag ( 0) 0 o€ C a

Mivel xg € [—a,a] és 0 < ¢ < a, kdvetkezik, hogy a? — cxg > 0. Tehat

2

2

a” —cx
Yo+ (w0 — €2 = ——— 2. (68)
Hasonl6 szamitasok utan kapjuk, hogy
a’®+cx
B+ (o op = EE (69)

Ekkor a (67), (68), (69) Osszefiiggések alapjan az FMoF' szog szogfelezbinek egyenletei:

—Yo + (w0 — €)y + cyo
2

_ Yot~ (w0 + )y + cyo

a? — cxg a? + cxg

Két esetiink van, aszerint, hogy az egyenldség jobboldalan melyik el6jelet valasztjuk. Valasszuk példaul
a 74" elbjelet! Ekkor elvégezve a miiveleteket és alkalmazva a c? = a2 — b? Osszefiiggést, kapjuk az aldbbi
egyenletet:
2 2 2 2 2 2 2 _
—a”yoxr + a"roy —a“cy + a“cyo — CroYox + cxyy — ¢ xoY + " ToYo =

= azyoz — azzoy — a20y + a20y0 — CcxoYo + czgy + c2x0y — 02z0y0 =
& —a*yor + byxo + (a® — b*)zoyo = 0.
Atrendezve ezt az egyenletet észrevehetjiik, hogy ez épp az M, pontba szerkesztett normalis egyenlete. fgy

a masik szogfelezd (a ”—" elbjeles) az My pontba szerkesztett érintd lesz (mert a bels6 és kiilsé szogfelezdk
merdlegesek egymadsra az My pontban, akdrcsak az érinté és normaélis). |

2.11. Megjegyzés. A tételben kijelentett mértani tulajdonsidgok az aldbbi optikai tulajdonsdgnak felel
meg: az ellipszis egyik fokuszaban elhelyezett fényforrasbdl kiindulé tetszoleges fénysugar az ellipszisrol vald
visszaver6dés utdn a méasik fékuszon fog atmenni.

2.5.3. Hiperbola

2.5. Ertelmezés. A hiperbola azon pontok mértani helye, amelyeknek két rogzitett ponttol vett tdvolsdguk
kiilonbsége dllando.

Legyen ¢ > 0, F, F' két rogzitett pont a sikban gy, hogy |FF'| = 2¢ és legyen a € (0,c¢). A sik azon M
pontjainak H halmazat, amelyre ||MF’| — |[M F|| = 2a hiperboldnak nevezziik:

H={MecP|||MF|-|MF|| = 2a}.

Tovabbi elnevezések:

1. F, F': a hiperbola fékuszai

2. FF': fokdlis tengely

3. |FF'| = 2c: fékusztavolsig

4. [MF),[MF'] szakaszok: az M ponthoz tartozé vezérsugarak.

Legyen xOy egy Descartes-féle koordindta-rendszer, amelynek origdja legyen az [F F'] szakasz felezépontja,
Ox tengelye pedig a fokélis tengely. Ekkor a fékuszok koordinédtéi: F(c,0), F'(—c,0).

2.6. Tétel. A M (x,y) pont akkor és csakis akkor tartozik hozzd a H hiperboldhoz, ha

ahol b? = ¢? — a?.



23. abra. Hiperbola

Bizonyitas. A hiperbola értelmezése szerint az M pont akkor van a H hiperboldn, ha | |[M F'|— |MF|| = 2a,
vagyis

IMF'| = |MF|=+2a < /(z—¢)2+12+/(z+ )2+ 12 = +2a.
Négyzetreemelve mindkét oldalt kapjuk, hogy
(z—c)?+y?=4a’+ (x4 +y* +da/(z + )2+ 2 &
—dzc — 4a® = +dav/(z + )2 + y2.
Ujra négyzetre emelést alkalmazva és dtrendezve az egyenletet kovetkezik, hogy

2?(? — a®) — a*y® + a*(a® — #) = 0.

Bevezetve a b2 = ¢ — a® jelolést és elosztva az egyenletet a?b>-tel, megkapjuk a hiperbola kanonikus
Y
egyenletét: |
2 2
A E vy _

2.12. Megjegyzés. A hiperbola egyenletébdl addédik, hogy a hiperboldanak két szimmetriatengelye van; az
egyik a fokuszokat Osszekoto egyenes, ezt a hiperbola hiperbola valds tengelyének nevezziik; a maésik
fékuszokat Osszekotd szakasz felezOmerélegese, melyet a hiperbola képzetes tengelyének neveziink. A két
tengely O metszépontja a hiperbola szimmetria-kézéppontja, amit a hiperbola kézéppontjanak is mondunk.

2.13. Megjegyzés. Beldthatd, hogy az A(a,0) és A’(—a,0) pontok rajta vannak a hiperboldn, mégpedig
ott, ahol az Oz tengely metszi a hiperbolat. Ezeket a pontokat a hiperbola csiicspontjainak nevezziik.
Az a, b szdmok a hiperbola valds és képzetes féltengelyei.

2 2
2.7. Tétel. Az H:— — Z—Q =1 egyenleti paraboldnak a van két ferde aszimptotdja a +oo-ben, melynek
a
egyenletei:
b
=+-—uzx. 71
y=+_z (71)

Bizonyitas. Kifejezziik a hiperbola egyenletébél a y-t és legyen

flz)=y= :i:gx/x2 — a2

Koztudott, hogy a ferde aszimptota egyenlete +oo-ben: y = max + n, ahol m = lim 1) és n =

r—+oo g

b
EIjI:l (f(x) —ma). A mi esetiinkben kiszdmolva ezeket a hatérértékeket kapjuk, hogy m = ig ésn=0.0



2 2

2.8. Tétel. A H : % — Z—2 = 1 egyenlettel megadott hiperbola Moy(zo,yo) pontjdban szerkeszlelt érintd
a
egyenlete:
TZo  YYo
@ " (72)

Ezt az egyenletet még a hiperbola dupldzott egyenletének is nevezzik az My pontban.

Bizonyitas. A 2.6 Megjegyzés alapjdn a hiperbola érint8je az My(xo,yo) pontban : y—yo = f'(zo)(z — x0),

b
ahol f(x) =y =+—-vVa?—a? Az [ fuggvény el§jelét azonosnak valasztjuk az yo eljelével.
a
Feltételezve, hogy yo > 0 az érint6 egyenlete:

(= o). (73)

(Ha yo < 0, teljesen hasonld szadmitdsok utén ugyanahhoz az egyenlethez jutunk.) Mivel az My(xo,y0) € H,
2

2 2 b
kévetkezik, hogy x—g - Z—g =1, vagyis y8 = —Q(xg —a?). Feltételeztiik, hogy yo > 0, tehdt /2% — a2 = %~y0.
a a
Visszahelyettesitve ezt a (73) Osszefliggésbe frhatjuk, hogy
b2 .’EO( )
—yo=—- —(r—=x
Y—% 2 % 0

Beszorozva ezt az egyenletet %—tel, kapjuk, hogy

TTO YYo _ Yo T _
a? 2 2 a2

xx

Tehét az érint6 egyenlete: —20 — y—léo =1. (]
a b

2.6. Ertelmezés. Azt az egyenest, amelyik dtmegy az My ponton és merdleges az My pontba szerkesztett

érintdre, a hiperbola My pontjdba szerkesztett normdlisnak nevezzik.

2.9. Tétel. (A hiperbola optikai tulajdonsdga) A hiperbola My pontjiba szerkesztett érinté és normadlis
az F My és F' My vezéregyenesek dltal meghatdrozott szogek szogfelezéi.

F’ O/ F x

24. dbra. A hiperbola optikai tulajdonsdga

2 2

Bizonyitas. Ugy szerkesztjiik meg a koordinata-rendszert, hogy a  hiperbola egyenlete legyen % — z—z =1,
a

ahol b? = ¢ — a2 és a fékuszok F'(—c,0); F(c,0). Legyen Mo(wo,y0) € H egy tetszéleges pont. Felirjuk az
F M,y és F' My vezéregyenesek egyenleteit:

FMy : yox — (x0 — ¢)y — cyo = 0; (74)



F'My : yox — (z0 + ¢)y + cyo = 0. (75)
FM és F'M egyenesek altal bezart szogek szogfelez6i

yox — (o + )y + cyo — YT~ (kg — )y — Yo (76)

Y5 + (w0 + ¢)? Y5 + (w0 — ¢)?

Kiszamoljuk a gyokjel alatti kifejezéseket:
2

x
Y2+ (xo +¢)? =3 (—-1+ a—g) + a2+ 2x0c+ % =
b?
= (—2+1)x3+2xoc+02 —b? =
a

b2 2\,.2
7( +g )xo +2moc—|—a2 =
a

1 1
= a—2(c2x8 + 2z9ca® + at) = ?(cxo +a?)2.

2

Hasonl6 gondolatmenet alapjan yg + (zo — ¢)> = — (a® — cxo)?.

a
Ekkor a szogfelez6k egyenletei:

yor —(Xo+c)y+eyo _

Yor — (0 — )y — cyo
a? + cxo a '

2 —cxg

Ha a”—" el6jeles egyenletet valasztjuk el6szor, akkor az aranypérok tulajdonsaga alapjan irhatjuk, hogy
a2y0x — a2x0y — aQCy + azyoc — CToYox + ca:gy + choy — 02x0y0 =

= —a2y0x + a2x0y — a2cy + a2cy0 — cxoYox + cx%y — c2x0y + c2x0y0 =
aQyOx — azxoy + czxoy — 02$0y0 =0«
a*yoxr + b2zoy — (a® + b*)zoyo = 0.

Tehat az egyik szogflelezd egybeesik a normaélissal (14sd (77?) egyenletet), ami maga utdn vonja, hogy a mésik
szogfelezd egybeesik az érint6vel. O

2.5.4. Parabola

2.7. Ertelmezés. Azon pontok mértani helyét a sikbol, amelyeknek egy rogzitett ponttol és eqy rogzitett
egyenestdl mért tavolsdguk egyenld parabolanak nevezzik.

Legyen h C P egy egyenes és F ¢ h egy pont.
2.8. Ertelmezés. A sik azon M pontjainak P, halmazdt, amelyekre
d(M,h) = |MF|

paraboldnak nevezziik:
Pp={MeP:d(M,h)=|MF|.}

Tovabbi elnevezések:

1. az F pont: a parabola fékusza vagy gyujtépontja;

2. a h egyenes: a parabola vezéregyenese;

3. az [M F| szakasz: vezérsugar.

Vélasztunk egy Descartes-féle koordindta-rendszert, gy, hogy az O pont legyen az [AF] szakasz fe-
lez6pontja, ahol az A pont a fékusz h egyenesre es6 vetiilete és az Ox tengely pedig legyen az h-ra merdleges
AF egyenes.

Jelolje p = |AF| a fékusz és vezéregyenes kozti |AF| tavolsdgot. Ezt a szdmot a parabola pa-
raméterének nevezzik.

Ekkor F (g, 0) és A (—g, O). A h vezéregyenes egyenlete: x = —g.

2.10. Tétel. Az M(x,y) pont akkor és csakis akkor tartozik hozzd a P, paraboldhoz, ha

™
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P
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25. dbra. Az y? = 2px egyenlettel megadott parabola.

Bizonyitas. Az M pont akkor és csakis akkor van rajta a P, parabolan, ha

d(M,h) = |MF| & d®(M,h) = MF? & (x+§>2: (x—§)2+y2 o

& 2pr =y°.

Tehét a parabola kanonikus egyenlete:
y* = 2px.

2.14. Megjegyzés. A parabola egyenlete alapjan egy M (z,y) ponttal egyiitt az M (x, —y) pont is a para-
bolan van. Tehat az Ox tengely szimmetriatengelye a parabolanak.

2.11. Tétel. Azy? = 2px egyenlettel megadott parabola My(xo,yo) pontjdba szerkesztett érintéjének egyen-
lete

’ yyo = p(x + o), (78)

amelyet még a parabola dupldzott egyenletének is neveziink az My pontban.

Bizonyités. A 2.6 Megjegyzés szerint a parabola My pontjaba szerkesztett érintéjének egyenlete y — yo =
f'(zo)(z — xp), ahol f(z) = y = +/2pzx, ahol az [ fiiggvény eldjelét azonosnak valasztjuk az My pont yq
ordinatajanak eléjelével.

Tételezziik fel, hogy az M, pont a parabola "fels6” ivén van, vagyis yo > 0. Ekkor még felhasznélva,
hogy y2 = 2pxo (mert My € P) kapjuk az érint6 egyenletét:

p 'Y 2
Y—"Yo = (x—x9) & y—yo=—(r—20) & yyo=0pr+ys—pro.
V2pzo Yo N

pxo

2.9. Ertelmezés. Azt az egyenest, amelyik dtmegy az My ponton és merdleges a parabola My pontba szer-
kesztett érintdjére, a parabola My pontjdba szerkesztett normdlisdnak nevezzik.

2.12. Tétel. (A parabola optikai tulajdonsdga) A parabola tengelyével pdrhuzamos fénysugarak a para-
boldrol visszaverddve a fokuszban futnak Ossze vagy forditva a parabola fokuszdbdl kiindulo fénysugarakat a
parabola a tengelyével parhuzamosan veri vissza.

Az optikai tulajdonsidg matematikai megfogalmazasa: a parabola egy My pontjahoz tartozé érint6
és normélis felezi az MyF egyenes és az My ponton at a parabola tengelyével hizott parhuzamos egyenes
altal bezart szoget.

Bizonyitas. Legyen y? = 2px a parabola egyenlete. Ekkor a h egyenes egyenlete: x = fg és a fokusz
koordinétai F (g, 0). Feltételezziik, hogy az My pont koordinétdi My (zo,yo). Legyen B az My pont vetiilete

a vezéregyenesre: B —§7y0

Konnyen belathato, hogy a tétel kijelentése egyenértékii az alabbi allitasokkal:
1. a parabola érintje az My pontban a [BF| szakasz felez6merdlegese;

2. a fékusz szimmetrikusa az érintére nézve rajta van a vezéregyenesen;
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3. a fékusz vetiilete az My ponthoz tartozé érintére a parabola csicsérintGjén van.

Ezért elég igazolni egyet ezen allitask koziil. Igazoljuk példaul, hogy az My pontban szerkesztett érinté
felezémerélegese a [BF] szakasznak. Az My pontba szerkesztett érint6 egyenlete: yyo = p(x + o). Tehdt az
érint6 irdnytényezoje:

p

I 79
érinto " ( )
A BF egyenes irdnytényezdje:
mpp = JB_YFE _ _H0 (80)
B —TF p

Legyen N a [BF] szakasz felezpontja. Ekkor N (O, %) Ez a pont rajta van az My pontba szerkesztett

YoYo

érint6én, mert koordindtai kielégitik az érinté egyenletét: = pxo. Ekkor a (79) és (80) Osszefiiggések

alapjan kapjuk, hogy az érintd a [BF] szakasz felezOmerdlegese. O



3.

3.1.

10.

11.

12.

13.

Kituzott feladatok

Analitikus mértan sikban

. Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek

(i) irdnytényezdje m = —5 és dtmegy az A(1, —2) ponton;

(ii) irdnytényezéje m = 8 és az Oy tengelyen egy 2 hossziisdgu szakaszt hatdroz meg;
(iii) athalad az A(—2,3) ponton és az Ox tengellyel 60°-os szoget zar be.

(iv) dtmegy a B(1,7) ponton és meréleges az n(4,3) vektorra.

Adott az ABC héromszog: A(1,1), B(—2,3),C(4,7). Irjuk fel az oldalak valamint az A cstcshoz
tartozé oldalfelez6 és magassag egyenleteit! E:rx=13z+2y—5=0.

frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad az A(12,6) ponton és az egyenes valammint
a koordinatatengelyek dltal meghatarozott haromszog teriilete 150.

E: 32 4+ 4y — 60 = 0,z + 3y — 30 = 0.

. Az orig6bdl egy d egyenesre hiizott merdleges talppontja az A(1,2) pont. frjuk fel a d egyenes egyen-

letét! E:
r+2y—5=0.
Hatarozzuk meg a d; : —x + 2y — 1 = 0 egyenes szimmetrikusat a ds : © — y = 0 egyenesre majd az
A(-2,5) pontra vonatkozdan! E:2x+y—1=0,2—-2y+23=0.
Adott egy haromszogkét csiicsa: A(—6,2) és B(2,—2), valamint a H(1,2) ortocentrum. Hatdrozzuk
meg a harmadik C cstics koordinatait! E:C(2,4).
Hatdrozzuk meg azt az A(3,1) ponton dthalad6 egyenest, amely 45°-0s szoget zar be a 2x+3y—1=0
egyenlettel megadott egyenessel. E:x—-5y+2=0,524+y— 16 =0.
. Hatédrozzuk meg az 0(0,0), A(1,2) és B(—5,7) pontok tavolsdgit a 6x + 8y — 15 = 0 egyenestsl. E:
3 7 11
2°10° 10"

Hatarozzuk meg az aldbbi parhuzamos egyenesek kozti tavolsdgot
1)oz—2y+3=06s2x—4y+7=0;
2)3r—4y+1=0ésaz=1+4t,y =3t ;
r=2—-t,y=—-3+2tésx=2s,y="5—4s.

1
m.
frjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely athalad az A, B pontokon és kézéppontja rajta van a d
egyenesen, ha
a) A(4,1), B(0,-3),d:z—2y—4=0;

b) A(1,2), B(4,-3),d:3x —y —19=0.
E:a) (z -2+ (y+1)? =8 ) (w—T4)? + (y — 2)* = %52,

E: 1)

frjuk fel a C kor P pontjaba szerkesztett érinté egyenletét, ha
a) C:2?+9y?> =5, P(1,-2);
b) C: 2% +y?+ 22— 6y —15=0, P(3,6). E:a)z—2y—5=0;b) 42+ 3y — 30 = 0.
Adott a C kor és a d egyenes. frjuk fel az adott egyenessel parhuzamos korérintok egyenletét, ha
a)C:a?+y*>—-13=0,d:4x+ 6y —5 = 0;
b)C:a?+y? +2x —4y—20=0, d: 3z + 4y = 0.

E:a)e; :20+3y+13=0,e3:2x+3y—13=0;b) e; : 3z +4y +20=0,e3 : 3z + 4y — 30 = 0.

Adott a C kor és a d egyenes. frjuk fel az adott egyenesre merdleges korérinték egyenletét, ha
a)C:a?+y>+5x=0,d:42 -3y +7=0;
b)C:a?+y? 120 —8y+47=0,d:z+2y —4=0.

E:a)er :3z+4y+20=0,e2:3x+4y—5=0;b)e; :2c —y—3=0,e2: 22 —y — 13 =0.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

frjuk fel az ellipszis kanonikus egyenletét, ha

a) nagytengelye 8 egység, kistengelye 6 egység;
b)a=4, c=3;

c)b=24, c=T;

d) az ellipszis dthalad a P;(10,5), P2(6,13) pontokon;

12
e) az ellipszis fékuszai F(3,0), F'(—3,0) és egy pontja P(4, E)

2 2 2 2 2 2

. 2 _q. — . _1. 9z° 2 _ 1. 2 —
Eia) G+%=Lb) GHE+%=Le)gstig=01d 1505+t =1 +%=1
2 2
Irjuk fel az % + % = 1 ellipszis P(2,—3) pontba szerkesztett érint6jének egyenletét!
E:x—-2y—8=0.
2?2
Hény érint6 huzhaté a P(1,1), Q(5,1), R(4,0) pontokbdl az 16 + 5= 1 ellipszishez?
E: 0,2,1.
) 22 2
Irjuk fel az 10 + 5= 1 ellipszis azon érintGinek az egyenletét, amelyek parhuzamosak a 3x+2y+7 =0
egyenessel! E: 3z +2y + \}% =0.
Az A pontbdl érintéket szerkesztiink az £ ellipszishez. Hatdrozzuk meg az egyenleteiket, ha
2?2
A4,-1),E: —+ = =1;
a) A(4,-1), &+ =1

b) A(2,-1), £: 22 +9y> = 9.

E:a)z+y—-3=0,z—5y—9=0;b) y+1=0,4x — 5y — 13 =0.
Hatarozzuk meg annak a hiperbolanak az egyenletét, amelynek fokuszai az Ox tengelyen vannak,
szimetrikusak az origora nézzve és teljesitik az aldbbi feltételek koziil az egyiket:
1) a tengelyeket a 2a = 10 és 2b = 8 egyenl8ségek hatdrozzik meg;
2) az aszimptotdk egyenletei y = :t%:n és a fokusztavolsiag 2¢ = 20.

Adott a 1622 — 9y? = 144 hiperbola. Hatdrozzuk meg :
1) fékuszokat,

2) az aszimptotdk egyenleteit.

2 2
Irjuk fel az ;—O — % = 1 hiperbola azon érint6inek az egyenleteit, amelyek merdlegesek a 4x+3y—7 =0
egyenesre. E: 3x — 4y = +10.
Az A pontbdl érintéket szerkesztiink az H hiperboldhoz. Hatarozzuk meg az egyenleteiket, ha
22 2
A(2,1 === =1
R
y?
b) A(1,4), H : 2? — T 1.

E:a)z—y—1=0,92+5y—23=0;b) 2 —1=0,50—2y+3=0.
Hatarozzuk meg annak a parabolanak az egyenletét, amelynek cstcsa az origd, szimmetriatengelye az
Oz tengely és dthalad az A(9,6) ponton.
E:y? = 4x.
Hat4rozzuk meg az 3> = 12z parabola azon érintdjének az egyenletét, amely parhuzamos a 3z — 2y +
30 = 0 egyenessel és szamitsuk ki az adott egyenes és ezen érinté kozti tavolsdgot.

E: 3z — 2y +4 = 0,d = 2/13.

Hat4rozzuk meg az y? = 64x parabola azon M pontjit, amely a legkdzelebb taldlhaté a 4 +3y—14 = 0
egyeneshez és hatarozzuk meg az M pont tavolsagat ettdl az egyenestol.

E: M(2,-24).
Az A(5,9) pontbdl értintéket szerkesztiink az y? = 5x paraboldhoz. Hatdrozzuk meg azon hiir egyen-

letét, amely dthalad az érintési pontokon! E:
5 — 18y + 25 — 72/14 = 0.



3.2.

10.

11.

Analitikus mértan térben

frjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy az My(1,2,—1) ponton és

a) az M(3,4,0) ponton;

b) parhuzamos a d(2, —1,5) vektorral;
c¢) meréleges a 2z — y + 3z — 10 = 0 sikra;

20 —y+324+1=0

S5¢ 44y —z—7=0 egyenessel;

d) parhuzamos az e:{

e) parhuzamos az Oz tengellyel.

. Adottak ad;:x+y—2=0,242=0,de:x+2—1=0,y — 3 =0 egyenesek. Az u; egyenes athalad

a Pi(1,1,1) ponton és merSleges a di egyenesre, mig az us egyenes a P»(1,0,0) ponton halad &t és
parhuzamos ds-vel. Hatarozzuk meg:

a) Az uy és uy egyenesek kozos merdlegesének egyenleteit.
b) Az uy és uy egyenesek kozotti tavolsagot.
Legyenek A(—1,1,1), B(2,3,-1),C(5,2,0) az AB alapt egyenlé szaru trapéz cstiicspontjai. Hatdrozzuk
meg a D, negyedik csticspont koordinatait.
E: D1(27 Oa 2)7 D2(27 7%7 )

Hatdrozzuk meg a Fy(zo, Yo, 20) ponton dthaladd és a d: *7 = L8 = 251 egyenesre merdleges
egyenes egyenleteit. Alkalmazas: hatdrozzuk meg a Py(—1,2,3) ponton dthaladé d: 2 = y—;‘l =Z
egyenesre meroleges egyenest. E: ”’—Tl = y2_62 = Z:QS.
frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely

a) atmegy az M;(1,—1,3) és M(1,2,4) pontokon és merdleges a 2z — 3y + z + 1 = 0 sikra;

‘ . | x—-2y+32=0 )
b) dtmegy a P(—1,2,6) ponton és tartalmazza a d.{ 9% 4 2 —3 =0 egyenest;
. . " J 2x+32=0
c) atmegy az A(1,1,-2) ponton és merdleges a d.{ r—ytz—1=0 egyenesre.

E:a) 6z +2y—6z+14=0;b) 252+ 2y + 102 —39=0;¢) 3x +y — 22 — 8 =0.

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a Py : 20 +y—2—2=0, P,:z—3y+2+1=0,
P3 : x + y+ 23 = 0 sikok metszéspontjan és parhuzamos a Py : x + y + 2z = 0 sikkal.

Ez+y+2z—-4=0.

Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely az A(2,-1,3) és B(4,5,—3) pontok altal meghatarozott
szakasz felezémerdleges sikja. E:x+3y—32—-9=0.
Legyen 7 a d; : ”T_5 = yIQ =2lésdy: 270 = yIQ = Ztlegyenesek altal meghatérozott sik, 7’ pedig

az origén és a P’(2,0,—1) pontokon &thaladé 3z — y — z + 4 = 0 sikra merdleges sik.
a) Hatdrozzuk meg a 7 és 7’ sikok hajldsszogét.

b) Igazoljuk, hogy a P’ pont és a dy, d2 egyenesek metszéspontjabdl a 7’ sikra bocsétott merdleges altal
meghatarozott 7" sfk dtmegy az origén.

E: a) 60°; b) 7"’ : x — 5y + 2z = 0.

frjuk fel azon u egyenes egyenleteit, amely athalad a 7 : 3z 4+ 2y + 2 =0stknak ad: oz —2y+2+2 =

0,z 4+ y — z — 3 = 0 egyenessel val6 metszéspontjat, a 7w sikban taldlhaté és meréleges a d egyenesre.

Lx=1 _ y=1 _ 241
E: ==

1 -2

_ Tr—y—2—10=0
92— Y¥y=8 _ 2-3 4 . Yy . .
Adottady : z—3 3 T ¢6sda: { 3r4y—2—12=0 egyenes. Igazoljuk, hogy a két egyenes

egy sikban van és irjuk fel ennek a siknak az egyenletét. E:7z—y—2—-10=0

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza a d; : %52 = y—f‘ = 2=2 egyenest és

2 i
o5 = 922 = 21 egyenesre. E:x — 2y — 11 =0.

parhuzamos a ds : 5
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.

Az m paraméter milyen értékére a d : x = —1 + 3t,y = 2 + mt, z = —3 — 2t egyenesnek nincs kozos
pontja a m: x + 3y + 3z — 2 = 0 sikkal? E:m=1.
Az a és d paraméterek milyen értékeire helyezkedik el a d : %72 = yTH = 2:23 egyenes a T : ar + Yy —
2z + d = 0 sikban. E:a=-2,d=11.

3r—2y+2+3=0
dr —3y+42+1=0
8y + cz + 2 = 0 sikral E:a=5c=1.

Az a és ¢ paraméterek milyen értékeire meréleges a d : { egyenes a T : ar +

Irjuk fel a P(1,—1,1) ponton dtmend és az & —y+z — 1 = 0, 2z +y + z + 1 = 0 sikokra merdleges sik
egyenletét. E: -2z +y+32=0.

Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely parhuzamos a 2x — 2y — z — 6 = 0 sikkal és 7
egységnyi tavolsagra van ettdl a siktol!

E:22-2y—2+4+15=0,2z -2y —2—27=0.
Hatdrozzuk meg a Q(4, —5,4) pont szimmetrikusdt arra a sikra nézve, amely tartalmazza a

di r+y+2-3=0
"l12z-y+2-1=0

) xz+2=0
egyeneseket! E: Q'(-2,7,-2).

Hatéarozzuk meg a d egyenes 7 sik szerinti d’ szimmetrikusat, ahol

-1 1
d: :1:2 :%ziésw:x+2y+z+3:0.
5 x—5/9 5/3 _ 2+2/9
Ernd={A},A(Z,-3,-2),d : Z=200 — yt5/3 _ =02/9
Hatdrozzuk meg az Mo (3, —2,1) pont tavolsdgat d : =L = y_—f = Zg?’ egyenestol!

Szamitsuk ki az a: x +3y+22+4+1=046s §:3x + 2y — z = 6 sikok hajlasszogének mértékét. E: 60°

Mutassuk ki, hogy az
(S1):a? +y?+ 22 —20+2y—42—-10=0

(So) : 222 +2y% + 222 — 122 — 8y — 242+ 66 =0
(S3) : 322 + 3y% + 32% — 30z — 30y — 60z + 402 = 0
gémbok sugarai egyenloek és kozéppontjai kollinearisak. E:r=4

Irjuk fel az 0(0,0,0), A(4,0,0), B(0,6,0), C(2,1,1) pontokon &tmend gdémb egyenletét, és mutassuk ki,
hogy érinti a 2x + 3y — 4z — 58 = 0 sikot. BE: My(2,3,—4),r = /29

frjuk fel annak a gémbnek az egyenletét, amelynek kozéppontja a P : 2z — y + z — 4 = 0 sikban van
és érinti a P : 4z + 3z — 29 = 0 sikot a T'(5, —2, 3) pontban.
E: x2+y2+22—2x+4y—2—25 =0

Adottak az (S1) : 22 + 9% + 22 —9=0,(S2) : 22 + 3% + 22 — 22 — 4y + 42 = 0 gombok. Hatdrozzuk
meg a két gomb metszetének a kozéppontjat és sugarat.

E: O(1/2,1,-1),r = 3/3/2
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