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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok

Binaris muvelet

Definicié
Egy G halmazon megadott binaris miivelet egy

Gx G5 G, (g1,8)— g%

alaki leképezés (figgvény). A binaris miiveletek jelolésére a

kovetkezd szimbdlumokat szoktuk hasznalni: " - ", "+ ", " x ",
"@","®", stb. Ha a " -" hasznaljuk a mivelet jelolésére, akkor a

miiveletet multiplikativnak nevezziik, mig a " + " szimbélummal
jelolt miivelet additiv.
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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok
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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok

Tulajdonséagok (asszociativitas, kommutativitas)

Definicié

A G halmazon értelmezett " * " miivelet...

@ asszociativ, ha (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3), minden
g1,82,83 € G elemre. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a
(G, *) struktdra egy félcsoport;

o kommutativ, ha g1 x ¢ = g * g1, minden g1, g € G elemre.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a (G, %) struktira
kommutativ vagy Abel.
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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok

Tulajdonséagok (asszociativitas, kommutativitas)

e Ha (G, %) félcsoport, akkor a (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * &3)
elemet igy jeldljilk: g1 * g * g3. Altalaban minden
(- (g1 * @) x g3 *---*xgn)---) alakl kifejezést egyszeriien

igy irunk: g1 % go % -+ % g,.

@ Ha a G félcsoport miivelete multiplikativ/additiv, természetes
moédon értelmezhetjiik az elemek hatvanyait/tobbszoroseit.
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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok

Elemek hatvanyai

Egy (G, ) multiplikativ félcsoportban egy g € G esetén a g elem
pozitiv hatvanyait a kovetkez6 mddon vezetjiik be: g"=g-...- g,
———

n-szer

n € N*. Vegyiik észre, hogy:
o gm .gn :gm—&-nv m,n € N*;
@ (gM)"=g™, mneN".
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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok

Elemek tobbszorosei

Egy (G, +) additiv félcsoportban egy g € G esetén a g elem
pozitiv tobbszoroseit a kdvetkezé6 mddon vezetjiik be:
ng =g+ ...+ g, n € N*. Vegyik észre, hogy:
|
Q@ (m+n)g =mg+ ng, mne N
@ m(ng) = (mn)g, m,n € N*.
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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok

Tulajdonsagok (semleges elem) — monoid

Definicié

Egy (G, *) félcsoport esetén azt mondjuk, hogy e € G a (G, )
semleges eleme ha ex g = g x e = g minden g € G elemre. Ha
létezik semleges elem, akkor a (G, *) félcsoportot monoidnak
nevezzitk. Ha a miivelet additiv, akkor a semleges elemet
nullelemnek nevezziik és 0-val jeldljik. A multiplikativ mivelet
semleges elemét egységelemnek nevezziik és 1-gyel jeloljik.

Megjegyzés: Ha (G, x)-ben létezik semleges elem, akkor az egyedi.
Valdban, ha e, e’ € G semleges elemek, akkor e = e x ¢’ = ¢’.
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Binaris miiveletek, félcsoportok, monoidok

Tulajdonsagok (szimmetrikus elem)

Definicié

Legyen (G, x) monoid, ahol e-vel jeldljik a semleges elemet. Azt
mondjuk, hogy egy g € G elemnek van szimmetrikus eleme, ha
létezik egy olyan g’ € G elem, amire igaz, hogy

g * g =g xg=e. Multiplikativ miivelet esetén a g € G elem
szimmetrikusat inverz elemnek is szoktuk nevezni és igy jeloljik:
g~ 1. Additiv miivelet esetén g € G szimmetrikusat —g-vel jelljiik.

Megjegyzés: Ha egy g € G elemnek van szimmetrikusa, akkor az
egyedi. Valéban, ha g’ és g” szimmetrikus elemei g-nek, akkor

g =g re=g'x(gxg")=(g'+g)+g" =exg" =g"
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Csoportok, részcsoportok, morfizmusok

Csoport

Definicié

Csoportnak neveziink egy olyan (G, ) monoidot, ahol minden

g € G elemnek van szimmetrikusa. Vagyis G csoport, haa " %"
miivelet asszociativ, létezik semleges elem és minden G-beli
elemnek van szimmetrikusa. Ha a " * " mivelet kommutativ, akkor
a (G, %) csoportot kommutativ csoportnak vagy

Abel-csoportnak nevezziik.

Ha a G halmazhoz rendelt miivelet multiplikativ/additiv, akkor
természetes mddon értelmezhetjitk az elemek egész
hatvanyait/tobbszordseit.
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Csoportok, részcsoportok, morfizmusok

Csoportelemek hatvanyai

Egy multiplikativ (G, ) csoport esetén, egy g € G elem egész
hatvanyait a kdvetkez6 médon adhatjuk meg:
gl =1,g"=g-...-g, ncN*és

—_——

gfn — (gfl)n — (gn)fl'
Vegyiik észre, hogy:
Q g"t"=g"m-g", mneZ;
Q@ (g")"=g™, mnelZ.
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Csoportok, részcsoportok, morfizmusok

Csoportelemek tobbszorosei

Egy additiv (G, -) csoport esetén, egy g € G elem egész
tobbszoroseit a kovetkezd médon adhatjuk meg:
0Og:=0,ng:=g+...+g, neN*és

|

—ng = n(—g) = —(ng).

Vegylik észre, hogy:
Q@ (m+n)g =mg+ ng, mn€Z;
@ m(ng) = (mn)g, m,n € 7.

Megjegyzés: Ha a (G, -) csoport kommutativ, g1,82 € G és n € Z,
akkor (g182)" = &7'83.-
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Csoportok, részcsoportok, morfizmusok

Részcsoportok

Definicié

Legyen (G, ) egy csoport és H egy részhalmaza G-nek. Azt
mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek (jeldlés: H < G), ha a
kovetkezok teljesiilnek:

@ barmely két hi, hy € H elemre igaz, hogy hy x hy € H,

@ e € H, ahol e a G semleges eleme;

@ barmely h € H elemre igaz, hogy ' € H, ahol h' a h

szimmetrikus eleme.

Vagyis H pontosan akkor részcsoport, ha (H, ) csoport, ahol a
szintén "  "-gal jelélt H x H = H, miiveletet a G-beli miivelet
H x H-halmazra valé leszlkitése révén tudjuk értelmezni.
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Csoportok, részcsoportok, morfizmusok

Részcsoportok

Legyen (G, x) egy csoport. A H C G részhalmaz pontosan akkor
részcsoportja G-nek, ha H # () és hy, ho, € H = h1h, € H, ahol
h, a hy elem szimmetrikusa.

Példa

Ha n egy pozitiv egész, akkor a

nZ :={nk|k €eZ} CZ

halmaz részcsoportja (Z, +)-nak.
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Csoportok, részcsoportok, morfizmusok

Csoportmorfizmusok

Definicié

Legyenek (G, *) és (G',®) csoportok. Egy f : G — G’ fliiggvényt
(csoport)morfizmusnak neveziink, ha barmely g1, g2 € G elemre
teljesil, hogy

f(g1* &) = f(&1) ® f(g2).

Ha f injektiv, akkor monomorfizmusnak nevezziik, ha pedig
sziirjektiv, akkor epimorfizmusnak. Ha f bijektiv, akkor
izomorfizmus és azt mondjuk, hogy G és G’ izomorfak (jel6lés:

=Naj)
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Gyliriik, testek

Gyltrik

Definicié

Legyen R egy halmaz, amin egy " + " és egy " - " értelmezett. Azt
mondjuk, hogy az (R, +,-) struktdra egy gyiirii, ha teljesiilnek a
kovetkezok:

e (R,+) egy Abel-csoport;

@ a multiplikativ miivelet asszociativ, vagyis:
(a-b)-c=a-(b-c),Va,b,c€R,

@ a disztributivitas fennall, vagyis:

a-(b+c)=a-b+a-cés(a+b)-c=a-c+b-c,Va b,ceR.
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Gyliriik, testek

IZai

Gyltrik

Definicié

Az (R,+,") gyliri kommutativ, ha a- b= b - a barmely a,b € R
esetén. Az (R, +,-) gylirii egységelemes, ha létezik 1 € R dgy,
hogy a-1=1:-a = a barmely a € R elemre. Az a- b szorzatot,
ahol a, b € R, a kovetkez6 méddon is jeloljiik: ab.

Megjegyzés: Ha a (R, +,-) gylirii egységelemes, akkor az
Osszeadas mivelet kommutativitasa az egységelem |étének
kévetkezménye. Valéban, ha a, b € R, akkor:

at+b+at+b=1a+b)+1(a+b)
=(1+1)(a+b)=(1+1)a+(1+1)b
—ata+b+b

amibdl koévetkezik, hogy a4+ b = b + a.



Gyliriik, testek

Definicié

Egy egységelemes (R, +, ) gyliriit (ahol 1 az egységelem és 0 a
nullelem és 1 ## 0) testnek neveziink, ha minden 0 # a € R
elemnek van inverze, vagyis létezik a—! € R (gy, hogy
aal=ala=1 Haa miivelet kommutativ, akkor (R, +, )

kommutativ test.
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Gyliriik, testek

Részgylirii, résztest

Definicié

Legyen (R, +,-) gylirli és H egy részhalmaza R-nek. Azt mondjuk, hogy H
részgyiiriije R-nek (jeldlés: H < R), ha a kévetkezék teljesiilnek:

@ (H,+) < (R,+), vagyis H részcsoportja R-nek az &sszeadas miivelettel;
@ barmely két hy, ho € H elemre igaz, hogy hi - ho € H.

Definicié

Legyen (K, +, ) test és H egy részhalmaza K-nak. Azt mondjuk, hogy H
részteste R-nek (jeldlés: H < K), ha a kévetkezdk teljesiilnek:

@ (H,+) < (K,+), vagyis H részcsoportja K-nak az dsszeadas miivelettel;

@ (H*,:) < (K™,-), vagyis H* részcsoportja K*-nak a szorzas miivelettel,
ahol H* = H\ {0}, K* = K\ {0}.
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Gyliriik, testek

Részgylirii, résztest

Legyen (R,+, ) gylirii és H egy részhalmaza R-nek. H pontosan akkor
részgyliriije R-nek, ha a kévetkezbk teljestilnek:

@ H#0;
@ barmely két hi, ho € H elemre igaz, hogy hi — hy € H;
@ barmely két hi, h, € H elemre igaz, hogy hi - hy € H.

Legyen (K, +,-) test és H egy részhalmaza K-nak. H pontosan akkor részteste
K-nak, ha a kévetkezdk teljestilnek:

@ |H|>2;
@ barmely két h1, ho € H elemre igaz, hogy hi — hy € H;

@ barmely két hi, ho € H* elemre igaz, hogy h: - h2_1 e H".
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Gyliriik, testek

Gytrimorfizmusok

Definicié

Legyenek (R, +,-) és (R, ®,®) gylirik. Egy f : R — R’ figgvényt
(gyliri)morfizmusnak neveziink, ha barmely r1, r» € R elemre
teljesiil, hogy

f(n+n)=Ffn)®f(r) é f(n-n)=r>f(n)ef(n).

Ha f injektiv, akkor monomorfizmusnak nevezziik, ha pedig
sziirjektiv, akkor epimorfizmusnak. Ha f bijektiv, akkor
izomorfizmus és azt mondjuk, hogy R és R’ izomorfak (jel6lés:
R~ R').
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Feladatok

27. Legyen a egy valos paraméter és az R halmazon tekintjiik a
rxy=zy+ar+ay+1

miiveletet. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

Ha a * miiveletnek van semleges eleme, akkor az a paraméter egyértelmiien meghatarozott.
‘Br Tobb olyan a paraméter létezik, amelyre a * miiveletnek van semleges eleme.

Ha e a * miivelet semleges eleme, akkor e = é

‘mi Ha e a x miivelet semleges eleme, akkor e = —%.
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24. A (Zyo, +, ) gytiriben az 2?2 + dr+3=0 egyenletnek

_Ad nincs megoldasa;
( B }em egyetlen megoldasa van;
C

pontosan két kiillonboz6 megoldasa van;

(\D)pontosan négy kiilonbozé megoldasa van.
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25. Tekintjik az
Ty — 2

r+y—4

TRy =

kifejezést. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

LA | A x egy miivelet az R-en.
‘E A * egy miivelet a (2, +00) intervallumon.
3x(33) =18

@ r * 4 = x, minden x > 3 esetén.

.\f\a\ X=la=2_‘ alzlzw\ X*% Moasas, Au’*%‘tﬂ‘)
Dol e e B (R Reed)
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3. (6 pont) Adottak az A = (_42 _12> és B = (; j) matrixok, ahol x,y, z val6s szdmok.

Ha AB = BA = O (a nullméatrix az M2(R) halmazbol), akkor
nem létezik ilyen B; egyetlen ilyen B létezik; @x, Y, z paros szamok; det B=0.

Megoldas:

3. Az AB = BA = Oy métrix-egyenletekbdl az

4—-2y 4dr—-2z\ (4-2z —-24zx\ (0 0
24y —2zx+2z) \dy—2z —2y+2z) \0 O
ekvivalens egyenleteket kapjuk. Megoldva ezeket az egyenleteket, kdvetkezik, hogy © = 2, y = 2

L 2) lehetséges.

és z = 4 az egyetlen megoldas, tehéat egyediil B = (2 4



4. (6 pont) A (Zia, +,-) gytirtben a 3(z + 2) = 9 egyenletnek

Ontosan 4 megoldasa van; minden megoldasa invertalhato (Zis, +, -)-ben;
(C

pontosan 3 megoldasa van ; @ nincs megoldasa .

Megoldas:

\ /

4. A megadott egyenlet rendre ekvivalens a kovetkezdkkel: 3(z +2) = 9 < 3z +6 =
9= 32x-3=0<« 3(1: — i) = 0. Az utobbi egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha
z —1 € {0,4,8}, tehat a megoldashalmaz M = {1,5,9}. A kapott megoldasok koziil 9 nem
invertdlhato a (Zi2, +, ) gytiriben.



2. (5 pont) Tekintjikk az (R, +,-) strukturat, ahol R a valés szdmok halmaza és a +, illetve - a
szokdsos Osszeadas, illetve szorzas. Az alabbi éllitasok koziil melyek igazak:

(R, +,-) csoport;(R, +,-) gyﬁrt’iR, +,+) test; @ (R, +, ) olyan gyfir{i, amelyik nem test;
(R, +, ) nem gytri.



27. Legyen G C R egy olyan halmaz, amelyre

LY
2oy —x —y+ 1’

TxyY =

Ve,y € G

egy miveletet értelmez a G halmazon. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?

A G megegyezhet a (0,2) intervallummal.

4.) Ha G = (0,1), akkor a ,,*” miiveletnek van semleges eleme.

Ha G = (0,1), akkor % szimmetrikus eleme 3.

Vilasz:

hamis; igaz; igaz; @ igaz.

Megoldds: Az x = % ésy = % esetén a kifejezés nevezdje 0, ezért az valasz hamis. Ha 0 < z,y < 1,
akkor zy > 0 és (1 — z)(1 — y) > 0, amelyeket Gsszeadva kapjuk, hogy 2zy —z —y + 1 > 0. Ezért
0<z*xy<1,tehat a valasz igaz.

A semleges elem létezésére vonatkozd = *x e = x, minden = € (0,1) esetén feltételbél kapjuk, hogy a
semleges elem e = % Tehat a valasz is igaz.

A szimmetrikus elemre vonatkozé x * ' = % feltételbdl kapjuk, hogy 2/ = 1 — z, amely szintén a (0,1)
intervallumban van, ha x € (0,1). Tehdt a @ valasz is igaz.



8. A (—1,1) intervallumon értelmezziik a kovetkez6 ,,+” miiveletet: = xy =
esetén. Az alabbi allitdsok kozil melyek igazak?

. . . ” ’” Z 1 1 1 1 5
A semleges elem a ,+” miiveletre nézve 5. 3*x(3*%3)=3%-

A ,,%” miivelet asszociativ.

T+y :
72y, Minden z,y € (-1,1)

@ A % inverze a ,,*” miiveletre nézve i
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21. Jekintjik az f : R — C*, f(x) = cos x + isin z fiiggvényt. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak?
' f egy csoportmorfizmus az (R, +) és (C*,-) csoportok kozott. f injektiv.
f sziirjektiv. @ f egy izomorfizmus az (R, +) és (C*,-) csoportok kozott.
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2) A Q halmazon tekintjiik az
rxy=xy—2xr—2y+6, Vr,y € Q

Osszefliggéssel értelmezett * miiveletet.

a) (15 pont) Igazoljuk, hogy a Q \ {2} halmaz a Q zart részhalmaza a * miveletre nézve, és
(Q\ {2}, %) egy Abel-féle csoport!

b) (5 pont) Hatdrozzuk meg az a € Q értékét gy, hogy az f : Q* — Q\ {2}, f(x) = z+a fliggvény
izomorfizmus legyen a (Q*,-) és a (Q \ {2}, *) csoportok kozt!

2) a) A zartsig igazoldsdhoz elégséges igazolni, hogy =,y € Q, xxy = 2 & = = 2sauy = 2.

xy—20—-2y+6=2c0=ay—2r—-2y+4=(r—-2)(y—2)=z=2vagyy=2.............. 3p
A miivelet asszociativitdsanak igazolasa: Vz,y,z € Q\ {2} esetén = x (y *x 2) = (x x y) *x 2 = xyz —
20y — 202 — 2Yz H AT H Ay 42 — 6) o 3p

xxy=ay—2r—2y+6=yr—2y—2z=yx*xx, Vr,y € Q\ {2}, tehdt a miivelet kommutativ. .3 p
Az xxe =z, Vo € Q\{2} Gsszefiiggésben x = 0 esetén kovetkezik hogy e = 3, tehat ha létezik semleges

elem, aKKOT Az € = 3. ... 2p
Masrészt x %3 =3x —2x — 6+ 6 = z,Vo € Q\ {2}, tehdt e = 3 valéban a semleges elem. ....... Ip
20 — 3
Haz € Q\ {2}, akkor zx 2/ =3 a2/ -2 — 22/ +6 =3 & (v —2)2' =2r -3 & 2/ = x 5 =
I —
1
2+ pr— # 2, tehdt 2’ € Q\ {2}, vagyis minden elemnek létezik az inverze. ..................... 3p
m —
b) f bijektiv & (x +a =2 pontosan akkor haz =0) & a=2......... ... ... .. i 3p

Mésrészt Vo, y € Q\ {2} esetén f(2)* f(y) = (x+2)*(y+2) = (z+2)(y+2) —2(x+2) —2(y+2)+6 =
xy + 2 = f(zy), tehdt f izomorfizmus. ...... .. ... . i 2p



1. (10 pont) Tekintsiik a (Z[v/2], +, -) gyfiriit, ahol Z[v/2] = {a + bv/2 | a,b € Z}. Minden
r = a+byV2 € Z[/2] elem esetén hasznaljuk a kovetkezé jelolést: = a — byv/2. Legyen tovabba
az [ : Z[\/2] — Z fiiggvény az f(x) = -  képlettel megadva.

(a) Igazoljuk, hogy f(z1-x2) = f(x1) - f(x2), barmely x1, 22 € Z[V/2] esetén!

(b) Igazoljuk, hogy ha az = € Z[v/2] elem invertalhat6, akkor f(z) € {—1,1}.

(c) Test-e a (Z[v/2],+, ) gytirti? Indoklés.

Megoldds és javitokulcs:
1. (a) (3 pont) Barmely z1, 22 € Z[V/2] esetén

flxr22) = (2122) (T172) = (2177) (22T2) = f(21) f(22),

mivel Z[v/2]-ben az elemek szorzdsa kommutativ.

(b) (1 pont) Mivel az = € Z[/2] elem invertdlhaté, kévetkezik, hogy létezik =’ € Z[/2],
amelyre xa’ = 1.

(2 pont) Tehat f(x)f(2') = f(zz’) = f(1) =1 az (a) alpont alapjéan.

(1 pont) Mivel f(z) € Z, kapjuk, hogy f(z) € {—1,1}.

(c) (3 pont) Legyen példaul 2 = 2 + /2 € Z[/2]. Ekkor az x # 0 elem nem invertalhat6 a
(b) alpont alapjan, mert f(x) =2 ¢ {—1,1}. Tehat (Z[v/2], +,-) nem test.



