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Bináris művelet

Definíció
Egy G halmazon megadott bináris művelet egy

G × G ∗→ G , (g1, g2) 7→ g1 ∗ g2

alakú leképezés (függvény). A bináris műveletek jelölésére a
következő szimbólumokat szoktuk használni: ” · ”, ” + ”, ”× ”,
”⊕ ”, ”⊗ ”, stb. Ha a ” · ” használjuk a művelet jelölésére, akkor a
műveletet multiplikatívnak nevezzük, míg a ” + ” szimbólummal
jelölt művelet additív.
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Művelettábla

(j)
∗ e α · · · · · · h · · · γ
e e α · · · · · · h · · · γ
α α α ∗ α
...

...
(i) g g g ∗ h

...
...

...
...

γ γ
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Tulajdonságok (asszociativitás, kommutativitás)

Definíció
A G halmazon értelmezett ” ∗ ” művelet...

asszociatív, ha (g1 ∗ g2) ∗ g3 = g1 ∗ (g2 ∗ g3), minden
g1, g2, g3 ∈ G elemre. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a
(G , ∗) struktúra egy félcsoport;
kommutatív, ha g1 ∗ g2 = g2 ∗ g1, minden g1, g2 ∈ G elemre.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a (G , ∗) struktúra
kommutatív vagy Abel.
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Tulajdonságok (asszociativitás, kommutativitás)

Ha (G , ∗) félcsoport, akkor a (g1 ∗ g2) ∗ g3 = g1 ∗ (g2 ∗ g3)
elemet így jelöljük: g1 ∗ g2 ∗ g3. Általában minden
((· · · (g1 ∗ g2) ∗ g3 ∗ · · · ∗ gn) · · · ) alakú kifejezést egyszerűen
így írunk: g1 ∗ g2 ∗ · · · ∗ gn.

Ha a G félcsoport művelete multiplikatív/additív, természetes
módon értelmezhetjük az elemek hatványait/többszöröseit.
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Elemek hatványai

Egy (G , ·) multiplikatív félcsoportban egy g ∈ G esetén a g elem
pozitív hatványait a következő módon vezetjük be: gn = g · . . . · g︸ ︷︷ ︸

n-szer

,

n ∈ N∗. Vegyük észre, hogy:
1 gm · gn = gm+n, m, n ∈ N∗;
2 (gm)n = gmn, m, n ∈ N∗.
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Elemek többszörösei

Egy (G ,+) additív félcsoportban egy g ∈ G esetén a g elem
pozitív többszöröseit a következő módon vezetjük be:
ng := g + . . .+ g︸ ︷︷ ︸

n-szer

, n ∈ N∗. Vegyük észre, hogy:

1 (m + n)g = mg + ng , m, n ∈ N∗;
2 m(ng) = (mn)g , m, n ∈ N∗.
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Tulajdonságok (semleges elem) – monoid

Definíció
Egy (G , ∗) félcsoport esetén azt mondjuk, hogy e ∈ G a (G , ∗)
semleges eleme ha e ∗ g = g ∗ e = g minden g ∈ G elemre. Ha
létezik semleges elem, akkor a (G , ∗) félcsoportot monoidnak
nevezzük. Ha a művelet additív, akkor a semleges elemet
nullelemnek nevezzük és 0-val jelöljük. A multiplikatív művelet
semleges elemét egységelemnek nevezzük és 1-gyel jelöljük.

Megjegyzés: Ha (G , ∗)-ben létezik semleges elem, akkor az egyedi.
Valóban, ha e, e′ ∈ G semleges elemek, akkor e = e ∗ e′ = e′.
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Tulajdonságok (szimmetrikus elem)

Definíció
Legyen (G , ∗) monoid, ahol e-vel jelöljük a semleges elemet. Azt
mondjuk, hogy egy g ∈ G elemnek van szimmetrikus eleme, ha
létezik egy olyan g ′ ∈ G elem, amire igaz, hogy
g ∗ g ′ = g ′ ∗ g = e. Multiplikatív művelet esetén a g ∈ G elem
szimmetrikusát inverz elemnek is szoktuk nevezni és így jelöljük:
g−1. Additív művelet esetén g ∈ G szimmetrikusát −g-vel jelöljük.

Megjegyzés: Ha egy g ∈ G elemnek van szimmetrikusa, akkor az
egyedi. Valóban, ha g ′ és g ′′ szimmetrikus elemei g-nek, akkor
g ′ = g ′ ∗ e = g ′ ∗ (g ∗ g ′′) = (g ′ ∗ g) ∗ g ′′ = e ∗ g ′′ = g ′′.
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Csoport

Definíció
Csoportnak nevezünk egy olyan (G , ∗) monoidot, ahol minden
g ∈ G elemnek van szimmetrikusa. Vagyis G csoport, ha a ” ∗ ”
művelet asszociatív, létezik semleges elem és minden G-beli
elemnek van szimmetrikusa. Ha a ” ∗ ” művelet kommutatív, akkor
a (G , ∗) csoportot kommutatív csoportnak vagy
Abel-csoportnak nevezzük.

Ha a G halmazhoz rendelt művelet multiplikatív/additív, akkor
természetes módon értelmezhetjük az elemek egész
hatványait/többszöröseit.
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Csoportelemek hatványai

Egy multiplikatív (G , ·) csoport esetén, egy g ∈ G elem egész
hatványait a következő módon adhatjuk meg:
g0 := 1, gn = g · . . . · g︸ ︷︷ ︸

n-szer

, n ∈ N∗ és

g−n := (g−1)n = (gn)−1.

Vegyük észre, hogy:
1 gm+n = gm · gn, m, n ∈ Z;
2 (gm)n = gmn, m, n ∈ Z.
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Csoportelemek többszörösei

Egy additív (G , ·) csoport esetén, egy g ∈ G elem egész
többszöröseit a következő módon adhatjuk meg:
0g := 0, ng := g + . . .+ g︸ ︷︷ ︸

n-szer

, n ∈ N∗ és

−ng := n(−g) = −(ng).

Vegyük észre, hogy:
1 (m + n)g = mg + ng , m, n ∈ Z;
2 m(ng) = (mn)g , m, n ∈ Z.

Megjegyzés: Ha a (G , ·) csoport kommutatív, g1, g2 ∈ G és n ∈ Z,
akkor (g1g2)n = gn

1 gn
2 .
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Részcsoportok

Definíció
Legyen (G , ∗) egy csoport és H egy részhalmaza G-nek. Azt
mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek (jelölés: H ≤ G), ha a
következők teljesülnek:

bármely két h1, h2 ∈ H elemre igaz, hogy h1 ∗ h2 ∈ H;
e ∈ H, ahol e a G semleges eleme;
bármely h ∈ H elemre igaz, hogy h′ ∈ H, ahol h′ a h
szimmetrikus eleme.

Vagyis H pontosan akkor részcsoport, ha (H, ∗) csoport, ahol a
szintén ” ∗ ”-gal jelölt H × H ∗→ H, műveletet a G-beli művelet
H × H-halmazra való leszűkítése révén tudjuk értelmezni.
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Részcsoportok

Tétel
Legyen (G , ∗) egy csoport. A H ⊆ G részhalmaz pontosan akkor
részcsoportja G-nek, ha H 6= ∅ és h1, h2 ∈ H =⇒ h1h′2 ∈ H, ahol
h′2 a h2 elem szimmetrikusa.

Példa
Ha n egy pozitív egész, akkor a

nZ := {nk | k ∈ Z} ⊆ Z

halmaz részcsoportja (Z,+)-nak.
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Csoportmorfizmusok

Definíció
Legyenek (G , ∗) és (G ′,⊗) csoportok. Egy f : G → G ′ függvényt
(csoport)morfizmusnak nevezünk, ha bármely g1, g2 ∈ G elemre
teljesül, hogy

f (g1 ∗ g2) = f (g1)⊗ f (g2).

Ha f injektív, akkor monomorfizmusnak nevezzük, ha pedig
szürjektív, akkor epimorfizmusnak. Ha f bijektív, akkor
izomorfizmus és azt mondjuk, hogy G és G ′ izomorfak (jelölés:
G ∼= G ′).
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Gyűrűk

Definíció
Legyen R egy halmaz, amin egy ” + ” és egy ” · ” értelmezett. Azt
mondjuk, hogy az (R,+, ·) struktúra egy gyűrű, ha teljesülnek a
következők:

(R,+) egy Abel-csoport;
a multiplikatív művelet asszociatív, vagyis:

(a · b) · c = a · (b · c), ∀a, b, c ∈ R;

a disztributivitás fennáll, vagyis:

a ·(b +c) = a ·b +a ·c és (a+b) ·c = a ·c +b ·c, ∀a, b, c ∈ R.
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Gyűrűk

Definíció
Az (R,+, ·) gyűrű kommutatív, ha a · b = b · a bármely a, b ∈ R
esetén. Az (R,+, ·) gyűrű egységelemes, ha létezik 1 ∈ R úgy,
hogy a · 1 = 1 · a = a bármely a ∈ R elemre. Az a · b szorzatot,
ahol a, b ∈ R, a következő módon is jelöljük: ab.

Megjegyzés: Ha a (R,+, ·) gyűrű egységelemes, akkor az
összeadás művelet kommutativitása az egységelem létének
következménye. Valóban, ha a, b ∈ R, akkor:

a + b + a + b = 1(a + b) + 1(a + b)
= (1 + 1)(a + b) = (1 + 1)a + (1 + 1)b
= a + a + b + b

amiből következik, hogy a + b = b + a.
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Testek

Definíció
Egy egységelemes (R,+, ·) gyűrűt (ahol 1 az egységelem és 0 a
nullelem és 1 6= 0) testnek nevezünk, ha minden 0 6= a ∈ R
elemnek van inverze, vagyis létezik a−1 ∈ R úgy, hogy
aa−1 = a−1a = 1. Ha a ” · ” művelet kommutatív, akkor (R,+, ·)
kommutatív test.
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Részgyűrű, résztest

Definíció
Legyen (R, +, ·) gyűrű és H egy részhalmaza R-nek. Azt mondjuk, hogy H
részgyűrűje R-nek (jelölés: H ≤ R), ha a következők teljesülnek:

(H, +) ≤ (R, +), vagyis H részcsoportja R-nek az összeadás művelettel;
bármely két h1, h2 ∈ H elemre igaz, hogy h1 · h2 ∈ H.

Definíció
Legyen (K , +, ·) test és H egy részhalmaza K -nak. Azt mondjuk, hogy H
részteste R-nek (jelölés: H ≤ K), ha a következők teljesülnek:

(H, +) ≤ (K , +), vagyis H részcsoportja K -nak az összeadás művelettel;
(H∗, ·) ≤ (K∗, ·), vagyis H∗ részcsoportja K∗-nak a szorzás művelettel,
ahol H∗ = H \ {0}, K∗ = K \ {0}.
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Részgyűrű, résztest

Tétel
Legyen (R, +, ·) gyűrű és H egy részhalmaza R-nek. H pontosan akkor
részgyűrűje R-nek, ha a következők teljesülnek:

H 6= ∅;
bármely két h1, h2 ∈ H elemre igaz, hogy h1 − h2 ∈ H;
bármely két h1, h2 ∈ H elemre igaz, hogy h1 · h2 ∈ H.

Tétel
Legyen (K , +, ·) test és H egy részhalmaza K-nak. H pontosan akkor részteste
K-nak, ha a következők teljesülnek:

|H| ≥ 2;
bármely két h1, h2 ∈ H elemre igaz, hogy h1 − h2 ∈ H;
bármely két h1, h2 ∈ H∗ elemre igaz, hogy h1 · h−1

2 ∈ H∗.

Szöllősi István Algebrai struktúrák



Bináris műveletek, félcsoportok, monoidok
Csoportok, részcsoportok, morfizmusok

Gyűrűk, testek

Gyűrűmorfizmusok

Definíció
Legyenek (R,+, ·) és (R ′,⊕,⊗) gyűrűk. Egy f : R → R ′ függvényt
(gyűrű)morfizmusnak nevezünk, ha bármely r1, r2 ∈ R elemre
teljesül, hogy

f (r1 + r2) = f (r1)⊕ f (r2) és f (r1 · r2) = f (r1)⊗ f (r2).

Ha f injektív, akkor monomorfizmusnak nevezzük, ha pedig
szürjektív, akkor epimorfizmusnak. Ha f bijektív, akkor
izomorfizmus és azt mondjuk, hogy R és R ′ izomorfak (jelölés:
R ∼= R ′).
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