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Algebrai struktarak

2017. januar 14.

. Legyen (M, ) egy monoid és U(M) az invertdlhaté elemek halmaza. Bizonyitsuk be, hogy U (M)

zart részhalmaza M-nek és (U(M),-) csoportot alkot a leszilikitett miivelettel.
Hatarozzuk meg az invertalhat6 elemek halmazat a kovetkez6 monoidok esetén:
N,+),(N,),(Z,"),(Q,"), (R,"), (C,);

b

(a) (
(b) (
¢) (Z][i],-), ahol Z[i] = {a + bila,b € Z};
) (
) (

MM7 o), ahol M egy nemiires halmaz;
(

(d
(e

Legyen A = {ay,as,as}. Hatdrozzuk meg:

M, (R),-), ahol M, (R) az n x n-es valés matrixok halmaza;
Z47 )

(a) az A x A — A miiveletek szamét;
(b) az A x A — A kommutativ mfiveletek szamét;

(c) az A x A — A egységelemes miiveletek szamat;
Legyen * : R x R — R egy miivelet, ahol x * y = = 4+ y + xy. Bizonyitsuk be, hogy:

(a) (R,x*) kommutativ monoid;

(b) az [—1,00) intervallum zart részhalmaza R-nek a ”+” miiveletre nézve.

Legyen A € R és * : R x R — R egy miivelet, ahol x x y = zy — 2 — 2y + A. Hatdrozzuk meg A\
értékeit gy, hogy a (2, +00) zirt részhalmaza legyen (R, *)-nak.

Tekintsiik R-en a kovetkez6 miiveletet: = xy = xy + 2ax + by, Va,y € R. Hatdrozzuk meg azokat
az a,b € R értékeket, amelyekre (R, *) kommutativ félcsoport.

Legyen z,y € R és x xy = xy — bz — by + 30. Csoport-e az (R, *)? Héat az (R\ {5}, *)?
Hatdrozzuk meg (Z,-) véges zart részhalmazait!

Bizonyitsuk be, hogy H = {x € C||z| = 1} részcsoportja (C*,-)-nak, de nem részcsoportja (C, +)-
nak.

Legyen n € N* U, = {z € C|z" = 1} az n-edrendi egységgyokok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy
(Up, ) részcsoportja (C*, -)-nak.
Legyen R = {z € R|z > 0}. Bizonyitsuk be, hogy az (R ,-) és (R, +) csoportok izomorfak.
Legyen n € N, n > 2. Bizonyituk be, hogy:

(a) GL,(C) ={A € M,,(C)|det(A) # 0} zart részhalmaz az (M, (C),-) monoidban;

(b) (GLn((C)v ) Csoport;

(¢) SL,(C) < GL,(C), ahol SL,(C) = {A € M, (C)|det(A) =1}

a

Legyen f: C* — R*, f(2) = |z],9 : C* — GL2(R), g(a + bi) = <—b

2). Bizonyitsuk be, hogy:
(a) f csoportmorfizmus (C*,-) és (R*,-) kozott;
(b) g csoportmorfizmus (C*,-) és (GLa(R), -) kozott.

Legyen n € N,n > 2. Bizonyitsuk be, hogy (Z,,+) és (U,,-) csoportok izomorfak.
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Legyen G egy csoport és Hi, Hy < G részcsoportok. Bizonyitsuk be, hogy:

(a) HlﬂngG;
(b) H,UHy <G<+—= H; C Hy V&nggng.

Legyenek G és G’ csoportok (a semleges elemek 1, illetve 1) és f : G = G’ csportmorfizmus.
Bizonyitsuk be, hogy:

(a) F(1) =1 és Vo € Gore f(z) = [f(2)] "

(b) Kerf ={z € G|f(z)=1}<GésIm f <G

(c) Ker f = {1} < [ injektiv;

—1
(d) ha H<Gé H <G = f(H) <G és f (H)<G.
Tekintsiik a komplex szamok halmazén a kévetkez6 miiveletet:
(Cl1 + bll) * (0,2 + bQZ) =aiaz + (a162 + agbl)i, (al, as, by, by € R)

Igazoljuk, hogy (C,+, *) egységelemes gytir(i, de nem integritdstartomény.
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Bizonyitsuk be, hogy ha az R gyfirtiben teljesiil az x* = x egyenl6ség minden x € R elemre, akkor

a gyliri kommutativ.
Igazoljuk, hogy a kovetkezd strukturak C-vel izomorf testek:

(a) (R xR,+,-), ahol (z,y) + (a,b) = (x + a,y + b) és (z,y) - (a,b) = (xa — yb,ya + xb).

<b>K={(_“b v)

HakEZ,legyenAk—{< I:;Lb Z)

(a) (Ag,+, ) kommutativ egységelemes gyliri (A < Ms(Z)).

a,be R} a matrixok Osszeadasaval és szorzasaval.

a,b e Z} . Igazoljuk, hogy:

(b) Ap test <= k nem teljes négyzet.



