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Prefata

Cartea este destinata elevilor de liceu care doresc sa isi aprofundeze cunostintele de
matematica si sa se pregateasca in mod eficient pentru examenul de admitere la Facul-
tatea de Matematica si Informatica a Universitatii Babes-Bolyai din Cluj-Napoca. Scopul
nostru este sa oferim o resursa cuprinzatoare care sa ajute atat la intelegerea conceptelor
fundamentale de matematica, cat si la dezvoltarea abilitatilor de rezolvare a problemelor
complexe.

Prima parte a cartii contine probleme de antrenament organizate pe capitole (algebra,
analizd matematica, geometrie, trigonometrie). A doua parte contine testele de la toate
sesiunile de admitere si de la toate editiile concursului Mate-Info UBB dintre 2021 si 2024,
precum si o serie suplimentard de teste de antrenament. A treia (si ultima) parte contine
raspunsurile corecte si rezolvari pentru toate problemele din culegere.

Initiativa si efortul principal de realizare a acestei carti se datoreaza urmatorilor
studenti: Rares-Andrei Cotoi, Cristian-Emanuel Cretu, Tudor-Luca Cretu, Mara Ielciu,
Ariana Ilies, Patricia Manciu si Rares Rahaian. Acestia au propus probleme, au redactat
solutii si au editat materialul sub coordonarea lect. dr. Mihai Nechita, cu sprijinul de-
partamentului de matematica si al comisiei de admitere nivel licenta — condusa de conf.
dr. Szildrd Andrés si formatd din conf. dr. Tiberiu Trif (analizi matematica), lect.
dr. Andor Lukéacs (algebra) si lect. dr. Ildiké Mezei (geometrie si trigonometrie). Le
multumim tuturor cadrelor didactice si studentilor care au contribuit la realizarea ma-
terialului prin propunerea de probleme, redactarea de solutii si realizarea de corecturi.
Adreséim multumiri speciale pentru ajutorul acordat prof. dr. Andrei Marcus (director
departament matematica), conf. dr. Marcel Serban (decan), prof. dr. Adrian Petrusel
(prorector).

li rugam pe cei care observa erori (care aproape sigur s-au strecurat, in ciuda eforturilor
noastre) sau au sugestii de imbunatatire sa 1i contacteze pe coordonatorii culegerii.

De asemenea, le uram mult succes elevilor in pregatirea lor pentru examenul de ad-
mitere si speram sa-i intalnim pe multi dintre ei in salile Facultatii de Matematica si

Informatica.

Cluj-Napoca, octombrie 2024 Coordonatorii
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Probleme



Algebra

Aritmetica si Divizibilitate

1. Notam cu A multimea numerelor naturale n care au ultima cifra 6 si au proprietatea « 7
ca daca mutam aceasta cifra in fata numarului, obtinem un numar de 4 ori mai mare.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Daca n € A, atunci 3 | n;
Existd n € A astfel incat 12 | n;
Exista n € A care are 8 cifre;

@ Exista n € A care are toate cifrele diferite doua cate doua.

2. Cate numere naturale n nu au proprietatea ¢ v/2n3 + 13n+2 € N ? v ?
5; o infinitate; nici unul; @ 1.
3. Pentru cate valori ale luin € Ny n > 2, numarula,, =1+2-34+4-5-6+ ... V7
(n—1)n (n—1)n n(n+1) .
+ T — +1 — +2].. — este patrat perfect?
pentru nici una; pentru douéa valori;
pentru o valoare; @ pentru o infinitate de valori.

CVVB2+ V-2 V24 V-2

4. Daca xz = + —1/3 —2V/2, atunci 22 are + 7

V5 +1 2V V5 +1

valoarea:
3 1
?Jrl; 54—\/5; 5—\@; @?—1.

5. Fie a, o progresie aritmetica cu ratia r # 0 si a; = 1. Pentru Vn > 1 expresia « 7

Q2p +Q2p—1+ ... FAng1 L < . o ..
= ramane constanta. Care dintre urmatoarele afirmatii
ap +an—1+ ... + a1

sunt adevarate?
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az1 = 63; Ratia este egald cu valoarea raportului;

[B] a1s = 29; (D] c=3.

6. Cate numere intregi pozitive de patru cifre exista care contin blocul 25 si sunt divizibile « 2
cu 757 (2250 si 2025 sunt doua astfel de numere).

62; 31; 34; D] 63.

7. Fie trei numere Intregi pozitive a,b si ¢ astfel incat 21la = 9b = T7csi a+ 8,b si ¢ sunt « 7
o progresie aritmetica. Care sunt aceste valori a,b,c 7

[A] a=21,b=49 c=81; [C] a=42,b=105,c = 126;
[B] a=12,b=28,c=36; (D] a=6,b=14,c=18.

8. Daci n este un multiplu de 5 si n = p? - ¢, unde p si ¢ sunt numere prime, care dintre . 7
urmatoarele este cu sigurantd multiplu de 25?7

P 7% pg; D] p¢2.

9. Fie p un numar prim mai mare decat 3. Care dintre urmatoarele afirmatii este .+ 7
adevarats pentru p? — 1?7

Expresia este divizibila cu 12, dar nu si cu 24;
Expresia este divizibila cu 18, dar nu si cu 24;
Expresia este divizibila cu 24;

[D] Expresia este divizibili cu 36, dar nu si cu 24,

10. In care dintre urmitoarele situatii numarul natural n divide 2™ — 27 v ?

n este un numar prim;
n este un numar impar;
n este o putere a lui 2;

@ n este o putere a lui 2 sau un numar prim.

11. Fie progresia aritmetica ai,ag,...a, cu ratia r. Stiind ca a; = 1 si ags = 121, cite « 7
patrate perfecte sunt in progresie?

3; 4; 5; @6.

12. Fie o progresie aritmetica unde al cincilea termen este de trei ori mai mare decat al « 7
doilea, iar al noualea este mai mare decat al treilea cu 24. Care este primul termen si
ratia progresiei?
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alzlsir=4;a1:2si7“:3;a1:3sir:2;@a1:2$ir:4.

13. Doua progresii aritmetice sunt definite ca a,, = 3n+7 si b, = 5m + 2. Care este cea
mai mica valoare a lui k pentru care ax € b,,?

[A] k=38 [B] k = 6; [C] k=5 D] k=09.

Combinatorica

14. Fien e N, n > 3. In planul Oy consideram o multime M formata din n puncte
distincte diferite de O. Numarul tuturor triunghiurilor AAOB cu A, B € M este:

A727,’ 277,’ O?H—l ; @ cel mult CT2L .

15. Fie M o multime cu n elemente. In cate moduri posibile putem alege trei submultimi
disjuncte A, B,C C M?

3n; 3" ar [D] .
16. Multimea numerelor n care verifici inegalitatea C2_; + C2_| < C"~3 este:

(—1,8); {3.4,5,6,7}; {6,7}; [D] 8.00) NN.

17. Notdm cu F multimea tuturor functiilor cu domeniul {0, 1,2, 3} si codomeniul
{1,2,3,4}. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

Multimea F contine 4% functii;

Multimea F contine 4 functii strict monotone;

Multimea F contine 4 functii injective;

@ Probabilitatea ca o functie f aleasd aleator din multimea F sa verifice f(0) =

f(1) =1 este i

16
n—1 (Ck+1)4
18. DacaineN,n>2g z = Z %, atunci:
= CnCn

[A] 2 >16(Cp, —1); [C] & =16C3,;
[B] z<16(Cp, —1); (D] = > 1607, —17.

19. Cate functii f: {1,2,...,n} — {0,1} au proprictatea ci » _f(k) = 3?
k=1
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Cus C| A2. 1
n 27
Cc3; [D] 120, cénd n = 10.
20. Considerdnd multimile A = {1,2,3,4} si B = {1,2,3,4,5,6}, care este numéarul « 7

functiilor f : A — B strict descrescitoare? Dar numaérul functiilor f : B — A
crescatoare?

Cs» A3; Cs Clo; As, G [p] ¢, c3.
21. Suma 1 +2C! +3C% + ... + (n + 1)C" este egald cu: v 7
n-2n—l; 2" (n + 2);
k .on—1

1 1 1
22. Suma C? + 50% + §C’,2L + ...+ mC’}f este egala cu: v ?

on+l _ 1 n-1_1

2" -1 . | 2
[A] Bl =71 m;cﬁ; Bl

23. Fie dezvoltarea (/2 + ¢/3)". Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevarate? V7
Daca n = 15, dezvoltarea are exact 3 termeni rationali;
Daca n = 24, dezvoltarea are exact 5 termeni irationali;

Daca n = 30, termenul corespunzator pentru k = 18 este irational;

@ Daca n = 18, termenul corespunzator pentru k = 9 este irational.

24. Pe dreptele d;]||dz se considera punctele distincte Ay, Aa, As, A4, A5, Ag € dy si By, v 2
Bs, Bs, By, Bs € dy. Numarul triunghiurilor care se pot forma cu aceste puncte este:

120; 124; 135; (D] 140.

Functii logaritmice si exponentiale

25. Fie z si y, numere reale pozitive, x,y > 1, astfel incat log, (y*) = log, (V) = 2/7. « 7
Sa se indice care dintre urmaitoarele variante reprezinta valoarea lui z - y.

2 47 . 2
%; E ?§ e’ @ ﬁ

€

26. Fie f:E - R, f(x) = log, z+log sz x—logy 2 —6. Aici E C R este domeniul maxim « 7
de definitie al lui f. Atunci:
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E este un interval deschis;
ecuatia f(x) = 0 are o singurd solutie;
existd un sir nemarginit (x,),>1 cu proprietatea ca f(z,) > 0;

@ existd un sir nemarginit (x,),>1 cu proprietatea ca f(z,) < 0.

27. Daca log,, 27 = a, atunci valoarea lui logg 16 este: v ?
4 4(3 — a) 4+a 43 +a)
Al = - C ; —_.
a 3+a ’ 4—a @ 3—a
28. Fie n € N* gi numerele reale ay, asg, ..., a, > 1. Daca L = logait as + logag az+ ...+ v 7

log,» an +log,n a1, atunci:
n—1 n

[A] L>1; B] L>1; clrL<u; D] L=1.

29. Fie ecuatia (/z —2)3 +Inz = 0si I = [1,4]. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt +
adevarate?

Exista cel putin o solutie a ecuatiei pe intervalul I;
Nu exista nicio solutie pe intervalul 7;
Exista cel putin o solutie pe intervalul (1, 4];

@ Functia f(x) = (V& — 2)® + Inx nu este definitd pentru z = 0, deci nu exista
nicio solutie pe intervalul dat.

1 1
30. Fie functia f : R — R, f(z) = zthz< . Pentru ce valori ale lui ¢ v 7
4 —log 45(7),x > 1

ecuatia f(x) = ¢ are exact 2 solutii?
c:2; c:l; c:3; @Vc<2.

31. Fie S multimea solutiilor reale ale ecuatiei logs z+logg 2% +logy, 23 +...4+1loggn 2" =n, v 7
atunci:

S C[0,1); S are exact 1 element;
S CL,3); @ S are exact 3 elemente.

32. Fie sistemul v 7
455 =32

1

logy(a —y) +logg (2 +y) = 5

Care dintre urmaétoarele perechi (z,y) sunt solutii ale sistemului?
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(2,1); (\/ﬁai), (=2, -1); @ Alta solutie.

V2
33. Valoarea lui n care satisface ecuatia log, 3 -logg 4 -log, 5 - ... - log,(n + 1) = 10 este v 2
1024; 1023; 2047; (D] 512.
34. Valoarea lui x care satisface ecuatia 3 + ¢2* = 7¢%* este 7

1 1 1 1

35. Se di ecuatia S := log (log;ga (logjgs (10'°°9)) = 0, a,b € Z*,a,b > 0. S se v
indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte, stiind ca M reprezinta multimea
perechilor unice {a, b} ,a # b astfel incat S = 0.

card M = 4;

card M
H ag - bk = O;
k=1
card M
> ag by = 123;
k=1
card M card M card M

@ Z ( H ai + H bk) + 6 este un patrat perfect.
k=1 k=1 k=1

Ecuatii si inecuatii
36. Fie S ={(z,y) e RxR |zy+z+y =11 si zy(z + y) = 30}, atunci: v?

x 4y =5 sau zy = 5 pentru fiecare (z,y) € S;

S are 2 elemente;

x 4y = 6 sau xy = 6 pentru fiecare (z,y) € S;
D] 5=0.

37. Numarul de solutii reale ale ecuatiei /3 — x — x = 0 este: v ?
0; 1; 2; D] 3.

38. Fie S o submultime a lui Z, astfel incat: v

(a) 2€ 8
(by ne S«<n?eS
() (n+5)2%2eS«<=nes

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

7
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[A] —5¢5;

Numerele intregi, diferite de 1 si care nu sunt multiplii de 5 apartin lui S;
$={1}U{sn|neNY}
D] § =2, \ {1} U {5n | n e N*}.

22 —132+42
) =1 este: v ?

39. Numarul de solutii reale ale ecuatiei (1:2 —Tx+11
4; 2; 6; @ 8.

40. Fie (an)n>1 0 progresie aritmetica descrescitoare care verifica relatiile —azagai; = v 7

101 - 129 + 8 si ag + a4 + a5 = —6. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt false?
a; = 9; Suma primelor 10 elemente este -70;
ai = -8; @ Ratia progresiei este 3.

12

41. Suma solutiilor ecuatiei vr = este: v 7

7T— Jx
S < 2% S € [28,29; Se(3,28%);  [D]S¢ .7,
42. Valoarea minimé a expresiei Z |xg + k|, unde Ve € Z,n e N* n=2m +1,m € N* 2

k=1
sl Tp4+1 = i + 1 este:

n2—|2—2n; n21—2n;

1011 - 1012, pentru n = 2023; [D] 2023 - 1012, pentru n = 2023.

43. Stiind c&, prin [z] si {2} intelegem partea intreagd si partea fractionard a numarului + 7
real x, ecuatia 2% + 2[z]{x} + 3{z}? = 4 are, pe multimea numerelor reale:

3 solutii; 3 solutii Intregi;
4 solutii; @ 4 solutii intregi.

44. Fie a,b € R fixate. Notam cu S; multimea solutiilor reale ale ecuatiei ax +b = 0, « 7
iar cu Sy multimea solutiilor reale ale inecuatiei ax + b < 0. Care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate?

Pentru a = 1si b= —5 avem cd S; =5 si Sy = (—00,5);
Pentru a =0 si b = —5 avem ca S; = —5,0 si S = R;
Pentru a = =5 si b= —5 avem ¢ S} = —1 81 S = (=1, +00);
@ Pentru a =0si b=0 avem cad S; =R si Sy =R.
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45. Fie m € R un parametru fixat. Notam cu S multimea solutiilor reale ale ecuatiei + 2
2? — |z| = mz(z + 1). Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevirate?

S are cel putin doua elemente pentru fiecare m € R;
Exista un interval nevid I C R a.i. SN (0,00) # 0 pentru fiecare m € I;
Exista un m € R a.i. S este un interval nevid;

@ Exista un m € R a.l. S este reuniunea a doua intervale nevide disjuncte.

. . . < - z+1 . .
46. Fie £ C R domeniul de existenta al expresiei —————, iar S C R multimea + 7
) 22 —3x+5 ’
solutiilor inecuatiei Tl < 1. Atunci:
' T2 -3x+5

E=R\{3,5} si § = (—00,3); S =R;
B| E=5; D] S\ E #0.

47. Fie S = {(z,y) e Rx R | ay+ 2 +y =4 si zy(z + y) = 4}, atunci: v 7

S are 2 elemente; (1+4,1-14)€S;
(0,4) € S; [D] s=0.

48. Produsul solutiilor reale ale ecuatiei 22 + 18z + 30 = 2v/22 + 18z + 45 este: v ?

360; alt raspuns; 6!; @ 4! 15.

1 1
49. Fie x,y,2z € R,x,y,z > 0 astfel incat zyz =1six+ - =3 ,y+ — = 27. Sa se indice v 7
z x

care dintre urmatoarele variante de raspuns reprezinta valoarea lui y + —.
z

160 96 20 180

N E i ra T

50. Fie m € R un parametru fixat. Notam cu S multimea solutiilor ecuatiei \/2|z| — 2z = 7
m — z. Atunci:

m € S pentru fiecare m € R;
m — 2+ 2y/1 —m € S pentru fiecare m € (—o0,0);

existd un interval nevid, deschis, I C R astfel incat S are un singur element
pentru orice m € I;

@ exista un interval nevid, deschis, J C R astfel incat S are trei elemente pentru
orice m € J.

. . .. . - 8 o ..
51. Fie S multimea solutiilor reale ale inecuatiei # < —. Urmatoarele afirmatii sunt v
x

adevarate:
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f si f~1 sunt strict crescitoare, unde f: R — R, f(y) = Y;
(=00,0) C S;
S = {z € Rj2® < 8};

@ S este reuniunea a doua intervale nevide disjuncte.

52. Fie a € R un parametru fixat si f : R — R, f(z) = 2 + z. Fie S multimea solutiilor + 7
reale ale ecuatiei f(z) = a. Atunci:

S are 3 elemente pentru a = 0;

f este strict crescatoare;
S are cel mult un element;

@ S are cel putin un element.

53. Fie n € R un parametru fixat. Ecuatia v/3 —x — 2 = a are cel putin o solutie reala « ?
daca:

a € (—oo, —10); a€{-3,-2,-1,0};
a€{-10,-9,—8}; [D] a € {8,9,10}.

54. Consideram In R ecuatia \/x +3—-4vVx -1+ \/3: +8—-6vx—1 = 1. Multimea . 7
solutiilor ecuatiei este:

S =[3,12]; S =[1,00); S = [5,10]; D] § = {4,11}.

2023

55. Notam cu T = Z , T € R. Fie sirul de numere reale (z,)nen+ dat prin « 2
k=1

k2+k

n
termenul general x, = [T + M}, unde [z] reprezintd partea intreagd a numarului
real z. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

TEN; 1:1—|—172+x3:3;

2024 2023

D @ =2023; D] 3 @ = 2024,
=1 i=1

56. Fie (ay)n>1 unsir de n numere reale, cu n numar natural par. Care dintre urmatoarele .
afirmatii sunt adevarate?

n n
1

Dacéa a,, > 0 pentru orice n, atunci Z a; + Z — > 2n;

‘ — Q4

i=1 =1
Daca ay,as > 0 si ajas = 3, atunci a1 + ag > 3;
Daci (an)n>5 sunt raddcinile polinomului f = 2™ — na™~1 4 202423 + nz — 1,

n n
1
atunci a; + — = 2n;

10
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@ Daci (an)n>5 sunt radacinile polinomului f = 2" — nz"~! + 202423 + nx — 1,

n n 1
atunci Zai + Z P =0.
i=1 v

i=1

57. Multimea solutiilor inecuatiei 1987 10 4 810872 4 10 . z10879 < 111H1oer @ | plogr 1l g o
multimea:

(0, 4+00); [1,+00); {1}; [D] [1,10].

58. Solutiile ecuatiei 52 4+ 3z5% + 222 + 6 = 7- 5% + 13z, = € R, apartin multimii: v 7
0. 1]; 1,45 (—2,0%; [D] {0, 1,2},
59. Solutiile ecuatiei 2'°8710 4 glog7@ 1 9. zlogr9 — 4. 4198712 apartin multimii: v ?

(0,5); (0,4]; [1,2); D] [2,5).

60. Solutiile ecuatiei 40 +18%+3-15%+4-12%43-8" = 3074247 43-20°4+16"4+3-9"4+3-6" . »
apartin multimii:

[0, log, 3]; [—1,1]; [0,2); [D] [0,10g, 9].

61. Fie functia f : [-1,00) = R, f(z) = (z + 1)20?*. Care dintre urméatoarele afirmatii . »
sunt false?

2f(6) este patrat perfect al unui numar natural;
fz) < 2024z + 1, Va € [-1,00);
f(z) > 2024z + 1, Vo € [-1, 00);

@ dupa ridicarea la putere f(x) are exact 2 termeni care nu depind de z.

62. Cate triplete (x,y, z) de numere naturale nenule verifici ecuatia 2xyz + 2xy — xz — v 2
2yz —x — 2y + 2z =57

2; 4; 10; [D] nici unul.

63. Dacd n > 2 este un numdr natural fixat, atunci ecuatia (1 4 2%) (1 + 2*"”) ik s

z —2\ 2034+ 9n? +13
(n+(n+1))(n+(n+1) ):W

[0, +00); [~1,1]; [1,3); D] (~5,4].

, * € R, are solutiile in multimea:

n
64. Se considera sirurile de numere reale (a,) si (b,), n € N*, astfel incat Z ai=V3si v
i=1
n

Z b; = 3. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
i=1
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(a8 > (3 aibi)* [C] z e
O ah Qv < O aib); D] > % <1
i=1 i=1 i=1 i—1 ¢

65. Consideram in R ecuatia v22 — 6 = 22 — 8. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt 7

adevarate?
ecuatia are exact 4 solutii; ecuatia are exact doua solutii;
ecuatia nu are solutii; @ suma solutiilor este 0.

66. Se considers ecuatiile: (7—4v3)" —2-(2—v3)" =3, (3—-2V2)Y —2- (V2—-1)¥ =3. 7

Stiind ca x si y sunt solutiile celor doua ecuatii, atunci:

o [m(2-1) +me-vE)]
vty =In3 m(V2-1)-m2—V3) |

o [m2+n+me+ V3],
[B]z+y=n2 (V24 1) 2+ V3) |

B -ln(\/i—l)—ln@—\/g)-.
[€le-y=m3- m(VZ-1)-m2—V3) |

' ln(\f—i-l)—ln(Q—i-\f)
[D] ¢ -y =m2- m(VZ+ 1) m2+v3) |

1
67. Suma elementelor multimii A = {:v S/ ‘ {w;r ] = 3} este:

2; [B] 10 9; D] 11.

Numere Complexe

68. Consideram z un numar complex. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? . 7

z2<07 Vz € C;
22 € Rsi 22 > 0 daca si numai daca z € R;

2% € R daca si numai daca partea imaginara a Iui z este 0 sau partea reald a lui
z este 0;

@2220, Vz € C.

69. Fie n € N* astfel ca numarul complex (a + bi)™ — (ai + b)"

sa fie real pentru orice v 2
a,b € R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

12
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n:2k,keN*; n=4k,keN*;
(Bl n=2k+4, keN; D] n=4k+2,keN.

70. Sa presupunem ca exista numere complexe a, b, c,d € C diferite de zero, astfel incat

2 satisface ecuatiile az® +bz2 +cz+d = 0si bz® +cz®> +dz+a = 0. In acest caz, toate
valorile posibile (complexe) ale lui z sunt:

{i,—i}; {1,-1}; {1,i,—1}; D] {1,i,-1,—i}.

71. Fie n € N, n > 2. Numerele complexe z avand modulul 1, pentru care
5022017 (22 + 1) = 2% 41, apartin multimii:

{i, —i, 0); {1, —i);
(-1, 1,14, —i}; @ {cos7r+ising, sing +icosT}.

RNE: L\ 2 .

1-— 1-— 1-—

72. Fie ecuatia ZZ + ZZ + ZZ + 1 = 0. Care dintre urmatoarele
’ 141z 14z 144z

afirmatii sunt adevarate?

Ecuatia are 4 solutii; Ecuatia nu are solutii;
Ecuatia are 2 solutii reale; @ Produsul solutiilor ecuatiei este -1.

73. Fie z un numir complex de modul 1 astfel incat |224%%| = 2. Care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate?

Ecuatia are 4 solutii; Ecuatia nu are solutii;
Ecuatia are 2 solutii reale; @ Suma solutiilor ecuatiei este 0.

74. Se consideri n € N*, numér prim si z, = i' +42 + - -- + i". Care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate?

Exista n prim a.i. Rez, = Imz, = Exista n prim a.i. Im z, = 0;
0;
@ Re zp, Im z, € {—1, 1} pentru orice n

Exista n prim a.i. Rez, = 0; prim.

75. Fie z1 = 0,29 = a > 0, z3 afixele varfurilor unui triunghi echilateral si zy afixul cen-
(21)% + (22)° + (23)*
(20)?

trului de greutate al triunghiului. Daca 2y # 0, atunci expresia

este egala cu:

13
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(1 +iv3);

< (1+iV3) (1 -14V3)
%(Hz‘ﬁ)’ [o] -(1-iv3)

»

e

ole

n
76. Se considera S,, = E i¥. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevirate?
k=1

S174 = S2; S102 =1 — 1 S2024 = S102; @ Szz =21 — 1.

77. Sa se afle numarul real o astfel incat Im <1+Z\[71> =0.

1 1

Al o= Clo=s7
2 1

Blo= 77y D] e=77

78. Cu ce numar poate fi egala partea reald a numarului complex z, daca z este solutia
ecuatiei: Re(2? 4+ 1 +4) — Im(3iZz + 22) + (Im 2)? = 1?

Rez=0; Rez:1/2; Rez=1; @Rez:&

79. Fie multimea M = {z € C | |z| = V/3,|z — 2| = 1}. Care dintre urmitoarele afirmatii
sunt adevarate?

card(M)zl; %+§i€M;
card(M) = oo; @ card(M) = 0.

80. Fie numarul complex z = \/7 + v 13+i\/7 — V/13. Care dintre urmatoarele afirmatii
sunt adevarate?

2 g 2794 = (6 + 4iv/10) '
\/EER,

9 213
|z|" € Q,Vn € N; @ |ZZ|4Z |Z3‘ .

81. Fie numerele complexe z1, 20 € C, |21| = |22]| = 1, 2129 # —1. Care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate?

LJFZ?—%GR; [c] 2112 L iem

14 2122 1+ 2129

Zl+2,’2 7 Zl+2,’2 .
B] 22 _lgp D] 22 Li¢Rr

1+ 2129 3¢ ’ 1+2122+Z¢

14
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82. Fie numerele complexe 21,2 € C, 2z = 2v3n + (1 — 3n2)i, 25 = 2v2n + (n? — 2)i, «
unde n € N este un numaér arbitrar, fixat. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

|21], 22| € N; |z122] € N;
|z1] €N, |z2] ¢ N; [D] |21l22] ¢ N.

83. Fie numarul complex z € C,z = 1 4 4. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt . -
adevarate?

3 3
2= f’/i(cos Zﬁ + isin Zﬂ) este o radacina de ordinul 3 a lui z;

2 3 3
E 20+z1+z29 = \75(14—2 cos %) (cos %—H’sin %)7 unde zg, 21, 22 sunt radacinile

de ordin 3 ale lui z;
20+ 21 ¢ N, unde zp, z; sunt rad&cinile de ordin 2 ale lui z;

@ zo + z1 € N, unde zg, z; sunt radacinile de ordin 2 ale lui z.

z+2

84. Fie multimea M = {z € C | |z — 3| = 2,Im( > = 0}. Cate elemente are v 7

multimea M7
O infinitate; 3 elemente; 2 elemente; @ niciunul.

85. Fie multimea M = {(a,b) € R?| ’ 2a277+i\/773b’ =17, |a| > \/Z, b< ;} v 7

Multimea M poate fi scrisa si ca:

_ _ 2, 17 13 T 7 .
M{(a,b)|b3a 3,a6<ﬁ, 2>ul 2,12)},

o)

z—3
z+3
[A] M =0 [C] M={zeC\{-3}|z=—-z}
[B] M={:eC\{-3}|z=z}; D] M = {z€C\ {3} | Rez = 0}.

86. Fie multimea M = {z € C\ {-3} | € R}. Multimea M poate fi scrisd si ca: v 7
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Matrici
. . 2 =2\ . ., a, —b, . y .
87. Fie matricile A = si A" = . Dintre urmatoarele enunturi sunt ~ 7
2 2 /)" b, an ’
adevarate:
rang (A) = 2; afy +bly = 2'% x (a3 + b3);
ais + bis = 2% (a2 + b2); @ A0 = 8%0 4 [,

2¢ -1
4 2

A71 — ()27 Alﬁ — 43iA13;
APl — 9100 4. @ AL01 _ 1650 4

0 cost —sint
89. Fie matricca A= (1 0 0 . Sunt false urmatoarele afirmatii: 7
0 sint cost

88. Fie matricea A = ( > Sunt false urmatoarele afirmatii: 7

det(4) = —1;

Ecuatia A * X = I3 nu are nicio solutie in M3(C);

rang (A) = 2;
@ rang (A) = 3.

vy vy yy
< . y T Ty y < .
90. Se da matricea A(x,y) = oy oz ozl Sunt adevarate urmatoarele afirmatii: V7
y vy

A0(10,10) = 100 - 499 . A(1,1);
E Matricea A(x,y) nu este singulard pentru z = y sau y = 0;

100 _ 25 59 .
A10(10,10) = 16 A(Z’Z)’
[D] A70(2,2) = 87%24(2,2).

91. Se considerd multimea M a matricelor de forma A(z) = ,x € Csifunctia v 2

8 OR

0
0
0

8 OR

1
f:C—= Ms3(C), f(z) = 7* A(z). Sunt adeviarate urmatoarele afirmatii:

F(zw) = £(2) + flw); rang (A(2)) = 3,V € C;
Functia f este injectiva; @ f(23) = (f(2))>.
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1 1
2 2
G={X(a)|a€eR,X(a) =1+ ax* A}. Sunt adevirate urméatoarele afirmatii:

IQ¢G,

X(a)* X (b) = X(a+ b+ 3ab),vX (a), X (b) € G;

0x(3) 5 () -x(8) x(2)+(3)

[D] X(a) * X(b) = X(a+ b+ ab),¥X(a), X (b) € G.

92. In M5 (R) se considera matricile A = ) sily = ((1) (1)> , precum si submultimea « 7

R 2 x 3 1 11
93. In M3(R) se considera matricile A= |a z—1 1]|,a,2€RsiB=|0 1 1]. v
1 1 x 0 0 1
Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
2
Pentru a € (3, 1) ,rang (A) = rang (B),Vz € R;
2 . . -~
Pentru a € 3 1 | matricea A este inversabila Vz € R;
Pentru a = 2, matricea A este inversabila Va € R;
@ Pentru a = 3, matricea A este inversabila Vz € R.
. 2 = 3
94. In M3(R) se considerd matricca A = |z —1 z|,a,z € R. Sunt adevarate . ?
1 2 a

urmatoarele afirmatii:

3
Pentru a € (—17 10) matricea A este inversabila Vx € R;

—2
Pentru a € (3, 1) matricea A este inversabila Vx € R;

Pentru a € (7,9) matricea A este inversabila Vz € R;

1
@ Pentru a € (2, 1) matricea A este inversabila Vx € R.

95. Se noteaza cu E,, matricea patratica de ordin n care are toate elementele egale cu 1. + 7
Sunt false urmatoarele afirmatii:

rang (E,) = n,Vn € N*; I, * E,, nu este inversabila;

_ 1
Efl:n*En; @Enlzﬁ*E”'

96. In M, (R) se considerii matricea A = sitelatia A+ A2+ A3+ ..+ A" = a,*x A, v 2

1 2
1 2
Vn € N*. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
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Exist# un numér natural nenul = pentru care A3 = x x A;

Existd un numar rational nenul x pentru care A3 = x * A;

an:3"_1—%;
DIEA—

1 0 =z
97. Se considerd multimea G a matricelor de forma A(zx) = | —z 1 —%2 ,o € R /2
0o 0 1
Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
[A] rang (4) = 2,VA € G; [C] A+xBeG,VA,BeG;
rang (A) = 3,VA € G; @ Existd B € G astfel incat Ax B = A.
1 3 « 1
98. Fie matricea A= |2z 1 —1 0],z € R. Sunt false urmatoarele afirmatii: 7
01 2 =z

Exista valori ale lui « pentru care rang (A) =1
Exista valori ale lui « pentru care rang (4) = 4;
Exista valori ale lui 2 pentru care rang (4) = 3
@ Pentru z = 0, rang (A) = 3.

111 111
99. Se considera matricele A= |0 1 1| siB=|b 0 0] ,be€R. Sunt adevarate . 7
0 0 1 b b 0

urmatoarele afirmatii:

rang (A) = rang (B) pentru b = 0; rang (A) = rang (B) pentru b € R*;
n(n+1)

1 on-l gnel 1 p notb
Bl a"=[0 1 2'] vneny [D]A"={0 1 n | ,vneN-
0 0 1 0 0 1
0 = y
100. Se considera matricea A € M3(R),A= |0 0 =z |. Sunt adevirate urmatoarele v 7
0 0 O

afirmatii:

A? = O3 doar pentru = = 0;

A2 = O3 doar pentru z = 0;

Daca A? = O3, Is — A e inversabila si inversa ei e egals cu Iz + A;
@ A? = O3 pentru z * z = 0.
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101. Se considerd matricea A € My(R), A = <§ z> ,a € Rsimatricea B € M3(R),B= .2

-1 1 1
1 —1 1 |. Sunt adevarate urméatoarele afirmatii:

1 1 -1
rang (A) = rang (B) pentru a = 0;
A% — (24 a)A —aly = O3,Ya € R;
A2 — 2aA — aly = Oy,Ya € R;
@ Pentru a = —1, existd n € N* k € Z astfel incat A™ =k x I5.

102. Se considerd matricea A € M3(R), A = G ;) si functia f: Ma(R) = My(R), 2

f(X) = X? —4X + 2I,. Sunt adevirate urmitoarele afirmatii:

f(4) = 0x;
existd o matrice C' € M3(R) astfel incat f(A) = (I — A) = C

existd o matrice D € M3 (R) astfel incat f(Iz) — f(A) = (I2 — A) x D;
@ existd k € N astfel incat f(Iz) =k * Is.

-2
2

—6
6

2 0;
—5; @ un numar din R\ {2, =5, 0}.

103. Determinantul matricei A = este v ?

=W N

1 1 1 1
2 2 -2 =2
1 -1 1 -1
2 -2 -2 2

104. Consideram matricea A = . Sunt adevarate afirmatiile: v 7

Matricea A este inversabili si elementul din linia 2 si coloana 3 a Iui A~! este
1

-

Matricea A este inversabild si elementul din linia 3 si coloana 2 a lui A~! este

ot

Matricea A este inversabild si elementul din linia 3 si coloana 2 a lui A=! este
1

—5
@ Matricea A nu este inversabila.
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105. Se considera a ecuatia matriceala

2 3a 1 -1 1
1 2 a 2|x=|[1], (1)
1 1 4 3 1

in care toate matricele care apar sunt considerate matrice cu elemente numere reale.

Indiferent ce valoare ia parametrul ¢ € R, nu existd matrice din M3(R) care sa
verifice (1);

Ecuatia (1) are solutii dacd si numai daca a € R\ {3};
Ecuatia (1) are solutii pentru orice a € R;

2 3a 1
@ Daca |1 2 a| =0 atunci ecuatia (1) nu are solutii.
1 1 4
2z —2z 1
106. Multimea tuturor valorilor m € R pentru care ecuatia | 1 — 22 z? -1 |= v~

—2r—-—m x+m x—2
0 admite o radacina dubla este:

(1,2} {~2,0,2}; {-2}; D] {~2,2}.

107. Fie A = <g i) si X ={X € Mz(Z) | det(X) = det(A + X) = 0}. Care dintre v 7

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
Daca X = (Ccl Z) € X si a # 2c¢, atunci 1024 divide toti coeficientii lui X;

. v f(a b L . b? 1\
DacaX—(c d)eXglc—a #O,atunc1d€<2,1 ;
DacéX7Y€X,atunciX+Y€X;
@DacéXeX,atunci—XGX.

- 1+ sin%0 cos? 6 4 sin 46
108. Valorile lui 6 € (0, 5) care verificd ecuatia | sin?@  14cos?f  4sin4d | =0 .7
sin? 0 cos? 6 1+ 4sin46
sunt:
s 51 117 7T
Al o7 i Cl - o
2 24 2 24

109. Fie A o matrice patratica de ordinul n, elementele acesteia fiind fie 1, fie —1. Stabiliti « 7
care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate (pentru orice A cu proprietatea datd).
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det(A) = 0; 2 | det(A); |det(4)|=1;  [D] 2" | det(A

110. Fie ecuatia matriceals A% = (11 (1)> cu radacinile A;, Ay € Mz(R). Sunt v ¢

adevarate urmatoarele afirmatii:

A1+A2=I2; A1*A2=—A2*A1;
[B] 4; x4y = A% [D] A % Ay = —A2.

1 0 1
111. Fie matricea X = [0 b 0 ]. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii: v ?
a 0 1

rang (A) = 3 pentru b=0 sau a=1; det(X?) = —b3(a — 1)3;
rang (A) = 3 pentru b € R*,a # 1; @ det(X3) = b3(a — 1)3.

00 00 0 0
n 0 0 0 00
0 n 0 O 0 0
112. Fiematricca A= g o0 n 0 0 0] € Mn(R). Sunt adevarate v?
00 00 n 0

urmatoarele afirmatii:

Suma elementelor de pe linia 5 a matricei A® este n®;
Cel mai mic numér k pentru care A* = O,, este n — 1;
Cel mai mic numar k pentru care A¥ = O,, este n;

@ Cel mai mare numar k pentru care A* # O,, este n — 2.

)
1

. otr(A”)
B0 det(Am) ~

n—1 n
tr(A
lim air() = 0, unde a este un numar real nenul;
n—oo a2 det(A")

. otr(A”)
5, det(Am) ~

a™tr(A™) .
@ —————— =0, unde a este un numar real nenul.
n—»oo a2 det(A")

113. Fie matricea A = ( _§> € M3(R) Sunt adevirate urméitoarele afirmatii: V7

a 0 0 3"
114. Fie matricea X = [0 1 0] € M3(R) si ecuatia X" * [ 3" | « (1 1 1) = .~
0 0 « 3"

1,n > 1. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
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Ecuatia are o singura solutie rationala;

Ecuatia nu are solutii intregi;

Ecuatia are 2 solutii naturale pentru n par;

@ Numarul de solutii distincte al ecuatiei este 3.
0 1

115. Fie matricea A = (21 0) € Ms(Zs) . Sunt adevirate urmatoarele afirmatii: v ?

ak+s _ (0 4),
&) a7 = (o)
A4k+5:( ]

4 .
0 ’
det(A%) = det(A%+2), det(A%+1) = det(A%+3), det(A%*) £ det(A%+1);
@ det(A%F 4+ AR+ 4 Ah+2 | fak+3) -0

= O =

a? a-1
Q@ e
0. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

Al det(A) = 2a + 2; C|ldet(4) = —-a®4+a—-1;
(4) (A)

A2+A—IQZOQ; @A2+A—a212202.

116. Fie matricea A = € M5(C), unde a e o radicind a ecuatiei 2 +z+1 = 7

-2 0

2; 3; 4; @6.

117. Numarul solutiilor in Mz (C) ale ecuatiei X2 = ( 0 2) este: v ?

1 2 -3
118. Fie A(m)=[m 1 —1],m € Q. Sunt adevirate urmatoarele afirmatii: v?
0 m 1

A(m) este inversabild, Ym € Q;
rang A(3) = 3,Vm € Q;

1 n —n?—-2n

Ao =(0 1 —n |
00 1
1 2n —n?-2n
D] A" = [0 1 -n
0 0 1
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Sisteme

(a+ 1)z —2y+7z=1,

119. Se da sistemul de ecuatii ar+y—2z=0, , cua,bnumerereale. Sunt

r—y—z=7+0b
false urmatoarele afirmatii:

Sistemul este incompatibil pentru o infinitate de valori ale lui b;
Sistemul este compatibil determinat pentru o valoare a lui a;
Sistemul este compatibil nedeterminat pentru 2 valori ale lui b;
@ Sistemul este compatibil nedeterminat pentru 3 valori ale lui b.

—x1 4+ 22 — 203+ 314 = 2

120. Se da sistemul de ecuatii 3x1 +xo+ars — x4 =1, cu a,b,c numere reale. v 7

r1 — 2x9 + a3+ bry =c
Sunt false urmatoarele afirmatii:

Sistemul este incompatibil;
Sistemul este compatibil pentru a = 10, b = =5, ¢ = f%;
Sistemul este compatibil pentru a = 10, b = 7,

@ Sistemul este incompatibil pentru ¢ = 10, b = =5, ¢ = —

-
"*‘cn

T+ T+ 23=1

121. Se da sistemul de ecuatii ary +brs+crs=d, cu a,b,c d numere reale. v 7

a’zy + b2as + APas = d2
Sunt adevarate urmatoarele afirmatii::

a#d
b#d
Pentru 7 , sistemul este incompatibil;
a#c
b=c
Sistemul este incompatibil pentru a = b = ¢ = d;
Sistemul este compatibil pentru a = b = ¢ = d;

aF#d
@ Pentru { 7 b , sistemul este incompatibil.
a=b=c

2x1 — 319 +4x3 — x4 = —1

122. Se da sistemul de ecuatii 1+ 929 +axrs+3x4 =3 , cua,b,cnumere reale. v ?

51 — 629 + 1023 + bxy = ¢
Sunt false urmatoarele afirmatii:
Sistemul este incompatibil pentru a = 3;
Sistemul este compatibil nedeterminat pentru a = 2,0 = —2,¢ = —2;
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Sistemul este compatibil nedeterminat pentru a = 2,b = —2,¢ =7,
@ Sistemul este incompatibil pentru a = 2,b = —2,¢ = —3.

bx +ay=-c
123. Se da sistemul de ecuatii  cx +az=0b cu a,b,c,d numere reale. Sunt adevarate « 7
cy+bz=a

urmatoarele afirmatii:

Pentru a = b = ¢ = 0 sistemul are solutie unica;
Sistemul este incompatibil pentru a = b =0,¢c = 8;
Sistemul este compatibil pentru a = 0, ¢ # +b;

@ M ={(1,a,a)|a € R} este multimea solutiilor pentru a = 0,b = c.

201 —x9 +3r3+ 24 = —1
124. Se da sistemul de ecuatii —x1 + X2 + axz + 2x4 = 2

—x1 — 310 + 223+ bry =c¢

, cua,b,c numere reale. v 7
Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

(2,—1,0,4) este solutia sistemului pentru ¢ = —2,b = —18,¢ = —7;
Sistemul este compatibil nedeterminat pentru a = —2,b = —18,¢ = —10;
Sistemul este compatibil nedeterminat pentru a = 2,b = —2,¢ =T,

@ Sistemul este incompatibil pentru a = —2,b = —18,¢ = —3.

—2x1 —x0+ 223+ 44 =1
125. Se da sistemul de ecuatii T1 — 2x9 + axs + 3x4 = 0,

3x1 4+ 229 —x3 +bry =

cu a,b, ¢ numere reale. v ?
Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

(=1,—1,1,—1) este solutia sistemului pentru a = —11,b = —7,c = 1;
Sistemul este compatibil pentru a > 3,b < 2,¢ = 0;
Sistemul este compatibil nedeterminat pentru a = —11,b = —7,¢c # %

b

@ Sistemul este incompatibil pentru a = —11,b = —7,¢ # f%
ar+by+2z=1

ar+ (2b—1)y+3z=1

ar+by+(b+3)z=2b—1
Sistemul este incompatibil pentru:

126. Se da sistemul de ecuatii

, cua,b,c,dnumerereale. 7

[Ala=1,b=-1. [B]la=0,b=2. [Cla=1b=1.[D]a#0b=1

127. Fie S multimea solutiilor din R x R ale sistemului { Ty =T

22413z +56 =y Care v 7
dintre urmatoarele afirmatii sunt false?
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S = {(~7,14), (14, -7)}; S ={(-7.14)};
S =1 D] 5= {(14,-7)}.

128. Consideram a € C un parametru si sistemul de ecuatii liniare cu 4 necunoscute v ?
2r1 + oz +2x4 =1
4oy — a9+ (a+2)xz+5xy =1
2x1 + 10z, — S5z + x4 =1.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Sistemul dat este incompatibil dacd gi numai daca « # 3;

Pentru o« = —5 sistemul dat este compatibil;

Sistemul dat este compatibil daca si numai dacd o # 3;

@ Sistemul dat este compatibil daci i numai dacd o € C\ {-5, 3}.

129. Cate triplete (z,y, z) de numere intregi verificd sistemul v ?

2 —ay+4dyz+xz+1=0
zy+2yz+2xz—2=0

5 4 1; @ O infinitate.

130. Fie a,b,c,d numere reale. Cand cele 2 parabole y = az® + ¢ siy = bz? —d se v ¢
intersecteaza in exact 2 puncte?

%<—§; [C] (e~ d)a—)>0;
a<b; @(d+c)(a—b)<0.

=17
131. Se da sistemul de ecuatii Tryte " cu solutii numere naturale. Sunt false . 7
T+ yz =26

urmatoarele afirmatii:

-7
- 3z ’ +§ € (-10,0),Vz,y, z solutii;

-7
r - L % € (—12,2),Vz,y, z solutii;

4z — 3
TV 2 ¢ (—1,2],Vx,y, z solutii;
z x

4z — 3
@ G (=1,10), Yz, y, z solutii.
z x

r+6y+mz=1
132. Se di sistemul de ecuatii { 2z — 6y +m?z =m + 1, m € R. Notdam cu S = v 7
z+ (m41)z=m?
Z m, pentru toate valorile lui m pentru care sistemul este incompatibil. Suma S este
egala cu:
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[A] § =2 [B] 5 =—1; [C]s=1; D] §=3.

logs a - log, (z +2y) = 2,

3 . Sunt adevarate urmatoarele .+ 7
—xy + 26y =y

133. Se da sistemul de ecuatii {

afirmatii:

Sistemul are o singura solutie realé; Sistemul are doua solutii reale;
Sistemul are trei solutii reale; @ Sistemul are o infinitate de solutii.

ax + (a+ 1)y + (a+2)z=a+3,

134. Se da sistemul de ecuatii { bz 4+ (b+ 1)y + (b+2)z =b+ 3, cu a,b,c numere v ?

x+cy+02,z:c3

reale. Sunt false urmatoarele afirmatii:

Sistemul este incompatibil;

Sistemul este compatibil nedeterminat pentru ¢ # 1,a = b;

Sistemul este compatibil nedeterminat pentru a = b= c = 1;

@ Sistemul este incompatibil pentru a = 10,0 = —5,¢ = 1.
(x+y)F =4

135. Se da sistemul de ecuatii cu solutii naturale. Fie S suma v 7
(x+y)-3° =48

divizorilor primi a tuturor solutiilor sistemului. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:
§=2 §=8,
S=09; @ S nu poate fi determinata.

T+ Qy —32=1
136. Se da sistemul de ecuatii 20 + f’)y +2z=7 1in Zyo. Sunt adevirate urmitoarele .
3 +vy+ 22=1
afirmatii:
Sistemul are 2 solutii; (8,9,9) este o solutie a sistemului;

(37 4, 41) este o solutie a sistemului; @ Sistemul are o suta de solutii.

-1 1 1 2 —
. .. 1 2 2 -1 34 221 R
137. Se da sistemul de ecuatii in My(R). v 2

11A—|—B00—51 97
-1 0 1 -1 36 —42

Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

Sistemul are doua solutii;
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—-16 22 -15 8 . . .
A= ( 59 83> ,B= <_40 20) este o solutie a sistemului;

—-16 24 —-15 8 . . .
A= ( 59 83) ,B= (_40 20) este o solutie a sistemului;
@ Sistemul are solutie unica.
mr —y+z= 1
138. Se da sistemul de ecuatii T+my—z=

>

in Zs. Sunt adevirate urméatoarele « 2

—x+y+mz= 1
afirmatii:

Pentru m = 0 sistemul este incompatibil;
Pentru m € {1,2,3} sistemul este incompatibil;
Pentru m € {1,2,4} sistemul este incompatibil;;
@ Pentru m € {0,2} sistemul este incompatibil.

Structuri algebrice
139. Pe multimea numerelor reale pozitive se consideri legea de compozitic zxy = 2% .

2024

1

Notam rezultatul calculului cu g, unde a,b € N. Atunci
— log; 4 log, (t* (t +1)) b

valoarea expresiei b — a este:

2025; 2026; 2027, @ nu se poate de-

termina.

140. Pe multimea Zg se considera legea de compozitie = x y = xy + = + y. Fie functia « 7
f:Z¢ — Zg, f(x)=1x* 4. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevirate?

f este surjectiva, dar nu este injectiva;
f este injectiva, dar nu este surjectiva;
f nu este nici surjectiva, nici injectiva;
@ f este bijectiva.

141. Fie M = {( 2 (c) ) | a,b,c € Q, be = 1}. Sunt adevarate afirmatiile: v ?

M este parte stabild a lui M (Q) in raport cu inmultirea matricelor;
inmul‘girea matricelor este o operatie asociativa pe M;
inmuh;irea matricelor este o operatie comutativa pe M;

@ inmul‘girea matricelor este o operatie pe M care admite element neutru.
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142. Pe multimea R® = {f | f : R — R} considerim operatiile de adunare si inmultire . 7
definite punctual, adica pentru orice f,g : R — R, functiile f + ¢, f g : R — R sunt
definite prin (f+g)(z) = f(z)+g(z), (f-9)(z) = f(z)-g(x), Vz € R. Sunt adevarate
urmatoarele afirmatii:

Functia identic& Ige : R — R, lge(7) = 2 este element neutru in (RE,-);
(R®, +, ) este corp;

(RR, +,-) este inel, dar nu este corp;

@ (R®, +,-) nu este inel.

({9}

143. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie “o” prin x oy = v 7
2zy — 3x — 3y + 6, pentru orice x,y € R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

Elementul neutru in raport cu “o” este 3;

. . N 8
Simetricul lui 4 in raport cu “o” este 3 ;
Orice = € R este simetrizabil in raport cu “o”;

3 3 3
@ Functia f : R\{ﬁ} —R*, f(z)=a— 3 este izomorfism de la grupul (R {5}, o)
la grupul (R*,-).

Wy ”

144. Pe intervalul (—1,1) definim legea de compozitie “#” prin z * y = , pentru v 7

Tty
14+ 2y
orice xz,y € (—1,1). Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

1
Elementul neutru in raport cu “x” este ok
—x (== ) ==
3 3 3 9
Legea de compozitie “x” este asociativa;

Wy

1
@ Simetricul lui % in raport cu “x” este 9

[130%24

Problemele 145. si 146. se refera la legea de compozitie “x” definita pe R, z xy =
3(x —2)(y —2) +7a — 12, unde a € RY.

145. Se considera multimea G, = («,00). Daca a = 2, atunci (G, %) este: v?
Grup necomutativ; Grup izomorf cu (R, -);
Grup abelian; @ Monoid comutativ.

Wy ”

146. Multimea G, = (a, 00) este parte stabila a lui R in raport cu legea “+” pentru: v ?

azl; Va22;
[B] va € (00, 0]; D] a=o.
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Problemele 147. si 148. se refera la legea de compozitie “x”, definita pe multimea G =
[0,1), zxy ={x+y}, Yo,y € G, unde {z} reprezinta partea fractionard a numarului
x.

147. Structura (G, *) este: v?
Monoid comutativ; Grup izomorf cu grupul (R, +);
Grup abelian; @ Niciuna dintre variantele mentionate.
. 1
148. Ecuatia zxx xx = 3 are: v ?

2 solutii; 0 solutii;
3 solutii; @ 1 solutie.

149. Se considera multimea G = (12,00), iar pe multimea numerelor reale pozitive si v
nenule, se considera legea de compozitie asociativa “x”, definita prin = x y = xy —
12z — 12y + 156, Vz,y € RY. Stiind faptul ca f : G — R%, f(z) = v — 12 este un
izomorfism intre grupurile (G, *) si (R7,-), stabiliti care dintre urmatoarele afirmatii

sunt adevarate:

1x2%x3%...%x2024 y .
a= 5 este numar prim;

1x2%x3x%...%x2024 ¥
a= 6 este numar par;

crxrrxk.. . xx=(r—12)"" 1 c G,
_—

2024 ori
@ crrrxk.. . xx=(r—12)2* 112z € G.
-
2024 ori

150. Fie functia f : R — R-g. In care dintre urmitoarele cazuri este f un morfism de «
grupuri intre grupurile (R, +) si (Rsq,-)?

f(z) = |a|, Vo € R; f(@) = e?, ¥z € R;
f(a:)za:—i—l, Vo € R; @f(x)za:Q, vz € R.

151. Fie Ujp = {z € C| 2'? = 1} grupul ridacinilor de ordinul 12 ale unititii. Consideram . -
L+iv3

5 Uy2. Care este ordinul acestui element in grupul

numarul complex w =

(Ur2,)?

2; 6; 12; D] 3.

152. Fie o € Z\ {0}. Pe multimea Z definim operatiile: t @y =z +y+asiz0Qy= v~
(x +7)(y+7) — 7. Atunci:

0 este elementul neutru al operatiei &;
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Operatia ©® este asociativa,;
© este distributiva fata de @ daca si numai dacid o = —7;

@ x € Z este inversabil fata de legea ® daca si numai daca x = —8.

153. Fie legea de compozitie pe Q definita de relatia v ?
roy=ux+y+3zy.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
(Q, o) este grup abelian;
Existd m € Q pentru care (Q\ {m},o) este grup;
Legea “o” este asociativa;

@ Legea “o” are element neutru.

154. Fie ({0,1,a, 8}, +,+) un corp cu patru elemente. Care dintre urméatoarele afirmatii + 7
sunt adevarate?

[A]14+1=0; [C] a+p=0;
Bla-g=p-a=1; D] 14+1+1+1=0;

155. Pentru un grup finit (G, -) cu elementul neutru e gi un numér natural nenul p, notdm + 2
Gp = {x € G : 2P = e}. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Exista un grup finit G astfel incat G5 sa aiba 3 elemente;
Exista un grup finit G astfel incat G5 sa aiba 4 elemente;
('3 are un numar impar de elemente, pentru orice grup finit G,
@ Exista un grup finit G astfel incat G3 sa aiba 3 elemente.

156. Fie multimile de matrici: M = {(Z _ab> | a,b € R}, By ={M € M| det(A) =d} v »
pentru orice d € R si functia f : C — M definita prin f(a + ib) = Z b pentru

orice a,b € R. Fie Uy = {z € C| 2* = 1}. Atunci:

f este o functie injectiva;
f este un morfism de corpuri;

clc= |J r'(Ba);

deR>o

1 0 0 -1 0 1 -1 0
b= 5)- (5 ) (o) (0 )}
Pe multimea Z x Z definim legea de compozitie “+”, (z,y) * (w,t) = (zw+yt, 2t +wy).

Problemele 157. si 158. se refera la aceasta lege de compozitie.

Wy ”

157. Elementul neutru al legii “x” este: v ?

30



Algebra Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

(0,0); (1,0); (0,1); D] (1,1).

158. Fie (a,b) € Z x Z, astfel incat (—2024,2024) * (—2023,2023) * - - - % (2023, —2023) % + 7
(2024, —2024) = (a,b). Valoarea expresiei a + b este:

2024; 4048; 0; D] 1.

159. Fie (G,-) un monoid cu elementul neutru e si z € G, x # e astfel incat 22 = e. Dacd v 7
y € G,y # x astfel incat zy = y?, atunci y?°24 =?

y*; B¢ x; D] 42

160. Fie G = (Z,+) grupul format din multimea numerelor intregi si operatia de adunare. + 7
Notdm End(Z) multimea endomorfismelor lui G si Aut(Z) multimea automorfismelor
lui G. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Dacé ¢ : Z — 7 € End(Z), p(z) = %k € Z;
Dacd ¢ : Z — Z € End(Z), p(z) = x - k. k € Z;
Aut(Z) = {p: Z = Zp(x) = z};

@ Aut(Z) = {¢ : Z — Z]p(x) = x sau p(z) = —z}.

Pe multimea N definim legile de compozitie “®” si “©®” astfel:

x @ y = cel mai mare divizor comun al numerelor z si y

x ®y = cel mai mic multiplu comun al numerelor z si y.

Problemele 161. si 162. se refera la aceste legi de compozitie.

161. Rezultatul calculului 1 ®2®3 @ --- H 2024 & 2025 este: v ?

0; 2025;
1; @ nu se poate determina.

162. Rezultatul calculului 19203940 ---® 2023 @ 2024 ® 2025 este: v ?

0; 2025;
1; @ nu se poate determina.

163. Pe R definim legea de comporzitie “x”, z xy = |z| + |y|,z,y € R. Care dintre v 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Dacém*3§5,x€[—2,2]; x*y:x+y<:>x,y§0;
Dacéx*lg(),xe(—oo,—l]; @x*y2|x+y|.
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164. Fie multimea G = (3, 00) definim legea de compouzitie “*”, xxy = —3x—3y+zy+12; « 2
x,y € G. Fie functia f : G — R, f(z) = In(ax?® + bz + ¢), unde a, b, c € R astfel incat
ax? +br+c > 0,Yr € G. Stiind cd f este un izomorfism intre grupurile (G, *), (R, +),
atunci:

azl,b:2,c:3; azO,bzl,c:3;
[Bla=0,b=1,¢c=-3; D] a=1,b=2,¢c=-3.

14
165. Fie £ = L\/g € C. Se stie ca (Z[¢],+,-) este un inel, unde: Z[{] := {a + v 7
b¢| a,b € Z}. Consideram functia:

D : Z[E] - M2 (Z)

a —b
a+ b€ — (b f(a,b))

unde f : Z X Z — 7Z este o functie. Daci ® este un morfism de inele intre (Z[¢], +,-)
si (M2(Z),+, ), stabiliti care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevérate:

1 0 o . )
D(E) = —B(€2) + ( 0 >; f(z,y) = x—y, pentru orice z,y € 7Z;

-1
f(z,y) = x+y, pentru orice z,y € 7Z; @ D+ 1) = o(—£2).

Polinoame

xr1 T2 I3
166. Fiea € R, f = X?+aX?—aX — 1€ R[X] si matricea A= | 22 z3 11 din v 2
r3 X1 T2
M53(C) ale carei elemente sunt radacinile lui f. Atunci:

Cel putin un element din fiecare linie a lui A este 1;
Valorile lui o pentru care A € M5(R) sunt a € (—o0, —3] U [1, 00);
det(A) € R pentru orice a € R;
@ Valorile lui a pentru care A € M3(R) sunt « € [—3,1].
167. Se considers polinomul f € R[X], f = X* — (m+2)X? 4+ (m* +2)X —1,m € R.  ~

Valoarea parametrului m pentru care toate radacinile polinomului sunt numere reale
este:

1 1; 0; D] 2.

168. Si se determine numerele a, b € Z astfel incat polinoamele f = aX?+bX +12si g = + 7
X3 +2bX? + 3aX + 5 s aibd o radicind intreagi comuni.
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[A] a=18, b= —30; [C] a=20,b=30;
@ Nu exista valori care sa indeplineasca

a =28, b= 40; conditia.

169. Cate polinoame p € R[X] pentru care functia polinomiald asociatd lui p sa fie
f:R—=R, f(z) =sinz exista?

Un singur polinom,; O infinitate;
Doua polinoame; @ Nici unul.

Problemele 170. si 171. se referd polinomul f = X4+aX?*+2X2+aX +a+1 € Zs[X].

170. Polinomul f are radacina in Zs daca si numai daca:
ac{0,2}; a € Zs; ac{1,2}; D] aco.

171. Multimea tuturor valorilor a € Zs pentru care polinomul f este reductibil in Zg [X]
este:

{6,5}; 0; {T,ﬁ}, @ a € 7Zs.

172. Fie polinomul h = X* — 5X? + 4, astfel incat h(w) = h(z) = h(y) = h(z) = 0 si
w # x # y # z. Care dintre urméitoarele afirmatii despre produsul S = (4 — w)(4 —
x)(4 — y)(4 — z) nu sunt adevarate?

(w-z~y~z)4§5; SZ43;
S = 196; [D] § = 180.

173. Dacai polinomul f(z) = 23 —202522420242+2023 are ca ridacini distincte numerele

b eeR. val ol 37200 = 267 — 267 + 0B + 0P 4 0%
a,b,c , valoarea raportulul este:
P (T—a)(1- )1

4047 2025 2025 2025
5027 5007 3021’ D] St

Problemele 174. si 175. se referd polinomul f = X2024 + 7X2023 4 322 4 3 f € R[z].

174. Restul impartirii lui f la polinomul X + 1 este:
[A] o; Bl 2?2 +120+1; [Cla+T; D] 10.

175. Daca z;,i = 1,2024 sunt radacinile polinomului f, care este rezultatul calculului

2024 2024

i=1 i=1
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; -7, ™'3; @ —4.

Problemele 176. si 177. se referd polinomul f = X2 +mX — 2, unde m € R,m > 0.

176. Valoarea lui m astfel incat f : (X —m) este: v ?
1; 2; 2024; (D] 391.
z1 22
177. Daci x1 si 22 sunt ridicinile polinomului f, valoarea lui m astfel incat % =2 /7
T To
este:
1; 2; 2024; (D] 391.
178. Fie f un polinom de gradul 3 cu radécini complexe, astfel incat v ?

x1 =1+ 1, rddacing a lui f;

coeficientul lui X3 este 1.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] f(=1) =0 [C] a1+ 2o 423 =1;
f(O) :f(]-) :0; @ T1Tox3z = —2.

179. Se considers polinomul f = 5X3—15aX2%412X —2, unde a € R. Stiind ca radicinile « 7
lui f se afla in progresie aritmetica, valoarea lui a poate fi:

1
[A] -3 é; ,%+ﬁ. D] 1.

10’

180. Fie a, b si ¢ solutiile ecuatiei 23 +6x2+162+8 = 0. Valoarea expresiei </a+ Vo+ /e v
este:

0; 5; 2; @3.

181. Se considera polinomul P € R[X], P = X", n € N, n > 3. Restul impéartirii lui P + 7
la polinomul X2 + 2X — 63 este:

_(9"-57")X+3.7"2+9"; 97,,,X+25~(—9)12—9-7n;

9n+7n. @(_9)n+7nX+7.(_9)n+9_7n
2 ’ 16 16 '

182. Fie doud polinoame P, P, € R[X] cu termenul liber a € R*,a > 2. Stiind cad + 7
ambele polinoame dau acelasi rest la impartirea cu X —a, termenul liber al polinomului
Pl(PQ(CC)) — PQ(Pl(I)) este:
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0; 1; 2024; (D] 3192.

183. Fie polinomul P € R[X]. Stiind ca functia polinomiald asociata acestuia are forma + 7

n n—1 2
x x x n
P(g;) = + 4+t
AnAn—1 Qp—10n—2 aza1 a1Gnp
care dintre urmatoarele afirmatii nu sunt adevarate, considerand ca a1, as, . . ., a, sunt

termenii unei progresii aritmetice?

[A] (X —1) 1 P; [c] P1) =0
[B] P(1) =n+——; D] P)=n—1+-"2

aa,’ aja,

184. Fie polinomul P = 2021.X3 + 2022X? — 2023X + 2024, cu radicinile 1, o si x3. « 7

T Xro Tr3 — 1
Valoarea determinantului | z3 To — 1 T3 | este:
xr1 — 1 X2 I3
A 2023 4043 C| 2024; 4044
2021’ 2023°

185. Se considera polinomul f = (1 + X)? = ag + a1 X + -+ + as X?°. Care dintre + 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

a1+a3+-"+025:225; a19:C’2152;

a1+a3+~--+a25:224; @0192%-

186. Fie polinomul Sy = apX* + ap_1 X* ' 4+ ... asX? + a1 X + ag dat de sirul de + »
coeficienti (ak, ax—1,...,a1,ap). Radacinile acestui polinom sunt z1,xa,...,x;. Care
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Pentru k = 3 si sirul de coeficienti (5, —11,7,3), valoarea sumei 7 - (1 + zo +
3
x3)+xo - (1+axy+a3)+a3- (1+21 +22) = =

)
100
Pentru & = 100 si sirul de coeficienti (1,1, ..., 1), valoarea sumei Z . = 50;
— 2
i=1
Pentru k = 2 si sirul de coeficienti (3,7, ), valoarea lui g este egala cu 3, stiind
1 1 7
cda —+ — =33
X1 To 3
0
@ Pentru k = 10 si sirul de coeficienti (1,1,...,1), valoarea sumei Z T = 55;
— 2

i=1

187. Fie polinomul P = X* +aX3+bX +¢, a,b,c € R cu ridacinile 21, 2, @3, 24. S& v 7
se determine valoarea expresiei wo P’ (z2) + 23 P’ (23) + 21 P’ (1) + 24P (24).
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9¢ — 4a? + 2ab; 5ab + 4c; at — 3a% + @ 3a* + 3ac — 4e.

3ab+ 3ac —4c;

188. Fie P € R[X] avand coeficientul dominant 2. Stiind ¢4 zP(x—2) = (x—4)P(z—1) « 7
pentru orice x € R, care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

P(4) = 0;
radacinile polinomului P sunt 1 =0, z2 = -1, 23 =2, 24 = 1;

P(3) = 48;

@ polinomul are gradul 5.
Diverse

189. Fie a,b, ¢ trei numere intregi. Numarul de triplete (a,b,c) care satisfac ecuatia v
a® 4+ b* — 8¢ = 6 este:

1; 2; 3; @O.

190. Notam cu F multimea tuturor functiilor cu domeniul {0,1,2,3} si codomeniul v
{1,2,3,4}. Care dintre urméitoarele afirmatii sunt adevarate?

Multimea F contine 4 functii;
Multimea F contine 4 functii strict monotone;
Multimea F contine 4 functii injective;
@ Probabilitatea ca o functie f aleasd aleator din multimea F si verifice f(0) =
1
1) =1 este —.
7 -

191. Fie a € (0,+00) \ {1} si 1, x2, ..., T, € R astfel incat z1 + z2+ ...+x, = 0. Dacd « 7

P= (a211)” Ca® 4+ (CLsz)” ca® 4+ (a2wn)” Sa® s
Q=n(a®" +a*?+...+a*")—(n—1)(a™ +a"™ +...+a"), atunci:

[A] P> ; B] P>q; [Cc] P<g; D] P>@Q-1.

192. Daci ecuatia de gradul al doilea 2 4+ ax + b = 0, are coeficientii a si b intregi si «
radscinile intregi diferite de k — 1, k si k + 1, atunci numirul b+ ak + k2 este:
Compus (adicd nu este prim); 1;
Prim;

@ Poate fi gi compus gi prim.

n
193. Fien € N;n > 3,21, z2, ..., , > 0sgia > 2. Dacd P = [] (1 + a®F 4 a”k+1+1) si v 7

k=1
Q = a?(rtriteetten) unde x4, = 1, atunci:
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[A] P>Q; B] P<@; clP=qQ-1; D] P=qQ+1.

194. Care este cea mai mica valoare a expresiei F (z,y,2) = x + 2y + 3z, atunci cand v
numerele intregi x, y, z verifica relatia 2¢ (3z — 1) +y (y — 4a) + 42 (z — x) = 17

0; 1 —2 D] 1.

1
195. Daca f, g : R — R sunt definite prin f (z) = 2> —32+2, g(z) = T

1'274»17 Yz c R, v 7
atunci inecuatia f (g (f (z))) <0, x € R, are solutiile incluse in multimea:

3—2\/5711 2,3+2\/5; [—1,1]u[2,3];
[0,1] U [2,4].
3-V5 3+5
< 5 ,1>u 2,5~ |

196. Daca z, y, z sunt numere intregi nenule astfel incat 4x + 7z = 7y + 9, atunci restul + 7
impartirii lui 2z 4+ y + 5z la 6 este:

[A] 1; [B] 2; [C] 3; D] 4.

197. Valoarea expresiei |1 —4 +9 — 16 + 25 — 36 + ... + 992 — 100?| poate fi exprimati .
ca si:

1424344+ ... 498499 + 100;
24446+8+...+ 196 + 198 + 200;

[c] 124 4509
273" 50607
[D] 34 7+11+15+...+199.

Fie n gi p numere naturale mai mari sau egale decat 2 sz = {/\/p++vp—1+
YVp- Vi1

Problemele 198. si 199. se refera la aceasta ecuatie.

198. Daca p nu este patrat perfect, atunci x este:

v 7
intreg; Rational; Irational; @ Natural.

199. Pentru n = 2, numerele p pentru care x este rational au forma:

v 7
47‘4,cur€N,T22; (2T2—3)2,cur€N,r22;
(27’271)2,cu7’€N,7’22;

@ (37’271)2,cu7’€N,7’21.
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200. Fie o tinta de darts, alcatuita din 3 cercuri concentrice, avand razele 1, 3,5 respec- 7
tiv. O sageata este aruncata la intamplare si atinge tinta; care este probabilitatea ca
sageata sa aterizeze pe zona neagra?

32%; 36%; 40%; (D] 56%.
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Siruri

1
. . . . 1+=
201. Termenul general al sirului () definit prin z,41 = 2 ™, 1 € R, este:

n n+2

l‘n:axin; {1,‘.,1,:],‘1”; " b @ﬁn—${1+1.

dxpx
202. Aflati termenul general al sirului (z,,) definit prin x1 = 2,25 = 2, X120 = 4117714'_1.\/
Tp — Tn4l

on 1 n 1
Ho-Zi EacZl Da-(2) Bla-t

203. Pentru sirul (z,) de numere pozitive cu 23, < 3z, —2, Vn € N*, este adevirat ca:

Sirul este crescator; Sirul este marginit superior;
Sirul este marginit inferior; @ Limita sirului este 1.

k
204. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate pentru x,, = Z m?
k=1

. Sirul (x,) este marginit superior; Sirul (x,) este nemarginit;
E Sirul (x,,) este marginit inferior; @ Ty < %, Vn € N*.

n

2k +1 1 n
205. Pentru a,, = Z % valoarea lui L = n11_>n;0 (an + m) este:

[A] L=1; [B] L =2 [C] L = oo D] L=e.

206. Valoarea limitei sirului (z,,) definit prin =, = \/n +vVn+1-— \/n —V/n + 2 este:
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[A] o [B] 1 @] 5 ] ;.

(a.n2+b.n+5>7ff13 1 ‘1 loril
- = = pot lua valorile: 7
b-n2+4-n+7 ep

[A] a=2; Bl b=—2; [Clb=2 [D] a=-2.

1 1
208. Limita sirului (2, )nen+ definit prin z,, = —— ...+ — este: 7
imita sirului (2, )nen+ definit prin » n+1+n+2+ +2n este v

0; %; 00; @ In 2.

207. Numerele a,b € R pentru care lim
n—oo

209. Valoarea expresiei \/2 + \/2 +1/2 4+ V2 + ... este egala cu: v ?
2; -1 1; (D] —2.

210. Se considera sirul (a,)nen dat prin a, = {v/n? + 5n}, unde {x} reprezinta partea . ?

fractionara a numarului real z. Atunci lim a,, este egala cu:
n— oo

. 1 1 1
A]o ] 3 [e]5: D] 5

n+1

211. Fie f: R = R, f(z) = 23 + = — 1 si x,, solutia ecuatiei f(z) = . Care dintre . 7

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
lim z, =1; lim z, = L
n—oo n— oo n — 27

f este injectiva, dar nu surjectiva, @ f este bijectiva.

x%—l-l

212. Fie sirul (z,)nen Cu g = a sl Ty = . Care dintre urméatoarele afirmatii + 2

n
sunt adevarate?

Sirul (x,,) este divergent; lim % = V2;

n—o00 \/ﬁ
T

Sirul (x,,) este convergent; @ JE{}O vn =2

213. Fie sirurile (ay,), (b,) definite prin (1++v/5)" = a, +b,V/5. Valoarea limitei lim n sy

n—oo n
este:

V5; 2V/5; eVs; D] %

1-3-...-(2n—1)
2:4-...-(2n)

214. Fie sirul (z,,) definit prin z,, = . Limita sirului (z,,) este: v ?
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[A] o [B] oc; @] 3 ]2

n

215. Fie L = i
L= lwm ) g

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

pentru sirul (z,)nen, cu 1 = a > 1, si xpy1 = o + 22, v 2
k

Sirul este convergent; Sirul este divergent;
1 1

216. Fie sirul (a,) definit prin relatia de recurenta n-an41 = 2n+2)(a,+n-2"), n>1, v 7
cu a3 = 2. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

an:nQ-Q"; li_}n;oanzoo;
E a, = (n+1)%.2m @ lim a, =

n
217. Dacd a, =In(n+1) —Inn + L € N*, atunci sirul (an)nen+ este: v
n
Nemarginit; Monoton;
Convergent; @ Marginit inferior de 1.
1 n—1
218. Dacéa (xy,)nen- satisface x; = 1si x,, = ——— - Z Tk Tp_k, N > 2, atunci, pentru v 7
2n —2 =

orice n € N* e adevarat ca:

(n+1) zpp1 = xp; Tp <27 Tpya;
(n+1) Tpt1 =n-Tp; @ Ty <2022 Tpy.

219. Consideram sgirul (an)n>2, Cu ap = VR +2—-2y/n++/n—-2, n>2n¢e N Care v 7
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Sirul (an)n>2 este divergent; nh_}rrgon ap = 0;
Sirul (a,)n>2 este strict crescator; @ nhﬁngo nyvn - a, = —1.

1 2
220. Fie (ay,)nen definit prin relatia de recurenta a, 11 = 1 (17\/an) ,VneNsgiag=0. v 2

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Sirul (ay)nen este monoton; Sirul (@ )nen are limitd;
Sirul (an)nen este marginit; @ Sirul (an)nen este divergent.
. . . . 1 2 X
221. Definim sirul de numere reale (a,),>1 prin relatia a,41 = — + a;,,Vn € N* cu v ¢
= n

a1 = 0. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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Sirul este monoton; Sirul nu are limita;
Sirul este marginit; @ Sirul este convergent.

222. Fie girul definit recursiv prin a,4+1 =

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

an¢Q,Vn€N;
[B] anta = ay, VneN;

2
2—ay,’

Vn € N, cu agp € R\ Q. Care dintre

(an) gir marginit;

@ Jag astfel incét sirul converge.

n!
223. Pentru n € N* fie a, = —. Care dintre urmdtoarele afirmatii sunt adevarate?
n

Sirul (ay)nen+ este strict crescator;

lim a, =1;

n—oo

n

1
ag021 < 2021
@ lim a, =0.

n—oo

224. Pentru n € N fie a,, = - Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
n!

Sirul (an)nen este monoton; 2023 < (2>2023;

3

Sirul (ay)nen este convergent; @ lim a, = oco.

225. Pentru a € (0,00) definim 21 = /a, x,
este:

Descrescator si convergent;

Crescator;

226. Fiep,ne N, cup,n>2si

n—oo

=.a+ T,_1, Vn > 2. Atunci sirul (z,)

Crescator gi nemarginit;

@ Marginit.

dacd k € {1,...,n}

{ Vo+k+vV2p+2k—1,
ap =

—V2n+p+1—k—An+2p+1—2k, dacike{n+1,..,2n}

ay +ag + ... + asp
2n

Daca A =

IN
QQA

v

@HHH

A
A
Da
D

227. Dacd (2, )n>1 este definit prin 1 =0 si

x Tp\ "
a= lim =, 8= lim (1 — i) , atunci:
n

n—oco N n— 00

42

2n
) si G=aj-asy-... asy,, atunci:

aca n este par atunci A < G, iar daca n este impar atunci A > G;

aca n este par atunci A < G, iar dacd n este impar atunci A > G.

(n—1)*

=1
o +1+xn—1

. Vn > 2, s

<

AN

v 7
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azl, B =0; azl, B =1; a:l, B8 =2; @a:Z, s =1

- Vi3 k3
228. Dacap>0si L = lim (Z( 14+p— — Eﬁ) - n), atunci: v ?

n—00 n? 2 n?

[A] L =0 _ el -2, D] L=»p.

n

< 1 B -z . ,
229. Daci a(z) = nlgrolo E;(k +(k+1)%)(k+(k+1)7"), z € R, atunci: v

a(z) =
alz) =
(v) =
[D] a(e) =

<
K

m
=

2
, dacd |z] < 1; ax) = 3 daca |z| = 1; a(x) = +o00, daca |z] > 1;

Q
o

, dacd |z| < 1; a(z) = +oo, dacd |z| > 1;

Wl W~ W~ W+~

, dacd |z| < 1; a(z) = +oo, dacd |z| > 1.

a™n!

230. Fiea € (0,400) si A = {x eR: < z, pentru o infinitate de n € N*}. Atunci: v 7

A = (0,00), daci a < e;
A =10, dacd a > ¢
A = (a, 00), dacd a > e;
@ A =0, dacd a <e;
231. Fie (z,)nen- un sir de numere reale pozitive cu e" a1 — ez, < 0,¥n € N*. /-
Atunci:
neN+ este crescator;
neN+ are un subsir care nu e convergent;
nen+ este descrescator;

@ Ty )nen+ este convergent.

14+24+“._~_n4

232. Valoarea limitei lim 5 este: v 7
n—oo n
1 . 1
: : : o
. 1 1 " -
233. Fiea, = ——+ -+ ——,Vn € N*. Atunci lim na, este: v 7
n?+1 n?+n n—00
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B8] 5 [c]o: [D] oc.
234. Fie sirul (z,,)nen- definit prin zo > 0 si vp41 =z, + €

(z1)nen+este marginit; . lim 2% — €;
n—,oo M,
lim z, =

’
n—oo

2
“*n ¥n € N*. Atunci:

@ (zn)nen-este strict descrescitor

235. Fie 0 < ¢ < 1 si k € N*. Limita lim n"c" este egali cu: v 7
n—oo

. 0 ; )«

1\n
236. Stiind ci lim (1+—) -

= e, valoarea limitei lim (n(l + l>n — en) este: v ?
00 n n—00 n
. 1 € €
0; 5] -1 5 D] -3

237. Consideram sirul seriei armonice (hy)nen+,hn =1+ = +

1
+ —,V¥n € N*. Stiind
n
ca girul (h,, —Inn),en- este convergent la constanta Euler-Mascheroni v = 0.57721
valoarea limitei lim (e"+1 — /") este

n—00

0; E e’;

<

¥ @ In~.

238. Se considera sirurile de numere reale (z)nen+ i (Yn)nen+, cu z, = Z — 8l v 7

k=1 Z i

i=1

1012 1)z, o . 5 . .

" = % nde [x] reprezintd partea Intreagd a numarului real z. Notam
n
k2 +4k+3

cu L = lim —Zl gzg

. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii
n—00 Uy, (k+2)2
sunt adevarate.

Ty 1 2024
. lim (—) = —

n—oo

L = 2024;

" 1
239. Pentru n € N*, notam L = E ——————— Valoarea limitei lim L" este:
) 2
= k? 4+ 3k +2

: V7
n—oo
1; E el In 2; @ 3ln2.

Functii

2
2/ 1_
240. Notam cu ¢ valoarea limitei lim Tt

———————. Sa se indice care dintre urmatoarele + 7
a0 2z +1 -1
variante de raspuns nu reprezinta valoarea lui £
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2 4 3
§3 g; Z; @L

1 — cos (z) cos (2x) . . . cos (nz)

241. Stiind ca L,, = lim 5
z—0 €T
de adevar a urmatoarelor propozitii.

L1 : Ln:n(n+1)(2n+1);

12
B] L= ] £, =Y,

242. Fie functia f : (1,00) — N, 2@ < 2 < 2f(@)+1 Punctele in care functia are limita
sunt:

[A] {2* | ke N}; [C] {2k | k e N};
(1,00) — {2 | k € N}; D] (1,00) — {2k | k € N}.

cun € N*, sa se indice valoarea

h&\»—t [\')\»—l

243. Sa se indice care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate, stiind ca
fR=R fz)=vVa2+r+1—Va2—x+1

f impara; f marginita;
f pard; [D] Im(f) = (~1,1).

1 T 2x 3z L nx
244. Valoarea lui n € N* pentru care lim — - In S e s s = — este:
z—0 X n 2
2 3; 4 [D] 1.
tgr —sinzx

245. Notam cu ¢ = lim —
z—0 sin” x

0=1/2 B|¢=0; 0=1/3; [D] ¢ nu existi.

1
246. Valoarea limitei lim =z - (x -sin — — 1) este:
T

r—00

0; E L; 00; @ alt raspuns.

. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

247. Pentru n € N*, valoarea limitei lim sin(z) + sin(2z) + + sin(naz)

ste:
s=0In(z+1)+In2z+1)+---+In(nz+ 1) oste

n(n+1); n?(n + 1)2. n(n+1) @ 1.

4 b 2 I

arctg x ) 2

248. Fie f: (0,00) — R, f(z) = ( .

A= {aeR|;il)%a;“f(x)e(0,oo)} si B:= {B€R| lim xﬁf(x)e(o,oo)}.

Tr—r 00

Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

45

<



Analiza matematica Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

Multimea A U B este finité; 0€ B;
2 € A; (D] AnB=0.

249. Fie f:[0,5) = B, f(r) = ﬁ i M= {peR]| i (5 -2)"1@) € 0.00)}.

Sa se indice care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate.

[A] M = 0; [B] M C @ [C] M=(0,00); [D]MNN#O.

>7 atunci valoarea lui [ este egala cu:

) T 1
250. Daca |l = nh_}rxgo ; arctg(m

%; g; [c] o D] 1.

1

251. Valoarea limitei lir% tg (% + ac) SINZ ? este:
r—r

0; 1; 62; @ e.

m x
252. Notam cu h = lim x| — — arctg . Care dintre urmatoarele variante de
z—00 4 z+1

raspuns indica valorea lui h?
> T L o] o
2

253. Fie £ = lim [lin% (1 + E In(1 + kx)) 1 ** . Daci £ este de forma e”, care dintre
T—r
k=1

n— oo

urmatoarele variante de raspuns indica valorea lui x?
1 1 . .
: L : o

2’ 4’

, atunci valoarea lui L este:

954. Dack L — lim Y2 - V@ +1)
N0 x\/x

[A] o; i; (]2 [D] oo;

1 1
255. Seda limita L = lim0 (—2 +— ln(lfxg)) . Stabiliti valoarea de adevar a afirmatiilor.
xT—r X X

—1<L<1; Le{—oo,+oo};
L>0; limita nu exista.
: D]

g(vb—x—2)

t
256. Fie ¢ = lim1 ] . Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevarate?
z— xe —
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[A] =0, [B] o < 1/4 [clteq [D] ter\@

257. Fie a,b € R astfel incat lim (va2+ x4+ 14 ax + b) = 2. Sa se indice valoarea de « 7
r——00

adevar a urmatoarelor afirmatii.

a<b; a;«éb; azb:l; @a2+2b=6.

Problemele 258. si 259. se refers la functia f : [1,+00) — R definitd prin f(z) =

1
— + p(x),Vx > 1, unde p(z) noteaza distanta de la = la cel mai apropiat intreg.
x

258. Dacd o = inf {sup{f(z): z € [n,n+1)}: n e N"}, atunci: v ?
a:(); a:1/2; a:l; @a:3/2.
259. Daci f =sup{inf{f(z): z € n,n+1)}: n e N}, atunci: v ?

a:(); a:1/2; azl; @a:i&/?.

260. Functia f : R — R, f(z) = k2® — (k + 1)2? + (2 — k) — k are un minim local in + 7
x = 1 pentru orice:

[A] k> 0; [B] 0<k<1; (C] k>1/2; [D] keR.

261. Numirul valorilor a € (0,27) pentru care f(x) = |#? — 1|sin(az) este derivabild pe + 7
R este:

0; I 3 [D] co.
262. Inegalitatea a® > x + 1 are loc pentru orice € R daca si numai daca: v 7

a:e; azl; a:ee; @azl/e.

rx+1, daca z < 1

sig o (1,2) = R, g(t) = v 7
222 — 6z 4+ 6, daci x> 1, g (L) +9®) !

263. Fie f : R — R, f(x) :{

t
/ f(z)dz. Numarul punctelor de extrem local ale lui g in intervalul (1,2) este:
t—1

[A] 0; [B] 1; [c] 2 D] 3.

, dacd z € (0,3)

‘xg -3z +2
. Sa se indice v 7

264. Se da functia f: R = R, f(x) =
sin(mx), altfel

8
27r\/§

care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate.
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f nu are puncte de intoarcere; f are doua puncte de intoarcere;
f are un punct de Intoarcere; @ x = 1 este punct de intoarcere.
. 2 .= (CDE e
265. Fie f : R\ {1} = R, f(z) = siL = lim ~—L_ #®)(3). Stabiliti valoarea +
r—1" n—roo £ k! '

de adevar a afirmatiilor.

Gy are o asimptotd oblicd; L=3;
f are 3 puncte de extrem,; @ I = 4.

266. Fie functia f : R — R, f(z) = 2 — 32 + 1. Care dintre urméitoarele variante de + »
raspuns sunt adevarate?

f injectiva; f(z) = 0 are doua solutii reale;

@ Suma partilor intregi ale solutiilor
f surjectiva; ecuatiei f(z) = 0 este negativa.

2z —1
267. Fie functia f : R — R, f(z) = [z]cos (%

afirmatii sunt adevarate?

). Care dintre urmatoarele « 7

functia este continua pe R; functia este discontinu pe R\ Z;
functia este continud pe R\ Z; @ functia este discontinua pe Z.
e” x<0

’ ~ _pentru a € R, atunci: v 7

268. Daca f, :R =R, f, =
acd f fal@) {x“ln(m+1), x>0

Ja € R astfel incat f, este continua pe R;
Ja € R astfel incat f, este derivabila pe R;
VYa € R : f, este continua pe R;

@ Va € R: f, este derivabila pe R.

1
269. Daca f(x) = =

a n-a derivata a lui f in x = 07

nl; E nl, (=1)"nl; @ 2n!.
2 b

este o functie definitd pentru « € R\ {1}, atunci ce valoare are « 7
x

2t +a, x€ (—00,0]
b3, x € (0,00),
sunt parametri. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

270. Fie f : R — R functia definitd prin f(x) = { "unde a,b € R v

Daca a = 0 si b € R, atunci functia f este continua pe R;
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Daca a =1 si b= —1, atunci functia f este strict descrescatoare pe R;
Daca a =1 si b= —1, atunci functia f este discontinua in 0;
@ lim f(z) = lim f(z) oricare ar fi a,b € R.

r— — 00 Tr—r0o0

T
271. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate, daca f: [—5, 5] —-R v
functia definita prin
cosT — 2, —ggxgo
fx) =94 sinw U
, O<z< —
x 2

Functia |f| este continui in 0;

Functia f are cel putin un zero in intervalul (72’ g), pentruca f(—%)-f(§) <0;
T

. .. e 71'
Functia f nu are niciun zero in intervalul ( 5 5);

@ Functia f nu are limita in 0.

272. Fie A := {a € R | functia f: [a,00) = R, f(z) = 2* — 102? + 9, este injectiva}. « 7
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

A=10; Multimea A are un cel mai mic ele-

ment;

[B] [3,00) € 4; D] 2¢ A.

273. Fie f: [0,2v/3] — R functia definita prin f(z) = x —[z], unde [z] desemneazi partea .
intreaga a lui z. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Functia f este continui;
Functia f are exact 3 puncte de discontinuitate;
Functia f are exact 3 puncte de minim global;

2v3
@ / 3f(:c)da: =12 — 6v/3.
0

274. Fien € N* gi f : R — R o functie derivabild in origine, astfel incat f(0) = 0 i « 7
2z) ...
£(0) = 1. Valoarea limitei lim f@)f@x)... flne)

z—0 "

%; 1; 0; @ nl.

este:

275. Daca f : (0,+00) — R este o functie continua care satisface ecuatia functionald . »
eV f(ay) = e($+1)yf(x) + e(y“)wf(y), Va,y € (0,+00), atunci f este derivabila si

existd un numar real ¢ # 0 astfel incat cx f'(z) = e"(zInz + 1), Vz € (0, +00);
f(z) = ze® lnx, Vo € (0, +00);
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fl(x)=e*(xlnz+ 1), Vo € (0,400);
@ :Ef/(x) =xlnz+1,Vx € (074_00)'

276. Fie functia f : R — R, V7

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f are limita z = 0; f are derivata in punctul x = 0;
f este continua in punctul x = 0; @ f este derivabila in punctul z = 0.

277. Derivata de ordin n a functiei: f(z) =2"Inz, cux € RY. este: v 7
nlzlnz+(1+ 3+ 3+ 4+ )] nla" Mz + (1+ 3+ 3+ + 1)
nllnz+ (1+3+5+...+ 1) @ nlz"lnz+ (1+1+1+ ..+ 1)

278. Fie f : R — R functia definitd prin f(x) = (2% + a)?, Vo € R, unde a este un v 7
parametru real. Consideram multimea

M = {a € R| f are exact doud puncte de minim local}.

Aceasta este:
M = (—00,0]; M = (—00,0); M = (0,400); [D] M = [0, +00).

279. Fiea > 0si f: [—a,a] — (0,a] o functie derivabil cu derivata continud in punctul « 2
x = 0 Fie 1 € [~a,a] si z, = f(xp—1), n > 2. Daci sirul (z,) converge la 0,
atunci lim /x,este:

n— oo

£(0); 7(0); 0; [D] £(0) + £(0).

280. Fie f:[0,1] — R o functie derivabild cu derivata continud care are proprietatea cd « ?

1
ecuatia f(z) = 0 are cel putin o solutie in intervalul [0, 1]. Dacd a(p) = / fP(x)dx
0

1 1
si B(p) = i / P72 (z)dx + 1 / (f'(x))%dz, p € N*, atunci:
0 0

2 2
a(p) < Bp), ¥p € N*; a(p) > Bp), ¥p € N
Jp € N* astfel incat a(p) < B(p); @ Jdp € N* astfel incat a(p) > B(p).
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281. Consideram functia

|%x—3 , dacd z € (—o0, —2J;
f R=R, fl&)=<x+3, daca z € (—2,1);
3—2x, daca z € [1, 00).

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f este surjectiva, dar nu este injectiva;
f este bijectiva,
f este injectiva, dar nu este surjectiva;

@ f nu este nici surjectiva, nici injectiva.
282. Se dau functiile
f:(0,00) = R, f(z) = (2 + 5z +9)Inx
g9:(0,00) = R, g(x) = e*(a® + 2z + 6)

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

1" este convexa pe (0,00); g’ este strict crescitoare pe (0, 00);
1 este concava pe (0, 00); @ g’ este descrescitoare pe (0,00).

283. Valoarea lui m € R pentru care graficul functiei f : R = R, f(z) = 2®+(m+1)-z+1 + »
are in punctul de abscisa x = 2 tangenta paraleld cu prima bisectoare este:

[A] m=4; [B] m = 12; [C] m=—-12; [D| m=—4.

284. Se da functia f : [0,00) — [1,00), f(7) = 224+2%+In(z+1). Care dintre urmitoarele +
afirmatii sunt adevarate?

f este bijectiva,
f are asimptoti spre +o0;

Tim fm+ f’(Q;LJr M) g

2
4 27 2
dr=-+m=ly 2
D] [ syde =5+ + o

Grafice

1
285. Considerdm functia f: R = R, f(z) =z — [z] — 7 Stabiliti valoarea de adevar a v 2
urmatoarelor afirmatii:

Graficul functiei f intersecteaza axa Oy in cel putin 2 puncte;
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Graficul functiei f nu intersecteaza axa Ouw;

Graficul functiei f intersecteaza axa Ox intr-o infinitate de puncte;
@ Graficul functiei f nu intersecteaza axa Oy.

286. Functia f : [0,00) — R, f(z) = ¢ + Va2 + 2z, x > 0, are ca asimptota oblicd « ?
dreapta de ecuatie:

(A y=-u [Bly=20+1; [Cly=0; D]y=z-1

287. Fie functia f definitd prin f(z) = 23+322—9Inx. Care dintre urmitoarele afirmatii + »
sunt adevarate?

Domeniul de definitie maximal al functiei f este R*;

Dreapta de ecuatie y = 0 este asimptota orizontala la graficul funtiei f;
Functia f nu are puncte unghiulare;

@ Punctul (1,4) este un punct de extrem global al funtiei f.

1+

288. Fie f : R — R datd prin f(z) = PR
elr=

sunt adevarate?

Vz € R. Care dintre urmatoarele afirmatii + 7

Dreapta de ecuatie y = 2 este asimptota vertifcala la graficul functiei f;
Functia f nu are asimptote orizonatale;

Punctul de coordonate (1,2) este un punct de intoarcere al graficului functiei f;
@ Ecuatia f(z) = 1 are exact doud solutii reale.

289. Fie multimea A = (—o0, %) si functiile f,g: A —- R, f(z) = %(1 — 2;3)%, g(z) = v~

f'(x),Vx € A. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
Jda € A astfel incat f(a) + g(a) > 0;
Va € A are loc f(a) + g(a) > 0;

Ja € A astfel incat tangentele la graficele celor doua functii in punctele de abscisa
x = a sunt ortogonale;

@ Va € A tangentele la graficele celor doua functii in punctele de abscisa x = a sunt
ortogonale.

290. Fie a, b € R* cu proprietatea ca dreapta de ecuatie y = 2x + 3 este asimptota oblica « 7

21
= %, unde D este domeniul maxim de
ax

definitie. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

spre co a functiei f: D — R, f(x)

52



Analiza matematica Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

ab>0; a:b; a2:|b\; @b<a.

Problemele 291. si 292. se refera la ecuatiile y = Inx si y = (ln x)z.

291. Care dintre graficele de mai jos corespund celor doua ecuatii? v ?
2% 2 4
Yy
1+ 11
1 2 3 4 / 1 2 3 4
/A
2 % 2 .
Y
1+ 11
/1 2 3 4 5] / / 1 2 3 4
292. Care este aria suprafetei cuprinse intre cele doud ecuatii? v ?

76; 26+1; e—l; @3—6.

293. Fie functia f : (0,00) — R, f(z) = |[v/x — 3| + |4 — /z|. Care dintre urmatoarele « 7
afirmatii sunt corecte?

Gt intersecteazd axa Owx; Gy are doua puncte unghiulare;
Gy are un punct de intoarcere; @ niciuna din afirmatiile anterioare nu
e corecta.
2 ot
294. Considerdm functia f: [-2,2] = R, f(z) =1— o0 + Ik Consideram de asemenea « ?

si graficele restrictiilor functiilor sin si cos la acelasi interval [—2,2]. Care dintre
urmatoarele afirmatii sunt corecte?

Gy intersecteazd axa Ox in doud f are doua subintervale de concavi-
puncte; tate in [—2, 2[;

f aproximeaza cos x; @ /! aproximeaza sin x.

295. Fie functia f : R\ {£1} — R, f(z) =

€T . o .
1 Consideram de asemenea ecuatia « 7
7 ,
ax* —x —a = 0,a € R. Folosindu-v# de graficul functiei f, care dintre urméatoarele
afirmatii sunt corecte:
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Daca a = 1, ecuatia are 4 solutii G ¢ are 2 asimptote;

reale;
f este strict descrescatoare pe @ Daca a = 1, ecuatia are 2 solutii
(=1,1); reale.
: : 21° : y
296. Fie functia f : R/{ —2,-1} = R, f(z) = ————=——. Care dintre urmitoarele . 7

(z+ 1D (z+2)
afirmatii legate de graficul G al functiei sunt corecte?

x = 1 este asimptota verticala; Gy admite asimptota oblica;
y = —2x + 6 este asimptota oblica; @ y = —2x + 1 este asimptota oblica.

297. Consideram functia f: R — R, f(z) = 2* — §2% — 222 + 8z. Notdm cu: z-numérul .
de puncte de intersectie ale lui G¢ cu axa Oz, I-numarul de puncte de extrem local,
g-numarul de puncte de extrem global si i-numéarul de puncte de inflexiune. Atunci:

2 (g+i) = 10; 2-(g+4i) = 36; Z4l+g+i=8; [D]22-g—i=3

1 -1
298. Considerdm functiile f : R* — R, f(z) = Izl -1 sig:R— R g(x)=a2—-4 7
x

Folosind graficele celor 2 functii, numarul de solutii al ecuatiei In || = 23 —4x+1,2 # 0
este:

[A] 2; [B] 4; [C] 3; D] 1.

Primitive
1

299. Fie functia f: R = R, f(z) = PR O primitiva a functiei f este: v?

Nu existd; arctg (2 + 1);
2 2¢+1 ) i 5x + 10
ﬁaﬂig (\/E) + 19; @ \/ﬁarctg (m > +17.

er, daca x < 0,
22+2, daciz>0
f. Sa se indice care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate.

300. Fie functia f: [-1,1] = R, f(z) = . Fie F o primitiva a lui « 7

e’ +1, daca z < 0, ev, daca x < 0,
F(:c): 3 ; F(SC): 3 ;
E—I—Zx, dacaz >0 34—233‘4-1, daca x >0
f admite primitive pe [—1,1]; @ f nu este continua pe [—1,1];
>+

Problemele 301. si 302. se referd la functia f(z) =

6 330 1 322 1,respectiv sirul
2% — 3z x? —

e 24+
1 = dz,V N.
(n) /0 26— 3zt + 322 —1 ne

301. Sunt primitive ale functiei f: v ?
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2 4 2 2 4 2
_%.m +4x* — 8z —|—4; _1.:1: —4z* + 8x —4.

(2 —1)2 4 (2 —1)2 ’
E 1 224 2% —222 2 ' 1 224 2% — 222 4
2 (22 —1)2 (z2 —1)%’ 2 (22 —1)2 (z2 —1)%’

1 2n?
302. Valoarea limitei lim [e(n+ ) I(n)] este:

n—00 n

cos (2;>; E cos (%T), cos (5%), @ cos (4%)

303. Fie functia f: R = R, f(z) = < 5
cosz, dacazx >0

se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

daca x <0
". Fie F o primitivd a lui f. S& + 7

[A] F(-1= 25 (€] r(Z) =202

e g 9 ;

f derivabila pe R; @ f nu admite primitive;

304. Fie g : R — R definita astfel:

e, daca z > 0,
g(x) = )
x+1, dacaxz <0.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

e’ +1 dacaxz >0 e .
Gx)=14 . _ " este o primitiva a lui g;
T +z, dacax <0

e’, dacaz >0 e .
G(r) =19 .2 ) este o primitiva a lui g;
S +z+1, dacax <0

g admite primitive;
@ ¢ nu admite primitive.

305. Fie F(z) = e3*(asin2x +bcos2x) si f(z) = €3 cos 2x. Stiind ca F este o primitiva « 2
a lui f, atunci:

a:%,bZQ' a:i,b 3.

13 13’
2 3 3 2
a—ﬁ,b—lg, @a—ﬁ,b—ﬁ
5
306. Se da functia f : R — R, f(zr) = —————. Considerand ci f admite primitive, « 2
asinz +0b

care sunt relatiile satisfacute de constantele reale si pozitive a gi b?
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a > b; a=b; a <b; @ Alt raspuns.

307. Se da functia f : R — R, f(z) = ﬁ. Care dintre urmétoarele sunt v 2
et + e*

primitive ale lui f?

1 e’ +1 2 2e* +1
A| F(z) = —arctg [ —— ); C| F(z) = ——arctg | ——— ) +23;
(@) marcg(m) (@) mmg( \/ﬁ)

o _ 4 2e¥ +1 ]
(z) = 23%rcte 23 )’ @ f nu admite primitive.
-1
308. Se da functia f(z) = (:C_f_il)a Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? . 7
x

f admite primitive pe domeniul R\ {—1};
f nu admite primitive pe domeniul (-1, 1);

1 2
F(x) = m — % este o primitiva a lui f pe domeniul maximal de definitie;
@ F(x Tl) + 1 este o primitiva a lui f pe domeniul maximal de definitie.
309. Se da functia f(z) = lim {/x\/xy/z.... Care dintre urmatoarele afirmatii sunt « 2
n—oo

adevarate?

/f Yde = —— + C este familia de primitive ale lui f;

/ flx — + C este familia de primitive ale lui f;

f este functia constanta zero;
@ x = 0 este un punct de discontinuitate al lui f.

223 —bxZ +4x — 4

310. Seda functia f : R\{0,1} = R, f(z) = D)

afirmatii sunt adevarate?

. Care dintre urmatoarele v 7

2 —x

F(z) = 2® =3z +4In|z| — 3In|z — 1| este o primitiva a lui f;
er-(m—3) .3

F(z) =In T este o primitiva a lui f;

F(z) = 2® + 3z + 3In|z| — 4In|z — 1| este o primitiva a lui f;

em-(m73) Lt
@ F(z)=1n T este o primitiva a lui f.
T —

311. Fie f: R =R, f(z) = . Familia de primitive a functiei f este: v 7

(22 +3)%
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%sin <arctg (%)) + C; \/— + C;
%cos (arctg (\%)) + C;

[D] ;A= +C.

312. Se d& functia f : (0,00) = R, f(x) = sin(lnx). Care dintre urmatoarele afirmatii « »
sunt adevarate?

[A] Pa) =2

5 (sin(lnzx) + cos(Inx)) este o primitiva a functiei f;
2
F(x) = x\Tf - sin (lnx — %) este o primitiva a functiei f;

orice primitiva a lui f este o functie periodica, care oscileaza in jurul valorii 0

. . IR . v oA . . Jus
@ orice primitiva a lui f se anuleaza intr-o infinitate de puncte z,, = e1™"" n €
Z.

313. Se da functia f : [0,00) — R definita astfel:

) = V1—2241, dacd z € [0, 1],
Sl @24z —1)-e*t,  daciz e (1,00).

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f nu admite primitive pe intreg domeniul de definitie;

x = 1 este un punct de discontinuitate de speta I;

T  cos2x
- — daca 1
Cclrw) =42 1 " aci o € [0,1]
(22 =22 +1) -1+ 0, daciz € (1,00)

este familia de primitive

ale lui f.
arcsinz  xv1 — 22 .

@F(w): T+ —F—+ 5 +C, dacidz€]|0,1]

(x? —z)-e* "1+ C,
itive ale lui f.

este familia de prim-
daca z € (1,00)

314. Se da functia f : R — R, definita astfel:

. 2 2 2T
f(@)= lim cos | —cos| —cos | ..cos | —x ) | ... | ].
n—00 3 3 3
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

F(z) = lim sin (z sin (z sin

(0 (52)) ) e i o
Jim 3 3 ...sin 31: este o primitiva a lui f;

n ori

F()

orice primitiva a lui f este o functie periodica;

X e ey .
3 este o primitiva a lui f;
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@ f admite primitive pe Intreg domeniul de definitie.

315. Se da functia f : (—=1,1) = R, f(z) = x arcsinz. Care dintre urmatoarele afirmatii « 2
sunt adevarate?

F(z) = archinm (227 1) +
F(z) = arczinm (227 1) +

-1/ 1 — 22 este o primitiva a lui f;
-/ 1 — 22 este o primitiva a lui f;

~ls IR

@ f nu admite primitive pe intreg domeniul de definitie.

3

316. Se da functia f: R = R, f(z) = ———
Vi

. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt 2

adevarate?

F(z) = %\/m (2% — 18) + C este familia de primitive ale lui f;
F(x) = %\/m (2% + 6) + C este familia de primitive ale lui f;
cand F(4) = g,F(x) = %\/M~ (2% — 18) + 5;

[D] cand F(v7) = —18, F(z) = é 249 (22 +6)—6.

317. Se da functia f : R = R, f(x) = e!=**. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt + ?
adevarate?

n+1
lim / f(z)dz = 0;

n—oo

n+1
lim / f(x)dz = oo

n—oo
orice primitiva a functiei f poate fi exprimata folosind functii elementare;

@ orice primitiva a functiei f admite doua puncte de extrem local.

1
318. Se da functia f(z) = sin —. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? 7
x

x = 0 este un punct de discontinuitate de speta a Il-a;

daca 0
existd o functie g(z) = {(J;(x) o v care admite primitive;
aci x =

f admite primitive pe R;

1
@ f se anuleaza in o infinitate de puncte x,, = —,n € Z*.
nw
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COS T

319. Se da functia f : D — R, f(x) =

= — - . Care dintre urmaétoarele + »
4sin“x 4+ 10sinx — 3

afirmatii sunt adevarate?
. V3T—=5 . o
T = arcsin 1 este un punct de discontinuitate;

domeniul de primitivabilitate este acelasi cu cel de definitie;

1 4sinz 4+ 5 — /37
F(x) = In
237 |4sinz + 5+ V37

sinx+5+\/§
sinz + 5 — /37

T
este o primitiva a lui f, pentru x € [75, 0} ;

1
@ F(x):—\/?ﬁln

c o . us
este o primitiva a lui f, pentru z € {—5, O} .

1
320. Se da functia f : R — R, f(r) = ———————=. Care dintre urmétoarele . »

(22 4+ 1)Vax? +2
afirmatii sunt adevarate?

F(x) = arctg <sin (arctg %)) + C este familia de primitive ale lui f;

F(z) = arctg \/%_’_2 + C este familia de primitive ale lui f;

1 T
C|F Fl-]==--2-C;
[C] F@)+ () " 2.0,
@ f admite puncte de discontinuitate in R.

321. Se d& functia f: (—1,1) = R, f(z) = %. Care dintre urméatoarele afirmatii + »
—x
sunt adevarate?

to 2
F(x) = FEEL | Cesteo primitiva a lui f, pentru z € (-1, 1);

2
‘2
F(x) = arcs# + C este o primitiva a lui f, pentru z € (—1,1);
. T arctg 22 7
dF0) =", p(g) =208 T
[C] cand P(0) = £ F(a) = =5 - L,
T arcsinz®
and F(0) = &, F(g) = 2 T
[D] cand F(0) = 7, F(a) = —5—+
322. Se da functia f: R — R, definita astfel: v 7

mz? + n, dacd =z < —1,
fz) = y
2In(z +2), dacidz>—1.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

3
mCi + nx, daca x < —1
F(z) = 3 om este o primitiva a
2 +2)ln(z+2)—z)+ — —2, dacazx>1

3
functiei f;
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3
mx——&—nx, daca x < —1 o
F(z) = 3 m este o primitivd a
2((z+2)ln(z+2)f:r)+§fl, daca = > 1

functiei f;

m:n+2;
@m:—n.

323. Se di functia f : R\ {0} — B, () = ——

zvx? +1

. Care dintre urmatoarele afirmatii « 2

sunt adevarate?

1 1

F(z) = §1n|\/x2+1 —1] - iln|\/x2+l+1| este o primitiva a lui f;
1 1

F(x) = §1n|\/12+1+ 1] = §1n|\/x2+1 — 1] este o primitiva a lui f;

2
Fla) = L | VA1
2 |Va?+1-1

@F(I) 11 \/I2+171

= —Inl—
2 |Vax+1+4+1

este o primitiva a lui f;

este o primitiva a lui f.

Integrale definite

1 t
324. Sa se indice valoarea limitei tlim 2 / (Vx + sinz) da. v 7
— 00 0
0; 1 003 [D] =
325. Fie v?

2019(1 _
(= lim v (1 - x)

oo | (22020 + 1)(22021 4 1) dz.
0

Valoarea lui ¢ este

[A]o; B] 1; %; D]

: : o fo f@)de .
326. Fie f: R > R, f(x) = poan sk L = lim =———. Sa se indice care dintre . 7
x x y—roo Y

urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

L:oo; L:l; LEN; @L:O.

1 1 1
327. Fie f: R = R, f(:n):w. Se noteazi cua:/ f(z)dx sib:/ (flx)- v~
-1 0

f"(x) 4+ (f'(x))?) dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevirate?
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™ . . 1011 1011
a€[§72i|7 a/€|:152i|7 b:77 @b:_T
328. Fie (an)nen+ sirul definit prin a,, = / (Inz)™ dz. Care dintre urméatoarele afirmatii «

1

sunt adevarate?

lim a, =e; lim a,, = 0; lim na, = @ lim na, =e.
n—oo n— oo n— oo
003

n— 00

[ME]

sin” x . <
329. Pentru fiecare n € N* fie I, = ——— dz. Care dintre urmatoarele 7
o Sin x4 cos"xw
afirmatii sunt adevarate?

Sirul (I, )nen+ este crescitor. lim I, = %
n—oo

Sirul (I,,)nen+ este descrescator. @ Iogo2 = .
B 2
330. Valoarea integralei / sinzx - tg® x dzx este: v ?
0

3\/52*4; alt raspuns; 3W2-1 @ \5*4.

2 ’ 2

1
331. Fie functia f: (0,00) = R, f(z) = 2™ Inz,n € N*. Limita L = lim fl@)yda: v

n—oo [1
Nu exista; L =0;
B L=1 D] L= lim tsinng

332. Rezultatul calculului / cos(z) sin(sin ) cos(sin x) dzx este: v ?
0

[A] o; [B] = c] i D] V3.

o0

3 .
334. Notam cu I = / x H cos (27:) dx. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii « 7
0 k=1

sunt adevarate.
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™

ﬁcos (2%) S 12/4 zsinz dz;
k=1

sinx; 0
242
I<1; @IZ 5

dx este: v ?

1
335. Valoarea integralei / z
O :L.

1—7ln§; 1—|—71n§; 1—gln19—6; @1—7ln%

x

336. Fie functia f : R — R definitd prin f(z,a) = / e *sintdt unde a € R, > 0. v 7

0
Sa se indice care dintre urmaéatoarele afirmatii sunt adevarate.

2 - 1 i 5.
f(g,l) _ _ge_z n > Tlgrolo f(z, a) este convergenta,

. T
min f(z,1), Vo € |:Oa 5] =0; @ Toate afirmatiile sunt false.
T sin2t
337. Valoarea integralei / St dt este: v ?
o l-+cost

T
(4] T -2 [C] Va4 2m 2EY2,

4 b
5]~ ]2 var2m 22

338. Consideram functia f(z) = V&2 — 1 definitd pe intervalul 1 < z < 2. Fie Sy aria « 7
dintre graficul functiei si axa Oxz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt false?

Functia este strict descrescatoare pe Sy =+v3—In|2+3;
[]-7 2];

Graficul functiei trece prin origine 1
(0,0); [D] 5> 3.

us
2

t
339. Fie I = / H% dz, unde m € N*. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt 7
0 matgtr
corecte?
1 16ln7m — 32In2 T
A I - N A t = ; I = —_— —_
(I)men= este strict crescitor; @ Toate raspunsurile sunt false.
. 2z
arcsin | ——
e 1+ 22 )
340. Daca B dz = A, atunci v/A este egal cu: v ?
O x
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.1 [ sing 1-1
B i [ o] [ ey

. (2 dx
341. Valoarea integralei / —— este: v ?
o 2+4+cosx
T T
..A — ™3 ..(j — 27v/3
3 dx .
342. Fie sirul (s, )nen+, avand ca termen general sp = E / W Care dintre « 7

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

lim 757170 . lim 7281 2.

n—oco N n-yo0 M2

s
E Sg16 = 1 @ Vk € N*, s, este constant.

3
343. Fie fu(z) = / ——2L _dz,neN*si L = lim f(x). S4 se indice care dintre .+ 7
0

W

de n ori

urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

A| fn(z) nu este continua pe [0, 3]; <1 M
2 iy B,
[B] fiz) > L; D] L=6.

344. Fie S aria suprafetei cuprinsa intre cele doud parabole. Care dintre urmatoarele . 2
afirmatii sunt false?

63



Analiza matematica Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

(Al s=
B]
[cls=

- M, unde M este aria suprafetei cuprinsa intre y = x2 si y = 2x;

n
I
Wl N| — Wl N

-T, unde T este aria suprafetei determinata de graficul functiei
71'

El
nn
: o

f(z) = cos®*(x), unde f : [0, 2] - R.
w/3
345. Notam [ = / V(1 = cosz)(1 — cos 2z) dz. Valoarea lui I este: v?
—m/3
242 1 2 42
- - — C . Va
=2, 3 3 D] 22

346. Valoarea parametrului @ > 0 pentru care aria regiunii plane marginita de graficele .+ ?
functiilor f(z) = Vaz si g(x) = (1 + a)x? si fie maximi, este

2; 3; 4; @1.

1

347. Seda integrala I = / min {:r’ 1+ x} dx. Stabiliti valoarea de adevar a afirmatiilor.” 7

javas)

5-v5 . 5-5 Lo
[A] 71="—"+mn ; (€] 1=Zm5;

2
3+v6 1445 -5
I= 1 ; I= .
20 +n 2 ) @ 5
348. Notam cu S aria delimitata de cele trei drepte: v 7
Y S
--- Y=z
) /// Yy = 2 —1x
/// y =
T
. v

Sa se indice care dintre urmatoarele expresii indica valoarea lui S.

64



Analiza matematica Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

/()Q(Q—x)dx; /Ol(x—O)dx—i—/f(Q—x)dx;
/1<x—2>dx+/02<2—m>dx; @/gl<x+1>dx+/12(2_x>dx.

0

1
349. Care este valoarea maxima integralei / (2°f(z) — 2 f*(z)) dz, unde maximul se ia .

peste toate functiile continue f : [0,1] — ?R?
1 1 4 1
12’ 16’ 16’ @ 3

X n
.. o z o T . o . o
350. Stiind ca E - = e”, sa se indice care dintre urmatoarele variante de raspuns v ?
n

n=0

1 3 4 lns(m)s'“
reprezinta valoarea integralei / x\/zlnz \/I1n2(m) W .
0
L 1 e2 -1 1
Afe—7 e b : - =
€ e’ B ; : @ :

(&

1
351. Fiind data functia f si f(ex) = Sf(x);/ f(x)dx = e, si se indice care este valoarea « ?
0
integralei / f(z)da.
1
6e; 6e — 2; 3e? — e; @ 6e? — 2e.

2
352. Notam cu S multimea solutilor ecuatiei / x'dt = 3. Si se indice valoarea de . 7
0

adevar a propozitiilor:

card S card S
II 2 <1.vsi € ; > Iskl > 2,Vsp €S
k=1 k=1

CardS<2; @SZ@.

IQ

353. Numarul solutiilor ecuatiei / (2t* +1) - e’ dt = 0 este diferit de: v ?

x

[A] o; [B] 2; [C] 4 D] 1.

4 3

Tl —1 2

354. Fie I = / L) de si J = / =¥ da. S4 se stabileascil care dintre . ¢
1 (x4 etz 0 ¥24+2x+1

urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate.
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[A] J < 16; [c] 1>
(At L (83(de+e€d)
B] r=m(=5); D] 1+ 7=m (=2 o ).

1+e

355. Se da functia f : R — R, f derivabila. Stiind c¢& f~1(1) = e, f71(0) = F(e) = v »
1, F(1) = 0, unde F' este o primitivi a functiei f, si se stabileasca care dintre
1

urmatoarele raspunsuri indica valoarea integralei / fHx)da.
0
[A] e Ble-1; (€] —e [D]1-e.

z CJ; . o .. 12
¥ .e® -e® . Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

356. Fie I(z) =¢e” - e

¢ 4 4e este primitiva lui f;

e + ¢ +1 este primitiva lui f; e’
/f(w) dx = eeeefl; @ /e fz)dx = e T L e;
0 0

357. Valoarea integralei / 1.5 dzx este: v ?
O - x

s 5] 5 Gk B

67
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1
1
358. Fie functia I(t) = / 1o o dz, vt € R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt « °
—1 etr

adevarate?

I(t)zl—i—lnl
I(0) = 1; D] I(t) =1, Vt e R.

et Vt € R; [C] I(t) + I(—t) =2, Vt € R;
et’ ’

5 1
359. Fie I = / ﬁdx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v ?
= costwsinx
Ie@ IeR\Q
1
B - D] 1= teva
y
1 fz)da
360. Fie f: R —» R, f(x) = PR si L := ylgr;o OT. Sa se indice care « 7

dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

[A] L =o0; B] L =1 [C]LeN; D] L=o0.

xr
361. Valoarea lui « € R pentru care functia / e~ dt are douit puncte de extrem este: v 7
1
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In(2e); alt raspuns; 1; @ 2.
(1+ Va?)?

1
362. Se considera numarul I = / —————dx. Care dintre urmatoarele afirmatii

0 Va3

sunt adevarate?

[A] Tez; [B] {1} =0; [c] =9 D] [1] =s.

2
363. Fie functia f(z) = arctg(z). Rezultatul calculului / 25\/ f' (x) dx este:
1

8v'5 8vd  TV2 8vV5  TV2 V2
DRSS S Sl s lTE

B 1 + sin™
364. Daca I = / - —:sm x dx : m € N* 5 | atunci multimea I are:
o 2+sin"x+cos"z '

cel mult 3 elemente; 1 element;

cel putin 3 elemente; @ o infinitate de elemente.

n

1 2
365. Daci I, = / L2 dz, n € N*, atunci
o 1+=x

Jimn I = 0; fim Dt _ L

n— 00 In _2’

. 1 : 1
J nln = 5 (D] Jim *(Tnss = Fnt) = =5

1
366. Daca I, = / z"e” " dx, n € N, atunci
0
(In)nen este monoton; nhﬁrr;c) nl, = 0;

lim 1, = 0; Jim =1,

n—oo

. ) 5 ging — zcosw
367. Valoarea integralei I = / — 5
ke 22 +sin” z

0; \[ f arctg <M> — 17
2mv/3 2
arctg <7T9> — arctg <7r4>’ @ 1

dx. este:

368. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate, stiind ca S,

322 +42° + ...+ nz" tdz, cun e N?
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Jig, Sn = oo,
Sn < 1;

In2
Sn= o1’

nln 2
S
[D] lim > - Su=0.
k=1
2021
. . Inx
369. Valoarea integralei —— dx este:
1+ 22
05T

[A] 0; [B] 1; [c] 2 D] 3.

INE)

370. Fie [ = / ztg?xz dz. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevirate?
0

I:%—ln\/i; I<£;
I>g; @ 87 < 161n2 + 72

1
371. Fie I, = / z"e” dx, n € N*. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

0
lim I, = 1; lim I, = 0; lim nl,=0; [D] lim nl, >2

1 n+1
372. Fie f: R — R, f(z) = pe— si I, = / f(x)dxz, n € N. Care dintre
et +e % n

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Ing90 < arctge?0?3; Ipg22 > f(2022);
lim I, = 0; [D] lim nI, =0.

us
3

373. Fie I = / 5—dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

= costxsinx
[A] T=2-(2v3-1); [C] TeR\
[B] 1=

; D] req.

O = ol i

! 2+ 1
374. Valoarea integralei / 5 dx este:
0o e +zx4+22+3

68



Analiza matematica Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

1; ln%; 1—6_1; @1—111(6—!—6)4-

21In2.

. N . < . <
375. Fiea = / —5— dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v
= sin®x

In2 In2
:f—ln\/i7 n\[7 z n, @a:%—%_

1
. . €T . o . v
376. Fie L = lim ———— Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v 7

229 Vot
L:0; L<ln3; 1n2<L; @L<§.
2

t $4

377. Fie L = hm midx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? -
t—=oo Jo a0 4 225 42 '

LER\Q; L:oo; L<é; @i<L

10

Just -3
) 2 sin® x . o " <
378. Fiea = —— dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? Ve
o SInx—+cosx

[Alacq@ ae(;,i>; 4a:1eN*; D]a>1.

1 n
x
379. Fiel,, = / 152 dx, Vn € N*. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? -
0 X

Al| I, <Ilnv?2, Vn € N*. C| lim I, € [0,00);
n— o0
Izp24 < ﬁ; @ lim I, =1.

x
380. Valoarea integralei / L dz este: v
o 1-+sin2x

Al o: V2 ln2' 1
0 7; Tv @ 5

2a (o _ )3 _ )2021
381. Fie I = / (a—2)+(@—2)"+---+(a—2) dz, unde a € (0,00) este fixat. « -
0

I1+(a—x)2+-- 4+ (a—x)2022
Valoarea lui I este:

%§ 0; 2a; @

| =

/2
382. Valoarea integralei / In cos x dx este: v 7
0
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g; 0; —g1n2; D] Zlnz.

a m2024(1 — %)

383. Fie [ = / dz,a € R. Valoarea lui I este: v ?

—a 1+e®

2a; 0; €; @ —2a + 2.

rsinx
384. Fie [ = / [ dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v ?
cos

2 . 71_ 2
A 1>". [B] 1 <0; [c] =7 D=7

[NE]

385. FieI:/ vy
0o Vsinz+ \/cosx

[A] T <o; Je[f,q; 1:%; D] 1=0.

dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? + 2

6 2
|
386. Fie I, = / ————dz,Vn € N*. Care afirmatii sunt adevarate? v 7
o (@*+1)"
2—ntl 9p 3 li _T.
A In: In,' m In_,’
2n—2 2p_g nro 2
2+l 2n —1
I, = — 1, 1; =0.
"Ton 2 "o [D] Jim £, =0

387. Fie I =

dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?, »

/ fln(Hﬁ)

0

[A] 1< V2 1:5—1; [l 1< D] I=7-2.

388. Fie L = hm / dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? 7

Vi—at
3 T _
L<E [B] L =122, Le{g,ﬂ; D] L=0.

32’

1
389. Fie I = / 1 v In <1 v > dx. Sa se indice care dintre urméitoarele afirmatii + 7
-z -z

sunt adevarate?
I:O; I:7T; I:g; @Ie[\@,\/ﬁ]

2024 1

390. Fie I = /L 05 29)(1 2207 dz. Sa se indice care dintre urmatoarele variante .~ 7

2024
de raspuns sunt adevarate.
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1 1 @ 1
= - — C| li dz = 0;
1 3 (arctg (2024) — arctg 2024) im / 5 70 257 x =0

a—oo [1
1 T
1 2024° — 1 lim de = —.
I= 3 arctg BRI @ a=oo J1 (14 22)(1 + 22024) 4
2m 1
391. Fie I = / 1T ome dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? 7
0 esinz

I>e; I<O; I:ﬁ; @I:Qﬂ.

] 1+sinz
392. Fie I = / In S dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? . 7
0 1+ cosz

IZO; I<0; I:W; @I:g.

1
393. Care afirmatii sunt adevarate, stiind ca f: [1,2] = R, f(z) = 22, v ?

N
valoarea medie a functiei f este 2-v/21In2 — 4v/2 + 4;
valoarea medie a functiei f este In8 + 4v/2 — 4;
primitiva functiei f este descrescatoare;

@ primitiva functiei f este crescatoare.

1
394. Se da sirul (I,),, o, In = / 221 ¢ dg. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt + 7
0

adevarate?

11:1; limlnzl;
Inia :g—(n—&—l)ln; @ lim nl, = =

[\

dx Valoarea lui I este: v ?

395. Fie]:/'

[A] 5 [B] 1; [c] o D

2 14 ]. -
396. Fie I = / (x" —2In m) dz. Care dintre urmétoarele afirmatii sunt v ?
_ x

Nl=

adevarate?

[A] T=1; B 1=-1 (] 1=0; @Ie().

1

1
397. Dacd I = / f(z)dz, unde f(z) = max{ -, 3"}, @ € [~1,1], verificati daca: v?
-1
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Al T=0; _ 4. _ 2. _ 3
I_ln37 I_ln4’ @I_IHS'

Sume Riemann

1 n
398. Consideram sgirul (a,)nen+ dat prin a, = — g v/n? — k2 Valoarea limitei lim a,,
n n—o00

este:
O; 1; g; @%
399. Val li ! L . ’ .
; wlonren lim (o Tt T T m e T ) ¢
este:
Ao ; o T
B V3 D] 3v3

n

1
400. Fie L limita girului (a,)nen+ de termen general a, = Zm Care dintre
n

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

L>0§ L:lng; LZan; @LS

n/ 2k
401. Valoarea limitei lim E In {/1+ = este:
n— o0 n

glnS—l; %(ln9+2); In27 D] %(ln3—2)-

DN =

M:

402. Fie (zy,)nen+ sirul de termen general x,, = Sl fie £ limita sirului.

T — nek/n

Care dintre urmatorele afirmatii sunt adevarate?

=0 @ [@esn [Ble=va
- e+17
403. Valoarea limitei lim ( ! + ! + +;) este:
: n—o00 \/’I’L2+32 \/ﬂ2+62 n2+(3n)2 :

%1n(3+\/ﬁ); %ln(1+\/§); %111(3—#\/@); D] %ln&

k
eV2i

404. Valoarea limitei lim Z

n— o0
k=1

este:
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3(e —e) % P -1;  [D] -1

1 <L
405. Valoarea limitei lim f(n — Z m) este: v ?

n—o00 N
k=1

Vs
arctg 1; 3 Arccos ?; @ arcsin g

1P 4+2P ... 1P

406. Consideram sirul (ap)pen-, Cu @, = T ,p> 0. Limita sirului este: + 2
n
5L @, Do
p’ p+1

i 100i + 15n
1=1

407. Valoarea limitei lim este: v ?

n—oo

n2 + 10in
10+%ln11; [B] n5+6; [c]s: @9+%1n18.

408. Notam cu L limita sirului (a,),en+ avand ca termen general v ?

a—z[H B ey R e
"o n+7 n+14 n+7(n—1)1"

Sa se indice valoarea lui L.

[A] V2 [B] 2v2; [C] 4v2 —2; D] 2v2 -2.

409. Aria sub graficul functiei y = /1 + 23 intre = 1 si © = 5 este datd de limita, ~ ~
cand n — oco, a sumei:

&2 i+ () i)
i ()" DES IR

n

1 k
410. Fie functia f : R* — R, f(z) = lim —stin—x. Care dintre urmatoarele . 7
=1

SEES

n—o00 ’n,2 n

afirmatii sunt adevarate?

/w 22 f(z)dz € Q; f admite primitive pe (0, 00);
0

lim f(z) = 0; @ f nu este continud pe (0, 00).

z—0
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1

1
411. Valoarea nli_}rrgon(%2 e

05 ln%;

412. Fie (zy,)nen+ Sirul definit prin

LT . 2T . (n
sin — +sin — 4+ - - - +sin
n n

™

Z;

1

Ty =

n

+2n2+6n+4+“.+2n2+3n-n+n2

ok

) este:

Se noteaza cu ¢ = lim x,. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

n—roo

[A] ¢=1; [B] ¢=0;

74
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D] -

™
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Geometrie

Geometrie sintetica

413. Cincizeci de cercuri concentrice sunt notate Cy, Cy, ..., Cyg. Oricare ar fi ¢ € [1,50), « 7
tangenta la cercul C intersecteaza cercul C; 1 in exact 2 puncte aflate la o distanta de
8 unitati. Avand in vedere faptul ca raza lui C este egald cu 2, care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate?

Raza lui Cy3 = 26; Raza lui Cyg = 27;

Raza lui Cyo = 25; [D] Raza lui Cs = 28.

414. Poligonul din figurad este un poligon cu 12 laturi egale si toate unghiurile interne . 7
egale si se numeste dodecagon regulat. Avand in vedere faptul ca cercul din imagine
intersecteaza poligonul in toate cele 12 varfuri si are raza egala cu 1, care este aria
suprafetei colorate cu negru?

7r—6; 7r—3.1; 7r—3; @7‘(—3.2.

415. Un triunghi are laturile egale cu 20, 11 si . Avand in vedere faptul ca triunghiul + »
nu este isoscel, si x este cea mai scurta latura a triunghiului, z poate fi egal cu:
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9; 10; 8; D] 11.

416. Pentru un triunghi T, f(T) este triunghiul format din mijloacele laturilor lui 7" iar + »

YT = U ST - 0)-
———

n ori

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Daca T este echilateral sau dreptunghic atunci f(7') este echilateral sau drep-
tunghic;

Centrele de greutate ale triunghiurilor T' si f™(7T') coincid pentru orice n > 1;

Centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor T si f™(T') coincid pentru orice
n>1;

Daca T are varfurile (1,3), (5,—4) si (—6,1), atunci centrul de greutate a lui
f(T) este (0,0).

417. Se considera dreptunghiul ABCD. Luam punctele E si F' pe laturile consecutive v 2
AB, respectiv BC' ale dreptunghiului astfel incat aria triunghiurilor AAED, ABFE
si ACDF sa fie x > 0, y > 0, respectiv z > 0. Stiind c¢d 2v/xz < z + y + 2, alegeti
fiecare afirmatie corecta:

Aria triunghiului ADEF este A[ADEF] = \/ (z+y+2)° —dxz;

Aria triunghiului ADEF este A[ADEF) = \/2 ((m +y+2)7°— 4332);

Aria triunghiului ADEF este A[ADEF) = \/3 ((m +y+2)7°— 4902);

[D] Aria triunghiului ADEF este A[ADEF] = 2y/(x +y + 2)° — 4.

418. Considerand triunghiul dreptunghic AABC din figura si patratul DEFG inscris in v 2
el, alegeti fiecare afirmatie corecta:

C
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a’b? (a2 + b2) .
(a2 + ab+ b2)*’
ab (a2 + b2) _
(a2 + ab+ b2)*’
a?b* (a+b)
(a2 + ab+ b2)*’
a’b? (a2 + b2)
a?+ab+b?

Aria patratului DEFG este A[DEFG] =
Aria patratului DEFG este A[DEFG] =
Aria pitratului DEFG este A[DEFG] =

[D] Aria patratului DEFG este A[DEFG) =

419. Consideram triunghiul dreptunghic ABC cu m(A) = 90° si cu punctele interioare . ?
D si E pe latura AB astfel incdt D € (AE), E € DB, AD =z >0, DE =y > 0,

EB=2>0, ABC = DCE = o six e <0, Vy (y+ Z)) Care afirmatie este corecta:

C

X Yy z

V2 +yz—a?);
V2 +yz — 2k
VB +yz —2?);

@ Aria triunghiului ACDE este A[ACDE] =y-+\/y?+yz — x2.

Aria triunghiului ACDE este A[ACDE] =

Aria triunghiului ACDE este A[ACDE] =

N iR e

Aria triunghiului ACDE este A[ACDE] =

420. Figura atasata a fost obtinuta prin trasarea a 4 arce de cerc, centrate in fiecare varf « 2
al unui patrat, arcele fiind ale unor cercuri cu o raza egala cu lungimea laterala d > 0
a patratului. Aria domeniului marcat este:

7
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A:(?—ﬁ)d% AZ(g‘ﬁ+§>dQ3
3
Bl A= (5-vary)e D] A= (5 -vo+1)d

421. Fie a,b, ¢ laturile triunghiului AABC si m(A) = g Stiind c& b =2 si ¢ = 1, care
este lungimea h, a indltimii din varful A pe latura BC?

[A] 2; [B] v3; [c] 1; @ﬁ
5

422. Fie cercurile C(B;r1) si C(C;re) care sunt tangente exterior unul altuia si amandoua
b 5 b) 3
tangente interior cercului C(D;ry + r2). Fie acum cercul C(A4;r3) tangent exterior
primelor doua cercuri si interior cercului mare. Stiind ca r; = 2 si ca ro = 1, care este
lungimea razei r3?

7 7 13 6

423. Fie triunghiul echilateral AABC cu latura de lungime | = 4v/3. Fie un punct P
in interiorul triunghiului astfel incat lungimea perpendicularelor din P pe doua laturi
ale triunghiului sunt 1 si 3. Lungimea celei de a treia perpendiculare este:

[A] V3 [B] 2 e D] va

424. Fie triunghiul dreptunghic ABC cu m(B) = g Consideram semicercul de raza

r tangent catetelor AB si BC, a carui diametru se afla pe ipotenuza AC. Notam
cu p probabilitatea ca un punct ales la intamplare de pe segmentul AC sa se afle pe
diametrul semicercului. Stiind ca AB = 3 si BC' = 4, care dintre urmatoarele afirmatii
sunt corecte:
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H-0 @l Qaos @B

425. Fie triunghiul ABC si M, N mijloacele laturilor AB respectiv BC' astfel incat + 2
AN = BN §i CM = AM. Atunci triunghiul ABC este:

dreptunghic; E oarecare; isoscel; @ degenerat.

426. Fie triunghiul ABC dreptunghic in A si BC = 5. Care este aria maxima pe care o v ?
poate avea triunghiul ABC?

37 25 17 19

427. Fie triunghiul AABC ascutitunghic si lungimile laturilor sale AB = ¢, AC = 7

b, BC = a, care indeplinesc relatia 3b* + 3¢ = 2v/3bc + 3a?. Care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate?

1 . o v v
tg (LA) = —; rel.atla .data -este adevarata pentru
V3 orice triunghi;

+c2—a> V3 @ re.latia (%laté este adgvératé doar dacs
T 9be 3 triunghiul este echilateral.

428. Fie triunghiul AABC dreptunghic in A cu AC = 5,AB = 53 si D mijlocul . 7
laturii BC. Stiind c4 relatia AD? + DB? + AD - DB = AB? este corecti, care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

nu exista triunghi care satisface toate conditiile simultan;

E sinD = ﬁ;
2
AADB este dreptunghic;

@ raza cercului circumscris AADB este egala cu 4.

429. Fie triunghiul oarecare AABC cu AD si AF trisectoarele unghiului A, adica ZBAD =/ 2
LA 2
/DAF = /FAC = 5 D,F € [BC|,m(£B) = g Stiind ca relatia BD(BD —

V2AD) = (AB — AD)(AB + AD) este corectd, care dintre urmitoarele afirmatii nu
sunt adevarate?

m(£C) = %; cos(£/BDA) = ?;
m(ZA) = %; [D] m(£A) = m(£BDA).

430. Fie triunghiul AABC cu m(£C) = 150°. S& se indice care dintre urmétoarele .« ?
afirmatii sunt adevarate.

79



Geometrie Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

lungimile laturilor AABC sunt de forma: BC' = (m +1),AC = (m +2),AB =
(m+1)(m+2) cum € (0,00);

lungimile laturilor AABC sunt de forma: BC' = (m + 3),AC = (m +2),AB =
(m+1)(m+2) cum € (6,00);

lungimile laturilor AABC nu pot fi de forma: BC = m, AC = (m + 2),AB =

m2—5cum€R;

@ nicio afirmatie nu este adevarata.

1
431. Fie triunghiul AABC in care cosC = 5 Tinand cont de faptul ca doua dintre « -
1
laturi au lungimile de forma BC' = m? + 1, AC = m? — ok unde m € (3, 00), precizati

care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

3
lungimea lui AB este de forma: m + 5

triunghiul AABC nu poate fi echilateral;
1 7
AB? = —§m2 + 1 +m* cum € (3,00);

@ Niciuna dintre afirmatiile de mai sus nu sunt adevarate.

A B
4321;1;ie zglnghiul AABC in care are loc egalitatea v/2(1 — 1B —|—OAC) ~ 5 +CAC =
#. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

triunghiul AABC este echilateral; ClteB = 1.
8B =

@ niciuna dintre afirmatiile de mai sus
sin B = cos B; nu este adevarata.

433. Fie triunghiul AABC isoscel cu AB = AC. Stiind ca lungimile laturilor sat- « -
(BC — AB)(BC + AC)

isf: lati
isfac relatia 5 AC?

= —2, care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

9
sin A = ? ; m(LA) = ?ﬁ;

@ este imposibil ca triunghiul sa fie
triunghiul este dreptunghic; isoscel.

434. Fie triunghiul AABC cu lungimile laturilor m?4+m+1,2m+1,m*—1 cum € (1,00). v *
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

2
triunghiul AABC' are un unghi egal cu g daca si numai daca m = 5;
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.y . . s o ™
E Vm € (1,00) existd un unghi al triunghiului care are masura de 5
nu se poate afla masura niciunui unghi al triunghiului;

7T
@ Vm € (1,00) existd un unghi al triunghiului care are mésura de 3

435. Se considera triunghiul AABC ascutitunghic. Stiind ci ctg (LABC) = V6—V3+ v
2 — /2, care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevirate?

m(/ABC) = 75° m(/ABC) = 37°30;
nu se poate stabili masura unghiului

ABC; D] tg(LABC) = V6 + V3 -2 - V2.

436. Fie a,b, c masurile unghiurilor unui triunghi. Care dintre urmétoarele afirmatii nu + 2
sunt adevarate?

sina;b:sing; sina;b:cosg;
. . a+b
sinCH_C:cosg; @gzar(351n<51na2 )

2

Operatii cu vectori

437. Fie ABCD un trapez AB > CD, AB = 20, DC = 10. Punctele M si N sunt v 2
mijloacele segmentelor AB, respectiv C'D, iar O este intersectia dreptelor M N si AC,

stiind ca O_]\; =k- W, valoarea lui k este:
1 1 1 1
9’ Ty 3’ @ 3

438. In patrulaterul ABC'D, notam cu M, N, P si @ mijloacele laturilor AB, BC, CD v »
i respectiv DA. Atunci

&] 4B + 4B = OB + €D G 4B + BC 4B + BT
[B] MN + PG = 0; [D] 4D + BC = BD + CA.

439. Fie M, N, P, @ mijloacele laturilor AB, BC,CD, si DA ale paralelogramului ABCD. . 7
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

m—&-fﬁ:ﬁ}; m—&-ﬁ:@;
5] i+ PO - T, (D] 3G + NP — BE.

440. Consideram paralelogramul ABCD si punctele M, N mijloacele laturilor AB, re- v 7
spectiv AD. Notam cu O intersectia diagonalelor paralelogramului gi cu G centrul de
greutate al triunghiului M NC'. Atunci
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[A] G e BD; [C] GN +GM +GC = T;
[B] ¢ =0 [D] 20 = MN + MC.

441. Consideram triunghiul neisoscel ABC in care notam cu O, G, H centrul cercului cir- + 2
cumscris, centrul de greutate, respectiv ortocentrul triunghiului. Stabiliti care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

[&] i =30+ 0. Q] 7 = 200
8] 7 = 36+ 30 D] 73 = 533,

442. Fie M mijlocul diagonalei AC' a patrulaterului oarecare ABC'D. Notam cu G1,G2,G v 2
centrele de greutate ale triunghiurilor ABD, BC' D, respectiv BM D. Atunci

[A] BG = BM + BD; [C] 3CGs = OB + CD;

G este mijlocul segmentului G1Go; @ 2DG1 = DA + lﬁ

443. Considerm in plan punctele distincte necoliniare A, B, C, D si punctele M, N astfel + 2
incat 2AN = 3AB, 2AM = 5AD i AC = 5AB + 3AD. Din urmatoarele egalitati,

alegeti pe cele adevarate.
[A] 40 = JAM + JAN; [C] 4C = AN + yAn
[B] 4C = 2BN + 34D D] 640 = 2 BN + 1548 - 2V AN,

444. Fie ABCDFEF un hexagon inscris intr-un cerc de centru O cu proprietatea ca vec- v 2

torii ﬁ + Eﬁ si Zﬁ nu sunt coliniari. Notam cu Hy, Hs, Hs, Hy, Hs, Hg ortocentrele
triunghiurilor FAB, ABC, BCD,CDE,DEF, respectiv EFA. Stabiliti care dintre
afirmatii sunt adevarate

H{HyH3H, este trapez; H,H;H4Hj5 este paralelogram;
H{H,, HyH5, H3Hg sunt concurente; @ HsHsHsHg este trapez.

445. Fie ABCDEF un hexagon regulat inscris intr-un cerc de centru O. Notam cu v 7
M mijlocul segmentului AB i cu I centrul cercului inscris triunghiului OM B. Care
dintre urmatoarele relatii pentru O/ sunt adevarate?

1 —> 1
07‘ f +1+¢§O_B>; (] o1 - 3+fM_Wﬁ’

— 1
ﬁ:WOM—mo_é; [b] ol = (ﬁ+

446. In exteriorul paralelogramului ABC' D construim triunghiurile DCF gi AED astfel 2
incat ADCFEF ~ ADCO, respectiv AAED ~ ADOA, unde am notat cu O intersectia
diagonalelor AC' i BD. Stabiliti care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate
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[A] EC + FO = DB; [C] AF = AD + CO;
[B] FE = 2FO + ED; @@:%(ﬁ+ﬁ).

447. In exteriorul pétratului ABCD constrium pitratele AMND,CDPQ, respectiv .
CRSB. Alegeti relatiile vectoriale corecte

[A] MP - 4% = BD: [C] AN + AQ = BC
[B] BP + AC = 34D; [D] Ck+ AM = NP.

448. In exteriorul triunghiului echilateral ABC se construiesc triunghiurile echilaterale . 2
ABD, BCE, respectiv CF A. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

[&] 57 = 50+ D (€] 70 3B = B
(5] 7B = 17D+ L o] pci= Lap 4 7.

449. In exteriorul unui cerc de centru O considerim un punct A din care constrium . 7
tangentele la cerc inpunctele M, respectiv N. Admitem c& in interiorul patrulaterului
AMON se poate Inscrie un cerc tangent la laturile patrulaterului. Notam cu I centrul

acestui cerc. Stiind c& m(A) = 60° alegetii expresiile vectoriale corecte
[a] 4l = > _40: o] = V3. 2w
1++3 -

3+V3 3+v3
B A= > 6 DIz ety yy

3+4/3 mm'

3
3443

450. In exteriorul unui cerc de centru O considerim un punct A din care constrium tan- « ?
gentele la cerc iInpunctele M, respectiv N. Daca patrulaterul AMON este inscriptibil
notam cu O; centrul cercului in care este nscris. Determinati care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate

0.0+ 0,A=T;
Exista puncte A pentru care patrulaterul AMON sa nu fie inscriptibil;
Daci m(/i) = 90°, O, este pe cercul de centru O;
@ Daci m(A) = 60°, Oy este pe cercul de centru O.
451. Triunghiul ABC are lungimile laturilor AB = 5, AC = 12, respectiv BC' = 13. v »
Stiind ca punctele O, I, G, H sunt centrul cercului circumscris, centrul cercului inscris,

centrul de greutate si respectiv ortocentrul triunghiului ABC, stabiliti care dintre
afirmatii sunt adevarate.
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[A] Of =50C + 1208 + 1304; [C] OH + 0B + OC = 30G;
(7}:%(50_84120?“3(?4); [D] 240 = 4B + AC.

452. Notam cu M, N, P, ) mijloacele laturilor AB, BC,CD si DA ale patratului ABCD . »
si cu O intersectia segmentelor AC' si BD. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

[A] MC + ND = NO + 3QD; [C] 4B + BB — 330;
[B] QM + BD = NC; [D] NG + DC = BO + QM.

Pentru rezolvarea urmatoarelor exercitii se vor folosi urmatoarele rezultate teoretice.
Pentru un poligon cu n > 3 varfuri A; A, . .. A,, definim centrul de greutate al poligonu-

— >

lui ca fiind punctul din plan G cu proprietatea cd GA; + GAs + --- + GA,, = 0. Se
1

poate demonstra cii vectorul de pozitie al punctului G este 7é = = (fa, + -+ 74,).
n

In plus, daca polionul este regulat, centrul de greutate este centrul cercului in care

poligonul este inscris.

453. Fie A1 A, ... Agp un poligon regulat cu 60 de varfuri. Notam cu Gy,Ga,G3,Gy v 2
centrele de greutate ale poligoanelor AjAs ... Asg, AsAy ... Agy, A1A2Ay, Tespectiv
A3y A3oAzy. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

G1 =Gy Gi € G5Gu; G # G [D] G2 ¢ G3Ga.

454. Fie ABCDFE un pentagon inscris intr-u cerc de centru O. Notam cu Hy, Hy,G,M v+ »
ortocentrul triunghiului ABC, ortocentrul triunghiului ADFE, centrul de greutate al
pentagonului, respectiv mijlocul segmentului H; Hs. Sa se indice care dintre urmatoarele
variante de raspuns sunt adevarate.

()_J\>4:1<@1+O_AB>+O?+O?+O7§);

2

— — =
OH, + Oy = OA + OC;

e T S
OH, + OHy = OA + 50G;
@ M = G daca si numai daca O@ = ﬁ

455. In hexagonul ABC DEF notam cu M, N, P mijloacele segmentelor AD, BE| respec- v 7

tiv C'F. Consideram ca punctele M, N, P sunt distincte doua cate doua. Mai notam

cu (31, G2 centrul de greutate al hexagonului, respectiv al triunghiului M N P. Stabiliti
care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

G1 = G2 pentru orice hexagon ABCDEF;
G1 = G2 daca si numai daca ABCDEF este un hexagon regulat;

Gi € MN;

@ Nicio afirmtie nu este adevarata.
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456. Fie ABCD un patrulater oarecare in care notam cu M, N, P mijloacele segmentelor « »
AB,CD, respectiv M N. Care dintre urméatoarele variante de raspuns sunt adevarate?

PA+PB+PC+PD=T1;
AP = AB + AD + AC;

P este centrul de greutate al patrulaterului;

D] ﬁ:i(ﬁwﬁﬂﬁﬂ.

Coliniaritate vectori

—
457. Consideram in plan punctele M, N si triunghiul ABC'. Stiind ca AM = p-ﬁ—&—ﬁ v 7
si CW =q- @ A, M, N sunt coliniare, daca si numai daca:

pfq:pwz; p+q:p~q; §:p+1; @gzp—l-

458. Consideram paralelogramul ABC'D, M mijlocul laturii CD si O intersectia diag- « 7

onalelor AC si BD. Notam cu Gi,G2 centrele de greutate ae triunghiurilor AM B,
respectiv AOB. Care dintre urmatoarele afirmatii nu sunt adevarate?

M, G4, G4 sunt coliniare; G1,0, Gy sunt coliniare;

O apartine segmentului MGy; @ (1 apartine segmentului MO.

459. Pe laturile triunghiului ABC construim triunghiurile echilaterale BC'A;, CABy, ABCy »
care au centrele de greutate G, Ga, respectiv G3. Dacad notam cu G centrul de greu-

tate al triunghiului ABC, iar punctele A, G, Gy sunt coliniare, care dintre urmatoarele
afirmatii adevarate?

Triunghiul ABC' este echilateral daca si numai dacid A, G, A; sunt coliniare;
Triunghiul ABC este isoscel in A;
A, G, Ay sunt coliniare;

@ Daca punctele B, G, G5 sunt coliniare, atunci triunghiul ABC' este echilateral.

460. In pentagonul ABCDE notam cu G, Gy, Go, M centrul de greutate al pentagonului, « 7
centrul de greutate al triunghiului ABC, centrul de greutate al triunghiului ADFE,

respectiv mijlocul segmentului G;G2. Sa se indice care dintre urmaétoarele variante de
raspuns sunt adevarate.

A, M, G sunt coliniare;
G1Gs || CD daca gi numai daca CD || BE;
G1Gs || BE daca si numai dacd BC' || DE;

@ A, M, G sunt coliniare daca si numai daca BCDZFE este paralelogram.
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461. Fie ABCDEF un hexagon convex in care notam cu G,G1,Go, M centrul de greu- « 7

tate al hexagonului, centrul de greutate al triunghiului ABC, centrul de greutate al
triunghiului DEF', respectiv mijlocul segmentului G;G5. Care dintre urmaitoarele
afirmatii sunt adevarate?

A, M, D sunt coliniare daca gi numai daca zﬁ = E + ﬁ + ﬁ + E;

Daca ABCDEF este un hexagon regulat, A, G, D sunt coliniare;
A, G, D sunt coliniare daca si numai daca A, M, D sunt coliniare;

@ A, M, D sunt coliniare daca gi numai daca 1@ + B + jﬁ + ﬁ + ﬁ = 6>

462. In triunghiul ABC notim cu O, G, H, centrul cercului circumscris, centrul de .

greutate, respectiv ortocentrul triunghiului. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

Vectorii o‘ﬁ si @ sunt coliniari;

Vectorii Iﬁ si @ sunt coliniari daca si numai daca AABC este isoscel;
Vectorii 5ﬁ si C@ sunt coliniari daca si numai daca AABC este dreptunghic;

@ Toate afirmatiile anterioare sunt corecte.

463. In plan se aleg punctele A, B, C, D, oricare trei necoliniare, cu proprietatea ca exista

numere reale « si 8 cu proprietatea ca ﬁ = af@ + 6@. Stiind ca vectorii 1@ si
2@ + 5@ sunt coliniari, care sunt doua valori posibile pentru parametrii v gi 57

*g; az—&ﬂz—g;
7 5
55 @021752—5

464. In trapezul ABCD cu AB || CD notam cu O, Gy, G5 intersectia diagonalelor AC' v ?

si BD, centrul de greutate al triunghiului AC'D, respectiv centrul de greutate al tri-

c o = g Ce o .

unghiului BC'D. Daca vectorii OG; si OG5 sunt coliniari, care este valoarea numéarului

. o g
real k cu proprietatea ca G1i3 = kGoG1?

(Al k=2 Bl k=2 Clh=—1 k=1
D] =1

53

465. Pe laturile AD gi DC' ale paralelogramului ABCD construim in exterior paralelo- + 2

gramele ADFE si CDFG. Notam cu Oy, Oz, O3 centrele paralelogramelor ABCD,
ADFE, respectiv CDFG. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

AO10305 este paralelogram;
AO10305 este trapez;

Dreapta care trece prin O; si prin mijlocul segmentului 0203 este paralela cu
DF;
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@ Dreapta care trece prin O si prin mijlocul segmentului O20O3 este paralela cu
DF daca si numai daca ﬁ si D —I>7 sunt coliniari.

466. Notam cu Bj, Cj mijloacele laturilor AC, respectiv AB ale triunghiului ABC. De v
asemenea, notam cu G,Gp,Go centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, AGBj,
respectiv AGC;. Care dintre urmétoarele afirmatii sunt adevarate?

G1GoBC este paralelogram; G1Gy || B1Cy;
G1G2BC este trapez; @ G1G5C1 B este paralelogram.

Vector pozitie

467. Fie punctele A (a, 1), B(1,1), C(8,0) si D (—

1,0), unde a, 8 sunt numere reale. « ?
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Avem o infinitate de perechi («, 8) pentru care ABCD este paralelogram;
Dacid ABCD este paralelogram, atunci a + 23 = 0;

Avem o singurd pereche («, 3) pentru care ABCD este paralelogram;

@ ABCD nu este paralelogram pentru nicio pereche de numere (a, 3).

468. Fie punctele A (0,1), B(1,0) si C (a, a2). Pentru ce valori ale lui o punctele A, B 7
si C sunt coliniare?

A o= -1—+3 _ 1+ V5 _ 1+ V3, D] a —17\/5'

2 ’ 2 2 ’

= v
-4 +32%2. . Locul geometric descris de varful vectorului de pozitie al punctelor
7 (z) atunci cand 2 parcurge pe R este:

un cerc; o dreapta; o semidreapta; @ o parabola.

— —
469. Fie reperul cartezian XoY cu versorii i , respectv j si functia TR V, 7(:5)

470. Fie triunghiul oarecare AABC si a € (0,00). Consideram punctele M,N,P

AM BN P
e [AB],[BC] respectiv [C'A] astfel incat —— = ¢

ME - NC = PA = «. Care dintre

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
Triunghiurile ABC' si M NP au acelasi ortocentru;
Triunghiurile ABC' si M NP au acelasi centru de greutate;

Centrul cercului circumscris al triunghiului ABC si al triunghiului M N P coincid;

@ Nicio afirmatie de mai sus nu este corecta.

471. Fie A si B doud puncte distincte in plan si fie functia o : [0,1] — V,?(t) = v
t-TA+ (1—-1¢)- 5. S& se indice valoarea de adevir a urmitoarelor afirmatii:
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T este injectiva; 7 t) =TAi=t= 1;
T este surjectiva; @ 7 t) FB=t=1.

- = - = - =
472. Fie A, B,C si G puncte inplan cu 74 =314 + j,ip=—14 +2j sitG =i + j. v 7
Punctul C, astfel incat G sa fie centrul de greutate al triunghiului ABC' este dat prin
vectorul de pozitie:

TC _i>; 7‘—C>=7>+_‘>'
B] 7 =7 D] =-7

473. Fie Gy = A si triunghiul ABC. Fie G; centrul sdu de greutate. Consideram v« »
triunghiul G1BC si G2 centrul sau de greutate. Procedand inductiv obtinem un sir
de triunghiuri (G, BC), oy astfel incat G, 41 este centrul de greutate al triunghiului
G,BC, V¥n € N. Care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate?

Toate punctele G, se afla pe aceeasi dreapta;
E lim G, € [BC];
n—oo

1 (37 — 1)
— L — | =
TG, —377“,44- 137 (rg +71é);
1 3" -1
e — =
@ ’I“Gn—gfnTA—F 5. 3n (rg +7¢).
. . . .. ~ A AB 1 = = —3
474. Fie A, B si C trei puncte coliniare astfel incat 1 = 2 Daca 7A,75,7¢& sunt v 7
vectorii de pozitie ai punctelor A, B, C, care dintre relatii este adevarata?
R e G — 3 1
g =5 (FA+70); T = 5TC — T4
1 1
7T§=§ (T4 — 70); @TB—#A—?_@Z

475. Fie triunghiul ABC si M, N, P puncte pe (AB), (BC), respectiv (CA). Numim . 7
AM BN CcP
triunghiul MNP triunghi interior daca VB - NC - PA Presupunem ca ex-
ista un sir de triunghiuri (nedegenerate) (A, B,Cyp), oy astfel incat A, 11B,11Ch 41

este triunghi interior triunghiului A, B,,C,, si centrele cercurilor inscrise triunghiurilor
An+1Br+1Cry1 si A, B, C, coincid, Vn € N. Atunci triunghiul AgByCy este:

dreptunghic; E oarecare; echilateral; @ obtuzunghic.

Produs scalar

%
476. Fie rombul din figura determinat de vectorii a si b. Sa se indice care dintre . 2
urmatoarele afirmatii sunt false.
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a-

=0; [C] (@+b)-(@—b)=0;

=|d—bl; @ Nicio afirmatie nu este falsa.

+ o
=

I

=] [~]

T
477. Daca A, B,C si M sunt puncte distincte Intr-un plan astfel incat 6AM = 31@ + v

3@ - 53?, atunci:
B,C, M sunt coliniare; B—J\>4 . B? < 05

B, C, M sunt necoliniare; @ B—]\Zf : B?>' > 0.

478. Dacad A(—2,-1), B(2,1) si C(—1,2) sunt puncte intr-un sistem de coordonate . ?

cartezian, atunci triunghiul ABC este:

obtuzunghic; isoscel; dreptunghic; @ echilateral.

479. Fie A(2,1), B(-1,-1)si C (2a,a2 —da+ 4), unde « € R. Valoarea lui « pentru 7

care triunghiul ABC este dreptunghic in A este:

a:—l; azl; a:O; @azl

480. Fie A(3,0), B(0,4), C(a,8+4+4) si D(a+3,08), o, € R. Numarul de perechi 7

(a, B) pentru care ABCD este romb este:

una; doua; o infinitate; @ niciuna.

- -
481. Fie @ si b vectori nenuli din plan astfel incat d-b =0 Fie W :R2 =V, /o

%
W(a,ﬁ) =a-d+pB- b, unde prin V notim multimea vectorilor din plan . Care
dintre urmaétoarele afrimatii sunt corecte?

Functia o este surjectiva;
Functia T este injectiva;
Functia 7 este inversabili;

@ Nicio afirmatie de mai sus nu este corecta.

482. Fie A(3,2), B(0,2) si C(—2,0). Atunci masura unghiului ABC este
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g; g; [c] Z. 3T

3’ 4

483. Fie dreapta d : 3z — 2y + 6 = 0, M (5,4) si P proiectia punctului M pe dreapta d. « 7
Atunci coordonatele lui P sunt:

P(2,5); P(1,4); P(2,6); D] P(1,5).

484. Fie triunghiul ABC si @ = 1@, ? = B?, 7 = C’—/i astfel incat @ - ? >0si v
H
b - @ >0. Atunci:

AABC este dreptunghic; ANABC este degenerat;
AABC este isoscel; @ AABC este obtuzunghic.
— —
485. Fie vectorii @, b si ¢ nenuli astfel incat @ = @ + b si|¢|=|d|+]|b|. Atunci 7

a i 7 sunt:

perpendiculari; coliniari; opusi; @ alt raspuns.

Coordonate

486. Intr-un sistem de coordonate cartezian ortonormat xOy se dau punctele A(—1,-2), ¢
B(3,1) si M(a,b). Triunghiul ABM este echilateral pentru:

2-3V3 —1+4V3 2+3v3 —14+4V3
a’: 2 7b: 2 ; Cl: 2 7b: 2 ;
2-3V3 —1-4v3 2+3V3 —1-4v3
a: 2 7b: 2 ) @a’: 2 7b: 2 .

487. Se da un triunghi ABC cu véarfurile in punctele de coordonate A(1,0), B(4,3), v 7
C(0,5) si punctele D, E, F' situate pe laturile triunghiului, astfel incat 2@ = D?,
3@ = 4ET/>1, 21@ = Sﬁ. Care dintre urmétoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] AD : 112 — 5y — 11 = 0; [C] CF:8z—7Ty—35=0;

BE :x+4y+8 = 0; @ AD, BE,CF sunt concurente.

15 15
488. Dacd A(1,3), B(6,4) si C <4,4> sunt puncte intr-un sistem de coordonate . 2
cartezian cu originea in O, atunci:
OC este mediana 1n triunghiul AOB;
OC este bisectoarea unghiului AOB;

OC este perpendiculard pe AB;
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@ OC este mediatoarea segmentului [AB].

489. Se considerd triunghiul ABC si M, N, P mijloacele laturilor [BC], [CA] respectiv v *
[AB]. Fatd de un reper cartezian ortonormat al planului siu, varfurile triunghiului
ABC au coordonatele A(—4,1), B(—7,4), C(0,5). Care dintre urmé&toarele variante
de raspuns sunt adevarate?

Triunghiul ABC' este dreptunghic si m(//l\) =90°;

Triunghiul ABC' si triunghiul M N P au acelagi centru de greutate;

Triunghiul ABC si triunghiul M N P au acelagi ortocentru;

@ Centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC' si M N P coincid.
490. Un avion se afld pe o pista si doreste sa decoleze. Pleaca dintr-un punct oarecare . -

al pistei si accelereaza pana in punctul A(0,0) unde isi incepe desprinderea de la sol,

urcand in linie dreapta pana in punctul B (5\/3, 5). Pe ruta sa, merge liniar si paralel

cu axa Oz din punctul B pana in punctul C(lO\/g, 5), unde isi incepe aterizarea in

linie dreapta citre punctul D(5(1 4 2v/3),0). Notam cu @ si v unghiurile formate de

traiectoria avionului la decolare si, respectiv, la aterizare cu sensul pozitiv al axei Ox.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

9:%,7:51; 0: ) Y 31;
T
2

™
6 6
™ s 3
9: 5’ @9213’7:4'

491. Fie (Cp (An;7n)),ey sirul de cercuri C, (An;7y,) de raza r, > 0 cu centrul A, -, v °
definit recurent astfel: Cj (Ay;ry) este cercul de razi r1 = 1, cu centrul A; situat
pe prima bisectoare, tangent axelor de coordonate; Cy (Ag;rse) este cercul de raza
ro < r1, cu centrul A, situat pe prima bisectoare, tangent cercului C; (Aj;r1) i
axelor de coordonate; s.a.m.d. Daca cercul Cy, (Ap;ry,), (n € N) a fost construit,
atunci Cp41 (Apy1;7n+1) este cercul de raza r,41 < 7y, cu centrul A, i situat pe
prima bisectoare, tangent cercului C, (A,;ry,) si axelor de coordonate.

Daca s, noteaza aria cercului C, (A,;7r,), n € N, atunci:

lm (s1+s2+ ... +8,),

n—oo

este:

2m; 8+\/§7r; 7r+£7r; [D] 3r.

8 8

492. Andrei si-a creat propriul joc pe care l-a denumit “Labirintul”. Acesta functioneaza . -
dupa urmaéatoarea regula: jucatorul, la fiecare pas, aflandu-se in punctul de coordonate
(x,y), se mutd la punctul (z 4+ y, —y). Stiind c& porneste din punctul de coordonate
(2,2), care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

La pasul 162, jucatorul este plasat pe dreapta de ecuatie z + 2y = 0;
La pasul 2025, jucdtorul se afla in punctul de coordonate (2,2);
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La pasul 163, jucatorul este plasat pe dreapta de ecuatie = + y = 0;

@ Niciuna dintre afirmatii nu este adevarata.

493. Fie triunghiul ABC cu varfurile in punctele de coordonate A(1,2), B(—4,—1) si v »
C(2,—3), atunci coordonatele centrului sdu de greutate (notat G) sunt:

1 2 2 2 —1 _1)- 12

494. Fie triunghiul ABC cu varfurile in punctele de coordonate A(1,5), B(1,1) si C(3,1) v« 2
si fie punctele M, N, P pe [AB], [BC| respectiv [C A] astfel incadt M BN P este pétrat.
Alegeti afirmatiile adevarate

7
lungimea laturii lui MBNP este
. o 10
lungimea laturii lui M BN P este 3
4
lungimea laturii lui M BN P este 5;
@ Nu exista patrat M BN P cu proprietatile cerute.

495. Fie triunghiul ABC cu véarfurile in punctele de coordonate A(0,2), B(—1,1) si « »
C(2,-1). Atunci coordonatele ortocentrului triunghiului ABC' (notat H) sunt:

27 2 7 2 7 27
Wu(3l) Bla(-2-1) @a(i-1) Bla(-3D)

496. Fie triunghiul ABC cu varfurile in punctele de coordonate A(—1,—-3), B(0,1) si v ?
C(2,0). Coordonatele centrului cercului circumscris triunghiului ABC' (notat O) sunt:

17 1 7 1 7 17
Wo(5e):  Blo(5) Do(5-5) Do(53)

497. Fie triunghiul ABC cu véarfurile in punctele de coordonate A(2,1), B(—2,—1) gi « 7
C(2,—1). Atunci coordonatele centrului cercului inscris triunghiului ABC' (notat I)
sunt:

ATt VB2 = VB): [C] 1(1+ V5,24 VB);
B] 1(1+V5.2-V5) [D] 1(-14 5,2+ v5).

498. Fie punctele A, B si C si dreptele AB : x —2y+4 =0, BC :2x+y—2=0si v 7
CA:x+3y+4=0. Atunci:

A(-3,1), B(1,2), C(0,—2);
A(—4,0), B(1,-1), C(2,-2);

Ellts]

A(-4,0), B(0,2), C(-1,-2);
A(—4,0), B(0,2), C(2,—-2).
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499. Fie cercul de centru C(0,1), raza R = 2 si punctul A(4,2). Fie M(z,y) pe cerc v 7
astfel incat dreapta AM este tangenta la cerc. Atunci:

16 4+ 2v/13 21 + 813 16 — 2v/13 21 — 813
M( 17 ’ 17 ) M( 17 ’ 17 ’
5] M<16+1i\/ﬁ721 1§m>; ] M<161i\/ﬁ’21+1§m>'

500. Fie punctul M(z,y) si cercurile C; de centru O(0,0) si razd R = 1 si Cy de centru « 2
M i raza R = 1. Locul geometric al punctelor M pentru care cercurile C; si Co sunt
tangente este:

o dreapta; o parabola; un cerc; @ o elipsa.

501. Fie punctele A(—1,2), B(2,1) si M(x,y). Locul geometric al punctelor M pentru « 2
care triunghiul AM B este dreptunghic in M este:

o parabolg; E un cerc; o dreapta; @ o elipsa.

502. Fie punctele A(1,—-3), By(—2,a), C5(0,8), o, 8 € R si M(«,3). Locul geometric 2
al punctelor M pentru care triunghiurile AB,Cg au acelasi centru de greutate este

un cerc; o dreapta; o elipsa; @ o parabola.

503. Fie A(1,2), B(—1,0) si C(xz¢c,yc). Numarul de puncte C' pentru care aria triunghi- « 7
ului ABC este 2 este:

unul singur; o infinitate; doug; @ niciunul.

7
504. Fie segmentul [AB] cu A(Q, 5), B(xzp,yg) si punctul C(1,2) care apartine segmen- « ?

A B

tului (AB). Stiind ca C—g =0 care este valoarea (xp +24)? —yp?
1 49 5V/5-6

’ c] &+

4 1445

49 bHv5—6  6—2vV5H
5] 42, 556, 6-2V5 ] 2

4 14v5 6+2V5 3

505. In reperul cartezian Oy se consideri punctele A(—5, —1), B(2,2) si C(—4,5). Stiind .
ca punctul P este ortocentrul triunghiului ABC), care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

7 13
P se afla pe dreapta de ecuatie y = ——z — —;

3 3’
Appap =T1;
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1 119
simetricul punctului P fatd de dreapta BC' are coordonatele ( ;

[ERNERY
@ P este centrul de greutate al AABC.

506. In reperul cartezian 2Oy se considerd punctele A(4,2), B(—2,6) si C(8,—2) si G +
centrul de greutate al triunghiului AABC. Stiind ca distanta de la G la dreapta de
ecuatie y = mx + 2 este egala cu 2, iar m > 0, care este valoarea calcului 8m?

6; 14; 3; D] 2.

507. In sistemul cartezian Oy se consideri punctele A(0,4), B(2, —3), C(—3,4) si D(zp, yp)?
Stiind ca triunghiul format din centrul de greutate al triunghiului ABC), origine si D
este un triunghi isoscel si dreptunghic in O, 590 + 2 este egal cu?

x

D
[A] 3; [B] 2; [C] 4 D] 1.

Ecuatia dreptei

508. Centrul de greutate G al unui triunghi ABC' are coordonatele G(6,7), iar ecuatiile v
a doua dintre laturile sale sunt BC' : 2x — y + 1 = 0, respectiv AC : bx — Ty + 16 = 0.
Atunci ecuatia celei de-a treia laturi a triunghiului este:

AB : 8z + 13y + 49 = 0;

AB : 8z — 13y — 49 = 0;

AB : 8z — 13y + 49 = 0;
D] AB: 8z + 13y — 49 = 0.

509. Si se indice care dintre urmétoarele drepte trec prin punctul A(—1, —1) si formeazd « 7
cu dreapta de ecuatie z + 2y + 5 = 0 un unghi de 45°.

3z —y+2=0;

x+3y+4:0;
x—3y—2:0;

D] 3z+y+4=0.

510. Un paralelogram ABCD are centrul in punctul M(2,3), iar ecuatiile a doud dintre «

laturile sale sunt AB : y = 2x, respectiv AD : y = 3z — 1. Care dintre urmatoarele
afirmatii nu sunt adevarate?

Punctul N(4,7) este mijlocul segmentului [BC;
Punctul P(1,0) este mijlocul segmentului [CD];
Diagonala BD are ecuatia x +y — 5 = 0;
@ Diagonala AC are ecuatia x —y + 1 = 0.

511. In reperul cartezian xOy se dau dreptele de ecuatii x +2y—3=0,2z—3y+1=0. v 2

Dreapta care trece prin punctul comun al dreptelor date i prin originea sistemului de
coordonate are ecuatia:
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[A]y = —2u; [B]ly=-= [Cly=uq; [D] y=22.

512. Consideram ecuatiile dreptelor d; : © = 1 i d2 : y = 1 intr-un plan cu un sistem « 7
de coordonate carteziene cu originea in O. Oricare ar fi A, B, C puncte in plan astfel
incat O, A, B, C sunt varfurile unui patrat avand una dintre diagonale [AB] cu A € d;
si B € dy, avem:

Ced,unded:z—y=0;
Distanta dintre A si B este cel putin egala cu v/2;
Ced,unded:z+y=2;
@ Aria patratului determinat de O, A, B, C' este cel putin egala cu 1.
513. Varfurile unui triunghi dreptunghic ABCa sunt date de punctele A (a,0), B (0,b) « 2

si C(0,0), unde a,b > 0 si a # b. Desenand patrate pe catete, obtinem figura atagata.
Alegeti fiecare afirmatie corecta:

F B(0,b)

M

G

Inltimea din vérful C al triunghiului ABCx are ecuatia az — by = 0;
ab? a®b ]
a?+ab+b2"a2+ab+5b2)’

Segmentele AF' gi BE se intersecteaza in punctul M (

inél‘gimea din varful C al triunghiului ABCA trece prin intersectia segmentelor
AF si BE;

a?b?

Aria triunghiului AMCp este A = ————————.

D] & A 2 (a2 + ab + b?)

514. Fie dreapta d; de ecuatie x +y — 4 = 0. Dreapta d este mediatoarea segmentului « 7
format de intersectiile dreptei d; cu axele Ox si Oy. Consideram punctul A, un punct
variabil pe dreapta d, si punctul B proiectia sa pe dreapta de ecuatie y = 3z. In acest
caz, mijlocul segmentului AB apartine dreptei de ecuatie:

95



Geometrie Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

y=§m; y=%x; y—§x=0. @x—%y=0;

—Txr+ 3y < -2
515. Fie sistemul de inecuatii { = 4+ 2y < 10 . Aria multimii punctelor din plan a + 7
—bx+ Ty > —16

caror coordonate verifica sistemul este:
13; 9; 17; D] 15.

516. Fie dreapta d; de ecuatie y = bz — 2 si d dreapta mediatoare a segmentului format
de intersectiile dreptei d; cu axele Oz si Oy, intersectia acestora notandu-se cu M.

5
Stiind ca dreapta d se intersecteaza cu dreapta de ecuatie y = 5:10 — 4 1n punctul A si

dreapta d; se intersecteazi cu aceeasi dreapta in punctul B’, care este aria triunghiului
MAB'?

3075 2075 2075; (D] 2200.

189’ 189’

517. Se considers dreapta d : 4z + /3y + 5v/2 = 0. Numim puncte super acele puncte
de pe dreapta d a caror distantda pana la origine este un numar natural. Care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

nu exista puncte super in cadranul exista 3 puncte super in cadranul IIT;
I1T;

exista 2 puncte super in cadranul I1T; @ exista 5 puncte super in cadranul I1I.

518. Fie P multimea tuturor punctelor din plan. Pentru o dreapta oarecare de ecuatie
d:ax+by+c=0,a >0, definim functia

—1 ,dacaax+by+c<0
fa: P —{-1,0,1}, fa(M(z,y)) =40 ,daci az+by+c=0
1 ,daca ax +by+c>0

Fie punctele A(1,3), B(2,4),C(3,—1). Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

faB(G)fc(G)foa(G) > 0, unde G este centrul de greutate al AABC;
)

fap(C) + fec(A) = 0;

fap(X) = 0, VX € P cu proprietatea cd Ja € R astfel incat X((1 — o)z, +
azy, (1 —a)ya + ay);

D] M(zy,ya) € MtABC < fap(M)fac(M)fpc(M) < 0.

519. Ecuatia locului geometric al punctelor din plan egal departate de punctul O(0,0) si
de dreapta d : x = 1 este:
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2 . ) 2 2
We=0 Blv=s-n [@.-vol ply=Tr

520. Ecuatia 22 + 42y — 5y = 0 reprezints: v ?

originea planului O(0, 0);

reuniunea a doua drepte paralele;

reuniunea a doud drepte concurente in O(0,0);
@ ecuatia unei drepte.

521. Fie punctele A(3,4) si B(—1,7). Locul geometric al punctelor M din plan, ce v 7
satisfac ecuatia MA? — M B? = 4 este:

29
punctul de coordonate (0, 6);

o dreapta paralela cu dreapta AB;

un cerc;

@ o dreaptéa perpendiculara pe dreapta AB.

Paralelism. Perpendicularitate

522. Intr-un reper cartezian ortonormat se dau punctele A(6,0), B(0,4) si C(1,5). v ?
Dreapta AC intersecteaza axa Oy in punctul E, iar dreapta BC' intersecteaza axa Ox
in punctul F. Fie M, N si P mijloacele segmentelor AB, OC si respectiv EF. Care
dintre urmaéatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] AC 1 Bc; [C] MN : 245y —13=0;
P(3,-2); @ M, N, P sunt coliniare.

523. Se da dreapta de ecuatie d : y = -z + 1. Care dintre urmatoarele drepte d’ este .~ 7

paralela cu dreapta data si se afla la distanta 3 de aceasta?

d’:3y:4x—|—18; d’:3y:4x—12;
[B] & : 3y = 4z + 12; D] d : 3y = 4z — 18,

524. Se di un tringhi ABC cu varfurile A(1,0), C(3,—2) si G(2,1) centrul de greutate « 7
al triunghiului. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

B(2,5);
Aria triunghiului ABC este egala cu 12;
Distanta de la punctul B la latura AC este 3v/2;
@ Mediana din varful B este perpendiculara pe axa Ozx.
525. Fie dreptele d; si do de ecuatii: x —3y+1=0gi 3x +y+ 2 =0, a un numar real + 7

si P punctul de coordonate (0,a). Punctul P este egal departat de dreptele d; si da,
dacéa a ia valoarea:
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1 . 1 3
x " 5 D] 5

526. Consideram ecuatia dreptei d : x —y = 1 si punctele A(—1,0) si B(1,2). Oricare ar « ?
fi M € d, notam cu sp; suma lungimilor segmentelor [AM] si [BM]. Atunci:
VMed:sMZﬂ—&—Z; VMEd:sMZ\@—&—\/lO;

(Bl VM ed: sy <v2+4; (D] 3M € d astfel incat sy = V2 + 2.

527. Fie A(1,a), B(b,1), ,¢) si D(d,—1) puncte Intr-un sistem de coordonate . °
1

C(-1
cartezian astfel incat a,d € (0,1) si b,c € (—1,0). Dacd S este aria patrulaterului
ABCD, atunci:

S € [2,4); [B] S e (2,4); Se4,3v2; [D]Se@3v2).

528. Se considera triunghiul ABC si M, N, P mijloacele laturilor sale [BC], [C'A] respec- « 7
tiv [AB]. Fata de un reper cartezian ortonormat al planului siu, varfurile triunghiului

ABC' au coordonatele A(—4,1), B(=7,4), C(0,5).

Triunghiul ABC este dreptunghic si m(A\) = 90°;

Triunghiul ABC si triunghiul M N P au acelasi centru de greutat;
Triunghiul ABC si triunghiul M N P au acelasi ortocentru;

@ Centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor ABC' si M N P coincid.

529. Se considera triunghiul ABC si D, E, F mijloacele laturilor sale [BC], [C'A] respec- « ?

tiv [AB]. Fata de un reper cartezian ortonormat al planului siu, varfurile triunghiului
ABC au coordonatele A(—2,—1), B(2,3),C(4,0).

[A] |ABJ2 = |CAP? + |CB? sau |BC|? = |ABJ? + |AC|? sau |CAJ? = |BA|? + | BC|?;

Aria triunghiului DEF' este jumétate din produsul lungimilor a doua dintre la-
turile sale;

|EF|-dist(A, BC) = |FD| - dist(B, CA) = |DE| - dist(C, AB) = 10;

5
@ Aaare = Aarep = Aaepc = Aaper = 7

530. Relativ la un reper cartezian ortonormat al planului, se considera punctele A(7,5), v 2
B(9,1). Mediatoarea segmentului [AB] este d : © — 2y = 2. Notém cu C multimea

tuturor cercurilor avand centrul pe dreapta d, si care trec prin A si B. Care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Exista in C un cerc cu aria interioara egala cu 7.
Exista In C un cerc cu aria interioara egala cu 17.
Exista in C un cerc care intersecteaza fiecare axa de coordonate in exact un punct.

@ Pentru punctul D(3,3), cercul circumscris triunghiului ABD se afla in C.

531. Perpendiculara din origine pe dreapta d intersecteaza aceasta dreapta in punctul « 7
P(3,6). Ecuatia dreptei d este:
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3r+4y—7 = 0; 2z —y+7=0; 2r4+4y—3=0; [D]a+2y—15=0.

532. Ecuatia 1222 — 12y? — 102y — x + 34y — 20 = 0 reprezinta: V7

un punct din plan;
reuniunea a doua drepte perpendiculare;

reuniunea a doua drepte paralele;

@ o dreapta.

Concurenta dreptelor

533. Specificati care dintre urmatoarele conditii implica faptul ca dreptele: dy : ax+by+ « 7
c=0,dy:bx+cy+a=05gids:cx+ ay+b=0 sunt concurente, a,b, c fiind numere
reale nenule si distincte doua cate doua:

a—|—b—|—c=0; a3+b3+c3=3abc;

a2+b2+02:ab—|—bc+ca; @a2+b2+02:2(ab+bc+ca).

534. Fiedreptele dy : 20 —3y+1=0,dy: —x —4y+5=0sid3: Tx —6y+a=0,acR. v 7
Pentru ce valoare a lui « cele trei drepte sunt concurente?

L 3; —1; @ alta varianta.
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Aplicatii geometrice

535. Daca r si R sunt razele cercului inscris, respectiv cercului circumscris, unui triunghi . 7
care are lungimile laturilor 3, 4 si 5, atunci:

2R:5r; 2R7’:5; R+T:Rr; @T<R<2T.

536. Daca x este lungimea laturii unui patrat care are varfurile pe laturile unui triunghi + 7
cu lungimile 3, 4 si 5. S& se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevéarate.

50 35 60 12 60
we{ﬁaﬁaﬁ} 1’6{772>§}3
B)ee {2519, D] e e {2290}

737

537. Fie ABC un triunghi nedegenerat astfel incat lungimea segmentului [BC] este v/3, v 7

masura unghiului B este 60° si lungimea razei cercului circumscris AABC' este 1.
Care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate?

aria AABC este 3\2/3'

perimetrul AABC este 3v/3;
AABC este echilateral;

3
@ lungimea razei cercului inscris AABC' este i

538. Fie triunghiul ABC, ale carui laturi au lungimile BC' = 6, CA = 10, AB = 8. Fie « 7
I centrul cercului inscris in triunghiul ABC si fie r raza cercului inscris. Sa se indice
care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
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Triunghiul este ascutitunghic; A[ABIC] = 6;
A[AAIB] 3
Lungimea inaltimii din A este 4; @ A[AAIC]) — 5

539. Stiind ca unghiurile triunghiului AABC formeaza in ordinea alfabeticd o progresie
T
aritmetica cu ratia r € (O, g) fixata arbitrar, ce este valoarea expresiei trigonometrice
a c
— -sin (2v) + — - sin (2c) ,
® sin (29) +  -sin (20)

—

unde a > 0 si ¢ > 0 denota lungimea laturii opuse ungiurilor « = BAC =

respectiv v = ACB?

3 L 23 2
A V2 8] 3 p o] 2

-,

il
3

540. In triunghiul MNP avem m(M) = % si sin N 4+ cos N = sin P + cos P. Atunci,
triunghiul M N P este:

dreptunghic; dreptunghic isoscel;

echilateral; @ nu exista un astfel de triunghi.

1 2v6
5 5
dreapta y = 3z + 1, care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

541. Se considera punctul P . Stiind c& punctul P’ este simetricul sdu fata de

P € afla pe cercul trigonometric; P nu se afla pe cercul trigonometric;
P’ nu se afla pe cercul trigonometric; @ rp < 2.

1 3 . o
542. Punctul M 2 g situat pe cercul trigonometric se roteste in sens orar in jurul

originii cu 90°. Fie zp; si ypr coordonatele sale dupa exact o rotire. Valoarea expresiei
M - YmM! este:

V3 V3 _L 1
AL v, 7 BIgs
543. Fie triunghiul ABC cu laturile a, b, ¢. Stiind c& unghiurile A, B, C sunt in progresie

1
aritmetica, a +b+c = 3v/2+2v/3+ /6 si sin A +sin B+sin C' = Z(CH—ZH—C)’ valoarea

lui cos C este:
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Al 1; 3 2 1
Al % %% o] 3

544. Fie triunghiul ABC cu tg A = 3 si tg B = 2. Atunci sin C este egal cu: v ?

Al L V2 C| 0; 1
5] 2 0] 5

C
545. Fie triunghiul ABC in care are loc relatia sin Asin B = cos? —. Fie a, b, ¢ lungimile « 7

laturilor triunghiului. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

a:b; a2—|—62:c2; a:b:c; @ZC:a—i—b.

n 1 .
546. Fie un sir de triunghiuri (AA, B, Cy)nen. Stiind ca Vn € N, In _ ,unde rp, si v 7

R, 20
R,, sunt raza cercului Inscris, respectiv circumscris triunghiului A, B, C,,, care dintre
urmatoarele afirmatii sunt corecte:

An . BTL . CTL . . ATL . BTL . CTL
lim 2”sin751n7sm— = o0 lim 2”51n781n7sm— e Q;

n—00 2 n— 00 2
An . By, . Oy . An . By . Oy
lim sin — sin — sin — = 1; @ lim sin — sin — sin — = 0.

547. Fie triunghiul AABC cu laturile a,b,c. Daci a? + b*> = xc?, atunci multimea + »
valorilor lui z este:

[1,00); (;oo> {1}; [D] (0,00).

A+ sin C
548. Daca in triunghiul ABC are loc relatia w = ctg —, atunci: v ?
’ sin B 2
NABC isoscel; ANABC dreptunghic in B;
AABC dreptunghic in A sau C, @ niciuna dintre variantele anterioare.

549. In triunghiul ABC' are loc relatia acos B + bcosC' + ccos A = p, unde a,b,c sunt « 7
lungimile laturilor triunghiului, A, B,C sunt unghiurile, iar p este semiperimetrul.
Triunghiul ABC este:

degenerat; dreptunghic; oarecare; @ isoscel.

550. Fie triunghiul ABC in care sin® A+sin? B = sin? C. Care dintre urmatoarele afimatii +
sunt adevarate?
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Triunghiul ABC este isoscel; Triunghiul ABC este dreptunghic;
Triunghiul ABC este obtuzunghic; @ Triunghiul ABC este echilateral.

Calcul de arii si puncte

551. In triunghiul ABC' consideram M, N, P mijloacele laturilor BC', AC, respectiv 7
AB. Fie @ centrul de greutate al triunghiului M NP si K mijlocul segmentului M P.
Sa se indice care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate.

punctele B, K, ) sunt coliniare; A[APMN] _ 1
A[AABC] 3’
_ A[AABC] KQ 1

552. Notam cu H ortocentrul triunghiului ABC' si cu D piciorul inaltimii duse din varful « »
A pe latura BC'. Care dintre urmatoarele afirmatii nu sunt adevarate?

D este ortocentrul triunghiului BHC;
C este ortocentrul triunghiului BDA;
A este ortocentrul triunghiului BHC,
@ daca D = C, atunci punctele A, H si B sunt coliniare.

553. Pe un cerc de centru O si raza R > 0 se iau 12 puncte echidistante Aq, As, ..., A12, v 7
in aceasta ordine. Sa se indice care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt

adevarate.
R? R*(V3 -1
AlAgAgA12A1] = 57 A[AgAg A1 A1) = %;
4+2 V2+6
d(Al, A6A7) =R 2 5 @ d(Al, A6A7) =R T

554. Fie triunghiul ABC cu lungimile laturilor a, b, c¢. Stiind ca produsul bc este constant, « 7
in care dintre urmatoarele cazuri ABC are aria maxima?

ABC isoscel; ABC' dreptunghic;
ABC echilateral, @ ABC degenerat.

1
555. Fie triunghiul ABC dreptunghic in A. Daca BC = 6 si tgC = > atunci aria lui « 7
ABC este:

7 36 6; 374

5’ )

556. Fie triunghiul ascutitunghic ABC si fie H ortocentrul triunghiului. Stiind ca BC = « 7

4
6 sicos A = 5 lungimea lui AH este:
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[A] 7; g; (] 4; D] 8.

. 5
557. Fie triunghiul ABC inscris intr-un cerc de raz& R = 2. Stiind c& m(A) = l—g si v

m(B) = %’ aria triunghiului ABC este:

[A] VB+ V2 [B] 3+ v3; [C] 1+ V5; [D] 6.

Formule si ecuatii trigonometrice

558. Fie ecuatia cos 2t = sint data pe intervalul [0, 27]. S& se indice care dintre urmé&toarele,
afirmatii sunt adevarate.

Ecuatia nu are nici o solutie; Ecuatia are trei solutii;
Ecuatia are doua solutii; @ Ecuatia are patru solutii;

559. Fie functia f : R — R, f(z) = 2cos® 2 + 11sin? z — 6. Valoarea minimi a functiei . »
este:

80 81 81 80
5 Bl 5 5

5
560. Fie x € (0, g) si o, 8 € Z* astfel incat logg,2c , cosx + log e, SinT = o=
e

sin®z = cos® z. S& se indice care dintre urmitoarele variante reprezinti perechile
(a, B), pentru orice x solutie a ecuatiei.

(2,1); (1,2); (1,3); (D] (0,0).

T
561. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate pentru orice z € (5, 77)? V7
sin 2z < 0; sin 2x — 2sinzx < 0;
2sinx < sinz + cosx; @ sin2x + 2sinx < 0.
562. Numdrul de solutii pentru care tgx = sinz, pentru = € [0, 27] este: v ?

[A] 0; [B] 1; [c] 2 D] 3.

3
563. Dacii sin A +sin® A = 3 si v ?

a-cos® A+b-cos® A+c-cos* A+d-cos>? A+e=0,

atunci care dintre urmatoarele afirmatii pot fi adevarate?
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a 8’
b d 17
a+g—86=—107

a+b+2c:E'
16e — 4d 21’
@a+b+2c 3
16e — 4d 20°

564. Fie numerele x,y € (07 g), astfel incat (sinx + 3cosy)? + (cosx — 3siny)? = 10.

Stabiliti care dintre urmatoarele afirmatii pot fi adevarate.

T = 2y;
sin(x — 2y) = 0;

sin(x —y) = 0;
@ T =uy.

565. Pe intervalul [0, g] , ecuatia sinz + sin 3z + sin 5z + sin 7z = 0 are:

0 solutii;

o solutie;

2 solutii; @ 3 solutii.

566. Considerim ecuatia —sindz — sin2z = cos®x + sin?3z.  Stabiliti care dintre
urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

T . -
v este o solutie a ecuatiei;

Nu exista solutii in intervalul [

iy 7T:|_
3720

Solutiile ecuatiei verifica cos 8z = 1;

@ In intervalul [0, 27] exist 6 solutii ale
ecuatiei.

4

567. Fie z, y astfel incat cos” x + sin'®z = 1. Atunci expresia sinz + cosz ia toate

valorile din multimea:
{0};

V2 V2
{_17_7a771}

83w 427

568. Fie = € ( ) cu proprietatea ca sinbr = —

107 5
afirmatii sunt adevarate?

cosbr = %;
E cosbx € <;,;),

{- 1,—%,0,%,1};
D] {-1,1}.

5 . o
T care dintre urmatoarele

tgx<0;

161
@ cos10x = ,i.
289

. ™ NP o . .
569. Fie x € (0, 5) astfel incat sinz < cosz. Daca se cunoaste sin 2z = m, care dintre . 7

urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate?

2

[A] cosa =4/ 25"
I+ VI—mE
[B] tgr = —————

sinz — 1+vli-m* W;

2m
(D] sin?e = 1= VL=m
oo
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570. Fie x o solutie a ecuatiei 3 cos? 2z — 4 cos 2x = 0. Care dintre urméitoarele afirmatii + »

au loc?
ke Z};

|sinz| = |cosz; ve { (2161-1)77
%EZ; @|sinx|<%.

571. Fie ecuatia sin 2 —cos 2+ v/3(sinz +cos ) = 14 /3 si a o solutie a acesteia. Atunci +
sin a poate lua valoarea:

1
e /3 D)1
5

2 )

572. Care din urmitoarele multimi contin solutii ale ecuatiei sin®(2z) + sin®(3z) = + 7
sin? z + sin®(4x)?

{ (3k —;)— 2)w
(4k + )7
{5

keZ}; {kn|k € Z};
keZ}; @{kg keZ}.

573. Solutiile ecuatiei (1 — cos 2x) - ctgr = 5sinx — 2tgx care se afld in intervalul [0, 107] « 2
au suma:

55; 557 + g; 1057 — g; D] 1057

574. Daca z,y € (O,g) astfel incat sin(z +y) < /sin2zsin2y, atunci care dintre v ?

urmatoarele afirmatii pot fi adevarate?

x:y; ;U:stauy:Qx;
x_yZZQ @sinm+siny>\/§.

575. Numarul solutiilor ecuatiei sin z - sin 5z + cos 6x = ctgz, care se gasesc 1n intervalul « 7
[—27, 27] este:

4; 15 24: D] 9.

sin (a +b) - cos (a — b)

576. Pentrua,b ¢ {kﬂ' + g‘ ke Z}U{ krm|k € Z}, expresia E(a,b) = 4-

este egala cu:

sin 2a - sin 2b

tga — tgb + ctga — ctgb; —tga + tgb — ctga + ctgb;
tga + tgb + ctga + ctgb; @ tga + tgb — ctga — ctgb;
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577. Daca sina si cos 3b sunt solutiile ecuatiei 222 — (2 ++/3)z + /3 = 0, atunci pot avea v
loc urmatoarele:

a:b; be{ngkw‘keZ};
[Blae{F +2mr|kez}; (D] a=3b.

578. Solutiile ecuatiei tgz - (1 + tgx) = 10 — 8 - ctgx apartin urmatoarelor multimi: V7

{% + k‘ﬂ" keZ}; {—arctgd + kw‘ keZ};
{g + kw‘ keZ}; @ {arctg2 + 214:71" keZ}.

579. Se considera inecuatia sin4z < - Sa se indice care dintre afirmatiile urmatoare + 2

sunt adevarate.

k k
lfz<x<l+i,undekez;

2 3 12 2

krm 7w T km

Mt 2o 7
s gy <T< gty undekeZ

x poate lua valoarea 1;

3T
@ x poate lua valoarea 5

580. Care dintre urmatoarele egalitati sunt adevarate? v ?

mt) = Y2 1 _4
tg (arcsm\/g) =5 tg <2arctg2) =3

arcsin(sin7) = 2w — 7, @ arccos(sind) =4 — 7.

3
581. Valoarea expresiei sin (2 arcsin 5) este: v ?

24 4 3 4

582. Daca x € (O7 g), atunci care dintre urmatoarele egalitati sunt adevarate? v ?
V14sinz — V1 —sinz = sing; V14sinz — V1 —sinz = cosg;
V14sinz — V1 —sinz = 2sing; @ V1+4sinz — V1 —sinz = 20085.

12 + 4822 sin’

583. Valoarea minima a expresiei -
T-sinx

decat:

, pentru 0 < x < 7 este mai mica v 7
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48; 12; 64; D] 72.

Problemele 584. si 585. se refera la expresia rsinx + tcosz, x,r,t € R.

584. Care este valoarea maxima a expresiei?
1; Ve 2vrt + 14 @ V2 + 12,

™ . . o ..
585. Pentru z = 3 in care caz se obtine valoarea maxima a expresiei?

r=\/§t; Tt:l; T:t—'_l; @rzgt.

586. Fie expresia S = 16 cos6°-cos42°-cos 66°-cos 78°. Care dintre urméatoarele afirmatii
sunt adevarate?

[A] 5 =-1; B] =1 [C] s =4 D] 5=8.

587. Stiind ca sinx + cosy = 1 si cos2x — cos2y = 1, care dintre urmétoarele afirmatii
sunt adevarate?

x:(—l)m%—kmw,meZ; y::l:g+2n7r,n€Z;

- @ niciuna dintre afirmatii nu este
m v v
x=(-1) 3 +mm,m € Z; adevarata.

Reducere la primul cadran

588. Fie S = tg(1°)-tg(2°) - tg(3°) ... tg(89°). S este egal cu:
0; L %; D] i;

589. Care dinte urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
sin (31-) g ; cos (T)
E sin (Z)Zr) —g ; @ cos (T)
590. Care dinte urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

sin(2) < 0; sin(2) > 0; sin(4) < 0; @ sin(6) < 0.

ol

“l%

591. Care dinte urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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sin <1?(;7r) = %5 sin (7;-) = ?;

E sin <12W> = —3; @ sin <737r) = %
592. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

cos (T) = g; Cos (5;) =Y

cos (T) = —g; @ cos (5;) =1.

m 2
593. Stiind ca x € (O, 5) sisinx = 3 care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate?

sin(r — x) = =; sin(r + ) = ;;
sin(ﬂ—x)z—gg @ sin(27r—x):—§.

[SSI )

2m
594. Fier € (0, 3). Atunci punctele A, B, C' de pe cercul trigonometric, extremitatile

.. ™ 7T A . c .
arcelor de lungimi z, x + —, x + —, sunt varfurile unui triunghi:

3 3
isoscel; dreptunghic;
echilateral; @ nu se poate determina.
595. Pentru x € [07 g} se d& ecuatia: |sinx + cosz| = |sinz| 4+ | cos z|. Solutia ecuatiei

este:

CCE[O,%}; xE[O,Z]; xE[O,g}; @xe{o,g]

3m 3
596. Stiind ca z apartine intervalului [w, 2] si sinx = —p care dintre urmatoarele

afirmatii sunt adevarate?

sin(x — ) = %; sin(2r — x) =
sin(x — ) = %3; @ sin(2m + x) =

3

o i

597. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?
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L\DM—*

cos(240°) = —%; cos(240°) =
c0s(240°) = ——; @ cos(240°) =

ol%
%

598. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
11 2 5 5
sin77r>o; sin§>o; sin§>0; @Sing<0.

599. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

cos(5) > 0; cos(b) < 0; cos(V/8) > 0; @ cos(V8) < 0.
. 3 us . o .. <
600. Pentru sinx = 5 T € (5, W), care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
24 24 3 3
sin 2z = ——; E sin2x = —; tgr = ——; @ tgr = —.
25 25 4 4
601. Daca cosz = —% siz € (7r, 3;), atunci:
sinx =
E sinx = —

NG

] 2v24

sin 2z = 77,

@ sin 2z = L

”\ﬁ
g

602. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

13
tl_\[ COSBJZQ'

6 27
B] g7 = L, cos BT _ _ L

603. Care dintre urmétoarele afirmatii sunt adevarate?

cos169° < 0;  |B] cos169° > 0; c0s220° < 0;  [D] cos324° > 0.

604. Care sunt functiile f : R — R care satisfac proprietatea

2f(z) + 7f(mr —z) =8sinx ?
f(x):gsinx; f(x):fgsinx;
f(:z:):gsinx; @ f(z :fcosx

605. Care sunt functiile f : R — R care satisfac proprietatea:

5f(z)+ f(2mr — ) =8cosx ?
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f(m):—gcosx; f(m):—gcosx;
f(x)z%cosx; @ f(ac)z%cosx.

606. Care sunt functiile f : R — R care satisfac proprietatea: v ?

f@r+xz)+4f(2r —x) =5cosx ?
f(z) = cos; f(at):—écosx;
f(x):%cosx; @ f(x):%cosx.

607. Fie T > 0 mai mic numir pentru care cos(3z) = cos(3z + T),Vz € R. Atunci T' v »
este:

g; 2 5 @ 2.

3 b

608. Se considera expresia F(z) = cosx + sin(2z). Atunci cel mai mic numar 7" > 0 v 2
pentru care E(x) = E(z +T),Vz € R este:

i Bl m 2m; D] 4r.

27

Sume si produse trigonometrice

609. Fie a,b astfel incat a = b+ g sin € N* n > 2. Care este rezultatul calculului v ?

n

S = Z sin(a + k) cos(b+ k) — Z sin(b + k) cos(a + k) ?
k=0 k=0

0; g; n; @n—Fl.

3. . . .
610. Daca z1 si z2 sunt solutiile ecuatiei sinz + cosx = \/; in intervalul [0, 7] si se stie « 2

o . . 21
ca xr1 > Ty, atunci valoarea raportului — este:
T2

5 2; 6; [D] 4.
611. Daci S,, = sin(x) cos((n—1)x)+sin(2z) cos((n—2)x)+- - -+sin((n—1)x) cos(x), atunciz/ 2

Sp = L_l sin(nx); Sp = L_l sin((n — 1)x);
E Shn sm (nx); @ Shn n—1 sin(nx).
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49
612. Valoarea expresiei H ctg(k®) este:
k=41
: : L of

613. Valoarea expresiei 16sin(10°)sin(30°)sin(50°) sin(70°) este:
. 1 1 1
L 9 1 D] 3
614. Care este rezultatul produsului
sin(—100°) - sin(—99°) - ... - sin(99°) - sin(100°) ?
0; —1;
1; @ Nu este definit.

615. Care este rezultatul sumei

tg(1°) + tg(2°) + tg(3°) + ... + tg(89°) + tg(91°) + ... 4+ tg(179°) ?

I; 0; §5 D] é
616. Fie P = tg(1°) - tg(2°) - tg(3°) - ... - tg(89°). Valoarea lui P este:
I; 0; g; D] %
617. Care este rezultatul sumei:
sin (%) +sin’ (3;7) + sin® (58”> + sin® (?) ?
3, 3. 0; D] 3.

2’ 4’

618. Care este rezultatul sumei

S =sinz+sin2x +sin3x +...+sinnz ?

sinx

. n+1 . n+1
sin (23:) sin (2x>
RN ey Bl —w
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Cnay . [t 1)z i (1
S(J(()Zl) @sm@ffn)

2

619. Valoarea expresiei 16 cos 20° cos 40° cos 60° cos 80° este:

[A] 1; [B] o %; D] 4.

620. Valoarea expresiei S = sin1° + sin2° +sin3° + - - - + sin 360° este:

1; 0; 1 D] -1.

V3
inl10° cos10°

2 4; %; D] -4.

este:

621. Valoarea expresiei
s

622. Expresia cosx + sinz se poate simplifica in forma:

\/5003(33—%>; \/ﬁcos(x—g);
\/ﬁcos(aH-%); @\/5008(334—%).

623. Care este valoarea expresiei
sin3 (E) + 3sin® (E) + 32 sin® (i) 443" sin® (i> ?
3 9 3n
1 (3” sin (i) — sin:z:>' 1 (3” sin (£> — sin:z:)'
4 3n ’ 8 3" ’
1 1
1 (3" sin (3ng—1> - sinx); @ 1 (3(n — 1) sin (3%) - sin:z:).

624. Expresia cosz — V3sina se poate simplifica in forma:

2cos<m+g); 2005(95—%); 2(:05(:1:—&—%); @2005(95—%).

625. Val iei cos = - cos = (I ) £
. Valoarea expresiei cos — - cos — -...-cos [ — ) este:
P 2 %% on
sinx sinx
—— oy
2™ sin (—) 2n—1gin (—)
2n 2n
cosS ) sinx
7’ - 7 N .
2™ cos <£> 27 sin (L>
2n 2n—1
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626. Valoarea expresiei cosx - cos2x - ... - CcOs (2"_11‘) este: v ?
sin(2"x) sin(2"~1z) sin(2"x) sin(2""1z)
Al ————=; _— Cl| ————; —_—
27 sinx 2nsing 2n—lging @ 2n—lgsing
627. Numarul solutiilor ecuatiei trigonometrice v ?

COS T - cos 2x - cos 4x - cos 8x =

16sinx

din [—2m, 27| este:

5 12, 1o D]
628. Fie ecuatia cos? x + cos? 2z = 1. Suma solutiilor distincte ale ecuatiei in [0, 7] este: +

g; E ; 3 @ 2.

2 b
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629. Fie v 7
2z 3

1 2], zeR.
0 3

Daca det(A(x)) = 16, atunci valoarea lui x poate fi:

~1; 1; 2; D] —2.

630. In rombul ABCD fie A(1,3) si C(3,—2) doud vérfuri opuse. Ecuatia diagonalei « -
BD este:

[A] 42 — 10y +1=0; [C] 102 + 4y — 22 = 0;
[B] 42 — 10y —3 =0; (D] 102 + 4y + 5 =0.

631. Consideram polinomul P(X) = X3 —aX? —3X +a%+2, unde a este un parametru +
real. Suma tuturor valorilor posibile ale lui a pentru care P(3) = 0 este:

8; 9; 20; D] —20.

632. Pentru numerele reale =,y # 0 definim expresia v 7

THhY =

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Daca xz xy = 0, atunci « = y; Exista x,y € R* pentru care x xy #
Y *x;

5
x*yeR*,oricarearﬁx,yeR*; @1*(2*3):§~
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633. Dacd pentru numerele reale a,b € (0,1) avem log, b > log, a, atunci: v ?

logab>0; logba<0; a>b; @b>a.

4
634. Daca z € (77, 271-) si cosz = 5 atunci valoarea expresiei sin(2x) este: V7
24 24 7 7
Al ——; —; Cl| —=; —.
25’ 25’ 25’ 25

635. Fie ¢ g1 j versorii unui sistem cartezian i m un numar real. Unghiul format de . 7
vectorii @ =i — 35 si ¥ = mi + j este ascutit, daca:

ﬁ-17<0; ﬁ~17>0; m>3; @m<3.

636. Coeficientul termenului  In dezvoltarea binomului v ?

3 \6
(v 5z)
este:
1080; 2160; 3240; (D] 4320.
637. Fie f:[—2,2] — R, functia definitd prin v ?
23, dacd x €[0,1],
fla) = ey
0, dacdx € [-2,2]\][0,1].
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
f este continud pe [—2,2];

f este derivabila in punctul 0;

f este impara;
2
1

@ f este integrabild pe [—2,2] si /f(:lc) dr = T
2

638. Se considers functia f : (0,00) — R, definitd prin f(z) = Inz — In*z, Yz > 0. + °
Punctul in care tangenta la graficul lui f este paraleld cu axa Ox are abscisa:

1 . 1
> €2 Z D] e

1—cosx
639. Valoarea limitei lim ——— este: v ?

z—=0 gin“x
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1 1 0; @ 00.

2’ 2’

640. Se considerd multimea A = {p € R | lirrbmparctgx € (0,00)}. Care dintre v ?
z—

x>0
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Multimea A este finité;
Multimea A este infinita; @

641. Fie v ?
1 2 2 0
RN
Daca X € M3(R) este o matrice astfel incat AX — X B = 41, atunci suma tuturor
elementelor matricei X este:

1; 2; 3; @0.

A=10
ACQ.

N

642. Daci pentru numaérul complex z avem (2 +4)z + (1 — 3i)zZ = 2 — 3i, atunci |z| este v 7
egal cu:

V2; V5; 3; [D] 2v2.

643. Se dau punctele A(2,0), B(—2,2) si dreaptad : z+y—3 = 0. Daca C este un punct « 2
de pe dreapta d pentru care aria triunghiului ABC' este egald cu 2, atunci produsul
coordonatelor lui C' poate fi:

~18; -8 —2: D] 2.

644. In triunghiul ABC, fie laturile BC = /37, AC = 7, AB = 4 si R raza cercului v 2

circumscris triunghiului. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] A=30° [B] A=60° R:\/m_ @R:@'

3 )

2
645. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N astfel incat B—J\Z/ = SB? si m = v

1
Iﬁ Daca notam cu G centrul de greutate al triunghiului ABC, atunci care dintre

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
ﬁ:%ﬁjul—l?ﬁ; W:gﬁ—l—%ﬁ;
1 1
m = gﬁ - ZR" @ punctele M, N, G sunt coliniare.

646. Cate numere reale din intervalul [0, 27] satisfac ecuatia tg = + sin 2z = 3sinz? v?
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2; 3; 4; @5.

647. Capetele ipotenuzei unui triunghi dreptunghic ABC' sunt punctele A si B. Punctul 7
A are coordonatele (2,—2) si B are ordonata 4. Ecuatia uneia dintre catete este
x +y = 10. Lungimea catetei BC este:

[A] 2; [B] V3 [c] vz D] 1.

648. Fie [ : [0, g} — R functia definitd prin f(z) = sinx — e, Va € [0, g} Care v 7

dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f este strict monotona pe intervalul [0, g},

f este concava pe intervalul [0, g},

Pentru orice x € [0, g] are loc inegalitatea f(z) > 0;

@ Ecuatia f(z) = 0 are exact o solutie in intervalul [0, g}

este: v 7

dx
x\/4—ln2x
T T T
oL 3 o D] In Z.

649. Valoarea integralei /
1

650. Fie (gn)n>1 0 progresie geometricd astfel incat go + g4 = 10 81 g1 + g2 + g3 = 7.
Valoarea termenului g3 este:

2; 4; 8; D] 16.

arctgx

dz. Valoarea limitei + 2

a
651. Pentru fiecare numar real a > 1 se noteaza I(a) = / >
x

1

alin;o I(a) este:

%+2ln2; %—ln\@; Z+ln\/§; @ngan

ooy
652. Valoarea limitei lim YL V2 v

1; 2; 3; @oo

este: v 7
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x
653. Fie A(z) = (0
x

O = 8

3
2|, unde z € R. Daca det(A(z)) = 6, atunci valoarea lui x v 7
2

poate fi

—2; 2; 7; D] 1.

654. Centrul de simetrie al patratului ABC'D este punctul M (1,1). Varful B are coor- . 2
donatele (3,2). Ecuatia diagonalei AC' este

[A] 22—y—1=0; [B]22+y-3=0; [Cla+2y—1=0; [D]z—2y+1=0.

655. Consideram polinomul P(X) = X3 +aX? —5X +a? — 3, unde a este un parametru +
real. Suma tuturor valorilor posibile ale lui a pentru care P(2) = 0 este

—6; —4; 4; D] 6.

656. Pentru numerele reale z,y # 0 definim expresia v ?
r+1 y+1
TxYy = + —.
Y x

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
xxy € R*, oricare ar fi z,y € R*;

T xy =1y~*x, oricare ar fi x,y € R*;

1% (2%3) = %;

@ Exista e € R* astfel incat x x e = x, oricare ar i z € R*.

657. Daca pentru numerele reale a,b € (0,1) avem ab > b®, atunci v ?
lna<lnb; 1r17a>¥; a>b; @b>a.
a

5 3
658. Dacaz € (g,ﬂ) siy € (0, g), iar sinx = 3 sisiny = R atunci valoarea expresiei + 7

cos(z + y) este:

33 16 63 56
*g§ *g% *g§

g.

659. Se considera triunghiul ABC in care AB = 4, AC = 6 si BC' = 8. Care dintre « 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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cosA:—i; E-@:—H;
1
cosAzi; @,@%@:76.

660. Daci pentru numérul natural n avem 5C7, 5 = A%, atunci n este v

15; 16; 17; D] 18

661. Pentru fiecare a € [—2,2] se considera sirul definit prin v ?
Su@ =1L D aew
Wa)=-+—=+-+—, n .
2 22 2n

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
. a .
nl;n;o Sn(a) = 5 oricare ar fi a € (-2,2);
(Sn(a))n>1 este un sir marginit, oricare ar fi a € [—2,2];
(Sn(a))n>1 este un sir strict crescdtor, oricare ar fi a € [0, 2];

662. Se considera functia f : (0,00) — R, definitd prin f(z) = azlnz—3z. Dacd z = /e v »
este punct de minim global al lui f, atunci valoarea lui a este

L % 3 D] g
663. Valoarea limitei };lgi % este v?
3 1 1 3
664. Se considera multimea A = {p € R | ILm aParctgr € (0,00)}. Care dintre « ?

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Multimea A este infinita; A=0;
Multimea A este finita; @ ACQ.

0 2 0 1
AX + X B = 315, atunci suma tuturor elementelor matricei X este

665. Fie A = <1 0) si B = (2 0). Dacd X € M>(R) este o matrice astfel incat + 2
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1; 2; 3; @4.

666. Daca pentru numarul complex z avem (3 +4)z + (1 — 2i)Z = 11 — 44, atunci |z| este
egal cu

[A]5; [B] 3; [C] V5 D] v3.

667. Fic (a,),>1 0 progresie aritmetica astfel incat as +a10 = 70si a1 +as +-- -+ a5 =
600. Valoarea termenului a3 este

~10; 0; 10; D] —20.

668. Latura AB a dreptunghiului ABC'D se afla pe dreapta de ecuatie bx + 12y — 2 = 0,
lungimea laturii BC este 2. Care dintre urmatoarele drepte poate sa contina latura
CD a dreptunghiului?

[A] dy : 52412y + 10 = 0; [C] ds : 52+ 12y + 24 = 0;
[B] dy : 52 + 12y — 36 = 0; [D] dy: 5z + 12y — 28 = 0.

669. Aria unui romb este 18, iar lungimea laturilor sale este 6. Masura unghiului ascutit
al rombului este

30°; 45°; 60°; D] 75°.

-— 2
670. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M, N, P astfel incat AM = gﬁ,

377 = %B? si ﬁ =x- D7>', cu z € R. Valoarea lui = pentru care punctele M, N, P

sunt coliniare este
n

671. Céte numere reale din intervalul [0, 27] satisfac ecuatia ctg x + 2sin 2z = 4 cos 27
2; 3; 4 D] 5.

672. Capetele ipotenuzei unui triunghi dreptunghic sunt A(—3,4) si B(8,2). Cateta AC
este paralela cu dreapta de ecuatie 3x + 4y = 0. Aria triunghiului ABC' este

10; 15; 20; D] 25.
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673. Fie f: R — R si g : R — R functiile definite prin v 7
1, x>0
f(x)=20, =0 sirespectiv g(x) =2? — 4z +4, Vz € R.
-1, <0

Fie apoi h : [0, 3] — R functia definita prin h = fog. Care dintre urmatoarele afirmatii
sunt adevarate?

h este continua pe [0, 3];

h are limite laterale finite in orice punct din [0, 3];
h este integrabila pe [0, 3];

@ h admite primitive pe [0, 3].

674. Fie f : [0,7] — R functia definitd prin f(z) = In(1 + z) — cosx, Vz € [0,71]. Care v »
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f este strict monotond pe intervalul [0, 7[;
1 ﬂ-)
=] >0
(3
f este concava pe intervalul [0, 7];
@ [ este convexd pe intervalul [0, 7).

8

T

675. Valoarea integralei ——— dx este ?
5 /1 V3r+1 Y

7; 8; 6; @4.

™ ™ ™ ™
mv 67 ﬁ’ @T\/g
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677. Daci f: R - R, v
f(x) =371 — 97,

atunci valoarea expresiei f(logs4) este:

4; —4; —11; D] -3.

678. In paralelogramul ABCD avem AB = 2, AD = 1 si C = 60°. Care dintre v
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] BC =1, Bl cD =1, [C] AC = V3; (D] BD = 3.
679. Valoarea limitei li_>m Vi (Vi +2" — \/n) este: v ?

0; 2; 1; @ +-00.

680. Fie A o multime cu n elemente. Dacd numarul submultimilor lui A cu 2 elemente . 7
este 21, atunci:

n € (2,6]; n € (10, 14];

n € (6,10]; @ nu existd astfel de valori ale lui n.

681. Fie S multimea solutiilor reale ale ecuatiei v 7
47 — 27 . 37t = 4. 97,

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

S are exact doua elemente; 2

—— €5
1—1log, 3
2
S are exact un element; @ 1+1log,3 €5

682. In triunghiul ABC avem E € (AB), EB = 3-EA, F € (AC) si FC = 2-FA. v~
Stiind c& punctele A, E si F' au coordonatele A(1,3), E(3,6) si F(4,18), coordonatele
centrului de greutate G al triunghiului ABC' sunt:

31 89 20 61 73 50
G<6,6>; G<3,22); G(18,6); @G<9,22>.

683. Punctele D(2,1), E(—2,5) si F(1,4) sunt mijloacele laturilor AB, BC respectiv AC' v »
in triunghiul ABC. Aria triunghiului ABC este:

2; 4 8; [D] 16.

w/3

oS
684. Valoarea integralei / 075.332(133 este: v ?
1+4sin“x
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%; % %; @g

2 1
685. Se considerd numarul real a, functia f : R — R, definitd prin f(x) = ritart

_—
Va2 +1
si punctele A(0,1) si B(2,7). Valoarea lui a pentru care dreapta AB este tangenta la
graficul lui f in punctul A este:

5; 3; 0; @ -3.

686. In paralelogramul ABCD avem A(2,1), B(4,3) si C(7,2). Ecuatia dreptei BD este: « 7

[Alz—y-1=0; [B]z+3y-13=0; [C|lz-5y+3=0; [D]3z+y=15

687. Fie a € (m,27) cu tg(a) = 7 Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

4
sin(a) = —?; sin(20r) = —

cos(ar) = %\/S; @ cos(2a) = g

688. Fie ABCD un patrat cu latura 1. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? « »

E~B?:0;

v 7

b

V2
] 4B 5 - V2.

ﬁ-@ZL @ED@:?

689. Numerele intregi by, bs,

.,b10 sunt in progresie geometrica cu ratia ¢ =251 S = v
b1 + by + - -+ + byg. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

S este divizibil cu 11; Daca by este numér impar, atunci S

este numar par;
Daca S este patrat perfect, atunci by

@ Daca by este numér impar, atunci S
este divizibil cu 31; este numar impar.

690. Fie a un parametru real si consideram sistemul de ecuatii:

r+3y—z=1
—r—2y+z=a
rTH+ay+2z=-2

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

Exista a € R pentru care determinantul matricii sistemului este 0.
Pentru orice a € R sistemul admite solutie unica.

Daca a = 1, atunci z +y + 2z = 1.

125



Admitere Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

@ Pentru orice a € R avem z + y + 2z < 0.
691. In grupul de permutari S, considerdam elementele
(1 2 3 4 67— 1 2 3 4
77\ 312 ¥ T 314 2)
Daca x € S4 este o permutare astfel incat xo = 7, atunci
x nu este unic determinat; 2?2 =
x este unic determinat; @ 22 =o0.

692. Fie functiile f,g: R — R definite prin f(z) = |z| si g(x) = = pentru orice x € R. v »
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Functia f 4 g este continua pe R. Functia f este derivabila pe R.
Functia f+ g este strict monotona pe @ Functia f - g este derivabila in punc-

R. tul 0.
693. Fie a,b € Rsifie f: D — R functia definita prin f(z) = L, unde DCR 2
’ ’ ax? +bx + 8
este domeniul maxim de definitie al lui f. Daca = —2 este punct de extrem local

al lui f, iar dreapta de ecuatie z = 2 este asimptota verticala pentru graficul lui f,
atunci valoarea sumei a + b este:

—6; ~10; 10; D] —2.

694. Fie m € R un parametru, iar f: R — R functia definitd prin f(x) = (22 + ma)e . + 2
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Graficul functiei f are asimptota spre +oc.

Daca m = 2024, atunci functia f are un punct de maxim global.

Oricare ar i m € R, functia f are exact doua puncte de extrem local.

@ Exista m € R pentru care functia f sa aiba exact un punct de extrem local.

695. Fie ¢ si j versorii unui sistem cartezian. Daca vectorii U = (p+5)i +2j5 st v2

— —
T =44 +10 j sunt perpendiculari, atunci parametrul p € R poate sa fie:

—10; ,%; 0; @

5

. 43 N
696. In triunghiul ABC avem A(1,0), B (5, \3[> si A = 60°. Ecuatia dreptei AC

poate sa fie:
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[A] 3y +vBx =3, [Cly— Bz =—V3;
3y—\/§x:—\/§; @mzl.

697. Pentru orice matrice X € M3(R) notam cu Tr(X') suma elementelor de pe diagonala . »
principala a matricei X. Daca

1 0 0
A=|-2 -1 0|,
—4 -3 -2

atunci valoarea expresiei Tr(A?) + det(A3) este
—1; 1; 0; D] 2.

698. Daca x1,x2 si x3 sunt radacinile polinomului v ?

f=X>+X%24+10X 42,

T2
+ +
Tot+x3 T1+T3 X1+ T2

0; B LS _E_

atunci valoarea expresiei este egala cu:

8’ 7’ 8
22
699. Fie f : R — R functia definitd prin f(z) = o Aria multimii plane cuprinse « 7
e

intre graficul lui f, axa Ox si dreptele de ecuatii z = —1 si z = 1 este:
0; = 3 D] 5.

1/Inz
700. Valoarea limitei lim (1 — coS ) este: v
T

r—+00

[A] e %; elz; D]

Bl
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701. Daca f: R — R, v 7
f(x) =4° — 271,

atunci valoarea expresiei f(log, 3) este
~1; 2; 3; D] 5.

702. Valoarea limitei lim vz (v +3 — v +1) este: v ?
0; %; 2; D] 1.

703. In paralelogramul ABCD avem AB = 1, AD = 2 si B = 60°. Care dintre « 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] cD =2 [B| BC =2 [C] AC = V3, (D] BD = 3.

704. Fie A o multime cu n elemente. Dacd numarul submultimilor lui A cu (n — 2) v 2
elemente este 10, atunci

n € (2,6]; n € (10, 14];

n € (6, 10]; @ nu exista astfel de valori ale lui n.

705. Fie S multimea solutiilor reale ale ecuatiei v 7
47 — 2% . 5"t = 6. 25,

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

S are exact doua elemente; C 1 +1log, 3 c S
1+ logy 5 ’

1+ logy 3
S are exact un element; @ 1—log,5 S

706. In triunghiul ABC avem E € (AB), EB =2-EA, F € (AC)si FA=3-FC. ,~
Stiind ca punctele A, E si F' au coordonatele A(1,3), E(3,6) si F'(4,18), coordonatele
centrului de greutate G al triunghiului ABC' sunt:

13 38 23 47 70
G<3a3>; G<9710)a G(gag); @G(7726)

707. In triunghiul ABC punctele D(1,5), E(—4,4) si F(6,2) sunt mijloacele laturilor + 7
AB, BC respectiv AC. Aria triunghiul ABC este:
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10; 20; 40; D] 80.

/2

708. Valoarea integralei / ﬂdx este:
1+ cos?zx
0

%; g5 1; @7‘(‘.

12

709. Se considerd numarul real a, functia f : R — R, definita prin f(z) = 1+ 2z + aze™
si punctele A(0,1) si B(—1,3). Valoarea lui a pentru care dreapta AB este tangenta
la graficul lui f in punctul A este:

—5; —3; 0; D] 3.

710. In paralelogramul ABCD avem A(—2,1), B(2,3) si C(5,3). Ecuatia dreptei BD
este:

[A] 22—y—1=0; [B]z—2y+4=0; [C|]22+y—1=0; [D]z+2y+4=0.
: 1 : ) .. <
711. Fie a € (m,27) cu cos(a) = T Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

sin(a) = _%Tlg; cos(2a) = —g;
sin(2a) = —\/Tﬁ; @ tg(a) = —/15.

- = — -
712. Fie i si j versorii unui sistem cartezian. Dacil vectorii @ = 24 + (p—1)§ si

v = 8? — 37) sunt paraleli, atunci parametrul p € R poate sa fie:
1 7 19
1 1 3 @ 6.

713. Numerele intregi by, ba, bs, by, b5 sunt in progresie geometrica cu ratia ¢ = 3 si S =
b1 + by + b3 + by + bs. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

S este divizibil cu 11. Daca by este numér impar, atunci S

este numar par.

S este patrat perfect daca si numai @ Daca b; este numéar impar, atunci S
daca by este patrat perfect. este numar impar.

714. Fie a un parametru real si consideram sistemul de ecuatii:

T+ y—z=a
r+2y—2z=0.
r+ay+z=1

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?
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Pentru orice a € R determinantul matricei sistemului este nenul.
Exista a € R pentru care sistemul are cel putin doua solutii.
Daca a =1, atunci x +y + z = 1.

@ Exista a € R astfel incat x +y + 2z = 0.

715. In grupul de permutari S, consideram elementele v ?
(12 34\ . (123 4
7\2 34 1) " TT\2 1 4 3)

Daca x € S4 este o permutare astfel incat ox = 7, atunci

x nu este unic determinat; 2% =0

x este unic determinat; @ z? este permutarea identics.
716. Fie a,b € R si fie f : R — R functia definita prin v?
sin(ax
(az) , daca x < 0
flx) = .

e’ + 2sinz, dacid z > 0.

Daca f este derivabila pe R, atunci valoarea sumei a + b este:

1; 0; ~2; (D] —1.

717. Fiind dat un numar real a, se considera functia f : R — R, definita prin v ?
2
<+ ax . . .
flx) = NEESh Multimea valorilor lui @ pentru care f are un punct de extrem local
x

situat la distanta 1 fata de axa Oy este:
{3, 3} {-3} {3} @ multimea
vida.

718. Fie f : [-7, 7] — R functia definita prin f(z) = /tsintdt. Care dintre urmatoarele . 2

—T

afirmatii sunt adevarate?

x = 0 este punct de extrem local pentru f;

f este strict crescitoare pe [—, 7;
f este strict descresciatoare pe [—, 7;
@ x = 0 este punct de inflexiune pentru f.

719. Fie ABCDEF un hexagon regulat cu latura 1. Care dintre urmatoarele afirmatii « -
sunt adevarate?

130



Admitere Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

[A] 4B B = -, (€] 4B - DE = —;
(B] 4B-CD = [D] AB - EF =

720. In pitratul ABCD avem A(1,0) si B(5,2). Ecuatia dreptei C'D poate si fie:

[A] z—2y—11=0; [B]z—2y-1=0; [Clz—-2y+9=0; [D]z+2y—1=0.

721. Pentru orice matrice X € M3(R) notdm cu Tr(X) suma elementelor de pe diagonala « 7
principala a matricei X. Daca

A:

O O =
o N =
W N =

atunci valoarea expresiei det(A?) — Tr(A?) este
21; 22; 23; D] 24.

722. Daca x1, xs si x3 sunt radacinile polinomului

f=X3+X24+6X+2

. .. T2+ T3 X1+ T3 X1+ T2
atunci valoarea expresiei + +

T T2 T3

1; 0; i D] —i.

este egala cu

cosx
723. Fie f : R — R functia definitd prin f(z) = ot Aria multimii plane cuprinse « 7
e
T T
intre graficul lui f, axa Ox si dreptele de ecuatii z = —3 si x = — este:

[A] o; %; [c] 1 D] 2.

724. Valoarea limitei lim { (nt+1)(n+2)---(n+n)

n—oo nm

e% é; %; @

este: v ?

[CH
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725. Dacd f,g: R = R, f(x) =22 +x+1, si g(z) = 22+ 1, atunci g(f(1)) este egald cu + *
6: 7 8; [D] 0.

726. Daca radacinile ecuatiei de gradul doi cu parametrul m € R
22 —mzr+m=0

nu sunt numere reale, atunci
m € (—oo, —4; m € (0,4);
m € (—4,0]; @ nu exista astfel de m € R.
727. Valoarea limitei lim (\/ n? 4 2n — n) este:

n—oo

3 L 2; @ +00.

728. Varfurile triunghiului ABC sunt A(—2,-1), B(—1,2) si C(6,—3). Mediana care «

apartine varfului B, are lungimea

4; 2V/3; 3v/2; D] 5.

729. Considerim vectorii = 2i + af siy = bi + 35, unde a, b € R si vectorii unitari ;§i ; v ?
sunt perpendiculari. Care dintre urmatoarele enunturi implica coliniaritatea vectorilor

T siy?

!

0;

=@ TA-VETO.

8
I

a=1, b=6;
a-b=06; @
730. Valoarea expresiei a = \/2 +V3-— \/2 — /3 este egala cu:

V3; V2; 2(vV3-v2):; [D]2

8

|z|?, =<0

731. Fie f: R — R,
u )_{21‘2, x>0

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f(=2) = f(2) f este surjectiva;

f este injectiva,; @ Imf = [0, 00).
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732. Se considerd dreapta d : x — 2y = 0 i punctele M(3,4), 0(0,0). Coordonatele « -
punctului N de pe dreapta d, pentru care triunghiul M NO este dreptunghic in N,
pot fi:

N(4,2); N(6,3); N(5,3); D] N(2v5,2V5).

Problemele 733. si 734. se refera la functia f : [0,27] = R, f(z) = 3cosx + cos(2x).

733. f(m) este: v?
—3; —2; 2; D] 3.
734. Numdrul solutiilor ecuatiei f(x) =1 este: v 7

[A] 0; [B] 1; [c] 2 D] 4.

In(si
735. Valoarea limitei lim M
=% (m —2x)2

. 1 1 1
oo 7 3 D] -5

este: v 7

736. Fie S multimea solutiilor ecuatiei v
722 =24 2i,
unde z este numar complex. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?
1+i€esS;
Daci w € S, atunci |w| = v/2;
Dacd w € S, atunci w € S;
@ Numarul elementelor in S este 2.

737. Fie a un parametru real si consideram sistemul de ecuatii v ?

r —y +2=0
—z+4+ay+az=0.
z —y+az=0

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

Sistemul este compatibil pentru orice valoare a lui a;

Exista a € R pentru care sistemul este incompatibil;

Exista un singur numar a pentru care determinantul matricei sistemului este 0;
@ z ia aceeasi valoare pentru orice a pentru care sistemul este compatibil.

738. In triunghiul ascutitunghic ABC' cunoastem laturile ¢ = BC' =2, b= AC = V6 si + 7

raza cercului circumscris triunghiului R = V2. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt
adevarate?
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[A] A =45 [B] B =30° [C] B =60° D] ¢ =75°.

739. Dreapta care trece prin C(3, —1) si fata de care punctele A(2,3) si B(6,1) sunt egal « 7
departate poate avea ecuatia:

dr+y—11=0;
T +2y—1=0;
r—4y =1,

D] 32—y —10=0.

740. Fie triunghiul ABC i D un punct pe latura BC astfel incat AD sa fie bisectoarea « 7
unghiului BAC'. Daca laturile triunghiului au lungimile BC = 4,CA = 5, AB = 6,
atunci care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

B?:%D?; E:%E—F%ﬁ;
[B] BD = § e (D] 4B = 248 + 2.

w/3
741. Valoarea integralei / sinz - In(cos x) dx este: v ?
0
1 1 1 1

742. Fie S multimea numerelor de patru cifre. Numarul elementelor din S divizibile cu « 7
3 este

2999; 3000; 3001; (D] 3333.

743. Pe multimea G = (0,+00), se d& operatia x xy = x + y + |z — y|. Care dintre « 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

operatia ”%” este comutativa;

1%(2%3) = (1%2)x*3;
xxy > 1 pentru orice z,y € G;

@ operatia ”*” admite element neutru.

Problemele 744. 745. 746. si 747.functia f : (0,00) — R, definita prin f(z) = —zInz.
744. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate ? v

f are limita laterala finita In punctul xy = 0;

f este strict crescitoare pe intervalul (0, 1];
f este strict descrescatoare pe intervalul [1, 00);

@ f este concava.

1
745. Numdrul solutiilor ecuatiei f(z) = 3 este: v 7
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3; 2; 1; @O.

746. Daca d este tangenta la graficul lui f care trece prin punctul (0, 1), iar m este panta « 2
dreptei d, care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate ?

1

m € [-2,0]; d trece prin punctul (; , 2);
11
m € (—oo, —2]; @ d trece prin punctul (e , e)'

747. Cel mai mic numar real a pentru care inegalitatea f(z) < a — x are loc oricare ar « ?
fi z € (0,00) este:

[A] = [c] 2

e
2
= D] 1.
e
748. Fie f:[—1,1] — R o functie continud cu proprietatea ca v ?

6+ f(z) = 2f(—x) + 322 </11 (@) dt) oricare ar fi x € [—1,1].

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate ?

IRCEE f(H)=s
/—11f(x) e D] f(-1)= 6.
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749. Dacd f: R — R, f(x) = 22 + 32 — 2, atunci f(f(1)) este egala cu:

[A] 6; [B] 7; [C]s; D] 9.

750. Daca radacinile ecuatiei de gradul doi cu parametrul m € R

22— (m+1D)r+m=0

coincid, atunci

m € (—o0, —2); m € (2,400);
m € [-2,2]; @ nu exista astfel de m € R.

751. Panta unei drepte paralele cu dreapta d : x — 3y + 4 = 0 este
[A] —3; I!—% lﬂ%; D] 3.

752. Consideram vectorii 4@ = ai + j §i ¥ = bi — 37, unde a,b € R si vectorii unitari i si
j sunt perpendiculari. Care dintre urmatoarele enunturi implicad perpendicularitatea
vectorilor o si U7

a:—2,b:—%; 3a+b:0;
a-b:3; @a:l,b:—&

753. Valoarea expresiei a = \/2 +V3+ \/2 — /3 este egala cu:

V6; [B] 2v2; [C] 2v3; D] v3+ 2.

2 1\"
754. Valoarea limitei lim < nt ) este:

n—oo

é; e; e2; @ e 2.

755. Fie f: R - R,
2, <0
f(a?):{ 2

-z, x>0.

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

JF(=1) = f(1); [ este surjectivi;
f este injectiva; @ Imf = (—o0,0].
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756. Se gtie cd aria triunghiului M NP este 10, unde M(—2,1), N(2,5), iar punctul P « -
se afla pe axa Ox. Coordonatele punctului P pot fi

P(-8,0); P(~2,0); P(2,0); [D] P(8,0).
Problemele 757. si 758. se refera la functia f : [0,7] = R, f(z) = sinz + cos(2z).

757. f (%) este v
V3 V3 V2 V2
7; 7“!‘1; 7; @7-‘1-1.
758. Numarul solutiilor ecuatiei f(z) =1 este v ?

1; 2; 3; @4.

759. Valoarea limitei lim x - (E — arctg x) este: v ?
xr——+00 2

0; —1; 1; @ +00.

760. Fie S multimea solutiilor ecuatiei v 7
s s 4
xTHlosa® = 4.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

S are exact un element;
S are exact doua elemente;
Exista un singur a € S astfel incat a < 1;

@ Exista un singur a € S astfel incat a > 1.

761. Dacd X,Y € My(Zr7) astfel incat v?
xiov=(23
4 1
5x —y = (01 ,
2 6

atunci det X - det Y este egal cu
0; I; ; D] 4.

762. Se considera paralelogramul ABCD si punctele M € AB, N € AC astfel incat « 7
-— 3
AM = 51@ si Iﬁ = mﬁ, unde m € R*. Punctele D, N gi M sunt coliniare daca

D>
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1 3 2

4
5 [D]m=

?.
763. Notam cu C; cercul centrat in punctul M(¢,0), care trece prin punctele A(1,1) si v

B(1,-1). Raza cercului C; se noteaza cu ry. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

Pentru ¢t = 0 avem 7, = /2.

Pentru orice ¢t € (0,4), avem 7, € (v/2,1/10).
1

Exista t astfel incat r; = 3

@ Pentru ¢ = 2 triunghiul AM B este dreptunghic.

. ) 2v/2
764. In triunghiul ABC, m(A) = 45°, AB = ¢, AC = V2e

3 si BC = a. Care dintre 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
c
sinBZ?; COSB:%E th:Q? @th:‘/i
a

dx
5—=x

1; 2; —1; D] —2.

765. Valoarea integralei

este:

H\»&

766. Daca S este multimea numerelor pare de patru cifre, atunci numarul elementelor 7
din S este

4500; 4499; 4501; [D] 5000.

767. Pe multimea G = (0, +00) se di operatia x x y = lz =yl

. Care dintre urmatoarele 2
xr+y
afirmatii sunt adevarate?

operatia ”x” este comutativa;
1x(2%3) = (1%2)x3;
x *xy < 1 pentru orice z,y € G;

@ operatia ”x” admite element neutru.

Problemele 768.769. 770. si 771. se refera la functia f : [0, +00) — R, definita prin

[ 2?In*z, daci z € (0,400)
fz) = { 0, dacd x = 0.

768. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate ?
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f este continua in punctul xy = 0;
f este discontinua in punctul xy = 0;
f este strict descrescatoare pe intervalul [0, 1];

@ f este strict crescitoare pe intervalul [1, +00).

769. Numarul punctelor de extrem local ale lui f este: v ?
0 Dl
770. Numarul punctelor de inflexiune ale graficului lui f este: 7

[A] 0; [B] 1; [c] 2 D] 3.

771. Daca d este tangenta la graficul lui f in punctul de abscisa e, iar m este panta . ?
dreptei d, care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate ?

m:4e; m:2e;

d intersecteaza axa Ox in punctul de
P @ d intersecteaza axa Oy in punctul de

.. ode o 2
abscisa Z; ordonata —4e~.

/2
772. Valoarea integralei /

—m/6

™ ™
6; g—i—?ln\/g; g-l—?ln?); @g

cos (x + %
(LT

~—

dx este: v ?

~—

sin (Jc +3
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2 n/3
773. Valoarea limitei lim M este:
n—oo \ N2 +3n + 2

e2; E e—2; %; @ e~ 2,

e’ —1—arctgz
774. Valoarea limitei lim —2g este:
x—0 x

0; %; 1§ @g

775. Ecuatia tangentei la graficul functiei f : R — R, f(z) = e3® + 22 + 1 in punctul de
abscisa x = 0 este:

[A]5e—y+2=0; [B]sz+y-2=0; [Clez-5y+2=0; [D]z+5y—2=0.

776. In reperul cartezian xOy se considera punctul M (1, —1). Ecuatia dreptei ce trece
prin punctul M si are panta 3 este:

3x—y—|—4:O; 3x+y—|—4:0;
3x—y—4:0; @—33:—&-34—420.
< R VN . . 7 .
777. Daca masura unghiului A este cuprinsa intre 540° gi 720°, iar cos A = ——, atunci

25
care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

A 4 A 3 . A 4 A 3
Slngz_g; COS;Zg; sm§:5; @COSEZ—g.

— - . — — — . .
778. Considersm vectorii @ = i — (a+2) 7 si T =ai—3j,unde 7 si j sunt versorii
axelor de coordonate Ox respectiv Oy in sistemul cartezian xOy. Daca vectorii v si

o sunt coliniari, atunci valoarea parametrului a € R poate fi:

a=—3; azl; az—l; @a:?u.

779. Suma coeficientilor puterilor impare ale lui  din dezvoltarea binomului (1 + z)1°t!
este:

22022; 2505; 21010; @ 91011

780. Daca 14+5+4+9+...4z =496, unde termenii care se insumeaza in membrul stang
sunt in progresie aritmetica, atunci:
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x:21; x:41; a::61; @szl.

2022

781. Numdrul complex (1 — ) este egal cu: V7

21011; 721011; 7210112-; @ 91011,

% COS T
0o Vsin®z+1
[A] o; g; [C]m(1+v2); [D]1+v2

782. Valoarea integralei dx este v ?

783. Functia f : [0,00) — R, definitd prin f(z) = x + Va2 + 2z, are ca asimptotd spre « ?
400 dreapta de ecuatie

[A] y=—1; Bl y=2z+1; cly=o0; D] y=2z+2.

1 1
784. Valoarea limitei lim — (eﬁ + %

n—o00 N,

1; e; %; @e—l.

+ ...+ ne%> este: v ?

3
785. Fie ABCD un paralelogram. Consideram punctele E si F astfel incat zﬁ = izﬁ v 7
si ﬁ =3 E Care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate?

[A] FE=3CE; [B]|FE=2CE; [C] FC=2CE; o) 76 =SB
_CE.

786. Fie ABC un triunghi oarecare cu proprietatea ci a > b > ¢, unde am notat BC = a, v 7
CA=0b, AB=c.

Care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate?

sin(A—B) a-—1b sin(A— B) a®—b?

A _ . _ .

sin(A+B) a+?b sin(A + B) 2
sin(A—B)  a®>—b? @ sin(A—B)  a—b
sin(A+B) a2+ b? sin(A+B) ¢

787. Intr-un triunghi ABC' gtim cd masurile unghiurilor E, B si c (in aceastd ordine), « ?
sunt in progresie aritmetica, iar, daca notam cu a, b, ¢ lungimile laturilor opuse acestor
unghiuri, avem 3a? = 2b%. Care dintre urmstoarele afirmatii sunt adevirate?

[A] A =45° [B] C =75 [C] C =45 [D] A =60°.

788. Fie in R ecuatia 2¢/(22 +a)?2 — 3vV22+a — 2 = 0, unde a € R. Care dintre . 7

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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Daca a = 8, atunci x = 0 este o solutie a ecuatiei;
. .. . 1
E Ecuatia are solutii pentru orice a < ——;
8 b

Ecuatia are solutii pentru orice a > —8;

@ Ecuatia are solutii pentru orice a < 8.
789. Fie sistemul de ecuatii: v ?

Jx+2y—z=1
r+ay+z=2
—4dr+ y =3
unde a € R. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?
Sistemul este compatibil determinat pentru orice a > 0;
Cand sistemul este compatibil determinat, solutia sa nu depinde de a;
Exista o valoare a pentru care sistemul este compatibil nedeterminat;

@ Exista o valoare a pentru care sistemul este incompatibil.

790. Un grup de 11 copii vrea sa joace fotbal. Pentru aceasta, copiii aleg un arbitru « 7
dintre ei, apoi dintre ceilalti formeaza 2 echipe denumite X si Y, fiecare avand cate 5
jucatori. In cate moduri pot face acest lucru?

462; 2310; 2772; (D] 5082.

791. Fie m € R un parametru, iar f: (0,00) — R functia definitd prin f(z) = 22 — + ~
2Inx + m. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Functia f are exact un punct de maxim global.
Daca m = —2022, atunci ecuatia f(z) = 0 are exact doud solutii reale.
Exista m € R astfel incat f este injectiva.

@ Exista m € R minim cu proprietatea ca f(z) > 0 oricare ar fi z € (0, 00).

792. Fie f: R — R functia definitd prin f(z) = ax®+ bx + ¢, unde a,b, c € R. Se stie cd + »
tabelul de variatie al lui f este cel prezentat mai jos.

r —o0o0 —11 +o0

7
flx) =00 £ 410N N2 7 7 400
Atunci valoarea sumei |a| + |b| + |c| este
11; 13; 20; D] 14.
2
P (1—vt)dt
793. Valoarea limitei lim fo n( \[) este: V7

=N\0 3
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0; _é; _g; @ —00.

794. Fie ABCDEF un hexagon regulat, iar a si b doua numere reale astfel incat E = v
aﬁ + bﬁ. Atunci numarul b — 2a este egal cu:

-3 3; —1; @ 1.

795. Consideram triunghiul ABC cu varfurile A(1,3), B(—1,—5) si C(2,1). Fie D punc- «
BD
tul situat pe segmentul BC' astfel incat e = 2. Notam cu d distanta de la punctul

D la inaltimea din varful B al triunghiului ABC. Care dintre urméatoarele afirmatii
sunt adevarate?

Coordonatele punctului D sunt (1, —1);
Coordonatele punctului D sunt (0, —3);

3v5
[D]a==¢

796. Fie functia f: R — R definitd prin v 7
r 1 4
flx)y=12 =z 2| ,VzeR.
2 2 z

Stiind c& & = 2 este o solutie a ecuatiei f(z) = 0, care dintre numerele urmétoare sunt
de asemenea solutii ale acestei ecuatii?

[A] -1 - v1T; [B] -1+ V11; [C]1- V13, D] 1+ 13

797. Consideram in R ecuatia v ?
x+2| x+1
3 4 7

unde [a] reprezintd partea intreagd a numadrului real a. Dacd notdm cu S multimea
solutiilor acestei ecuatii, care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

S =1[-9,3); S —[-5,3);
S ={-9,-5,-1,3} D] §={-5,-1,3}.

798. Pe multimea Z a numerelor intregi definim legea de compozitie zxy = zy—x—y+2. v 7

Stiind ca legea este asociativa, care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

(1x2)x4=8;
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Operatia admite element neutru;

Existd exact doua elemente simetrizabile in (Z, *);
@ (Z, %) este grup.
799. Pe multimea R a numerelor reale definim operatiile: * L y=x+y—1, z*xy = « 7

x+y—ay. Stiind ca (R, L, %) este corp gi functia f : (R, +,) = (R, L, %), f(z) = ax+b

este izomorfism de corpuri, unde a,b € R, care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

[Ala=b=1; [Bla=-1,b=1; [Cla=1,b=-1; [D]a=0b=1.

1
800. Pentru fiecare n € N*, fie I,, = / x"e”*dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt + 2
0

adevarate?

Sirul (I,,)nen+ este monoton; nlgrolo nl, = 0;
In
lim I,, = 0; @ lim =1.

n—oo

801. Intr-un paralelogram lungimile laturilor sunt egale cu 5, respectiv 3, iar produsul

diagonalelor este 32. Notam cu « masura unghiului ascutit al paralelogramului. Care
dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

Suma patratelor lungimilor diagonalelor este 68.

B] cosa = Y52
15

Suma patratelor lungimilor diagonalelor este 34.

[D] cosa = X2
20

802. Consideram dreapta (d) ax + by + ¢ = 0 (abc # 0) si punctele

b—c b+c c
M, o), My [ —="Z0). N[0,
a a b

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Punctul de intersectie al dreptei d cu axa Ox este mijlocul segmentului [M; Ma];
Dreapta d este paralela cu axa Oux;

Punctul de intersectie al dreptei d cu axa Oy este N;

@ Aria triunghiului M7 M3 N este ‘ ¢ ‘
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2 2 _9 n+2
803. Valoarea limitei lim s no 2 este:
n—oo \ 2n2 +3n+1

e; e—l; %; @e_2-

x2

804. Valoarea limitei lim w este:
x—0 €T
0; %; L @ g

805. Fie f : R — R functia definita prin f(z) = (x 4 1)e” gi punctul P(0, f(0)). Notam
cu d dreapta tangenta la graficul lui f in punctul P. Care dintre urmatoarele afirmatii
sunt adevarate?

d are ecuatia y = 2z + 1; d are ecuatia y = 2z — 1;
d contine punctul Q(3,7); @ d contine punctul S(—3,—4).

806. In trapezul ABCD avem m(A) = m(D) = 90°, AB || CD si AC perpendicular pe
BD. Care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate?

[A] A4B-AD =0, [B]AE BC=0; [C]AD-DC'=0; [D]AC. BD=o.

807. In reperul cartezian zOy se considerd punctul M(1,1). Ecuatia dreptei ce trece
prin punctul M i are panta 2 este:

[A]2¢—y—1=0; [B]22+y-1=0; [C|]2c+y+1=0; [D]22—y+1=0.

7
808. Daca masura unghiului A este cuprinsa intre 450° si 540°, iar cos A = 55 atunci v

care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?
A 4 A 3 A 3 A 4
sinngg; cosizfg; sinngg; @6055:75.
809. Partea imaginard a numarului (1 + 7)29%2 este egald cu:

0; 21011; _21011; @ 92022

810. Multimea solutiilor reale ale inecuatiei

1
logg (5 + 3) > 3 logs (z— 1)

este:
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(=1,400) ; (=2, +00); (1, 4+00); @ (2, +00).

811. Suma primilor 8 termeni ai unei progresii aritmetice este egala cu 64, in timp ce v
suma primilor 19 termeni este egala cu 361. Care dintre urmétoarele afirmatii este

adevarata?

ratia este 2; ratia este 4;

primul termen este 1; @ primul termen este —8.

. . Z  sin2z
812. Valoarea integralei  ———
o l+4cos?zx

z' g; ln2;

4 )
813. Functia f : [0,00) — R, definita prin f(z) = x — va? + 2z, are ca asimptota spre
400 dreapta de ecuatie

[A]y=—2 Bl y=2¢-1; [Cly=-1 [D] y=22+1.

dz este:

@ 1n(1+\/§).

1
814. Valoarea limitei lim — (e% + 2% 4.+ n2ei) este
n—oo 1
[A] 1 [B]e-2 [C] e [D]e-1.
- = — — - =
815. Considerdm vectorii ¥ = a 7 + J si T =2 +(a+1)j,unde i si j sunt versorii

axelor de coordonate Ox respectiv Oy in sistemul cartezian xOy. Daca vectorii 0 si
o sunt coliniari, atunci valoarea parametrului a € R poate fi:

a:—2; azl; a:—l; @azl

816. Care dintre urmaétoarele relatii sunt adevarate?

1 1 1 1
=83, Sn?15° o lse O

sin® 15° + cos? 15°
1 1

1 1
- = 8\/§’ @ SiH2 15° - C052 15° = 16.

sin?15°  cos? 15°

817. Daca in triunghiul ascutitunghic ABC' are loc relatia BC' = 2AC sin 7 atunci:

AB:ATC; [B] 4B = ac; [C] AB=v24C; [D] AB=24cC.

818. Suma solutiilor reale ale ecuatiei Va2 +z+3+ Va2 +x —1 =2 este:
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0; B] 1; 2; D] —1.

819. Fie sistemul de ecuatii: v ?

{ 20 +y—32=4 =z — z=50—-3r—y+az=-9
unde a € R. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

Sistemul este compatibil determinat pentru orice a < 0;
Cand sistemul este compatibil determinat, solutia sa depinde de a;
Exista o valoare a pentru care sistemul este compatibil nedeterminat;

@ Exista o valoare a pentru care sistemul este incompatibil.

820. In cate moduri pot fi asezate 5 persoane intr-o masina cu 7 locuri, dacd numai 3 7
dintre ele au permis de conducere si la volan este agezata o persoana cu permis?

120; 1080; 2520; (D] 5040.

821. Fie f : R — R functia definita prin f(z) = |z|(e” — 1). Care dintre urmétoarele . »
afirmatii sunt adevarate?

Functia f nu este derivabila in 0; Functia f este injectivi;
Functia f este continua in 0; @ Functia f este surjectiva.

822. Fie f: R\ {1} — R functia definitd prin f(z) = az + b+ %, unde a,b,c € R. v 2
T —

Se gtie ca tabelul de variatie al lui f este cel prezentat mai jos.

x —00 0 1 2 +00 .
fl@)| -0 A A =5 N N\ —oof4o0 NN T S S +00 '
Atunci valoarea sumei |a| + |b| + |c| este
T 5 10; [D]s.
2
7 siny/tdt
823. Valoarea limitei lim w este: V7

N0 3

0; %; %5 D] +oo.

824. In reperul cartezian 20y se considers punctele A(4,4), B(7,0) si C(—1,—8). Fie D + »
piciorul bisectoarei interioare a unghiului A in triunghiul ABC. Atunci suma dintre
abscisa gi ordonata punctului D este:
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5 2 % 2

17 9’ 19

825. In paralelogramul ABCD notdm AB = a, AD = b, BD = dy, AC = dy, m (m) =v?

a. Daca o # 90°, atunci care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate?

[A] @2 = a® + b2 — 2abcos a; (C] &3 + d3 = a® +b?;

d% =a®+ b — 2abcosa; @ d%—kd% _ 2(a2 —|—b2).
826. I (F) (W) ( : ) tru fi eENn>2 C
. Fiex, =cos|—)-cos{—=]-...-cos|——= | pentru fiecare n ,nm > 2. Care v ?
4 8 on+1 p y

dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Tp+1 < Tp, pentru fiecare n € Nyn > 2;

2
g < x, < 1 pentru orice n € N,n > 2;

1‘22\/14-?;

@ 2" x,, sin (2;11) = 1 pentru fiecare n € N,n > 2.

827. Fie functia f : R — R definita prin v ?
z 1 3
fley=1-2 =z 2|, VzekR
2 2z
Stiind ca & = —2 este o solutie a ecuatiei f(x) = 0, care dintre numerele urmatoare

sunt de asemenea solutii ale acestei ecuatii?
[A]1- V5 [B] 1+ 5; [Cc]1-v7; D] 1+ V7.

828. Consideram in R ecuatia v ?
x+1| xz+1
2 3

unde [a] reprezintd partea intreagd a numarului real a. Dacad notdm cu S multimea
solutiilor acestei ecuatii, care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?

5= (3.~ U (3.3) 5= [-2-3)u(b2):
S={-1,2} D] §={-4,-1,2}.

829. Pe multimea R a numerelor reale definim legea de compozitie xxy = xy—2x—2y+6. « 2
Stiind ca legea este asociativa, care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

1x(2%3) =2

Submultimea [0, +00) este parte stabild in raport cu *;
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exista a € R astfel incat a *x x = a, pentru orice x € R;

@ (R, %) este grup.

830. Consideram inelul (R,+,-), unde R = {a + biv/2 | a,b € Z} C C. Care dintre . »
urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

(R, +, ) are cel putin 3 elemente inversabile;
E Suma elementelor inversabile ale lui (R, +, ) este 0;

(R, +,-) are cel putin un element inversabil care nu este numar real;

@ (R,+, ) este un corp.

1
831. Pentru fiecare n € N*, fie I,, = / x"e®dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt + 2
0

adevarate?

lim I, =1; nli_}ngonln = 4-00;

n—oo
lim 1, = 0; [D] lim nI, >2.

~

832. Consideram triunghiul dreptunghic ABC (m(C) = 90°) iar a,b si ¢ lungimile « 2
catetelor gi respectiv a ipotenuzei acestui triunghi. Consideram, de asemenea, punctele

bh—
E(-1,0), F(1,0), M(—C7O) si dreapta (d) ax + by + ¢ = 0. Notdm prin dist(X, d)
a

distanta de la punctul oarecare X la dreapta d. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

Punctele E(—1,0), F(1,0) apartin dreptei d;

dist(M, d) = %

h—
Punctul M (C, 0) apartine dreptei d;
a

b2
[D] dist(E, d) - dist(F,d) = =
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833. Fie ecuatia 22 + ax + 3 = 0 cu solutiile pozitive x1 §i zo astfel incat 2%, 29,1 sunt +
in progresie geometrica (in aceastd ordine). Atunci valoarea lui a € R poate fi:

[A] 2v3; [B] —2v3; [c] v3; D] -v3.

1
834. Fie (In)nzl girul de termen general x,, = o C3., . Sa se indice care dintre afirmatiile « 2

urmatoare sunt adevarate.

Sirul (z,,)n>1 este strict crescitor.
Sirul (z,,)n>1 este strict descrescator.
Sirul (zy,)n>1 este marginit.
(zn)

@ Sirul (x,)n>1 este convergent.

_ VT
835. Valoarea limitei lim (m ﬁ) este: v ?
r—o0 \ T + \/E
. 2. 1
L o 1 D] o
836. Valoarea limitei lim __rsmE este: v ?

z—=0e? +e T —2

[A] 1; B] 2 [c] L, D] o.

N —

837. Se considera vectorii @ = ai + 3j si ¥ = 2i + bj, unde vectorii unitari 7 i j sunt ~ 7
perpendiculari. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Pentru a = —1 gi b = —6 vectorii @ gi ¥ sunt coliniari.
Vectorii @ g1 ¥ au aceeeasi lungime doar daca a =2 si b= 3.

Exista o infinitate de numere reale a,b pentru care vectorii ¥ si ¥ au aceeasi
lungime.

@ Vectorii ¢ §i ¥ sunt perpendiculari, daca 2a = 3b.

838. Fie hexagonul regulat ABCDEF. Notam zﬁ =i E = . Si se indice care .

dintre urmaéatoarele afirmatii sunt adevarate.

[A] AC =37 + 7. [C] AC = 17 + 37,
[B] AC = 3% + 7. [D] AC = 3w — 1.

21g(xz + 3)

839. Daca S este multimea solutiilor ecuatiei ez + 11)

= 1, atunci: v ?
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S C[-2,0]; S C[-2,1];

S C0,1]; D] s cl-2-1].

840. Consideram in R ecuatia

\/x+3—4\/m+\/x+8—6\/m:1.

Multimea solutiilor ecuatiei este:

S = [3,12]; S = [1, 00);

S=1[5,10; [D]5={4,11}.

841. Fien € N, n > 3. In planul zOy considerim o multime M formati din n puncte dis-

tincte diferite de O. Numarul tuturor triunghiurilor care au doua varfuri in multimea
M si un varf in punctul O este:

A%? 2n§ 07?;+1;

[D] cel mult C2.
842. Consideram sistemul de ecuatii

(a—Dz+2y+32=1
rT+2y+3z2=1,
x4+2y+(a+1)z=1
unde a este parametru real. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
Exista mai multe valori ale lui a pentru care determinantul sistemului este 0.
Exista o singura valoare a lui a pentru care sistemul este compatibil.

Exista mai multe valori ale lui a pentru care sistemul este compatibil.

@ Daca sistemul este compatibil, atunci admite o unica solutie.

843. Dacasinx =asgix € <327r7 27r>, atunci:

v ?
sin 2z = 2a;

sin 2z = —2av/1 — a?;

E sin 2z = 2av/1 — a?; @ cos2z =1 — 2a2.

844. Dacd A(—2,—1), B(2,1) si C(—1,2) sunt puncte intr-un sistem de coordonate . ?
carteziene, atunci triunghiul ABC' este:

obtuzunghic; isoscel; dreptunghic;

845. Intr-un reper cartezian se considera dreptele

@ echilateral.

di:m—=1Dz+@Bm—-Ty—5=0sidy: (m—2)z+ (2m—5)y =0,

unde m este un parametru real. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate.
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Dreptele sunt paralele pentru m = 3.

Exista o valoare a parametrului m pentru care dreptele coincid.
Dreptele sunt perpendiculare pentru o singura valoare a lui m.
@ Dreptele nu sunt perpendiculare pentru nicio valoare a lui m.

846. Intr-un reper cartezian 20y se considerii punctele A(0,1) si H(3,2), unde H este «
ortocentrul triunghiului ABC. Panta dreptei BC este egala cu:

3; -3; 1 B _é

3 )

847. Fie functia f : R\ {0} — R, definita prin f(x) = (x + 2)e'/?. Ecuatia asimptotei
oblice spre +oo la graficul lui f este:

Yy = x; y=x+1; y=x+2; @ y=ux+3.

r+a
———— . Valoarea « 7
1— 22

lui @ pentru care tangenta la graficul lui f in punctul de abscisa 0 trece prin punctul
(—2,5) este:

9; 7; —5; @ 5.

N

848. Fie a € R 4i fie functia f : (—1,1) — R, definitd prin f(z) =

/2 in2
849. Valoarea integralei / _Smer dz este: v ?
0o 3 —cos2x
. 1 1 1
In2; 7 n2; S ] 5.
e2
. . Inxz
850. Valoarea integralei / —— dx este: v ?
RV

4; de; 8e — 4; @ 2e + 2.

851. In corpul (Zs,+, -) sistemul de ecuatii v ?
T+ §y =3
2 + Zy =2
nu are solutii; are exact cinci solutii distincte;
are solutie unica; @ are exact zece solutii distincte.

1
852. Consideram functia f : R = R, f(z) = =z — [z] — 2 unde [z] reprezintd partea . ?

intreaga a numarului real z. Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii.

Graficul functiei f intersecteaza axa Oy in cel putin 2 puncte.
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Graficul functiei f nu intersecteaza axa Ow.

Graficul functiei f intersecteaza axa Ox intr-o infinitate de puncte.
@ Graficul functiei f nu intersecteaza axa Oy.

Sl . R 2 2\ . . o
853. Consideram ecuatia matriceald X? = (2 2) in M3(Z). Care dintre urmatoarele v 7
afirmatii sunt adevarate?

Ecuatia are solutie unica.

Ecuatia are mai mult de doua solutjii.
Ecuatia are exact doua solutii.

@ Suma tuturor solutiilor ecuatiei este
O,.

854. Punctele A(0,2), B(2,1) sunt varfuri ale paralelogramului ABCD si G(2,0) este « 2
centrul de greutate al triunghiului ABD. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii
sunt adevarate.

Aria triunghiului ABD este egala cu 3.
Aria triunghiului ABD este egala cu 6.
Aria paralelogramului ABC'D este egala cu 6.
@ Aria paralelogramului ABC'D este egala cu 12.

855. Numerele reale a si b satisfac egalitatea (cos a + cos b)? + (sin a + sin b)? = «
2 cos? L=

. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
[A] a—be {2knlk € Z}; [Cla-ve{F +2mn|kez};

T
(Bl a—be {(2k+ )k € Z); [D] a—be {5 +rnlkez}.
856. Folosind notatiile obignuite in triunghiul ABC avem b =5, ¢ = 7 si m(ﬁ) =45°. v
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate

?

Exista un singur triunghi ABC' cu aceste date;
Exista doud triunghiuri ABC cu aceste date;

. 3 4
sinA € {5,5};
D] a € {2v2,3v2,4V2}.

In (1 + 2%) — ma este crescitoare pe R este:

857. Multimea valorilor parametrului real m pentru care functia f : R — R, f(x) v ?
(0,00); (00, 1] 1. 1) D] [-1,00).
858. Pentru o matrice X = <x z> notdm tr(X) = z + t, suma elementelor de pe « 7

tr(A™
diagonala principala a lui X. Pentru matricea A = <(1) ;) limita lim M
egala cu:

5 det (A este
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0; 2; 1; @ +-00.

859. Fie a un parametru real si consideram legea de compozitie v ?
zxy=ay+ar+ay+1

pe R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Daca = admite element neutru, Daca e este element neutru pentru *,
atunci a este unic determinat; atunci e =

@’
Exista mai multe valori ale lui a pen- @ Daca e este element neutru pentru *,
tru care * admite element neutru; atunci e = —é.

860. Fie functia f : R — R, definitd prin f(z) = e® + e~% — 2. Si se indice care dintre 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

1'(0) = "(0) = 0;

0 nu este punct de extrem local al functiei f;
Functia f’ este strict monotona;

@ 0 este punct de extrem global al functiei f”.

e
861. Pentru fiecare n € N* se noteaza I, :/ (lnx)ndx. Sa se indice care dintre « 7
1

urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

ILnyi+(n+ 1)1, =e, VneN* nli_)néonlnze;
lim I, = 0; D] lim nI, =1.

n— oo n— oo

862. Diagonalele unui patrat P, de latura « se afla pe axele de coordonate ale unui . 2
sistem de coordonate carteziene (a € (0,00)). Fie N, numaérul de puncte din interiorul
patratului P, avand coordonate numere intregi. Sa se indice care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate.

Pentru @ = 3 avem N3 = 5; Exista « astfel incat N, = 41;
Pentru @ = 3 avem N3 = 13; @ Exista « astfel incat N, = 67.
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863. Intr-un reper cartezian 2Oy se considerd punctele A(-1,1),B(1,3),C(3,2). Ecuatia + »
dreptei OG, unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC, este:

[A] y = —2a; y:fg; [C] y =2z D]y=2

5"
864. Relativ la un reper cartezian consideram vectorul @ (¢,t?) cu t € R\ {0}. S& se v~
indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
Pentru ¢ = 2 vectorul ¢/ este perpendicular pe vectorul a(—1, %),
Exista ¢ astfel incat @ si fie coliniar cu vectorul b(17,19);
Exista ¢ astfel incat ¢ s fie coliniar cu vectorul ¢(—1, —1);

@ Exista t astfel incat ¢ sa fie coliniar cu vectorul J(O, 1).

865. Daca (—4,0) si (1, —1) sunt doud varfuri ale unui triunghi de arie 4, atunci cel de-al . »
treilea varf se poate afla pe dreapta:

[A] 45y =0; [B] 24+5y+8=0; [C|laz+5y—4=0; [D]az+5y+12=0.

866. Daca dreapta de ecuatie ax + cy — 2b = 0, cu a, b, ¢ > 0, formeaza un triunghi de « 7
arie 2 cu axele de coordonate, atunci:

a, b, c sunt in progresie geometrica, a,2b, c sunt 1n progresie geometrica;

a,—b, c sunt in progresie geometrica; @ a,—2b,c sunt In progresie geomet-

rica.
867. Consideram functia v ?
1 <
3%~ 3|, dacax € (—o0,—2]
F:RoR, fz)= x+ 3, dacad z € (—2,1)
3 — 2z, daci z € [1, 00).

Folosind eventual graficul functiei, stabiliti care din urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
f este surjectiva, dar nu este injectiva;

f este bijectiva,

f este injectiva, dar nu este surjectiva;
@ f nu este nici surjectiva, nici injectiva.
868. Fie familia de functii de gradul al doilea f,, : R — R, f,(z) = ma® — (2m + «

Da +m+ 1,Vz € R, unde m € R\{0}. Valoarea lui m € R\ {0} pentru care varful
parabolei asociate functiei f,, se gaseste pe dreapta de ecuatie 2z + 3y + 6 = 0 este:
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1 1 1 )
i 3 “ar 3

869. Consideram sistemul de ecuatii v 7
ar+y+z=1
T+ay+z =2,
r+y+z=4

unde a este parametru real. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Determinantul sistemului nu depinde de parametrul a;
Pentru a < 0 sistemul este compatibil determinat;
Pentru a = 1 sistemul este compatibil nedeterminat;

@ Pentru a = 1 sistemul este incompatibil.

870. Fie A = <(11 61l>, unde a € R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? . 2

Exista a € R astfel incat A2 = Os. Existd a € R astfel incat A2 = A.

Existd a € R astfel incat A2 = [,,  |D] Existd a,b € R astfel incat A% =
(bbbb).
. . 3" o .. .
871. Fie (z,)n>1 sirul de termen general z, = m Sa se indice care dintre « 2
- n !

urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Sirul (z,)n>1 este descrescator. lim Fntl _ .

n—oo I,

0 < x, < 1 pentru orice n > 1. @ HILH;O Zn = 0.
N oo (z+a\”
872. Fiind dat a € R\ {0}, valoarea limitei lim este v ?
x—oo \ T —a

e~ 2a. 1; e?a; @ 0.

a

873. Fie L = lim xe”?dx. Sa seindice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
a—r 00
0
[A] L= Bl L=1. [c]lL<e [D] L nu existi.
874. Fie functia f : R — R, definita prin v ?

2 +ax+1, dacaz <1
f(@) = B}
b+1Inz, daca = > 1.

Valorile parametrilor reali a si b pentru care f este derivabila pe R sunt:
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[A]a=3,b=1 [Cla=-3 b=—1.
Bla=-3b=1. D] a=1,b=3.

875. Daca r si R sunt razele cercului inscris, respectiv cercului circumscris, unui triunghi + 2

r
care are lungimile laturilor 3, 4 si 5, atunci raportul — este:

R
2 5 4 1

876. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P astfel incat M este mijlocul laturii + 7

AB, ﬁ = 21@ si B‘N} = kB? Valoarea parametrului real k&, pentru care ]\ﬁ’ =
SJ\W\/2 este:

3 1 1 2
> 3 5 D] .
2 3 2 3
877. Consideram in R ecuatia v ?
1
logs V3 + z +1logg(3 —z) = 7
Multimea solutiilor ecuatiei este:
S = {0}; S = {~/6,V6};
S ={-V3,V3}; D] § = {-V12,V12}.
878. Produsul solutiilor reale ale ecuatiei 2 + x 4+ 4 = 2v/22 + x + 7 este: v ?

12; —12; 2; D] —2.

879. Fie functia f : R — R, definita prin f(z) = x + |23 — 22| + max {23, 2*}. Si se
indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

f(x) = 2* — 2% + 2% + 2 oricare ar fi Functia f nu este derivabila in 0.

€ (—00,0). RPN
z € (=00,0) @ Tangenta la graficul lui f in punctul
f(x) = 2% — z oricare ar fi x € [0, 1]. 0(0,0) este prima bisectoare.
880. Se considera multimea v ?

A:={a €R | functia f: [a,00) = R, f(z) = 2*—1022+2021 este strict crescitoare}.

Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
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A=0. Multimea A are un cel mai mic ele-

ment.

[B] [3,00) C A. D] 2¢ A.

881. Multimea valorilor parametrului real a pentru care ecuatia 2%(1—Inz) = a are doud + *
solutii reale distincte este:

Do B(w=) @05 D)

7 5
882. Daca cosx = o siz e (;,iﬁ), atunci: v ?

3 4 3 4
cos%:y COngg; Cosgz—g; @cosg:—g.

2
883. Folosind notatiile obignuite in triunghiul ABC avem a = 13, b =1 si tg% =3 Sa v 2
se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

¢ = 4y/10. sinC' = % [] Aria (ABC) )
e ra =

884. Daca a este un parametru si ecuatia cos 2z + asinz — 2a + 7 = 0 are solutii, atunci: « 2

0<a§5;
2§a§6;

pentru a = 5 multimea solutiilor este S = {(—l)k% + knlk € Z};

@ pentru a = 5 multimea solutiilor este S = {(—1)’“% + krl|k € Z}.

885. Fie a # 1 o radicing a ecuatiei 23 = 1. Stabiliti care dintre urméatoarele afirmatii « 7
sunt adevarate:

la] = 1. a??l = —q — 1.

@ Numarul —a este radacina a ecuatiei

1 1
].. - T a R. 2 —_ =
+ o + 2 ¢ z z+1=0.
886. In inelul (Zy2,+, ) ecuatia 2 +4243=0 v ?
nu are solutii; are exact doud solutii distincte;
nu are solutie unica; @ are exact patru solutii distincte.
887. Consideram expresia v ?
Ty — 2
TxYy= ——"——.
Y r+y—4

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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* este lege de compozitie pe R; 3x(3%3)= 1?)8;
* este lege de compozitie pe (2, +00); @ x * 4 = x pentru orice z > 3.

w/3
888. Valoarea integralei / V(1 = cosz)(1 — cos 2z) dz: este: v ?
—m/3
Al o. 4 2 42

889. Fie functia f: (—1,00) — R, definita prin f(z) =e* —1—In(l +2) si fie a, b € v 2
(—1,00) cu a < b. S4 se indice care dintre urmétoarele afirmatii sunt adevarate.

Functia f are un singur punct de b(1+ln(1+z))dz< bezdx'
minim global; @ a ’

@ Functia f are cel putin un punct de
Functia f este injectiva; maxim global.

890. In sistemul de coordonate 2Oy se consider punctele A(-6,2), B(4,-3), M («,0) v 2
si N (0,8). Daca suma AM + M B + BN + N A este minim4, atunci:

[A] MN =o0; [B] MN =1, (] MN =2 [D] MN = /5.

891. Fie A = {1,2,...,99,100}. Cate sume egale cu 5044 se pot forma cu elementele . »
multimii A (sumele necontinand repetitii de elemente)?

3; 4; 5; @6.

2n

1
T
892. Pentru fiecare n € N* se noteaza I, :/

ﬁdx. Sa se indice care dintre « 7
0 X

urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Jim I =0 (D] Jim nt = .
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893. Dacai functia f : (1,+00) — R este definita prin expresia

1 1
f(x) =log, 3 + log, o Vo > 1,

atunci valoarea expresiei f(8) este

. 8 10 8
- 3 3 ol

894. Daci S este multimea solutiilor reale ale ecuatiei |z 4+ 1|+ | — 1] = 4, atunci suma
elementelor multimii S este

2: 4; —4; D] 0.

895. Punctul A(2,3) este varful unui triunghi ABC al carui ortocentru este punctul
H(1,—1). Care dintre urmétoarele afirmatii sunt adevarate?

1 : .
Panta dreptei AH este T Panta dreptei BC' este —4;

. 1
Panta dreptei AH este 4; @ Panta dreptei BC este 1

s
este

896. Valoarea lui cos 202

6
1 ~%; 0; ] 5.

897. Fie ¢ si j versorii axelor de coordonate intr-un sistem cartezian. Daca vectorii
a=2i—xjsi b= xi— 8j sunt coliniari, atunci valoarea parametrului = € R poate fi:



Concurs Facultatea de Matematica si Informatica UBB

—4: 0; 4; D] 8.

898. Termenii unei progresii geometrice sunt numerele naturale a < b < ¢ care satisfac « 2
relatia a + b+ ¢ = 21. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate, daca si ratia
progresiei este un numéar natural?

Exista cel putin o progresie geometrica cu aceasta proprietate;
Exista exact doua progresii geometrice cu aceasta proprietate;
Ratia progresiei este numar par;

@ Ratia progresiei este numar impar.

. . 1—sin"xz .
899. Pentru fiecare n € N* se noteaza a,, = lim — Valoarea limitei v ?
=%  cos’x
2
lim +/n(\/a —\/a,) este:
yare \f( n+1 n)

1 1 1 2/2.
L e o D]

l/a:2

t

900. Valoarea limitei lim <gm) este: v ?
x—0 x

1; el/3; e2/3; @ el/6

901. Fie a,b € Rsifie f : R — R functia definita prin v?

fx) =

—1+arctgz, dacax <0
axr + b, daca z >0

Daca f este derivabila pe R, atunci valoarea sumei a + b este:
0; g; g; @ —2.

902. Se da patratul M NPQ cu latura M N = 2. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt .~ 2
adevarate?

W-M@:o; W-Mﬁ:zx;
[B] MP NG =o0; [D] MN - MP =42,

903. Fie ABCD un patrulater oarecare si punctele G respectiv Gy centrele de greutate . 7
ale triunghiurilor ABD respectiv BC'D. Notam cu M mijlocul diagonalei BD. Care
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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— 1-— — 1
AGq = §AM; GGy = gﬁy
— 2—— — 1
AG1 = S AM; [D] 616 = 54
. 2025 . o "
904. Fie M = {z € C* | z+ — € R}. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt . ?
z
adevarate?
R* C M; Daca z € M\ R*, atunci |z| este unic
determinat;
. . 2025
Daca z € M, atunci € M; @ Multimea M \ R* este vidA.
905. Numarul numerelor intregi strict pozitive m pentru care ecuatia de gradul doi v ?

maz? +20x +m =0

admite doua solutii reale distincte este
0; 9; 10; D] 11.

906. Fie S multimea solutiilor reale ale ecuatiei v ?
3$—2 + 31—1 + 31 + 3w+1 — 2$+1 + 22:-{-3.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

S are exact un element; S are exact doua elemente;

Exista cel putin un numar irational @ Exista cel putin un numar rational In
in multimea S; multimea S.

dx

este: v ?

w/3
907. Valoarea integralei /
o CosT

n(2 — v/3); In(2 + v/3); In(3 — v/3); [D] n(4+3).

908. Numirul solutiilor ecuatiei sin?(2x) + cos?(x) = 1 in intervalul [0, 7] este: v?
4 3 2 [D] 1.
909. Fie f : [0,00) — R functia definitd prin v?
xz, dacd z €]0,1],
T)= 1
/(@) —, dacdz>1.
x

Fiind dat un numar real ¢ € (0, 1), dreapta de ecuatie y = ¢ intersecteaza graficul lui f
in punctele A si B. Fie A’ si B’ proiectiile pe axa Oz ale punctelor A si respectiv B.
Atunci cand ¢ variaza in (0, 1), valoarea maxima a ariei dreptunghiului AA’B’B este:
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/2 32 /2 2
] 1] 2%, o] o] ¥

910. Dreptele de ecuatii 11z + 3y — 7 = 0 si 122 +y — 19 = 0 se intersecteaza Intr-un . 7

punct M. Dreptele d; si do trec prin punctul M si sunt situate la distanta v/2 fata de
punctul A(3, —2). Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Suma coordonatelor punctului M este —7;
Suma coordonatelor punctului M este —3;
Dreptele d; si do au ecuatiile: 7v+y—-9=0siz—y—7=0;
@ Dreptele d; si dy au ecuatiile: x + 7y —9=0siz+y+7=0.

911. Se d& un romb ABCD cu varful A(1,0) si cu latura AB pe axa Ox. Daca intersectia  ?
diagonalelor se afld in punctul M (3,4), atunci aria rombului este

20; 40; 60; D] 80.

Problemele 20, 21 si 22 se refera la functia f : [0,4] — R, definitd prin f(z) =
(2 — x)Vdx — 22,

912. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v ?

Graficul lui f poseda o axa de simetrie paraleld cu axa Oy;
Graficul lui f admite un centru de simetrie;

Graficul lui f nu admite nici centru de simetrie, nici axa de simetrie paraleld cu
axa Oy;

@ Graficul lui f admite un centru de simetrie, dar nu poseda o axa de simetrie
paralela cu axa Oy.

913. Numarul punctelor de extrem local ale lui f este: v ?

O; 2; 3; @4.

4
914. Valoarea integralei / |f(x)| dzx este: v ?
0
8 4 16
3’ 3 37 @ 4

915. Fie a € C si consideram sistemul de ecuatii v ?
r+ y— z=1
20 +ay + z=1
20 — y+az=1

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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Pentru orice a € R sistemul admite solutie unica;
Daca sistemul este incompatibil, atunci |a| = v/5;
Exista a € C pentru care sistemul admite o infinitate de solutii;

@ Daca pentru o solutie (z,y, z) avem x + y + z = 0, atunci a ¢ R.

916. Fie f : (Z10,+) — (Zs5,+) un morfism de grupuri. Care dintre urmatoarele afirmatii « »
sunt adevarate?

Daca Im(f) are un singur element, atunci acesta este 1;

0 € Im(f);

Daca Im(f) are cel putin doud elemente, atunci f este surjectiv;
@ Existd un singur morfism f : (Z1o,+) — (Z5, +).
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917. In paralelogramul ABCD avem AB = 1, AD = 2 si m(é) = 60°. Care dintre

urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] 4B AD =1, [B]|BA BC=1, [C]BAAD=-1, [D|BA - CD=1.

918. Daca punctele A(1,2) si B(4, 6) sunt varfurile dreptunghiului ABC D, atunci ecuatia

dreptei AD este:

[A] 42 + 3y — 11 =0; [C] 42 -3y +2=0;
[B] 32 + 4y — 11 =0; D] 42+ 3y +2=0.

919. Fie ¢ si j versorii unui sistem cartezian. Daca vectorii U =210 + bj si v =

- =
(b+4) i +2j sunt perpendiculari, atunci valoarea parametrului b € R este:

~2; -1 1

920. Daca matricea X € My(R) satisface relatia (;

elementelor lui X este:
-2 0; 2;

921. Consideram sistemul de ecuatii

r+2y+3z2=1
r—2y+az =a,
3r+2y+ z2=2

0
4

)<=

D] 2.

2

0 4>, atunci suma

D] 4.

unde a este un parametru real. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Exista un singur a € R pentru care sistemul este incompatibil;

Sistemul este compatibil pentru orice a € R;

7
Daca determinantul sistemului este 16, atunci solutia sistemului este x = 3’ Yy =
1 3
—5. 2 = 3
2 8
o . . . . . . 1
@ Daca determinantul sistemului este 16, atunci solutia sistemului este x = il
3 1
Sr=—=
4 4

1
922. Valoarea limitei lim (1 + xzez) 1-cose agte:
x—0
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Ve 1 e; [D] e2.

923. Fie a,b,c € Rsifie f: R — R functia definita prin v ?
1, daca x <0
flx)=2 ae ™ +be” +cx(e® —e™®), dacal<x <1
e T daca z > 1.

Daca f este continud pe R, atunci valoarea sumei a + 2b + ¢ este:
0; 2 L; ] ;.

3 1
924. Fiex € (;T, ;) cusin(x) = 3" Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? + 7

cos(x) = ?; cos(2x) = g;
sin(2z) = —47{5; D] tg(z) = —2v2.

925. In triunghiul ABC avem D € (AB), DB =2-AD, E € (AC) si AC = 3-EC. Daci . 7
punctele A, D si E au coordonatele A(0,6), D(4,4) si E(—4,2), atunci coordonatele
centrului de greutate G al triunghiului ABC sunt:

G(2,2); o (20 20 G(0,0); af_ 42
926. Numerele reale a1, as,as, ..., ags, agg, @100 sunt in progresie aritmetica si v 7
a1+ as+as+ ...+ agg + agg + a190 = a2 + a4 + ag + ... + agg + ags + a1gg = 200.

Notam cu d ratia progresiei aritmetice. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

[A] d>o0;
[B] d<0;

Progresia aritmetica este unic determinata de conditiile date;
@ Nu exista astfel de progresie aritmetica.

1 5
927. Daca z > 0 si al treilea termen al dezvoltarii ( + (\/E)l“gz) este 10000, atunci « 7
x

xe{%,lO}; xe{%,lOOO};
[B] = € { g5, 1000}; D] = € {45, 10}

928. Daca notam cu S multimea solutiilor reale ale ecuatiei v 7

Vo -6V TT+10+ o+ 6z F1+10=6,

atunci
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3eS,; multimea S este finita;

15 € S, @ multimea S este infinita;

929. Fie f : [-1,1] — R functia definita prin f(z) = 3z + 44/1 — 22. Not&m cu a cea mai
mica valoare a lui f si cu b cea mai mare valoare a lui f. Atunci lungimea intervalului
[a, b] este:

2; 6; 8; D] 10.

dx

=T 53 Sa se precizeze care dintre
itz +1

1
930. Notam cu I valoarea integralei /
0

urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

(Al 1> % [B] 1<% I<iln2; @I>iln2.

931. In triunghiul ABC avem A(3,4) si B(2,1), iar D(0,2) este mijlocul segmentului
BC'. Aria triunghiul ABC este egala cu:

[A] 1; [B] 3; [c] 5 D] 7.

932. Daci f: R =R, f(z) =22 —xsi S= {z € R| f(f(x)) = 0}, atunci

165’;
7165;

exista exact doud numere irationale in S;

@ existd un singur numar irational in S.

933. Daci z este un numir complex astfel incat 22 = i, atunci (2 + z)? este egal cu

—2i; 2i; 2; D] 0.

e 1 1 1
934. Valoarea limitei n11—>120 n ((n 1) + CEDE 4+t (n—|—n)2> este:

0; 1; 1 1

2’ 4

2

x
935. Fie functia f : R — R definita prin f(z) = ——=—=. Aria multimii plane cuprinse
tia f prin f(z) e timii p P
intre graficul lui f, axa Ox si dreptele de ecuatii v = —1 si x = 1 este:

\/i*hl(].‘l’\/i); \/§+ln(1+ﬁ);
[B] v2; D] 2v2 —1n (1 +v2).
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936. In rombul ABCD avem E € (BC), BE=2-EC, F € (DC)si FD =3-FC. Care v

dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

(&) 55— 1B - 1 o 5t L,
B 57 = 240 o] 7= Lap - L

937. In triunghiul ABC avem A(2,13), B(—7,1) si C(7,1). Stiind ci AD este bisectoare + 7
cu D € (BC), lungimea segmentului BD este:

E. 7; E @8.

2’ 2’

938. Daci functia f: (Zs, +) — (Z12, +) este morfism de grupuri si f(5) = 9, atunci v ?

fd)
fd)

0; f(1) nu este unic determinat de
conditiile date;

9: @ nu exista astfel de morfism.

939. Notam cu A multimea tuturor perechilor de numere reale (z,y) cu proprietatea cd « 2

. Y . 9 " <
0<x<ys = . Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate ?
=TSV 50040 T 2024 ’ v
Multimea A este vida; Multimea A contine o infinitate de
elemente;
Multimea A contine un singur ele- @ Multimea A contine un element de
ment; forma (z,1).

940. Fie a € R si fie (z,)n>0 sirul definit prin 2o = a si 41 = @, + 22 oricare ar fi v 7

n > 0. Multimea tuturor valorilor lui a pentru care sirul este convergent este:

{~1,0}; [—1,0]; [0,1]; [D] (—o0,0].
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Fie A(2,2) si B(—3,7) varfurile triunghiului ABC' iar G(—2,5) centrul de greutate al
triunghiului ABC. Problemele 941. si 942. se refera la acest triunghi ABC.

941. Coordonatele varfului C' sunt

0(576); C(_576); C (2 3); @ 0(57_6)'

3 )
942. Panta dreptei perpendiculare pe dreapta AG este
4 3 3
R vk 1 @

- .
.. ... e*—ginx—cosx
943. Valoarea limitei lim este:
x—0 :E2

0; %; 1; @ ~+00.

Q| >

944. Aria triunghiului ABC este 6. Daca laturile sale sunt de lungimi AB = 8 i AC' = 3,
atunci masura unghiului BAC' poate fi:

30°; 60°; 120°; D] 150°.

945. Aria multimii plane cuprinsa intre graficul functiei f : [1,e] — R, definitd prin
f(x) = 2?Inx, axa Ox si dreapta de ecuatie r = e este:

%; %; 1+e3; @1+2€3.

9 9

946. Daca notam cu S multimea solutiilor reale ale ecuatiei
logy x + log, %+ logg 2+ log ¢ zt =2,

atunci

S C[0,1); S are exact doud elemente;
S C (1,2 @ S are exact un element.

947. Consideram multimea
S={meR|z*>-2(m*+ 1z + (m+1)*>0Ve R}

Care dintre urmétoarele afirmatii sunt corecte?
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IES; —IES; Sz[O,oo); @S:R.

948. Consideram functia f: R — R, v ?
—22,  dacd z € (—oo,—1),
flz)y=1<1, daca z € [-1,1],
x?, dacd z € (1, 00).

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

f este injectiva; f este crescatoare;
f este surjectiva; @ f este bijectiva.

949. Fie ABCD un dreptunghi cu laturile AB = 41/3 si BC = 4. Atunci 7

[A] BA-BC =o; [C] BA.-BD = 2;
[B] BA-BC =16V3; [D] BA-BD =4s.

950. Fie dreptele dy : © — 3y +2 =0,dy : (im+ 1)z —2m —3)y+4 =0sgids : v 2
mx+y+m—+1 =0, unde m este un parametru real. Care dintre afirmatiile urmatoare
sunt adevarate?

Dreptele d; si do sunt paralele pentru m = —6.
Dreptele ds si ds nu sunt paralele pentru nici o valoare a lui m.
Dreptele dy, ds si d3 sunt concurente pentru o singura valoare a lui m.

@ Dreptele dy,ds si d3 sunt concurente pentru doua valori ale lui m.

PS 1
951. Fie S un punct pe latura PQ a triunghiului PQR astfel incat % =3 sifieT 7

mijlocul segmentului SR. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

627=%(Q?—Cﬁ); P*f?:%Q?;
(B8] 7 = 5(@% + Oy ] R = LRP + 1RO

952. Daca numerele naturale nenule x,y indeplinesc egalitatea v 7
+1 1
x(y + 1)C§f+y+1 = SOC’fIyH,

atunci:
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x este unic determinat; x < 10;
y este unic determinat; @ x> 5.

953. Numarul solutiilor ecuatiei cos(37z) = 0 in intervalul (0,2023) este

2022; 2023; 6066; (D] 6069.

954. Consideram sistemul de ecuatii

2z +22=3
3r+2y=20 ,

2r+ay+2z=a+3
unde a este parametru real. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?
Exista a € R pentru care determinantul sistemului este 0;
Exista un singur a € R pentru care sistemul nu admite solutii;
Sistemul admite solutii pentru orice a € R;
@ Daca numarul solutiilor este finit, atunci ¥ nu depinde de a.

. ;2 . . . .
955. Fie A = <(Z) z) € M5 (C) gi pentru orice n € N* definim a,,, by, ¢, d, € C prin v 7

(£ D)
¢, dn ’
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

an = d,, = 1" pentru orice n € N*;

b, = 2ni™ ! pentru orice n € N*;

b, = 2" ~! pentru orice n € N*;

@ Exista n € N* astfel incat numerele a,,, b,, ¢,, d,, sa fie toate reale.

1
956. Valoarea limitei lim In (1 +e™)-sin — este:
n—oo

2
n
0; 1; €; @ +00.

a
d
957. Pentru fiecare a > 0 se noteazd I(a) = / % Care dintre urmitoarele . -
0o (z+2)Vax+1
afirmatii sunt adevarate ?
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1(2)2%; I(Q)Zg; ali_)rgof(a):% @ lim I(a):g.

a—r o0

Problemele 958. 959. si 960. se referd la functia f : R — R, definitd prin f(z) =
2?2 +ar+5 g
———— , unde a este un numar real fixat.

vz +1

958. Ecuatia asimptotei la graficul lui f spre +oo este:

Al y=a Bly=2+a Cly=2—a D] y=a2+2.

2

959. Daca d este tangenta la graficul lui f in punctul de intersectie a acestuia cu axa . ?
Oy, care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate ?

Dreapta d este paralela cu dreapta de ecuatie y = ax;
1
Pentru a # 0 dreapta d este paralela cu dreapta de ecuatie y = —uz;
a
Pentru a = 0 dreapta d este paralela cu axa Ox;

1
@ Pentru a # 0 dreapta d este perpendiculara pe dreapta de ecuatie y = ——x.
a

960. Multimea valorilor lui a pentru care f are trei puncte de extrem local este:

(—1,1); [~1,1]; [~2,2]; D] (-2,2).

961. Fie a € R un parametru real. In multimea numerelor reale definim operatia “x” . 7
prin

xxy = (r—2023)(y —2023) + a,Vz,y € R.
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?
Operatia “x” este asociativa daca si numai daca a = 2023;
Daca a = 2023, atunci 2024 este element neutru fata de “x”;
Daca operatia “x” este asociativa, atunci (R, x) este grup;

@ ((a,+00), x) este grup pentru orice a € R.

962. Care dintre graficele de mai jos poate fi graficul functiei definite prin

™
— - 9
f(z) = cos oL

172



Concurs Facultatea de Matematica si Informatica UBB

Yy )

(@] T
D]

963. Intr-un triunghi unghiul opus celei mai mari laturi este de doud ori mai mare decat
unghiul opus celei mai mici laturi. Daca laturile triunghiului sunt numere naturale
consecutive, atunci perimetrul triunghiului este:

9; 12; 15; D] 24.

964. Numerele distincte a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica, in aceasta ordine, cu ratia r,
iar numerele a — 1, b, ¢+ 4 sunt in progresie geometrica, in aceasta ordine, tot cu ratia
r. Care dintre urméatoarele afirmatii pot fi corecte?

[A]b=0; [B] b =6 [cls—-2 [D]b=-3.

3§
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12133

965. Fie x = sin . Atunci:

xzﬁ‘ x:%; 1:>0; @x<0.

2 )

966. Daca intr-un sistem cartezian de coordonate varfurile triunghiului ABC au coordo-
natele A(2,3), B(—1,1), C(—3,4), iar G este centrul de greutate al triunghiului ABC,
atunci mijlocul F al segmentului AG are coordonatele

F(0,0); F(% H) F(—g §) @ altd valoare.
37 6 b ? b

33

967. Numarul solutiilor ecuatiei 3sinz — 2 = 0 pe intervalul [0, 7] este
0; 1; 2; @ infinit.

968. Considerim in R ecuatia V22 — 3 = 22 — 5. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt
adevarate?

Ecuatia nu are solutii; Ecuatia are exact patru solutii;
Ecuatia are exact doua solutii; @ Ecuatia are numai solutii pozitive.

969. Numarul termenilor rationali din dezvoltarea (\/§ + \3/5)300 este

50; 51; 52; (D] 150;

970. Fie matricea A = (1 1) € M3(R). Suma elementelor in matricea A5 este:

1 0

19; 20; 21; D] 22.

971. Fie (x,,),>1 un sir de numere reale pozitive, cu proprietatea ca (n+1)x,41—nz, <0,
oricare ar fi n > 1. Atunci limita sirului este:

1; E 003 nu exita; @ 0.

972. Functia f : R — R, definita prin

1

flz) = e =22 dacad z <0
2 +z+a daciz >0,

8

este continua daca:
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a € R; a=0;
a=1; @ F o € R astfel incat f sa fie continua.

973. Ecuatia tangentei la graficul functiei f(z) = /= — 1 in punctul de abscisd © = 9 «
este:

[A] 12y +2—15=0; (Cly—120—15=0;
[B] 12y —z—15=0; D] y+122+15=0.

974. Multimea solutiilor ecuatiei v ?

3

4.sinz-cos®z — 4 - sin®

r-cosx =1

este
{ng%WUceZ}; {gfkwlkGZ};
{g+k§|keZ}; @{Zﬂ%ﬂke%}.

975. Varfurile A si B ale paralelogramului ABC' D se gasesc pe dreapta de ecuatie 3z — 7
y —4 = 0, iar punctul de intersectie O al diagonalelor AC si BD are coordonatele
(3,4). Daca coordonatele varfului A sunt (0, —4), atunci ecuatia dreptei C'D este:

[A] z4+3y—42=0; [B]2z—3y—-6=0; [C]32—y—6=0; [D]y=3z+6.

976. Fie functia f : R — R definitd prin f(z) = 22 —[2z], unde prin [a] se noteaza partea . ?
intreaga a lui a € R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f are perioada %; f este surjectiva;
f este injectiva; @ f este para.

977. Fie suma S,, = i + 2i®> + 3i®> + --- + ni",n € N*, unde i este unitatea imaginara . 7
(i = —1). Care dintre urmaitoarele afirmatii sunt adevirate?

S2020 este un numar real; Partea imaginara a lui Sagoo este
egala cu 1011;

[S2020] este un numar irational; @ [S2022] = 1011.

978. Fie (z,y) € R solutia sistemului de ecuatii v?

l0ggo5  + loggy y = 0
log,, 225 — log, 64 = 1.

Valoarea expresiei logg, (2%) — logs, y este egald cu:
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0; 12; 1; D] 10.

979. Suma solutiilor ecuatiei 6*t! — 4% = 327 este
—1; 0; 1; D] 2.

980. Punctul A(3,1) este varful unui péatrat in care o diagonald se afli pe dreapta de . »
ecuatie y — x = 0. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Distanta de la varful A la aceasta diagonala este egala cu 2;
Ecuatia dreptei pe care se afla cealalta diagonala este z +y + 2 = 0;
Aria patratului este 4;

@ Punctul C(1,3) este de asemenea varf al patratului.

981. Fie triunghiul ABC, in care notam BC = a,AC = b, AB = ¢. Presupunem ca . 7
lungimea medianei AM este egala cu c. Atunci:

a2+262:3b2; a2—|—202=2b2; cosCzé—‘g; @COSCZ%.

1 1
982. Valoarea limitei lim | — — —— | este:
a0\ 22 sin’x

-5 1 0; 0] 5.

983. Fie functia f : R — R, definita prin f(z) = arctgx + arcctgx pentru orice x € R. v 2
Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

f1) = =5

2 b

f(z) = g, pentru orice x € (0,00).

Functia f este impara;
[D] i 7e) = i, 7(2).

1
984. Numarul solutiilor reale ale ecuatiei xe” = —— este: v 7
0; L 2% [D]3
. . . . / / ’ ~ A~ BA/ i
985. Fie ABC un triunghi si A’ € [BC|, B’ € [CA], C' € [AB] astfel incat v

B AC
gA = A% = a. Daca A pro este aria triunghiului A’B’C’, atunci
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[A] Apmer — 1 - 3a(1 - a); [C] Aazeret — 1 —1202(1 — )%
o o
Aupiet ¢ {4,1}; [D] Aperer ¢ {2,1}.

tgx
/ et2dt
986. Valoarea limitei hm A C—

r—) /ctgm .2
e’ dt
1
L; B m 0; [D] 1.
987. Triunghiul ABC in care are loc relatia sin(B) + cos(B) = sin(C') + cos(C') este: v?

dreptunghic; echilateral;

E isoscel; @ dreptunghic sau isoscel.

988. Fie (ay)nen+ sirul definit prin v 7

1 n .
ay = 7+7 74_7-1- 4 ——|— 37pentruﬁecamenGN

Se noteaza cu £ = lim a,. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

n—oo
Al e=0; ﬁ:@- [C] teR\Q; D] =00
3 )
989. Doua laturi ale unui dreptunghi se afla pe dreptele date prin ecuatiile: v 7

(dh):2x—3y+5=0
(d2):3x+2y—7=0

si unul din véarfurile sale este punctul A(2,—3). Ecuatiile dreptelor pe care se afla
celelalte doua laturi ale dreptunghiului sunt:

2x—3y—13:0§i3x+2y=0' 2x—3y+13:0§i3x—2y:0;
y+3—3(x 2)§1y+3——7 @y 3— (x—2) siy— 3——%(3:—2).

990. Consideram « € C un parametru si sistemul de ecuatii liniare cu 3 necunoscute v 7

20 +ay+2z=1
dr—y+5z=1.
20+ 10y + 2z =1

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii:
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Matricea sistemului are rang 3 pentru orice valoare a lui «;

Matricea extinsa a sistemului are rang 3 pentru orice valoare a lui «;
Sistemul dat este incompatibil daca gi numai dacd « # 3;

@ Sistemul dat este compatibil daca si numai daca a # 3.

991. Fie G C R o multime astfel incat expresia v ?
ry
xy=—-—""Vr,yeG
ey 20y —x —y+1 wY

defineste o lege de compozitie pe G. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

G poate fi intervalul (0, 2);

G poate fi intervalul (0,1);
Dacd G = (0,1), atunci ,,+” admite un element neutru;

1 2
@ Daca G = (0, 1), atunci simetricul lui 3 este 3

992. Valoarea integralei v ?
2022 |
nx
——dz
1+ 22
3053
este:

[A] 0; [B] 1; [c] 2 D] 3.

993. Fie x,y, z € Z* astfel incat zy, yz, zx sunt in progresie geometrica cu ratia un numar . ?
intreg diferit de 1.

Daca y este patrat perfect, atunci si z este patrat perfect;
Daca z este patrat perfect, atunci si y este patrat perfect;
Daca y este patrat perfect, atunci si x este patrat perfect;
@ Daca z este patrat perfect, atunci si x este patrat perfect.
2 (2 o :E)anl

0 (2 + x)2n+1
dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

_ 1. : 2 _ . 1 @ : _
T23 = 1811 lim 7z, = lim nz, = 3’ lim nz, = 0.
n—oo

n—oo n—oo

1

994. Fie (z,)nen+ sirul definit prin x,, = dx, pentru fiecare n € N*. Care + 7

bl
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995. Fie (an)n>0 un sir de numere reale nenule in progresie geometrics, cu ratia r € R. 7
Stiind ca expresia

4&4 4&8 as - ay
E=—24+2 :
ag ar Qg

are valoarea minima posibila, sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate.

r— %; asas + 2a1a5 + agas > 0;
1
.

a12

ag

4’ @ anan4+1 < 0, pentru orice n € N.

996. Fie dreptele d; si ds respectiv de ecuatii x —3y+1 =0si 3x+y+2 =0, ¢ un numar . ?
real si P punctul de coordonate (0,a). Punctul P este egal departat de dreptele d; si
do, daca a ia valoarea

0; D] g;
997. Multimea solutiilor ecuatiei AS — 242C% — 1142 = 0 este :
{1} {9} {5} [D] {1,9}.

998. Fie 2 > 0. Coeficientul binomial al termenului care il contine pe 2% din dezvoltarea . 7

binomului
1\ 2021
(- %)

este
1435. 586 . 587 . 1434
Co057; C3021; C3031; @ Ca051 -

999. Fie M, N, P respectiv @ mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD] respectiv [DA] al « 2
patrulaterului oarecare ABC'D. Atunci

[A] AD + AB = CB + CD [C] 4B + BC = AD + DC;
[B] MN + PG =T1; [D] 4D + BC = BD + CA.

1000. Fie (ap)n>1 sirul de termen general v 7

1 2
ap = (1+> <1+>~-~(1+").
n n n
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
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lim Int1 < ].7 lim ap =

=1In2;
n—00  Qp n
. Qp
E lim <1 @ lim a, = oo.
n—oo a/TL-‘rl

1001. Daca log;, 27 = a, atunci valoarea lui logg 16 este:

: 4(3 - 4+ 4
[A] 4 B-) @ 5] 46+

4—a’ 3—a

x
1002. Pe intervalul (—1,1) definim legea de compozitie ,,+” prin x x y = . _:_ , pentru v 7
Ty
orice z,y € (—1,1). S& se indice care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate.

1
Elementul neutru in raport cu ,,x” este —;

1*(1 1):§.

p— * p— N
3 3 3 9
Legea de compozitie ,,x” este asociativa;

. . 1 . 1
@ Simetricul lui 3 in raport cu ,,x” este —.

1003. Fie f: R — R functia definita prin

B 2t +a, x€(—00,0],
J(@) = {bx?’, x € (0,00),

unde a,b € R sunt parametri. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate.

Daca a = 0 si b € R, atunci functia f este continua pe R;

Daca a =1 si b= —1, atunci functia f este strict descrescatoare pe R;
Daca a =1 si b = —1, atunci functia f este discontinua in 0;

@ zli)IPoof(x) = IILH;O f(z) oricare ar fi a,b € R.

1 13 3
1004. Daca cosx = — si cosy = VR unde z,y € (777 ;), atunci diferenta z —y « 7
poate fi

-5 & 5 o

3
1005. Pentru fiecare n € N* se defineste functia f,, : R — R prin f,(z) = (2—2)", x € R. v
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate

0 < fn(z) < 1, pentru orice n € N* i orice = € [1,2];
lim f,(z) =0, pentru orice z € [1, 2];
n—oo
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Sirul ( fn(4)) are un subsir crescitor;

1006. Fie ABC un triunghi nedegenerat astfel incat lungimea segmentului [BC] este /3, «

masura unghiului B este 60° si lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC
este 1. Sa se indice care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate.

Aria triunghiului ABC este %ﬁ;
Perimetrul triunghiului ABC este 3v/3;
Triunghiul ABC' este echilateral,
@ Lungimea razei cercului inscris triunghiului ABC este ?
1007. Consideram ecuatiile dreptelor d; : £ = 1 si do : ¥y = 1 intr-un plan cu un sistem « 7
de coordonate carteziene cu originea in O. Oricare ar fi A, B, C' puncte in plan astfel

incat O, A, B, C sunt varfurile unui patrat avand una dintre diagonale [AB] cu A € d;
si B € ds, avem:

Ced,unded:z—y=0;

Distanta dintre A si B este cel putin egald cu v/2;
Cedyunded:z+y=2.

@ Aria patratului determinat de O, A, B, C' este cel putin egala cu 1.

1008. Fie f: R — R functia definitd prin f(z) = ¥z + 2 — ¢/z. S& se indice care dintre v 7
urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Functia f este derivabild in punctul z € R < z € R\ {-2, 0};
Functia f are exact un punct de extrem local;
Functia f are cel putin un punct de minim global;
D] 3+ /7 < 2¥5.
1009. Relativ la un reper cartezian ortonormat al planului, se considera punctele A(7,5), v 2
B(9,1). Mediatoarea segmentului [AB] este d : © — 2y = 2. Notam cu C multimea

tuturor cercurilor avand centrul pe dreapta d, si care trec prin A gi B. Sa se indice
care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Exista in C un cerc cu aria egala cu T;
Exista in C un cerc cu aria egala cu 17.
Exista in C un cerc care intersecteaza fiecare axa de coordonate in exact un punct;

@ Pentru punctul D(3,3), cercul circumscris triunghiului ABD se afla in C;
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1010. Se considera ecuatia matriceala

v 7
2 3a 1 —1 1
1 2 a 2 |XxX=|1], (1)
1 1 4 3 1

in care toate matricele care apar sunt considerate matrice cu elemente numere reale.
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Indiferent ce valoare ia parametrul ¢ € R, nu existd matrice din M3(R) care si
verifice (1);

Dacd a € R\ {3}, atunci ecuatia (1) are cel putin o solutie;
Ecuatia (1) are cel putin o solutie pentru orice a € R;

2 3a 1
@ Daca | 1 2 a | =0, atunci ecuatia (1) nu are nicio solutie.
1 1 4

1011. Se noteaza cu { valoarea limitei lim (sinx + cos x)'”. Si se indice care dintre . 7
z—Z
2

urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
[A] €= oo; [B] ¢ <1; [C]teRrR\Q; D] ¢ € (2,00).

1012. Fie v valoarea minimi a expresiei E(z,y) = 22 +2y?, 2 € R, y e R, unde v si y + 7
verifica ecuatia

Y

0

x
1 =0.
0

—_ = =

~1/2
Atunci

v>0; U:1; v<1; @v—

1
3
1013. Specificati care dintre urméatoarele conditii implica faptul c& dreptele (dy) : ax + v 2

by+c=0, (d2) :bx+cy+a=0si(ds): cx+ay+b=0 au cel putin un punct comun,
a, b, ¢ fiind numere reale nenule:

a+b+c:0; a3+b3+c3=3abc;

a2+b2+02:ab+bc+ca; @a2+b2+02:2(ab+bc+ca).

1014. Fie f: R — (—00,0) o functie care admite primitive si fie F' o primitiva a lui f. v 2
Valoarea parametrului m € R pentru care

F(4m? — 12m + 5) > F(3m? — 6m — 4)

este:
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mzl; m=2; m:3; @m:él.

1015. Fie functia f : R — C* definitd prin f(x) = cos z+isin . S& se indice care dintre v
urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

f este un morfism de grupuri intre grupurile (R, +) si (C*, )

)
f este injectiva;
f este surjectiva;

@ f este un izomorfism de grupuri intre grupurile (R, +) si (C*, )
1016. Daca S este multimea solutiilor reale ale inecuatiei 2 cos? x > cosz + 1, atunci
20207 € S; 2018z 2090m] g

3
20217 € S; [D] 20 € S.

v 7

1 t

1017. Se noteaza cu ¢ valoarea limitei lim ——= / (\/5 + sin(asQ)) dz. Sa se indice care v
t—o0 t\/% 0

dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

€:0; g:; Ezoo; @Ezﬂ'.

1018. Sa presupunem ca exista numere complexe a,b, c,d diferite de zero, astfel incat « -

z € C satisface ecuatiile az® +b22 + cz+d = 0 si bz3 + 22+ dz 4+ a = 0. In acest caz,
toate valorile posibile (complexe) ale lui z sunt:

{i,—i}; {1,-1} {1,i,—1}; D] {1,i,-1,—i}.

1019. Fie f: R — R functia definita prin

f(z) = |z — 2k|, pentru orice x € (2k — 1,2k + 1] si orice k € Z.

Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
Functia f nu este continua pe R;

Functia f este derivabild pe R\ Z;

Functia f este derivabila pe R;

@ unctia f nu este continud in punctele multimii {2k — 1 : k € Z}.

t
1020. Fie I = lim

— 5.3 59%. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmafii .+ 7
t—oo Jo x* + 222 42
sunt adevarate.
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I:oo; I:%; I:%; @I<%.

1021. Fie f: R — R functia definita prin f(z) = {¢/(x? — 1)? si fie n numéarul punctelor v 2
de extrem local ale lui f. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

n:O; nzl; n:2; @n:&

1022. In triunghiul ABC mediana din varful A al triunghiului este egal cu latura BC. .
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

5sin® A — cos 2B — cos 2C = —2;
5sin? A 4 cos 2B + cos 2C = 2;
3sin® A — 4sin Bsin C cos A = 0;
[D] 4sin? A — 3sin Bsin C cos A = 0.
1023. Un segment M N paralel cu bazele unui trapez, cu capetele segmentului aflate pe « 7

cele doua laturi neparalele imparte aria trapezului in doua parti egale. Daca lungimea
bazelor este a si b, a > b, atunci pentru lungimea ! a segmentului M N avem:

l: M. l:m5 l>a+b; @l: 2

7 2 ati

1024. Notam cu A multimea numerelor naturale n care au ultima cifra 6 si au propri- « 7
etatea cd dacd mutam aceasta cifra in fata numarului, obtinem un numaéar de 4 ori mai
mare. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

Daca n € A, atunci 3 | n;
Exista n € A astfel incat 12 | n;
Exista n € A care are 8 cifre;

@ Exista n € A care are toate cifrele diferite doua cate doua.
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Testul 1
Problemele 1025. si 1026. se referd la polinomul f = X3 +aX? +8X +3,a € R.

1025. Pentru a apartinind cirui interval, expresia 23 + x3 + 23 este mai mica decat 07 .~ 7
0.5]; 1,5); (—4,5; [D] (~4.4).

1026. O valoare a lui a pentru care are loc egalitatea = + 23 + 2§ — (23 + 23 +23) =9 + 7
este:

[A] o; [B] 1; [c] 2 D] 3.

1
1027. Fie triunghiul ABC si punctele M, N, P astfel incat m = Em, ﬁ = 51:? siov 7

k—
CA'j\_/2 = gNA, unde k € R. Valoarea parametrului k& pentru care QMN = Mﬁ este:

[A] 15 %; %; D] 3.

1028. Fie functia f: R — R, f(z) = e%(2% — 42 + 1) si parametrul a € R. Pentru a v 7
apartinand carui interval, dreapta de ecuatie y = a intersecteaza graficul functiei f in
exact 3 puncte distincte?

(—2¢%,0); (0.9):

1
1029. Valoarea integralei /7dx este: v ?
%t —16
0
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In3 In3 tan (3
_ﬁ’ n +arc an(z);

32 16
E I3 arctan(%). I3 arctan(3)
32 16 ’ 16 32 '

1030. Fie f : R — R functia definitd prin f(z) = (2% + a)?, Vo € R, unde a este un . 7
parametru real. Consideram multimea

M = {a € R| f este convexa}.

Aceasta este:
[A] M = (-0,0); [B] M ={0}; [C] M=[0,+); [D]M=R.

1031. Se considers z un numir complex astfel incat 22 + z+1 = 0. Rezultatul calculului + 7

este:

22023 4

52023

i I 1 [D] i
1032. Consideram « € C un parametru si sistemul de ecuatii liniare cu 4 necunoscute v 7

21 +axo +2x4 =1
41 —xo + (@ +2)xg + by =1
201 + 10z — bz3+ 24 =1

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii:

Sistemul dat este incompatibil dacd gi numai daca a # 3;

Pentru a = —5 sistemul dat este compatibil;

Sistemul dat este compatibil daca si numai daca o # 3;

@ Sistemul dat este compatibil daci i numai dacd o € C\ {-5, 3}.

1033. Notam cu A multimea numerelor reale a pentru care functia v ?

x2+a
2+ 1

f:R=R, f(z) =

este convexa intr-o vecindtate a originii. Stabiliti valoarea de adevar a afirmatiilor:

[A] 1€ 4; B] (-1,1)Cc4;  [C][1,+x)C4; [D]A#R

1 t
1034. Valoarea limitei tlim 7] / (Vx + sinz)dz este: v ?
— 00 0
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O; 1; oo; @ﬂ'.

1 n
1035. Valoarea limitei lim (1 — E) dx este:
0

n—00 n

[A] e B oo [c] o o] <1

e

1036. Suma solutiilor pozitive ale ecuatiei
log,s « +log, 16 = logs,5 = + log, 512

-y . a . . . N
poate fi scrisa ca si 7 unde a si b sunt numere naturale si prime intre ele. Valoarea
sumei a + b este:

3257; 652; 4161; (D] 4097;

1037. Fie functia f : R — C* definitd prin f(z) = cos x + isin z. Stabiliti care dintre
urmatoarele afirmatii sunt false:

f este un morfism de grupuri intre f este surjectiva;
rupurile (R, i(C*,-); . Ca
&P (R, +) i ( ) @ f este un izomorfism de grupuri intre

f este injectiva; grupurile (R, +) si (C*,-).

-3 15

1038. Se considers ecuatia X2 = <_1 5), unde X € My(C). Stabiliti care dintre

urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

Pentru orice solutie X € M3(C), avem det(X) = 0;

Pentru orice solutie X € My (C), avem tr X = v/2, unde tr X este urma matricei
X.

)

Ecuatia are trei solutii diferite;

@ Suma solutilor ecuatiei este Is.
1 2
1039. Valoarea integralei / xe” ¥ dx este:
0

1 1 1
A3(-2) Blye-n [y [D]1-+.

1040. Numarul de solutii reale ale ecuatiei /3 — 2 — x = —10 este:
0; 1; 2; D] 3.

1041. Ecuatia AS — 242C% — 11A1 = 0 are solutia:
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{1} {9); {5); D] {1,9};

Problemele 1042. si 1043. se referd la punctele A(7,5), B(9,1), relative la un reper
cartezian ortonormat al planului .

1042. Fie punctul C(5,1) si O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Coordo-
natele punctului O sunt:

7 5 8 5
Wo(nly  Bo(rd)  [@o(rd)  [Bo(rd)
1043. Notam cu C multimea tuturor cercurilor avand centrul pe mediatoarea d a segmen-

tului [AB], si care trec prin A gi B. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Exista In C un cerc cu aria interioara egald cu 7;
Exista in C un cerc cu aria interioara egala cu 17;
Exista in C un cerc care intersecteaza fiecare axa de coordonate in exact un punct;

@ Pentru punctul D(3,3), cercul circumscris triunghiului ABD se afla in C.

n—oo

n
1
1044. Valoarea limitei lim —— este:
; vkn

0; L 2; D] 3;
1045. Consideram elementul 5 € Zj4. Atunci in inelul Z,4 avem:

3373+,1\:ﬁ; 3202125;

513 — T; @ 5123 _|_’5‘210 -0.

1046. Se considers polinomul f = X?2924 1 7X20923 1 322 4 3 f € R[X]. Restul impartirii
lui f la polinomul X + 1 este:

0; X +12; X2 +12X; D] X+ 12Xx2.

1047. Valoarea expresiei sin® 1° + sin® 2° + sin® 3° + ... + sin® 89° + sin? 90° este:

45 0; 1; %

27 2

1048. Valoarea limitei lim
n—o00 n

[A] V2 [B] 1; [c]o; D]

Sl-
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Testul 2
1
1049. Valoarea integralei / t(1 —t)%2dt este: v
0
1 L L D] —.
100’ 1000’ 10000’ 10100

1 n
1050. Consideram sirul (a,)nen- dat de relatia a,, = — E vn? —k2 gifiel = lim a,. v 7
n n— o0

k=1
Valoarea lui [ este:

0; 1; g% @%

7
1051. Fie segmentul [AB] cu A(2, 5), B(xp,yg) si punctul C(1,2) care apartine acestui « ?
AC AB

segment (AB). Stiind ca CB = Ao ce este valoarea expresiei (zp +y4)? —yp ?

4—2 4 -
nE 3\/5; 3+5¢5 6.
4 4 V51
49 5V/5-6 6—2V5 _
4 1+v6  6+2V5 4

1052. Fie h: R — R o functie polinomiala de gradul 3, avand: v ?
h(1) =1, h(2) =2, h(3) = 3, h(4) =6,
Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

h(16) = 826; h(6) = 26;
h(16) < 42; [D] 1(6) - h(2) < 108.

1053. Daci a,b € (—1,00), care este valoarea logaritmului In? ab, stiind ci v ?
log, (b*) = log (aez’) - °
a b \/5
2 2 € 2 € 2
Al ms [B] m? —; [C] m* [D] (1-1n5)2
5 VB
1 0 2z
1054. Fiind data matricca A = |0 y 0 |, 2,y € R, sa se stabileasca care dintre « 7
1 0 1

urmatoarele afirmatii sunt false:

Daci x # %,y € R* = rang(A) = 3; det(A?) = y?(1 + 22)*;

rang(A) = 3 pentruz = § sau y = 0; @ det(A?) = y?[(1 + 22)* — 8z].
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1055. Fie A, egal cu numarul total de siruri de n numere din multimea 2023, 2024, 2025 . »
care nu contin nicio instanta a secventei 2024, 2025 (in aceastd ordine), pentru orice
n € Nx. Care dintre urmatoarele relatii reprezinta o relatie de recurenta valida pentru
Ap,n > 17

An—i—l =34, —A,_1; An—i—l =3A,;
Ap =3A51 — 1; @ Ap=An1—Apa.

1056. Daca ~ este o solutie a ecuatiei 3 — 4sinz = /17 — 24 sinx, pentru care siny € « 7
(—1,0), care este valoarea lui f(v), unde f(z) = tga?

A= Blio=-u  [dim=s  [B]sm=1

1057. Notim cu a; numirul de cifre din numésrul 4%. Stiind ca a3 = 1,a9 = 2,a3 = v 7
n

2,ay = 3,--- sica L = lim — E a. Care dintre urmaitoarele afirmatii sunt
n—oo N,

k=1
adevarate?

[A] L=1g4; [B] L>1log,12;  [C] L=1gV4; D] L =21g4.

1058. Sa se indice care dintre urmatoarele drepte trece prin punctul de coordonate . 7
A(2,—3) si formeaza cu dreapta de ecuatie 2z + 3y — 7 = 0 un unghi de 45°.

[A] 22 —2y—10=0; (C] —z+2y = —8;
[B] & —5y+17=0; D] 52 +y—7=0.

1059. Valoarea lui k € R pentru care graficul functiei f : R — R, f(z) = 2?4 (k—2)2*+32 + »

are in punctul de abscisa x = 1 tangenta perpendiculara pe dreapta y = —x + 5 este:
1 . . 1
[A] k=2 Bl k=3 [e] k=1 D] k=7

x
1060. Pe intervalul (—1,1) definim legea de compozitie “»” prin z oy = ] J:_ Y , pentru v 7
Ty

orice z,y € (—1,1). Care dintre urméatoarele afirmatii sunt adevarate?
elementul neutru in raport cu ¢ este 0;

—olz0o=)=—;

2 2 2 )
legea de compozitie ¢ este asociativa,

1 1
@ simetricul lui 3 in raport cu ¢ este 5

1061. Fie punctele P(1,2), Q(3,1) si R(3,%). Pentru ce valori ale lui 3 punctele P, Q +
si R sunt coliniare?
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32_1%\/@; 3:%\/@;

—1+ V41 1441

n
1062. Se considera T}, = Z i¥. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevirate? v ?
k=1

Tose = Ty; Tos = —1 —14; Ts025 = Tho1; @ T37 = —i.

«@
1063. Fie a € Rsi I = / eV®dz. Si se indice care dintre urmitoarele variante de .

raspuns nu sunt adevéra%e.
I=2Va-e% I =2a-e% I=2a- eV @ Alt raspuns.

1064. Fie sistemul de ecuatii v ?
aly—1)+ g =0
{3y —rx—1=0
unde a este o constantid reala. Pentru ce valoare a lui a sistemul are o infinitate de
solutii (z,y)?

—g; %; 3; [D] Alt riispuns.

1065. Fie 3 astfel incat y = B sa Imparta regiunea delimitatd de y = 2> siy =4 1in 7

doua regiuni de suprafata egald. Daca z,y > 0, care dintre urmatoarele afirmatii sunt
adevarate?

1 4
Bzhmm; c]p=—

n—oo n 4+ 1 10g2 4’
3 4
f3 este o solutie pentru 2 —4z+4 = 0; @ B = 5/0 Va da.

2
1066. Daca

= 3z, atunci ce valori pentru S si P sunt corecte, daca S reprezinta . ?

suma solutiilor, respectiv P reprezinta produsul solutiilor ecuatiei?
§=3P=3; S=3P=1; §=3P=0; [D]s=4P=0.

1067. Fie o progresie aritmetica unde al saselea termen este de patru ori mai mare decat « 7
al treilea, iar al zecelea este mai mare decat al patrulea cu 30. Care este primul termen
si ratia progresiei?
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a1:O$ir:5; a1=—10si7‘:5;
(B] ay = —5sir=5; [D] a1 = —5si r = 10.
3

1068. Se da functia f : R — R, f(z) = ———
mcosT +n
pozitive. Care relatie Intre m si n este o conditie suficienta pentru ca f sa admita

, unde m si n sunt constante reale . -

primitive pe R?

m>n; m:n; m<n; @mn

1069. Fie dreptele d; si da cu ecuatiile respective: 20 +y —3 =0sixz —2y+ 1 = 0,
b un numar real si @ punctul de coordonate (b,0). Punctul @ este egal departat de

dreptele d; si da, daca b ia valoarea
2 12

2 4
5 3 3 B

1 3
1070. Fie triunghiul DEF cu tg D = 3 sitg B = T Atunci, cos F' este:

V5 V3 >
?% *7? E’ D] %

Problemele 1071. si 1072. se referd la functia f(x) = V2 — 23, respectiv functia

h(z,y) = / e

1071. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

a) f descrescatoare pe domeniul de definitie

(a)

(b) hm flz) = —o0

¢) f are un singur punct de extrem
)

(
(d) lim f(z)=o0
a) si b); Doar a); a) si c); @ a), c) si d).

1072. Valoarea limitei L = lim h(n, V/2) este:

n——0oo

o0; 0; nu exista, @ —00;

192



Antrenament Facultatea de Matematica si Informatica UBB

Testul 3

1 s 1
1073. Fie numarul complex z cu proprietatea ca z + — = 2cos 13 Valoarea lui z* + - V7
z z
este:

1 V2; w3; D] .

Inz(sinz — x)

. .
5 este: v 7

1074. Valoarea limitei lim
24

L B e; 0; D] -1.

T

1075. Fie multimea de puncte M (x,y) din plan, care satisfac ecuatia 4z? + 4y + 3% — + 7
2z —y = 0. Ce reprezinta aceastd multime in planul zOy?

reuniunea a 2 drepte perpendiculare ce trec prin origine;
reuniunea a 2 drepte perpendiculare ce trec prin (0, 1);
reuniunea a 2 drepte paralele, una trecand prin (0, 1) si una prin origine;

@ reuniunea a 2 drepte paralele, una trecand prin (1,0) si una prin (1,1).

2025 oo —2024
1076. Valoarea integralei /2024 o 2021 2055w dx este: .
1; 1012; o] 2025, 1
. . FERET Tty
1077. Pe multimea (—1, 1) definim legea de compozitie ”+” astfel: zxy = T NVx,y e v
Yy
(—1,1). Care dintre urmétoarele afirmatii sunt corecte:
0 este element neutru al legii ”x”; ((=1,1),*) este un grup;
- 1 . 1 35
«” are un element absorbant; 2%3 7 35
2
. arctg x . o .. o
1078. Fie I = / ——————dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v 7
1 2 +2x+1
i 1 T
Al T=—; —. ClI=—; I<0.
; 1> 5 D]
. 5 COs T . o . v
1079. Fie I = / —————dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v 7
o 1+9sin“z

31 = arctg %; 31 = arctg ?%
3
I = arctg g; @ I = arctg 3V/3.
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1080. Fie polinomul f = mz*+nz+p, cum,n,p € Z. Care dintre urmatoarele afirmatii « 7
sunt adevarate?

f(3) — f(1) este numar par; f 6 vz, y;
f EZny, @fx+y € ZNw,y.

5 3
1081. Fie f : R = R, f(x) = W. Notam cu L = zlgréo f(z). Care dintre « 7

urmatoarele variante de raspuns indica valoarea lui L7

f nu are limita pentru z — oo; L=0;
L=1; @ alt raspuns.

1082. Care dintre urmatoarele variante de raspuns reprezinta ecuatia dreptei care trece « 7
prin punctul A(2,3) si face cu axa Ox un unghi de 45°7

y:x—i—l; y:x—l; ﬁy:x—l; @ﬂyzx—&-l.

1083. Fie f(x) = (z® + 2 + 1)°° + (22 — 2 + 1)°° si dezvoltarea sa de forma: f(x) = v 7
a1002 % + agez®® + ... + a1z + ag. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevarate?
a17:0; ao+a1+...+a100:350+1;
a31:0; @a()+a1+...+a10(]:350+3.

. 5T
1084. Valoarea lui arctg (tg E) este: v ?
m 5T m 5T
Al —; on. Cl| ——=; _27
67 6 ) . 67 6 .

1085. Se considera triunghiul ABC cu laturile AB = 7si AC =9, iar AD este bisectoarea « 7
unghiului A, punctul D este pe dreapta AB. Valorile numerelor x si y pentru care are

loc egalitatea: @ = $1@ + ym sunt:

7 9 7 9
Z/:§§ x:1—6; ZJZEE @ng

1086. Daca L = lim (630 1 o - 4) . L , atunci care dintre urmatoarele + 7

z=5\ x4+ 5 2z 22 —6x+5
afirmatii sunt adevarate?

1 21 21 21
L>% L:%; L:@; @L:%.

. 1
1087. Fie ecuatia 4z — 5z = 25'°85% 4 80822 _ og . 64" Care dintre urmétoarele 2

enunturi sunt adevarate?
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ecuatia are o singura solutie reala pozitiva,
ecuatia are doua solutii pozitive;
ecuatia are o singura solutie negativa,;

@ ecuatia are o singura solutie intreaga.

Az =947

1088. Se da sistemul de ecuatii { 1
' SCy = 5ij+1
3 1 1

. Sunt adevarate urmétoarele afirmatii:

x = 119,y = 127 verifica sistemul; x > y,Vz,y solutii;
x = 100,y = 108 verifica sistemul; @ x <y — 8,Vz,y solutii.

1089. Fie matricile A = <é :?), B = (g g) si X(a,B8) = A* — BA, a, B € R.

Dintre urmatoarele enunturi sunt false:

existé k € N astfel incat A* = 24. det(X (2024, —1)) = det(B3).
A2024 — ALS6 i ATO5 — 4343, [D] det(X(150,30)) = det(30B3).

TR B km
1090. Valoarea limitei nh—{go - ];:1 thE este:
T . ™ ) 8 4
1*2, ﬁ*lv 1—;; @;—L

1091. Cu ce numar poate fi egala partea reala a numarului complex z care este solutia
ecuatiei: Re(62% — 3i +2) —Im(7i * 2 — 2z % 2) + 6 Im(2)* = 77

1 11 7 21
Re(z) = 1 Re(2) = — 15 Re(z) = —-o;  [D] Re(2) = .

1092. Daca in triunghiul ABC are loc relatia sin B 4 cos B = sin C' 4 cos C' atunci:
triunghiul poate fi dreptunghic; triunghiul poate fi echilateral;
triunghiul poate fi isoscel; @ triunghiul poate fi doar dreptunghic.

1093. Sedasirul a, =1—-2+3—4+5—6+...+(—1)""'n. Sunt adevarate urmatoarele
afirmatii:

cel mai mic numar pozitiv n pentru care a,, < 0 este 2;
cel mai mare numar pozitiv n pentru care a,, < —20 este 41;
cel mai mic numar pozitiv n pentru care a,, > 200 este 399;

@ cel mai mic numar pozitiv n pentru care a, > 200 este 400.

. 2 1-tgw . . y y
1094. Fie I = de. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
0 gx

195

<



Antrenament Facultatea de Matematica si Informatica UBB

I:%T; B 1=v2 [c]r=0; D] r=22

2

3 5
1095. Valoarea expresiei cos g + cos 77T + cos 77T este:

[A] 1; %; [c]o; @_%.

¢ In

x
1096. Fie L = lim ———dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
a— 00 1/a T + 1

I=g; I=%; [c] =0, @1:_%,
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Testul 4
V3r+1— \ﬁ

1097. Fie L = lim2 — Q3 Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v 7
x— T —

Al L <1 L=0; 3. L=\1.
9l D

1098. Cate solutii are ecuatia geosw 4 ysinw _ 99 7

0; 1; 2; @oo.

1099. Fie ecuatia log,((¢™*)%)—lo (i> log, (b?)+1o (02—$>—|—lo (0—2)—0ab0>
M B gc ga 03 ga ga b3Z ga a® — MY

0 si # 1. Ce conditie este necesara astfel incat ecuatia are o radacina dubla?
a:b:c; b3:8ac;
¢ 1
b = — —_ —
E \ a2’ @G*C%s‘

1100. Daca (sinx)™ + (cosx)™ = 1, oricare ar fi © € R, atunci care dintre urmatoarele + 7
variante de raspuns sunt adevarate?

N

n poate lua o singura valoare; n poate lua o infinitate de valori;
@ daca n este multiplu de 2 se verifica
n poate lua doua valori; relatia.
. . —-12 -6 . o .
1101. Fie matricea A = 6 3 | € C. Dintre urmatoarele enunturi sunt false: v?

det(A) = 0.

ecuatia B?°?* = A are 2 solutii in My(C).
ecuatia B?Y?* = A are 2024 solutii in My (R).
@ ecuatia B?°** = A are 2024 solutii in My(C).

1
1
1102. Fie I,, = / ————— n € N*. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt + 7
o |n— x|+ 2024 ’
adevarate?
In—i—l < In; In-‘rl > In; nll)ngo I, =0; @ nh—>HOIO I, = oo.

Problemele 1103., 1104. si 1105. se referd la sirul (x,, ),en+ dat de relatia de recurenta
Tyl = Tp — In (1 4+ 2,), 29 > 0.

1103. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte? 7
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(zn)nen+ strict descrescator; (zn)nen+ converge la 1;
(21 )nen+ converge la e; @ VneN, z, >0.

Ty +Ta+ -+ Ty

1104. Valoarea limitei lim este: v ?
n—oo n
e 0 D]
1105. Valoarea limitei lim /xixs...x, este: v ?
n—oo

1; O; e; @oo

1106. Stiind ca in triunghiul ABC lungimile laturilor sunt a = 3,b = 4, ¢ = 5, valoarea « 7
expresiei sin A + sin B + sin C' este:

= ] ol % o)

1107. Fie patrulaterul ABCD cu A(1,3), B(4,5),C(1,0), D(10,6). Care dintre urméatoarele ?
afirmatii sunt adevarate?

ABCD paralelogram; ABCD trapez;

Aapep =9; @ Aapcp =18 .

0

1108. Fie I = / e 3% cos (3x)dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevirate? . 7
—7/3

I<0; I:€W+1' IZO, @I:_€ﬂ+1.
6 I

6

1109. Valoarea lui sin 110 este: v ?

M; \/54_1; ﬁ; @@-

4z
422 +1

1110. Fie functia f : R — R, f(x) =

adevarate?

. Care dintre afirmatiile de mai jos sunt « 7

f are doua puncte de extrem global; / V2
C f(z)dz =1n2;
0

f are un punct de inflexiune; @ f este convexd pe [1,00).

5z + Qy +2=28
1111. Se da sistemul de ecuatii ¢ = + Zly +3z=b in Z11,a,b € Zq1. Fie A multimea « 7
3z + ay +z = 3
ce contine valorile lui @ pentru care determinantul sistemului este nul si B multimea ce

contine valorile lui b pentru care sistemul este incompatibil. Care dintre urmatoarele
afirmatii sunt adevarate?
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Antrenament
card(A) = card(B) = 1; card(A) = card(B) = 10;
card(A) = 1,card(B) = 2; @ card(A) = 1,card(B) = 10.
1112. Expresia sin (z — arcsinz) - sin (z + arcsinz), « € [—1, 1] este echivalenta cu: v?

1 +sin®z — 2% (g—z)2—81n2x;
sin® z — 2?; [D] sin?z + %x?

1113. Valorile lui a € N* pentru care A¥*1 = ¢ A%~ sunt:

[A] a € 0; [Clac{2612,.. .}
Bl ac{0,1,2,...}; D] a€{0,2,6,,...}.

T
1114. Care dintre urmatoarele este o reprezentare corecta a functiei y = cos ( — 5:&) + v

(x +3)%?

y y
15+ 15
10 10
5 5
| x
_4 \_22 2 2 4\
y
y
; 15 |
-5 25 2 10
11 | | | Lz
D] 4 2 4

1115. Care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt adevarate, daca a si b € R astfel « 7
a A . . - . i A . . .
incat unghiul dintre @ = ¢ 4+ j si ¥ = ai — j si fie de 60°, iar unghiul dintre

S T -
Z=%i4+jsif=(0b-2)7 —bj sifie de 135°?
Wacoevi Bo-s  @oet [©]p-?
2
1116. Fie polinomul f = z* + 323 + ax? — 42 + 1, cu radacinile 1,22, 23 si 4. Care v 7

dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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1-aH)(1-2H(1-2H(1 -2

2
1
(1—af)(1—23)(1 - 333)(1 —af) = (a+1)%

Cla?+a3+a%+a2i=9-
@ 3} + a3+ 2%+ 27 =9 da

1117. Fie ABCD un trapez, iar M, N, P, (Q mijloacele segmentelor AD, BC, AC si v
BD, respectiv. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

[A] 3N = (4B + DO [C] PG = (4B + DC);
[B] MN = (4B - DO); [D] PG = (4B - DO).

gt 49
/ — T dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?,
n—o0o0 n-1 T + 16
Al L=0; B] L =2 c]L=1; D] L<o.

1119. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie z *xy = 2zy + 10x + « 7

10y 4 45. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

(=10) % (=9) % --- % 9% 10 > _5. legea nu admite element neutru;
27

. 9
elementul neutru al legii este —5

HH

]

1118. Fie L = lim n®

[D] (—10) # (=9) % ---x 9% 10 < —3.

1 .,./(2n)! .. .
(2) Care este limita lui? v

1120. Se d& sirul (a,)n+, cu termenul general a,, = — '
n n!

et 0; 2¢ L @ 4e™ L.
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Testul 5

1121. Cum mai poate fi scrisa expresia log,5(14!)?
1+ 3logy5 6+ 21og,5 8 + 2log,5 70 + logy5 11 + 2logy 5 3;
2+ 3log,5 6 + 2log;3 8 + 21og;5 70 + log;5 11 + 4log, 5 3;

1+ 41og;3 6 + 21log, 5 14 + 3log;5 2 + log,5 10 + log, 5 22 + log, 5 15;
[D] 14 510g,56+ 2log;; 10 + 21og,; 11 + 2log 5 14 + log,; 22.

5
1122. Fie I = / z° \/.2747—"-5(1.%‘. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
-5
I <0 ClT= 1 . .
! Lot ]
7
I:f~arctg—; @Izo.

5 25

1123. Fie matricea A = <\/21—7 _\Z/ﬁ) si A" = <a" ~bn

a ) Dintre urmatoarele « 2
n

enunturi sunt adevarate:
rang (4) = 2. a2, —2%a2 = 450 — b2,.

2 24 2 2 2 @ M =16
aiy — 2*%ag = 16°b% — bi,. azo +b3,

1124. Fie sistemul de ecuatii

axri+ o+ 2x3=1
1+ (a+1)a+ 23=0, «a€R.
21+ Tro+ argy=—1

Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

)

pentru o = 0, expresia x% —xox3+ 3x1 atinge valoarea maxima in punctul z =

pentru o = 0, expresia x% —xox3+3z; atinge valoarea minima in punctul z = —

)

N = N W

sistemul este compatibil determinat pentru 3 valori distincte ale parametrului «;

@ pentru @ = —3, sistemul este incompatibil.

1125. Valoarea integralei ﬂdx este: v ?
o cos?x—3

V2+1 T .
_gln . 75 2

V2-1
T 243 T V3+1
B] " : D] - I .
3v3 2—-4/3 2v3 V3-1
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T V10+2V5

1126. Stiind ca cos =" 1 numarul solutiilor din intervalul (0, 7) ale ecuatiei v 2
V5 —1 L VIo+ 2v5 .
sinz cos T B
este:

1; 2; 3; @4.

1127. Care este coeficientul termenului care il contine pe 232 din dezvoltarea ( T v ?
x
n

x3) , daci valoarea coeficientului celui de al saselea termen al dezvoltarii este —3'* -

30037

37CH; B] 3%y —3% 0 [D] —s7ciy.

ve+12 —x

1128. Fie L = lim +7 Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? 7

z—4 12 —16

1 3 7 3

1129. Fie sirul (z,)nen+ dat de relatia de recurentd 41 = x, + e %, g > 0. Care v ?
dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

(zn)nen- divergent; nlgr;o Y, = 0;
(zn)nen+ convergent; @ Vn eN, xz, > 0.

1130. Fie o multime M € {Z,R, C} pentru care definim multimea de matrice v?

1 a b
Hs(M) = 0 1 ¢ :a,b,ceM . Caredintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
0 0 1

(H3(R),-), unde “-” este operatia de inmultire a matricelor, este un grup;
(H3(Z),-), unde “-” este operatia de inmultire a matricelor, nu este un grup;
“.7 este o lege de compozitie pe H3(C);

@ JA € H3(R), astfel incat det(A) # 1.

7 3
1131. Valoarea lui arccos <cos <arcsin —— + arccos )) este: v ?

V50 5
™ 3 ™ ™
1 Sl 3’ @ e

4 )

n+1

1132. Fie multimea M = {(—1)” |ne N}. Care dintre urmatoarele afirmatii + »

sunt adevarate?
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M admite o infinitate de puncte de acumulare;
1

:i:? sunt puncte de acumulare ale lui M;

M nu admite niciun punct de acumulare;

@ 0 este un punct de acumulare al lui M.

1133. Solutia generala a ecuatiei cos 2z + 3cosx — 1 = 0 este:

:i:%+2mr7n€Z; :t%+2n7r7n€Z;
:thrmr,nGZ; @ﬁ:%err,nGZ.

T—00

3
1134. Valoarea limitei lim x (W — arctg h) este: v 7
6 4T

2] 7 8] =2, o] % mEt

4 2

1 1
1135. Fie triunghiul ABC cu A (—15, f;)) ,B <—2,0> ,C <—7,0>. Dintre urmatoarele / 2

ecuatii, care corespunde uneia din bisectoarele unghiului A (fie bisectoarei interioare,
fie celei exterioare)?

[A] z+2y—1=0; [C] 102 — 5y —2 =0;
[B] —z+2y+4=0; (D] 120 — 6y +4=0.

1136. Fie numerele complexe a, z € C, unde a = 4+ 4i. Care este reprezentarea geomet- « 7
ricd a punctelor din plan ce satisfac inegalitatea: 2 < |z — a| < 3?

interiorul parabolei 32 = 6z;

E coroana circulard dintre cercurile centrate in (2,4) de raze 2, respectiv 3;

[c] o

@ parabola 32 = 6z.

4
1
1137. Fie I = / mdx. Care variante de raspuns indica valoarea lui 17 v ?
o .
T 1 T
Al —; z. —: 0.
" L t ]

. . z+1 . < ..

1138. Fie functia f: R\ {1} = R, f(z) = T Care dintre urmatoarele afirmatii sunt + 7
T —

corecte?

y = 1 este asimptota oblica pentru G;
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y = —2x + 7 este ecuatia tangentei la Gy in x = 2;
ecuatia a = f(z) are solutie unicd pentru orice a € R;

@ Gy are doua asimptote.

n

1139. Valoarea limitei lim Z i este:

TR (B2 B 1)
Ave-yt BIV-vE (Ao D) yE- s,

1140. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Daca are loc egalitatea ﬁ+ﬁ[+C—H> =0
atunci care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

triunghiul este echilateral; triunghiul este dreptunghic;
triunghiul este isoscel; @ triunghiul este oarecare.

1141. Se considera polinomul f(z) = 2% + a2z? + ax + 1. Pentru ce valori ale lui a
polinomul are toate radacinile reale?

(—o0, —1]; [-1,3];
(=00, —=1] U [3, 00); @ [3,00).

/4 to o
1142. Fie I = / .g dz. Care dintre urmaéatoarele afirmatii sunt
o cosz- (sinz + cosx)

adevarate?
[A]T=m2-1; [B|I=-m2+1; [C]I<o; D] 1>0.

1143. Fie A, B, C varfurile unui triunghi echilateral. Circumferinta cercului format prin
unirea celor trei varfuri este egala cu 16. Fie a aria triunghiului, P perimetrul si r
raza cercului Inscris triunghiului. Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

%EQ; P<7“; 5:” @a>P2.

5;

1144. Numarul legilor de compozitie comutative ce pot fi definite pe o multime finita cu
n elemente este:

n-(n+1) n-n n-(n—1) n-(n+1)
[A]n™5 [B] n*%; [C] ™5 [D] (n+ ™5
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Testul 6

1145. Care dintre urmitoarele grafice reprezinta corect functia y = log,(92% — 12z +5)? + 7

LU LU
1
X X
uf 0671 2 uf 067 1 2
L L
1 1
xT xT
0 0.67 1 2 0 0.67 1 2

3 sinx
1146. Fie I = / ————dxz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v ?
o sin(z+ %)

™ iy iy v
Wlr=-z7 [Bli=gm  ldi=gF  [Dlr=g7

2'rL+

VY .. 1 . gntl
1147. Care este valoarea minima a expresiei cos z+sin®  z,ne N,z eR? v ?

1 1 1
22Tl% 227§ 27% []o.

1148. Fie AABC in care are loc relatia: sin? B +sin? C' = sin® A. Ce fel de triunghi este «
ANABC?

dreptunghic; isoscel; echilateral; @ obtuzunghic.

1 3

1149. Fie matricea A = (3 9

). Care dintre urmatoarele variante de raspuns sunt . 7

adevarate?

205



Antrenament Facultatea de Matematica si Informatica UBB

2024 2024
: k _ : . k _
il_}n}g(m~det<zj4>>—6072. ilﬁ%(l‘ det(ZA))-O.
k=1 k=1
2024
k _
B lim <$ det (Z A )) - [D] 42024 = 1020234,

In2((x+ h)" —z™)
h

In 2; O; In2-n-z" 1 @ln2-x.

1150. Fie L = %in% , unde n > 2. Care este valoarea lui L? v ?
—

r+ay+z=1
1151. Se da sistemul de ecuatii s z +y+az =1 , a € R si urmatoarele afirmatii: v?
ar+y+z=1

(i) pentru a = 1 sistemul este incompatibil

(ii) pentru a =1 si @ = —2 sistemul este incompatibil

)
)
(iii) pentru a € R — {1, —2} sistemul este compatibil determinat cu z =y = z
)
)
)

(iv) pentru a = —2 sistemul este incompatibil
(v) pentru a € R — {1, —2} sistemul este incompatibil
1

(vi) pentru a = 1 sistemul este compatibil determinat cu z =y =z = 3
a

Sunt adevarate:

(i), (i), (v); (iii), (iv); (v), (vi); (D] (), (vi).

/3
t
1152. Fie I = / de. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v ?
14 2cosx
0
2 .
I=Inz; I>0;

3

[B] 7=2(In2—1m3); @Izlng.

1153. Fie multimea M = {C2,,Cs,,CL. ....,CE"~1 CE} unde n este numar natural .
par. Care este elementul cel mai mare din multime?

5n, Sn—1, 5n_q 5n
o o Con D] ¢

1154. Fie f

™ 37r+9[
(&%) o

sin (4z) + 8sin (2z) + 12z 1
F(z) = 16 + 16

f} — R, f(z) = cos® x. Primitiva lui f a cirei grafic trece prin punctul . 7
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Fla) = sin (4x) +4sin (2z) + 122 m

32 T3y

sin (4x) + 8sin (2x) + 12z

€] i) = Satia) ¢ Ssn 2n) 4 122
in (4z) 4 8sin (2x) + 12 1
@ Fla) = sin (4x) ;1211( x) x +372.

1155. Care este valoarea maxima a expresiei (36 cos z + 36 sin x — 34)%?

0; 121; alt raspuns; @ 4.

n
1156. Valoarea limitei 7}1—>H;o ,}_1 e este:

o

ENRE [B] % ?3 D]

1157. Fie 33 de puncte in plan dintre care 8 sunt coliniare si oricare alte 3 puncte nu
sunt. Dacéa ar fi s& unim toate aceste puncte, de cate drepte este nevoie?

500 drepte; 502 drepte; 501 drepte; @ 499 drepte.

1158. Fie z = V3 + 3i si 2o, 21, 22, 23 radacinile de ordin 4 ale lui z. Care dintre
urmatoarele afirmatii sunt false?

1 1 Viz 4
Z§+Z%+§Z223€R3 z§+zf+52223:——4 cosg;

1 1
Z§+Z%+§Z223€R; @z§+z%+§z2z3¢]&.

In (23 — 22 — 1)
1159. Fie L = lm ——————=
1e r00 In (7 + 3z — 4)

Alz-o Bli-w:  [@1-%  [Bli-]

. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

1160. Fie hexagonul regulat ABCDEF cu latura de 5 cm. Care dintre urmatoarele
variante de raspuns indica modulul vectorului R + ﬁ?

15; 20; 10; D] 25.

TR 1 1 1
1161. Valoarea limitei nhﬁngo <1n ) + I (3% R o (n"2)> este:

[A] 1; B3] L, [c]o; D]

2’ 2In2
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1162. Fie u,v: R — R u(x) = —2z,v(x) = 2+ 2. Stiind ca functiar : R — R, r(z) =4x + 7
este rezultatul aplicarii functiilor u si v Intr-o anumita ordine si de un anumit numar
de ori, care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

functia v este aplicatd mereu de un numar par de ori;

functia v este aplicatd mereu de un numar putere a lui 2 de ori;
functia v este aplicata mereu de un numar impar de ori;

@ niciuna dintre variante.

dx
2cosx + 3sinx +4°

3
1163. Fiel = / Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v 2
0

[:%arctg 3%/3; I_\jg<arctg\j§—arctg jg)’

I = 2 - arctg 1 @ I= 1 (arctg A arctg 3)
V3 3v3' V3 V3 V3)

1164. Considerim functia f : (0,00) — R, f(z) = 2* . Care dintre urméitoarele afirmatii .
sunt corecte?

lim /() = ¢ f(@) = f(Jg). Vo € (0,00);

x>0
. o 1
f are un punct de extrem global; @ [ este strict crescatoare pe (O’ \/E)
ER|
1165. Fie 1 :/ —— —dxz. Valoarea lui I este: v ?
o l+tg™x

7T; 0; Z% @g

1166. Fie A(0,0), B(4,0),C(2,3) varfurile unui triunghi. Care dintre urmatoarele afir- + 7
matii sunt adevarate:

Lungimea medianei din A este #; Lungimea medianei din A este 34&;

Coordonatele centrului de greutate @ Coordonatele centrului de greutate
sunt (2, 1); sunt (3,2).

7
1 -3
1167. Fiel = / n(@—3) dz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?. 7
3 In(z—3)(7— )]

[A] 1=4 [B] 1=0; c]1<o0; D] =2

1168. Se considerd legea de comporzitie definita pe intervalul (2,00) prin: zxy = (z — v 2
2)(y=2) 12, Sunt false urmitoarele afirmatii:

legea de compozitie este comutativa,
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legea de compozitie admite element neutru;
In 2 este element neutru pentru lege;

@ e + 2 este element neutru pentru lege.
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Testul 7

1
1169. Rezultatul calcului lim =z -sin — este:
T—ro0 X

0; E 1; ; @ nu exista.

1170. Stiind c& E(x) = sinx + sin(2x) — sin(3z), atunci:

cos £ — cos 3& + cos & COS 5
= 2 2 2 . C E =
E(z) sin & ' (=) sin(3z)’
cos L — 2cos 3 + cos & cos £ — cos &
] bl At e ] i
(=) 2sin £ ’ (=) 2sin 2

1171. In reperul cartezian Oy se dau punctele A(4,2), B(—2,6) si C(8, —2), si G centrul
de greutate al acestui triunghi. Distanta de la G la dreapta de ecuatiel : x —y+2 =10
este egala cu:

10 10 5 5
EWol 3 33 D] 5

1 \m T
5—) . Cunoscandu-se relatia 6
\/ZI Tn—5

dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

n € {9,10}; n € {3,9}; n=29; @ niciuna.

1172. Fie dezvoltarea binomiala (\3/5 + = 20, care

1173. Notam a = log; 125 si b = log; 3. Atunci valoarea expresiei log, (1, 80) este:

3b—i2-5a; b—72a; 6b3—a; @5[);—@.

w/2 1
1174. Valoarea integralei / - dx este:
—x/2 28inx — 3cosx + 5

s 4y 1 5 T
3 + arctg (5)’ %arctg (\/§> + ﬁ

Vi By avE >
et (Y2) + D] 2.

1175. Fie triunghiul ABC)| astfel incat lungimile laturilor sale satisfac relatia

AB BC

AC T BC TACTAB ¢

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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m(A) = %;

AABC este dreptunghic;

1176. Fie f: R — C*, f(z) = cos(2zm) + isin(2z7). Atunci:

f este un morfism de la grupul (R, +) la grupul (C*,-);
f este injectiva si surjectivi;

f(z) este o rddicina de ordinul 4 a unitatii pentru z € {& | k € Z};
@ Grupurile (R, +) si (C*,-) sunt izomorfe.

1177. Pe R definim legea de compozitie ”+”, zxy = 3(x—2)(y—2)+2. Ecuatia zxzxx =2 ~
are:

o solutie; 2 solutii; 3 solutii; @ 4 solutii.

. Stiind ca v 7
in legea de definitie a functiei f, coeficientul termenului liber este 0, imaginea functiei
este:

[A] ®;

-1
1178. Se considers o functie f : (0,00) — R, astfel incat f'(z) = %
x

1179. Fie polinomul f = 2x% — 2422 + 94z — 120. Daca x1,%2 si xg sunt radacinile
2
polinomului f, cu z; < x2 < x3, atunci rezultatul calculului 3

2122 este:
1 2

1 1 4
6 5 5 @ L.

Problemele 1180. si 1181. se referd la functia f: R = R, f(z) =€

Tz,
1
1180. Rezultatul calculului lim / f(z)dz este:

t—o0 ¢

[A] 1; %; %; D] 0.

1181. Suprafata pland determinatd de graficul functiei g, g : R — R, g(z) = f(x) —€*, v 7
axa O si dreptele de ecuatii * = 1 si x = 2 are aria egala cu:

0; 1; e; @ e2.

1182. Fie matricea A = (;l g) Atunci rezultatul calculului

A2012 _ g A2011 _ 42010 _ g4 4 g A3 4 42
este:
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Os; Iy; A% D] A™2.

1183. Valoarea limitei v ?

n
1
lim _—
n—>ookz::1 vn?2 — k2

este:

[A] o; [B] oo; [ %; D] .

1184. Fie sistemul de ecuatii v ?
r+2y+2=0
204+ 9y + 2z =0.
r—3y+22=0
22 —y? 4 22
e

Tr 73 y—T7z 17
e 5] 2. = 5

Problemele 1185. si 1186. se refers la numarul complex si nenul z, unde (2+1)? = 2.

si tripletul (z,y, ), o solutie nenul a sistemului. Valoarea expresiei este:

4044
1185. Rezultatul calculului —-—>— este: v ?
z
D) -
2024 2024
1186. Notam P = Z FsiQ = H 2®. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt adevirate? / »
k=1 k=1

P,QER; P+Q=0;
[B] P<g; D] P> Q.

1187. Fie un poligon cu n laturi si varfurile Ag, 41, ..., A,. Atunci rezultatul calculului « 7
n—1
Z Ag - Aps1 + Ay - Ap este:
k=0

An—l . An; 6>7 An ) AO; @ AO . An-

1188. Fie polinomul f = z3 — 22 + z + 1, cu ridacinile x1, zo si 3. Valoarea determi- . 7
nantului

T X9 r3 — 1
X1 To — 1 T3
xrp — 1 xro I3

este:

212



Antrenament Facultatea de Matematica si Informatica UBB

2. 2. 2.
7 73 73 [D]o.

1189. Valoarea limitei v ?
12023 | 92023 4 .. | 2023
lim 2024
n—so00 n
este:
0; E 00; C L 2024.
[A] ST D]

1190. Fie polinomul f = 2X2924 4 6X2023 1 17X24+8. Daci x;,4 = 1, 2024 sunt riadécinile .+ 7
2024 2024

polinomului f, rezultatul calculului Z x; H x; este:
i=1 i=1

~12; 6; —2024; D] 17.

1191. Fie functia f : R — R, f(z) = e%(2? 4 2z — 2). Care dintre urmitoarele afirmatii + 7
sunt adevarate?

f crescitoare pe [—4, +00); f crescitoare pe (—oo, —4];
f(z) < 6e™* Y € (—o0,0]; @ f descrescatoare pe R.
i
1192. Rezultatul calculului / ———dz este: v
o cost(x)

2 4 m 4
? g; Z; @%
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Testul 8

> D>

1193. Fie matricea F' = < 1) € M5(Zs). Sunt adevarate urmatoarele afirmatii: V7

2

w1 (2 1) wes (3 .

- (), @ - (3 ),
N 3

) D] det 3" F4+ 0,
1=0

Qo> W>

= O

F4k+2 _ <

1194. Fie i si j versorii unui sistem cartezian. Dacd vectorii @ = 34 + (p+2)j si v

v = 97 — 67 sunt paraleli, atunci parametrul p € R poate sa fie:
—2; —4; 0; D] 2.

1195. Se noteaza cu ¢ valoarea limitei v ?

1
z

£ = lim (sinx + cos x)
z—0
Sa se indice care dintre urmaétoarele afirmatii sunt adevarate:
[A] = oo; [B] ¢ <1; [C] teRrR\Q; D] ¢ € (2,00).
1196. Suma solutiilor ecuatiei 9*+! — 6% = 22 este V7

—2; —9:; 2; D] 20.

1197. Punctele P(1,3), Q(3,2) sunt varfuri ale paralelogramului PQRS si H(2,1) este v 7
centrul de greutate al triunghiului PQR. Sa se indice care dintre urmatoarele afirmatii
sunt adevarate.

Aria triunghiului PQR este egald cu 4.5.

Aria triunghiului PQR este egala cu 9.

Aria paralelogramului PQR.S este egala cu 9.
@ Aria paralelogramului PQR.S este egala cu 18.

1198. Valoarea integralei dz este v ?

1
T
/0 vz +1
0; 1; ﬁ—l; @1n(1+\/§).

1199. Daca functia f: (Zg, +) — (Z12, +) este morfism de grupuri si f(2) = 4, atunci
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f(1) =2 f() =8 f(3) =5; @ Nu exista ast-

fel de morfism.

1200. Fie k un parametru real si consideram sistemul de ecuatii v ?
r—ky+2=0
—x+ky+2z=0.
r+y—kz=0

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt corecte?

Sistemul este compatibil pentru orice valoare a lui k;
Exista k € R pentru care sistemul este incompatibil;
Exista un singur numar k pentru care determinantul matricei sistemului este 0;

@ z ia aceeasi valoare pentru orice k pentru care sistemul este compatibil.

1201. Un grup de 9 copii doresc sa organizeze un meci de volei. Pentru aceasta, copiii + -
aleg un arbirtu dintre ei, apoi dintre ceilalti formeaza 2 echipe denumite A si B, fiecare
avand cate 4 jucatori. In cate moduri pot face acest lucru?

630; 252; 504; (D] 1260.

w/6
1202. Valoarea integralei V(1 = cosz)(1 — cos 3z), dz este: v?
—m/6

1

2-V3 V3 1 V2
5 o 5 o]

Problemele 1203. si 1204. se referd la functia f : [0,7] = R, f(z) = sinz + cos(2z).

™
1203. f (g) este v
V3 o1 V3 o1 1 V3 1 V3
A . - . . _ -
1204. Numarul solutiilor ecuatiei f(x) = 0 in intervalul [0, 7] este v
1 2; 3: [D] 4.
O e
1205. Valoarea limitei lim ————— este: v ?

x—0 332

0; %; 1; @ +00.

1206. Fie a un parametru real si consideram legea de compozitie xxy = xy+2ax+2ay+4 v 7
pe R. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
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Daca * admite element neutru, atunci a este unic determinat;

Exista mai multe valori ale lui a pentru care % admite element neutru;

2
Daca e este element neutru pentru %, atunci e = —;
a

2
@ Daca e este element neutru pentru %, atunci e = ——.
a
1207. Fie a,b € Rsi fie f : R — R functia definita prin v 7
In (1
mA+aer) s <o
fay=9 ®

bx + 322, daca z > 0.

Daca f este derivabila pe R, atunci valoarea sumei a + b este:

2; =1 0; @ Alt raspuns.

c 1
1208. Folosind notatiile obisnuite in triunghiul ABC avem a = 10, b = 2 si tg§ =3 Y ?

Sa se indice care dintre urmaéatoarele afirmatii sunt adevarate.

C=4\/5~ sinC=4

g .

E c=6. @ Aria (ABC) = 8.

1
1209. Fiind data functia g cu ¢g(3z) = 4g(x), / g(x)dz = 3, sa se indice care este v 7
0

3
valoarea integralei / g(z) dz.
1
12; 24; 33; D] 36.

1210. Daca M este multimea numerelor impare de cinci cifre, atunci numarul elementelor « 7
din M este

45000; 44999; 45001; [D] 50000.

2024

1211. Partea imaginard a numarului (1 + ) este egala cu: v ?

0; 21012; _21012; @ 92024

1212. Fie S multimea solutiilor reale ale ecuatiei log, z + log;q #® + loggy @3 + -+ + v 7
log,n ™ = n, atunci
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S C0,2); S are exact 1 element;
S C[1,4]; @ S sunt exact 3 elemente.
1213. Fie polinomul @ € R[x]. Stiind c& acesta are forma v ?
™ xm 1 x? m
Qlz) = + +o 4
(@) bimbm—1  bm—1bm—2 babr  bibp,
care dintre urmatoarele afirmatii nu sunt adevarate, considerand ca by, b, . . . , by, sunt

termenii unei progresii geometrice?

[A] (@ -1} Q; [c] Q) =0
[B] Q1) = m+W D] Q()y=m—1+

bibm
1 3n
1214. Pentru fiecare n € N* se noteaza J, :/ ﬁdz. Sa se indice care dintre « 7
O x
urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
[A] Jo+ Jupi= ', ¥neN-. lim nJy = =
" " 3n+1’ nsoo 3
. . 1
Jim, I =0. D] Jim =5
1215. Fie sirul (b,) cu by = 3 si definit prin relatia de recurenta v 7

n-bpy1=Bn+3)(by,+n-3"), n>1

Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
by, = n*3" lim b, = oo
b (n+1)23" @ lim b, =0

n—oo

1216. Consideram triunghiul dreptunghic PQR (m(@) = 90°), unde p, ¢ sunt lungimile « 2
catetelor si r lungimea ipotenuzei acestui triunghi. Consideram, de asemenea, punctele
G(-2,0), H(2,0), N " ,0 | si dreapta (d) px+ qy+r = 0. Notam prin dist(X, d)

p

distanta de la punctul oarecare X la dreapta d. Care dintre urmaitoarele afirmatii sunt
adevarate?

Punctele G(—2,0) si H(2,0) apartin dreptei d;
|B] dist(N,d) = -
Punctul N ( 0> apartine dreptei d;

b

l¢®> —3-p?|
D] =——
r2 '
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Testul 9
1217. Numarul de valori a lui 6 € (0, %) care verifica ecuatia v ?
1 1 1
. 1
sin 6 cos 7= 0
1 —cos?f 1—sin?6 %
sunt:

1; 2; 3; @O.

4+204 ... !
1218. Rezultatul calculului lim tet tn este: v ?
n—00 (n + 1)!

0; [B] o L (D] 2024.

2024’

k% + 2k
1219. Notam cu S = nh_}rrgo Zlogz 2 +—;§ T Care dintre urmatoarele afirmatii sunt « ¢

adevarate?

(A] 5€(1,2); B] s =-1; (c] s ez D] s <o.

1
1220. Fie triunghiul ABC, cu A(2,0), B(—3,-3) si G(—1, g), unde G reprezinta centrul « 2
de greutate al triunghiului. Fie d; perpendiculara dusa din B pe AC, ds perpendicu-
lara dusa din C pe AB si d3 perpendiculara dusa din A pe BC. Notam cu « unghiul
ascutit format de dj si da, cu 6 unghiul ascutit format de dy si ds, cu v unghiul ascutit
format de ds si d3. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

tana = 3tan6; tanvy = 4tan o

tana+3tan9+13tan’y:24; @ 12tanf = 13 tan-y.

1221. Consideram T ca fiind cel mai mic numar natural cu suma si produsul cifrelor « 7
egale cu 42. Atunci numarul cifrelor lui T este:

30; 31; 32; D] 33.

1
1
1222. Fie I = / ——dxz. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? . 2
o (224z+1)%
2 2 2 2
A == - —; CllI=—-——;
1>0; D] 1 <o0.

1223. In inelul Zi; considerim elementul 3. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt « 7
adevarate?
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343 =1 g2 _ 1,

322 _gl4 313 _ 6; @ 32024 4 37073 | 30174 _ 5

1224. Fie ecuatia sin®z 4 sin?2z = 1, cu « € [0,7]. Numarul solutiilor distincte ale
ecuatiei este:

[A] 1; [B] 2; [C] 3; D] 4.

dz. Atunci:

21 40,7 6 4 3 2
1225. Notim I:/ 4(x” 4+ T2° + 3z* + 8x° + 1227)
6 2x3(x3+ 72?2+ 3) 4+ 8x2(2x + 3)

[A] T =105 [B] I = 405; [C] 1 =201; D] I = 441.

- o - o
1226. Fie 4 si j versorii unui sistem cartezian. Daci vectorii @ = (m+2) i + 67 si

v =(m— 2)7> - 37 sunt coliniari, atunci parametrul m € R are valoarea:
my By @ @

1
1227. Valoarea lui arctg v/5 — arctg — este:

V5
arcsin%; arccos %; tg \l[; @ arctg %

5
Problemele 1228. si 1229. se referi la polinomul f = 2 + ma? + 20z + n, unde
m,n € R si z1,x2, 3 € C sunt radacinile lui f.

1228. Dacim = 2V15sin # 0, atunci valoarea expresiei (21 —x2)?+(z1 —3)?+ (12 —x3)?
este:

7; 233%; x%; @ 0.

m o . o . . .
1229. Daca = = 1 este o radacina dubla a polinomului f, cu m > 0, atunci valoarea

lui n este:
4; 8; 16; D] 20.

xrsinx

1+sin?z

—2v2 -3
2V/2 -3

2v/2 -3
-2v2 -3

s
1230. Fie I = / dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
0

3

T

1:4\@111
T

I:4\/§1n

7
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)
).

20+ 5y +22=4
1231. Se da sistemul de ecuatii ¢ z+3y+22=5 cusolutiinR. Fiez+y+ 2z = a4

b Y
3x+2y+2=2
unde tripletul (x,y, z) este solutie a sistemului de ecuatii. Atunci rezultatul calculului
a — b este:

11; 15; 17; D] 29.

1232. Rezultatul calculului L = lim T arem este:
z—0 x — arctg x

1 4 1 1
L:§; ng; ng; @L:—i.

2
Problemele 1233. si 1234. se refera la functia f : (1, +00) = R, f(z) =In (1—}—71).
T —

1++2
—1+4+2

1-+2
—1-42

1-2
n 7_1_\/5
1++v2
142

1:4\@(111
@I:4ﬁ<ln

— 1n

1233. Pe (1,+00), functia f este:

crescatoare; concava;
descrescatoare; @ CONVexa.

. . ’ .
1234. Rezultatul calculului nll)rfoo ,;2 f'(k) este:

3 3 1 1
—53 5% 5? @ Ty

(& e:[;
1235. Fie I = / mdx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
0 e e

[:%; I:g; 1:6; @I:O.

1236. Se considera doua drepte d; si ds, astfel incat dq : 3x+2y—5 =0sids : 224+3y+1 =
0. Fie a un numaér real si P punctul de coordonate (2,a), astfel incat punctul P este
egal departat de dreptele dy si do. Atunci valoarea lui a poate fi:

,g; 0; %; (D] —4.

1237. Se da inecuatia C;”_l + C’j:f’ < 9. Care dintre urmaétoarele variante de raspuns
sunt solutii ale acesteia?
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2; 3; 4; @5.

1 2n
1238. Valoarea limitei lim — Z <1 + Gy n) este:

1+ln3; lng; 1+2\/§§ @%lni’).

Problemele 1239. si 1240. se refera la sirul de numere complexe (2, ) >1, 2n = Z 7.

22025 + 22026 + 22027

1239. Rezultatul calculului > este:
z'; 1+i; —1+i; @1.
2024
1240. Notam S = Z 2. Atunci rezultatul calculului |S + S‘ este:
k=1

2024; |B| —2024; 1012; D] —1012.
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Testul 10

1 . o " <
ﬁdx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? 7
cos £
2

[A] T=1; [B] 1 =2 [C]1=4 D] 1=0.

1241. Fie I :/
0

1242. Fiez,y € (0, g) Daca are loc relatia sinz = 5 cos (x + y) siny, valoarea maxima v ?

a lui tgx este:

i. 1; i 1
nEs 3] @ D

1243. Valoarea lui arcsin (sin 6;) este: v 7
s 5 S i

1244. Punctul B(7,2) este varful unui romb in care una dintre diagonale se afli pe + 7
dreapta de ecuatie 2y — x = 1. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?

Distanta de la varful B la diagonali daté este egald cu v/5;

Ecuatia dreptei pe care se afla cealalta diagonala este 2y + x — 10 = 0;
16v61

Daca punctul A(9,5) este un varf al rombului, aria rombului este

10 7
27 26 R .
@ Punctul D(E’ g) este de asemenea varf al rombului.
- 1
1245. Valoarea limitei lim Z este: v 7
n—oo L=\ /(2n — k)(2n + k)
Al 1; . C T 1
[A] [B] < [c] T DES
V2 N
1246. Fie I = / ————— dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v 7
0 Jr— o=
1

V2 _ L _ L _ 1
I:?; I_\/§7 _27 @1_ 92°

1247. Fie functia f : R — R, f(x) = 22(1—2)3+|z|. Stiind cd —5z*+1223-92%2+2x—-1 < + 7
0,Vx € R si cd ecuatia —bz* + 122% — 922 + 22 + 1 = 0 are o singura radicind reala
pozitiva aproximativ egald cu a = 1.38342, care dintre urmatoarele afirmatii sunt
corecte?
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f este crescitoare pe (0, 00); f are un punct unghiular;
f are doua puncte de extrem local; @ f este crescitoare pe (0, a).

1248. Fie I = / sin® zdz. Care dintre urméitoarele afirmatii este adevirati? v ?
0
4 3 2
o-i o E-L 0 @ik Do

3
1249. Fie z € (O7 g) astfel incat tgx 4+ ctgx = 3. Care este valoarea lui 7 (sin2z + v 2

cosdx)?

1 1 1
a 3 > RIRss

b xr
1250. Fie L = lim <;x + 1) =€, unde a,b € R. Care dintre urmitoarele afirmatii .~ 7
T—00 €T —

sunt adevarate?
a=2,b=1; a:2,b=—1; a=2,b:3; @a,b¢R.

1251. Fie x > 0. Coeficientul binomial al termenului care il contine pe x° din dezvoltarea + »

binomului
2020
2, 1
z il
este:

807 . 1213. 806 . 1214
C(20207 C’20207 C(20201 @ C’2020'

1252. Fie functia g : R — R* definitd prin g(z) = . Sa se indice care dintre urmatoarele v 7
afirmatii sunt adevarate.
g este un morfism de grupuri intre grupurile (R, +) si (R*,-);
g este injectiva;
g este surjectiva;

@ g este un izomorfism de grupuri intre grupurile (R, +) si (R*,-).

1253. Fie (a,b) € R% solutie a sistemului de ecuatii v

loggg @ +logg; b =0
log, 100 — log;, 81 = 1'

Valoarea expresiei logg, (a?) — logsg b este egald cu:
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0; 8; 4 D] 12.

1254. Piciorul perpendicularei din (1,2) pe dreapta d este A(5,4). Ecuatia dreptei d v 2
este:

[A] 42— 2y + 13 =0; [C] 22 4+y—14=0;
Bl 2z +y+7=0; D] 62 —3y+1=0.

BA 3
1255. Fie A un punct pe latura BC' a triunghiului BC'D astfel incat VTolm sifie M v~

mijlocul segmentului AD. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate?
[A] B = 2BC + BT [C] Ant = 233;
(8] BM = (BA + BD) D] bl = D + 2B

1256. Daca notam cu S multimea solutiilor reale ale ecuatiei v ?

\/9:—5\/x+2+11+\/z+5\/x+2+11:7,

atunci

2eS; multimea S este finita;

14 € S; @ multimea S este infinita;

nn

1257. Fie sirul (ap)nen+ cu termenul general a,, = TR er——Th Care este v 7

limita acestui gir?
0; 1; —1; D] 2.

1258. Care este aria maxima a unui triunghi a carui semiperimetru este p = 47 V7

256 512 128 1024
o i 5 S

1259. Valoarea limitei lim (cos x)% este: v ?
z—0
1; E €; 0; @ Ve.
72 /16 tg\/z

1260. Fie I = / dx. Care dintre urmatoarele afirmatii sunt adevarate? v 7

0 Vi
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nd.

In2
L:—lng; L:—21n§; clL= o @L:%.

N .
2 2
1261. Fie ecuatia * zw + + Z,w + 1 = 0. Care dintre urmatoarele afirmatii
2 —w 2 —w
sunt adevarate?
Ecuatia are 3 solutii; Ecuatia nu are solutii reale;

Ecuatia are 1 solutie reala; @ Suma solutiilor ecuatiei este —1.

1262. Se di inecuatia log, (2z + 3)—2log, 8?—@ < 7. Care sunt valorile lui z care satisfac

aceasta inecuatie?

x € (0,1) U (3,00); x € (—o0, —1);
@ Nu exista valori pentru = care satis-

z € (3,00); fac inecuatia.

1263. Fie (G,-) un grup cu elementul neutru e si z,y € G astfel incat ord(z) = 3 si
xy = y?. Atunci y5°6! =?

L Bl e y; D] v

1264. Se considera dreapta d : 4o —y = 0 si punctele A(2,3), B(0,0). Coordonatele
punctului C de pe dreapta d, pentru care triunghiul ABC este dreptunghic in C, pot
fi:

So(mn)r BoGi) Delms); Do)
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N o
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X
N
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45. [A][B][C]
46. [B][C]
47. (D]

48. [B]

49. [A]

50. [C][D]
51. [A][B][D]
52. [B][C][D]
53.[C][D]
54. [C]

55. [C]
56.[A][B][C]
57. |B]
58.[A][B][D]
59. [A][B][C]
60. [A][C][D]
61. [A][B][D]
62. |B]
63.[A][B][D]
64. [A][C]
65. [C][D]
66. [A][C]

67. @
68.
69. @

71.
72.@
73. [A][B][D]
74. [B][C]
75. [B][C]
76.
7. @
78. [A][D]
79. [C]
80. [C][D]
81. [A][D]
82. [A][C]
83. [B][D]

85.
86.
87.
88.
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89.

90.

91. D]
92.

93.

94.
95. [A][D]
9. [2]B]D]
o7. [B][CI[D]
98.

99. [C][D]
100. [C][D]
101. [B][D]
102.
103.

104.
105.
106. [D]

107. [A][D]
108.
109. [B][D]
110. [D]

111.
112.

113.

114.

115. [A][D]
116.

117.

118. D]
119. D]
120. [A][D]
121. D]

122.
123. [B]

124. [B][D]
125. [B][D]
126.
127. [A|[B][D]
128. [B][C]
129.

130. [D|

131.
132.

133. [B]

134. [A][D]
135.

136. B[ C]
137. [B][D]
138.

139.

140. [D|

141. [A|[B][D]
142.

143. [B]

144.

145. [B][C][D]
146.

147.
148. [B]

149. [A|[B][D]
150.

151. [B]

152.

153. [B][C][D]
154. [A][B][D]

155. D]
156.
157. |B]

158.

159. [A][D]
160. [B][D]
161.

162.

163. [A][D]
164.

165. D]
166.
167. | B]

168.
169. [D]

170.

171. [D]

172.
173.

174.

175. [D|

176.

177. |B]

178. D]
179. [C][D]
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188.
189. [D]

190. [D]

191.

192.

193.

194.

195. D]
196.

197.

198.

199. |B]

200.

201.

202.

203. D]
204. D]
205.

206. |B|

207.
208. [D |

209.

210. [D|

211. [A][D]
212.
213.

214.

215.
216.
217. D]
218.
219. D]
220.
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221.
222.
223. [C][D]
224.
225. [B|[D]
226. [C][D]
227.
228.
229. |B]
230.
231. [C][D]
232.
233.
234.
235.

243. D]
244.
245.

254. [B]

255.
256. B[ C]
257. [A][B][D]
258. |B|

259.

260.

261. [B]

262.

263. [B]

264. [C|[D]
265. [A|[D]
266. B[ D]
267.
268.

269.

270.
271. [A][C][D]
272. [B][C][D]
273. [B][D]
274. [D]

275.

276.
277. |B]

278. [B]

279. [B]

280.
281. [B]

282.
283.

284. [A][C][D]
285.

286. [B|

287. [C|[D]
288. [D]

289. D]
290. [C|[D]

320.
321. [B|[D]
322. [A][D]
323. [A][D]
324.

325.

326. [C|[D]
327. D]
328. [B|[D]
329.
330.
331.[C][D]
332.

333.

334. [B|[D]
335.
336.
337. [D]

338.
339.
340.

341.
342.[C][D]
343. |B]

344.
345.

346. |B]

347. |B]

348.

349. |B]

350. [D]

351.

352.
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353. D]
354.

355.

356.
357. | B]

358. D]
359. [C][D]
360. [C|[D]
361.

362.

363. |B]

364.
365. [A][D]
366. D]
367. |B]

368.

369.

370.

371. [B][D]
372. D]
373.
374. [B|[D]
375.
376. D]
377. D]
378.
379.
380.

381.

382.

383. |B]

384.

385.

386. [A|[D]
387. [A][D]
388.
389. [B]

390. [A]|[B][D]
391.
392.

393. [A]|[D]
394. [A|[B][D]
395. D]

396. [C|[D]
397. [B]

398. [D]

399. [D]

400. [A][B][D]
401.

402.
403.

404. [D|

405. [A][D]
406.

407.

408.

409.

410.
411. [B]

412.

413.

414.

415. [B]

416. [A][B][D]
417.

418.

419.

440.
441. [B][D]
442.
443.

444.
445. D]
446.
447.
448.
449. [A][D]
450. [A][D]
451. D]
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452. [A][D]
453.
454.

455.

456. D]
457.
458. [D]

459. D]
460.
461.
462.

463. [C][D]
464.

465. [A|[D]
466.
467.

468. [B][D]
469.

470.

AT1.
472. |B]

473. D]
474. [A][D]
475.

476. D]
477,
478,
479.

480.

481.
482. [D]

483.

484.
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485. |B|
486. [A][D]
487.
488.
489.
490.
491.
492.
493.
494.
495. [D]
496. |B|
497.
498. [D]
499. [B][D]
500.
501.
502. |B|
503. | B]
504.
505.
506.
507.
508.
509. [B][D]
510.
511.
512. D]
513.
514. [B][D]
515.
516. |B]
517.

518. [B][C]
519.
520.

551.
552. D]
553. [A][D]
554.

555.

579. |A][C|D]
580.
581.

582. |B]

583. [C|[D]
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584. D]
585.
586.
587.
588.
589. [A|[D]
590. D]
591.
592.
593. [A|[D]
594.
595. [D |
596.
597.
598.
599. [A|[D]
600.
601. [B|[D]
602.
603. D]
604.
605. D]
606.
607. [D]|
608.
609. [D]
610.
611.
612.
613.
614.
615. | B]
616.
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617.
618.
619.
620.
621.
622.
623.
624.
625.
626.
627. D]
628.
629. [C|[D]
630.
631.
632. [C|[D]
633.
634.
635.
636. | B]
637. [B|[D]
638. D]
639.

640. [A][D]
641.
642. |B]
643. [A][D]
644.
645. D]
646. [D |
647.
648. D]
649.

650. |B]
651.
652.
653. [B][C]
654. [B|
655. |B]
656. |B][C]
657.
658.
659. [A|[D]
660.
661. [A|[D]
662. |B]
663. D]
664. [B|[D]
665. |B]
666.
667.
668. [C|[D]
669.
670. D]
671.
672. D]
673.
674.
675. |B]
676.
677. |B]
678. [A][D]
679. D]
680. [B]
681. [B][C]
682. |B|

716. D]

717.

718. [B][D]
719. [B|[D]
720.
721.

722. |B]

723.

724.

725.

726.

727. | B]

728. [D|

729. D]
730.

731. [A|[D]
732.

733. | B

734.

735. [D |

736.
737. D]
738. D]
739. [B][D]
740.
741.

742. |B]

743.

744. D]
745.

746.
747. D]

748. D]
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749.
750.
751.
752.
753.
754.
755. [A]|[D]
756.
757.
758. [D|
759.
760.
761. [D|
762. | B]
763. [A]|[D]
764.
765. |B|
766.
767.
768. [A]|[D]
769. [D|
770.
771.
772. [D]
773. | B]
774.
775.
776. | B
777
778.
779.
780.
781. [D]

801.
802. [A][c][D]
803.

804. D]

805.
806. [A][C][D]
807.

808.
809.

810.

811.
812.

813.

814. [B]

815.
816.
817. |B]
818. [D]
819.
820.
821. D]
822. [D]
823.
824.
825. [A][D]
826. [A][D]
827.
828.
829.
830.
831. [B][D]
832. [B][D]
833.
834. D]
835.
836.
837.
838.
839.

848.

849.

850.

851.

852.

853. [B|[D]
854.
855. | B]

856. D]
857. | B]

858.

859. [B|[D]
860. D]
861.
862.
863.

864.
865. [C|[D]
866.
867. | B]

868.

869. [B|[D]
870. D]
871. D]
872.

873.
874.

875.

876. [D]

877.

878. [D]

879. [A|[D]
880. D]
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881.

882.

883. D]
884.
885. D]
886. [B|[D]
887. | B]

888.

889.
890. D]

891.

892. D]
893.

894. [D]

895. [B|[D]
896.

897.
898.
899.

900.

901.

902.
903.
904.
905. | B]

906. [A][D]
907. | B]

908.

909. |B]

910.
911. [D]

912. [B][D]
913. [D]

914.
915. [A|[B][D]
916. B][C]
917. [B][D]
918. |B]
919.
920.
921. [A]|[D]
922. [D]
923. [B]
924. [B][C]
925.
926.
927.
928. [A|[D]
929.
930. [A][D]
931. [D]
932.
933. [D]
934.
935.
936. [A|[B][D]
937.
938. [B]
939. [C|[D]
940. [B]
941. [B]
942. [D |
943.
944. [A][D]
945. [D |
946. [B|[D]

947.
948.

949. [A][D]
950. D]
951. [B][D]
952.
953. D]

954. D]
955.
956.

957. [A][D]
958.

959. D]
960. [D |
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980. [C|[D]
981. [B|[D]
982.

983. [B|[D]
984.

985.
986. D]

987. [D]

988.

989.
990. [B|[D]
991. D]
992.

993.
994.
995. [B|[D]
996. [A][D]
997. | B]

998.
999.
1000. [B|[D]
1001.

1002.

1003.
1004.

1005.

1006.
1007. D]
1008. D]
1009. [B|[D]
1010.
1011. [C][D]
1012.
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1013.
1014.
1015.
1016.

1023.
1024. [A|[D]
1025. [D]
1026.
1027. [D]
1028.
1029.
1030.
1031.
1032.
1033. D]
1034.
1035.
1036.
1037. D]
1038.
1039.
1040.
1041.
1042. |B|
1043. [B][D]
1044.
1045. [D]

1046.
1047. [D]
1048.
1049. [D|
1050. [D]
1051.
1052. [C|[D]
1053. [C][D]
1054.
1055.
1056. |B|
1057.
1058. [D]
1059.
1060. D]
1061.
1062.
1063.
1064.
1065. [D]
1066.
1067. |B|
1068.
1069. [C][D]

1076. [D]
1077.
1078.

1079.
1080.
1081.
1082.
1083.
1084.
1085.
1086.
1087.
1088. [A][D]
1089. [A|[B][D]
1090. [D |
1091.
1092.
1093.
1094.
1095.
1096.
1097.
1098.
1099. [D]
1100.
1101.
1102.
1103. [A][D]
1104.
1105.
1106.
1107. [C][D]
1108. [A][D]
1109.
1110. [A][D]
1111. [D]
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1112. |B|
1113.
1114.
1115. D]
1116.
1117. [A][D]
1118.
1119. [D]
1120. [D]
1121.
1122. [D]
1123.
1124. [A][D]
1125. [D]
1126.
1127.
1128.
1129. [A|[D]
1130.
1131.
1132. |B|
1133.
1134.
1135. [A][D]
1136. |B|
1137. |B]
1138. D]
1139.
1140.
1141. D]
1142. [B|[D]
1143.
1144.
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1145.
1146.
1147.
1148.
1149. [C][D]
1150.
1151.
1152. [C][D]
1153. [D]
1154. [D]
1155. |B]
1156.
1157.
1158. [D]
1159.
1160.
1161.
1162. [D]
1163.
1164.
1165.
1166.
1167. [D]
1168.
1169.
1170.
1171.
1172. [D]
1173.
1174.

1175. [C][D]
1176.
1177.
1178.

1186.
1187. |B|

1188.

1189.

1190.

1191.
1192. |B]

1193. [A|[B][D]
1194.

1195. [C][D]
1196. B]

1197.
1198.

1199.
1200. [A|[C][D]
1201.

1202.

1203.

1204.

1205.

1206. [B][D]
1207.

1208. [A|[C][D]
1209.

1210.

1211.

1212.
1213.
1214. [A][B][D]
1215.
1216. B[ D]
1217.

1218.

1219. [B][C][D]
1220. [A][B][D]
1221.

1222.
1223. [A|[B][D]
1224.

1225.

1226. [D|

1227. [A][D]
1228. [D]

1229.

1230.
1231.

1232. [D]

1233. [B][D]
1234.
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1235. |B]
1236. [A][D]
1237.
1238.
1239.
1240.
1241.
1242.
1243.
1244. [C][D]
1245. |B]
1246. |B|
1247. D]
1248.
1249. |B|
1250.
1251.
1252.
1253. |B]
1254.
1255. [B|[D]
1256.
1257. |B|
1258.
1259.
1260.
1261.
1262. |B|
1263. |B|
1264.



Rezolvari

1. Pentru un n € A, notam y numarul cifrelor sale. Dacd x = (n —6)/10, atunci obtinem
egalitatea 4(10z + 6) = 6 - 10v~! + x, adicd 13z = 2(10Y~! — 4). Numarul 10¥~! — 4 are
forma 99...96, deci e divizibil cu 3. Din (3,13) = 1 rezulta 3 | z, deci si 3 | n. Observam
cd x trebuie si fie par. Deci n se termina in 06, 26,46,66 sau 86 si rezultd cd 4 { n.
Presupunem ci y = 8, deci 13 | (107 — 4), ceea ce este fals. Se constata ci ecuatia in z si
y are solutia (particulard) y = 6 si x = 15384. De aici rezulta cd n = 153846 € A.

2. Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ca exista n, p € N cu proprietatea

ca 2n® + 13n + 2 = p?. Cum, pe de o parte, patratul oricirui numar natural nu este
multiplu de 3 plus 2 (dacid p = Mz = p? = M3; daci p = M3+ 1 = p? = M3+ 1;
dacd p = M3 + 2 = p? = M3 + 1), iar, pe de altd parte, pentru orice n € N, numarul
E = 2n3 + 13n + 2 este multiplu de 3 plus 2 (daci n = M3 = E = M3 + 2; daca
n=Ms+1= F = Ms+2;dacdi n = M3+ 2= F = M3+ 2), suntem condusi la o
contradictie.

3. Ultima cifra a numarului a,, este 7, Vn > 2, deci a,, nu poate fi patrat perfect.

V2 VB2 , VBt24vE-242/(/B+2)(VE-2)
VE+1 ‘T VB+1

WE+2vV5 —2v54+2V5—4 25 +2 o

= =2=a=v2 Deciz =a+——v3-2V/2=
V541 VB +1 2

V2

3 3
zg—\/ﬁ—&—l:?—i—l. Deaici,x2:§+\/§.

4. Fie a =

at 35—/ (V2-1p
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a2n + a2p—1+ ... + An41
ap + ap—1+ ... + a1

5.  Adunam 1 la ecuatia data, de unde rezulta C' + 1 =

9 a1 + a2n
an+an1+..+a Sy T _ o @ tam _ 2014+ (2n—1) -7 Fic
an+ ap_1+ ... +a1  Sp . 01t an T a4 a, 20, +(n—1)-r"
2
C+1 <
R= 5 , tot o constanta. 2a; + (2n—1)-r=(2a;+(n—-1)-r)-R=n-r(R—-2) =
n-r(R—2)=0
(R —1)(2 — ), care trebuie sa fie adevarat pentru Vn = , dar

n,r#20=R=2 decir =2. a;5 =a; +14-r =29.

6. Numerele trebuie sa fie de forma 25zy, x25y sau xy25, de asemenea stim ca un

numar este divizibil cu 75 atunci cand este divizibil cu 3 si 25. Pentru cele de forma
252y, ultimele doud cifre trebuie si fie 00, 25, 50, 75 pentru a fi divizibile cu 25, dar dintre
acestea, doar 2550 este divizibil si cu 3, deci singura solutie pentru prima forma. Cand
vine vorba de 225y, cifra unititilor trebuie si fie 0 pentru ca numirul si fie divizibil cu
25, iar prima cifrd a numéarului trebuie sa aduca suma cifrelor la un multiplu de 3 (2,5, 8),
deci existd 3 numere de aceasts form& care respecta conditiile. R&mane forma xy25, care
este divizibila cu 25 pentru orice valori ale primelor doua cifre. 7 este de forma 3k + 1,
deci trebuie sa adaugam 3m + 2 pentru ca suma sa fie divizibila cu 3. Numerele Ty vor
fi deci intr-o progresie aritmetica cu ratia 3, cel mai mic numar fiind 11 iar cel mai mare
98 =11+ 3 (n —1). Daci rezolvam ecuatia, aflim ca existd n = 30 astfel de numere in
interval. Deci in total avem 1+ 3 + 30 = 34 numere de 4 cifre care satisfac conditiile.

k k 2k 4k 2k

k k k
7. 21a—9b—7c:>a—ﬁ,b—§,c_?. Astfelﬁ+8+?—§:>ﬁ+8—§=>

12k + 504 = 14k = k = 252.

8. Fiindca n este un multiplu de 5, fie p, fie ¢ trebuie sa fie 5. Daca p = 5, raspunsurile

corecte ar fi @ Dacd ¢ = 5, raspunsurile corecte ar fi @ Pentru a fi siguri ca

expresia este multiplu de 25, alegem ca ambele numere prime sa fie ridicate la patrat.

9. p?—1=(p+1)(p—1). p,p+1,p— 1 sunt 3 numere consecutive, astfel ca unul dintre

numere trebuie sa fie divizibil cu 2, iar altul cu 3. p fiind prim, stim ca este de asemenea
impar, deci p — 1 si p+ 1 sunt pare, unul divizibil cu 2 iar celdlalt cu 4 (fiilndcd sunt doud

numere pare consecutive). Din moment ce p nu e divizibil cu 3 (fiind prim), p 4+ 1 sau

238
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p — 1 este divizibil cu 3. De aici rezultd cd (p — 1)(p + 1) este divizibil cu 2-2 -3 = 12,
dar din nou stim cd p — 1 sau p + 1 este divizibil si cu 4, deci (p — 1)(p + 1) este divizibil
cu 2-4-3 =24 oricare ar fi p numar prim mai mare decat 3.

10. Dacd n este un numar prim, conform Micii Teoreme a lui Fermat 2" = 2 (mod n),

adicd 2" — 2 = 0 (mod n) (n divide 2" — 2). Fie n = 2* pentru un k& > 1. Pentru

k=1= n=2 care divide 22 — 2. Presupunem ci pentru k = m,n = 2™ divide 22" — 2.

22m+1

Demonstram ca n = 2™+ divide — 2. Observam ci 22" —2 = (22")2 — 2. Din

moment ce 22" = 2 (mod 2), (227)2 = 22 = 2 (mod 2™*1). Deci 2™+ divide 22" —

2.
Astfel orice putere a lui 2 divide 22" _ 2. Un contra-exemplu pentru arfin=0.
11. aos = a1 +24-7r= 121 =1424-r = r = 5. De aici deducem a,, = 5n — 4 =

k244

k2 = n Astfel ca n sa fie un numair intreg, k2 + 4 trebuie s fie divizibil

cu 5, deci Kk = 1( mod 5) si k¥ = 4( mod 5). Cazul 1. £k = 1( mod5) = k =1:
k? = 1,n = 1;k = 6,k = 36,n = 8k = 11,k? = 121,n = 25. Cazul 2. k = 4(
mod5) = k=4:k2=16,n = 4k = 9,k% = 81,n = 17:k = 14,k = 196, = 40. In
total, 6 elemente.

as = 3-as a1 +4r=3-(a1+71) 2a1 =7
12. & & Astfel,

ag = a3 + 24 a1 +8r=a; +2r+24 6r=24=r=4
a1:2.

13. ap €by = 3k+7=56m+2=3k—5m=—5=3k=>5m—5= 3k=>5(m—1).

Notam m — 1 = n, deci k = 5% Fiindca k este un numar intreg, n trebuie sa fie un
multiplu de 3 = n = 3p, kK = 5p = m = 3p + 1. Pentru a gasi cea mai mica valoare a lui
k incepem substitutia: p =1 =k =5,m =3+ 1 = 4. Verificam a5 =3-54+7 = 22 si
by =5-4+42 =22, a5 = by, deci k = 5 este varianta corecta.

14. Cand formam un triunghi ordinea de scriere a varfurilor nu conteaza, prin urmare,

ceea ce numaram sunt multimi de forma {O, A, B} cu A, B € M. Alegerea submultimilor
{A, B} € M se poate face in C2 moduri, dar O, A gi B formeazi un triunghi AAOB
daca si numai daca O, A, B nu sunt puncte coliniare. Prin urmare, raspunsul corect este

furnizat de @
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Chiar daca orice 3 puncte din M U{O} ar fi necoliniare, rdspunsurile celelalte ar fi gresite
deoarece:

in numarul A2 = |{(4, B) | A, B € M}|, fiecare triunghi OAB este numairat de 2 ori,
o data ca AOAB, o data ca AOBA.

2" numara toate submultimile lui M, dar e evident ca unele dintre acestea nu deter-
mina triunghiuri ca cele din enunt,.

C2., numird toate submultimile cu 3 elemente ale lui M U {O}, deci si (posibile)
triunghiuri care nu au un varf in O.

15. Fiecare element m € M apartine uneia dintre multimile A, B, C, M \ (AU B UC).

Deci numarul configuratiilor posibile este egal cu numarul functiilor de la o multime cu
n elemente la o multime cu 4 elemente.

16. Se stie ca pentru ca numarul C* al combinarilor de m elemente luate cate k sa

fie definit trebuie ca m,k € N si k& < m. Asadar, o rezolvare inceputa cu stabilirea

n—1eN
n—1>5
n €N
conditiilor asupra lui n = n—-1>4 <% , arata imediat ca variantele de
n>6
n—3eN
n>n—3

raspuns si sunt false. Fie prin calcule, fie folosind formula de recurenta pentru
n!
= <
5!(n — 5)!
& (n—4)(n—3)<4-54<n?—Tn—8< 0. Cum solutiile din R ale ecuatiei

numarul de combinari, putem rescrie inegalitatea data astfel: C2 < C" 3 <

n!
3l(n —3)!
2?2 —Tr—8=0suntz; = —lsizy=8 inRavemaz? -7z -8<0 < zc (~1,8).In

conditiile deja stabilite asupra lui n, multimea solutiilor inecuatiei n? — 7n — 8 < 0 este
(-1,8) NNN[6,00) = {6, 7}. Prin urmare, varianta de réspuns este adevarata si @
este falsa.

17. Multimea F contine 4* functii, pentru ci domeniul si codomeniul au patru elemente.

Functiile strict monotone din multimea F sunt

f:{0,1,2,3} — {1,2,3,4} definita prin f(k)=k+ 1,k € {0,1,2,3},
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9:{0,1,2,3} — {1,2,3,4} definits prin g(k) =4 — k,k € {0,1,2,3}.

Multimea F contine 4! functii injective.

Probabilitatea ca o functie f aleasa aleator din multimea F sa verifice f(0) = f(1) =1
42

4716

18. Dacéa a si b sunt numere reale strict pozitive, atunci din 0 < (a2 + b2 — 2ab)2 =

este

(a® + b2)2 — dab (a® + b?) + (2ab)® deducem ci(a® + b2)2 + 4ab (a® +b%) + (2ab)* >

4
S8ab (a2 + b2) , de unde (a2 +v2+ 2ab)2 > 8ab (a2 + b2) . Asadar, (a be) >8 (a2 + b2) .

Daca aici ludm a = C¥ si b = O k € {0,1,....,n 1} sl apoi Insumam dupa
n—1 ( ~k+1 n—1 ¢~k k+1)4
C cr+cC
k € {0,1,...,n—1} relatiile obtinute, gisim ca x = E ( M—l) = E : w =

Ak kL
= CnCn k=0

Z { + (CF ) } =8 {22 (C’S)Q - 2} =16 (C%, — 1) deoarece (02)2+(C,£)2+
k=0
(Cﬁ) = CF,. oricare ar fin > 1, siCF 4+ CF+1 = Cﬁﬁ, oricarearfin > 1sik €
{0,1,....,n — 1}.

19. Functia aleasa trebuie sa ia valoarea 1 in 3 elemente din domeniu, iar restul iau

valoarea 0. Cele 3 elemente din domeniu pot fi alese in C2 moduri. Pentru n = 10,
C3, = 120.

20. Multimea A are 4 elemente, iar multimea B are 6 elemente, deci existd Cg = 15 mod-

uri de a construi functii strict descrescatoare (pentru orice z; < xg avem f(z1) > f(z2)).
In ce priveste functiile crescitoare, numirul functiilor crescitoare de la B la A este dat
de numarul de moduri de a distribui 6 elemente in 4 clase ordonate cu ajutorul formulei
ck +r_1, unde n este numarul de elemente de Impartit (in acest caz 6), si k este numarul

n

de clase (in acest caz 4).

21. (k+ 1)Ck = Ch+n-Cioy. Astfel Y (k+1)-Ch =Y Ch4n-> Ch} =

k=0
n—1
ch+n > Ck | =2m 4 n2nl =27 (n 4+ 2).
k=0 k=0
1 1 « 1 -
22. CO4-Cly 02 —— cn = Ccr+l — ( ck. —
S+ 5OM 5Ot~ Zk+1 n+1z = ;;) 1
1 2n+1_1
CO ): (2n+1_00 ):7.
n+1 ’I’L+1 n+1 n_|_1
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23. Fiecare termen al dezvoltirii are forma C*(1/2)"~*(5/3)*. Astfel, termenii rationali ai

dezvoltarii sunt toti cei care indeplinesc simultan conditiile: (n—k)f2 si k:3. Concluziondm
cd pentru n = 15, dezvoltarea are intr-adevar 3 termeni rationali (pentru k& = 3,9, 15),
iar pentru n = 24, dezvoltarea are 19 termeni irationali. Termenul corespunzator pentru
k = 18 este C18(1/2)'2(3/3)'8, rational, iar termenul corespunzitor pentru k = 9 este
C?s(\/i)g(\s/g)g, irational.

24. Un triunghi format din aceste puncte varf pe d; si 2 varfuri pe ds sau 2 varfuri

pe d; si 1 varf pe dy. Fixand un punct pe di, existd C2 moduri de a alege alte 2 de pe
dos = 6-10 = 60 de triunghiuri care contin un punct pe d;. Fixdnd un punct pe do,
existd C2 moduri de a alege alte 2 de pe dy == 515 = 75 de triunghiuri care contin
un punct pe ds. In total, 60 + 75 = 135 de triunghiuri.

25. Separam egalitatile astfel: = -log,(y) = 2/ si ey - log,(x) = 2,/ dupa care le

4
inmultim: e - zy - (log,(y) - log, (z)) = 47 Cum log,(y) - log,(z) =1 = 2y = -
e

26. Ne propunem sa determinam multimea E. z € E < z > 0si ¢ # 1. Deci

E = (0,1) U (1,00). Prin urmare este falsi. Ne propunem si rezolvam ecuatia

f(z) = 0. Observam ca log) * = —logzx si log o = 2, deci f(x) = 2logzz — 4,

Ve € E. f(z) =0 < loggx :3 2 =9, Observam ca 9 € E. Deci z = 9 e singura
solutie a ecuatiei f(z) = 0. Prin urmare, este adevarata. Ne propunem sa rezolvam
inecuatia f(z) > 0. Avem 2logsz —2 > 0 & logyz > 2 < z > 9. Multimea solutiilor
inecuatiei f(x) > 0 este S = (9, 00). Fie z, = n+10,n € N*. Avem ca (z,) e nemarginit
si z, € (9,00),n € N*. Deci f(x,) > 0. Prin urmare, este adevarata. Rezolvam
inecuatia f(z) < 0. Avem 2logsz —4 <0< z < 9. Cum z € E, deducem ca multimea

solutiilor inecuatiei f(x) < 0 este S = (0,1) U (1,9). Deducem ca @ este falsa.

4 4
27. Folosind proprietatile logaritmilor, avem ca: logg 16 = 4logg 2 = log, 6 =1 oz, 3"
. ) 3 3 3log, 3 -
Din relatia a = log;, 27 = 3log, 3 = log, 12 =1F 210z, 2 =97 IOQgQ 3 rezulta ca
2 4 4(3 —
logy 3 = ﬁ. Prin urmare, obtinem logg 16 = T 1oz, 3 = ; 5a = (3+ ;).
_l’_ [
3—a
) 1Inb . . s "
28. Pentru orice a, b > 1, avem log,. b = g ¥ atunci, In baza inegalitatii mediilor:
nlna
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) n T n 1 /lnasy Inas Ina, Ina;
og,n as+log,n az+...+log,»n anp+log,. a3 = —
Bap 427708az 3 Baji_y An T 08ap 1 n \Ina; Inas Ina,—1 Ina,
Inas Ina Ina, Ina . . . Jlna Ina
>t 2 3. e L. Egalitatea are loc daca gi numai daca 2 = 3 =
Ina; Inas Ina,—1Ina, Ina; Inas
Ina Ina
t = —1, adica daca si numai daca a1 = ... = a,.

v Ina,_1 Ina,
29. Fie f(z) = (v2—2)3+Inx si I = [1,4]. Functia f(z) este suma a doua functii continue
pe intervalul [1,4], prin urmare functia este continua pe intervalul I. Evaluand capetele
intervalului, observam ca pentru x = 1, f(z) = —1 si pentru = 4, f(z) = In4 > 0.
Aplicand proprietatea lui Darboux, putem spune ca functia intersecteaza axa Ox pe in-
tervalul [1,4] in cel putin un punct. Réspunsul este incorect deoarece proprietatea
este valabild doar pe un interval inchis si marginit, iar 0 ¢ I, motiv pentru care afirmatia
@ este doar partial corecta.

30. Pentru functia datd, f(x) = ¢ pe prima ramura ne da ¢ < 2, iar pe cea de-a doua

4 —logez(z) = c = logyz(r) =4 —c=4dlogy(zr) =4 —c= 1z = 2% > 1= c <4
Pentru ca sa fie indeplinita conditia, functia trebuie sa ia valori pe ambele ramuri, motiv
pentru care raspunsul Ve < 2 este corect.

1

31. 1 b=k loggor=k ———0=——"=1 = tia devi -1 =
0g3k T 0g3k T log, 3  Tog, 3 ogs = ecuatia devine n -logs x = n,

de unde singura solutie reala este x = 1.

)
Y2 log, 32 Y22
32. ry . sy 2 In prima ecuatie facem substitutia
TNE I S P

T . . . o . v .
z = —, iar ecuatia devine 222 — 5z + 2 = 0, de unde gasim doua valori pentru z: z; = 2

1
$122:§- 1) 2 =2y 4> —y? =3 =32 =1, deci y = +1, v = £2. Z)x:%:
2
yo_ y2 =3= y2 = —4, ecuatie care nu are solutii reale. Astfel 19 = %2 si y;2 = £1,

4
dintre care doar (2, 1) satisface toate conditiile de existentd pentru logaritmi.
logo4 log, 5 logy(n + 1)

logy3 log,4 " logym

33. log, 3 - =10=logy(n+1)=10=n+1=2%

1 1 1. 1 1
34. 3—&—629”:762’”:662’”:3:62“:§:>2m:1n§:>x:§ln§:—§ln2.

35. Ridicand relatia la puterea 10, obtinem log; . (logyge (101°99)) = 1. Ridicénd din nou

1000

la puterea 10%, obtinem log;y 101%9 = 10¢ = 10%. Astfel, obtinem urmatoarele
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perechi (a,b sunt numere intregi pozitive) {(3, 1), (2,10), (1,100)}.
36. Notam = +y = s si zy = p. Avem (z,y) € § <— srp=1 — {s,p}
sp =30

e multimea radécinilor ecuatiei 22 — 11z + 30 = 0. Deci {s,p} = {5,6}. Avem doua
posibilititi (s =6sip=>5)sau (s =5sip=26). Pentrus =6sip=>5, avem x +y = 6 si
ry =5 < {z,y} e multimea radacinilor ecuatiei 2% — 62 +5 = 0. Deci {z,y} = {1,5}.
Pentru s =5sip =6, avem 2 +y = 5 si 2y = 6 <= {z,y} e multimea rad&cinilor
ecuatiei 22 —5z+6 = 0. Deci {x,y} = {2,3}. In concluzie S = {(1,5), (5,1),(2,3), (3,2)}.

Astfel, sunt adevarate si .

37. Observam ca nu pot exista 2 sau mai multe raspunsuri corecte, motiv pentru care

ne propunem sa aflam multimea solutiilor. Conditiile de definitie: 3 —x > 0 <— z < 3.
Deci D = (—o0, 3] este domeniul de definitie. Cum ecuatia se scrie v/3 — = x; impunem

conditii de compatibilitate © > 0. Asadar ecuatia nu are solutii in afara intervalului [0, 3].

—-1+V13

Rezolvam ecuatia ridicind la putere: 3—z = 2? <= 2°4+2-3=0 < 2, = 5
—-1—-+13
si ¢g = ————— dar x5 ¢ [0,3]. Verificdim dacd 0 <27 <3 <= 0< —-14++v13 <

2
6 «<— 1<V13<7 <= 1< 13 <49 adevérat. Prin urmare, S = {z}, iar singurul

raspuns corect este .

38. Combinand conditiile b) si ¢), n € S = n+5 € S, iar fiindcd 2 € S din b) con-

cluzionim c& 72 = 49 € S, deci si (49 + 5)2 = 542 € S. Deoarece 542 = 1 (mod 5), toate
numerele Intregi pozitive suficient de mari care dau restul 1 la impartirea cu 5 sunt in
S. Fie @ > 1 un numdr intreg, care nu este multiplu de 5. Secventa a,a?,a*,a®,a's, ...
nu este marginita, iar folosind Mica Teoremd a lui Fermat (dacd p este un numar prim
si a este un numar Intreg care nu este multiplu al lui p, atunci a?~! = 1 (mod p)), toti
termenii din sir, incepand cu a* sunt = 1 (mod 5). De aici concluzionim ci a € S. Este
usor sa verificAm apoi ca toate numerele intregi pozitive mai mari decat 1 si care nu sunt
multiplii ai lui 5 satisfac conditiile a), b), ¢), motiv pentru care raspunsurile si @

sunt corecte.

39. Existd 3 cazuri in care putem obtine 1: 1)1* =1 = 22 —Tor+11 =1 = 2,5 = {2,5};
Dk =1=22-1324+42=0= 23, ={6,713) (-1)*, =1=2>-Tz+11=-1=
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T56=1{3,4} si 32 —13-3+42 =12 par si 42 — 13-4+ 42 = 6 par .

40. Scriem termenii progresiei in cele doua ecuatii date in functie de a; si ratia r:

as +aq +as = 3a1 +9r = —6 = a1 = —2 — 3r; —araga;; = —(a1 + 67)(a; + 8r)(a1 +
10r) = —105r% + 142r% — 50r + 8 = 13037 = r = —3, deci @ este fals. Calculam
g =-2-3r=-2-3-(-3)=7= este de asemenea fals. a4 = a; + 3r =
T+3-(-3) = -2= (1g)® = -8 = este adevarat. Suma primilor 10 termeni ai
progresiei este 10a; + 457 = 70 — 135 = —65. Afirmatiile false sunt 7 si @

41. Notimt =23 =2 —Tt+12=0=t = 3,4 = x = 81,256, S = 337

42.  Pentru a obtine valoarea minim&, vom lua z; (valoarea initiald) ca —n = x; =

—n,r9 = -—n+1,etc. Astfelavem S=n—-14+n—-2+...+0+1+2+...+n
1 242
Astfel suma finald va fi 2 - n. (ﬁ + 1) S = m
2 2 2 4

43. Inlocuind 22 = ([z] + {z})2, obtinem ([z] + 2{z})? = 4, de unde rezulti faptul ci

. 1 3 5
2{z} € Z, deci {z} = {075} < zx € { — 2,2,57—5}.
44. Pentrua=1sib=—-5S5; =5, Sy = (—00,5]. Pentrua =0si b= -5, =0,

Sy =R. Pentrua =-5sib=-55 =-1, 5 = (—1,+0). Pentrua =0sib=0
S =R, Sy =R.

45. Observam cd —1,0 € S, Vm € {R}. Cautdm solutii in (0,00), deci ecuatia devine

22—z = maz(z+1) = -1 = m(z+1) = 2(m—1) = —m—1. Pentrum = 1 ecuatia devine
0 = —2, deci nu are nicio solutie. Pentru m # 1 avem x = —m_— . Aceasta este solutie,
doar daca ;:1_711 >0 = nmlj 1 <0 < me(-1,1). Deci, SN (0,00) # O pentru
fiecare m € (—1,1). Mai mult, pentru m € (—1,1) avem ca SN (0,00) = {;T_ill},
iar pentru m € R — (—1,1) avem c& SN (0,00) = §. Pentru m = 1 expresia :7:1_711
nu este bine definita: 22 — |z| = 22 + 2 < |z| = —2z <= =z € (—00,0], deci
pentru m = 1 avem S € (—o0,0]; iar pentru m = —1 expresia — __ are valoarea O:
2?2—|r| = —2?—2 <= 22%+x—|z| = 0. Stim deja ci ecuatia nu are solutii in (0, co) si ci

0 € S, deci cautam solutii in (—00,0): 222 +x+2=0 < 2z(z+1) =0 < == —1.
Pentrum = —1 avem S = {0, —1}. Daca D este adeviratd, atunci m € (—oo, —1)U(1, 00).

Cautam solutii in (—o0,0), ecuatia devine 2% — (—x) = ma(x + 1) <= 2>+ =
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mex(r+1) < z+1l=mx+1) < (+1)(1—-m)=0 < z = —1. Atund
SN(—00,0) ={-1},5N(0,00) =0 si 0 € S, prin urmare, in acest caz S = {—1,0}, deci

@ este fals.

46. Deoarece 2 — 3x + 5 nu are radicini reale (A = —11), aceasta este mereu pozitiva,

1
L§1 — z+1<2?-32+5 < 0<
22 —3x+5

22 —dx +4 < 0 < (z—2)? - adevidrat pentru Yo € R. De aici, concluzionim ca

astfel putem rescrie inecuatia

E=S5=R.

47. Notam x4y =s,zy =p. (z,y) € S < s+p=4sisp=4 < {s,p} e multimea
rddacinilor ecuatiei 22 — 42 +4 =0 < {s,p} ={2,2} <= s=p=2 <= {x,y}
e multimea radécinilor reale ale ecuatiei 2 — 2z +2 =0 <= {z,y} = 0. Prin urmare
S = (), iar unicul raspuns este @

48. Notam cu t = 2% + 182 + 30 = t = 2/t + 15, de unde obtinem solutiile valide

x = +61 — 9 =. Produsul lor este 81 — 61 = 20.

1 1 1 2 1
49. Daca inmultim (z + 7) (y+ 7> (y+ 7) obtinem 80t = l(er f) + zy - t, unde
z x z z z
1 7 20 1 160
t= 7):>27 =80z=>z2=—= — =3=>rx==-=y=20=>t=—.
(y—l—z + Yz 2= 2= 55 T+ > T=o =y -

50. Verificdm dacd z = m este solutie. /2|m|—2m =0 <= m = |m| < m €

[0, 0), deci este falsd. Ne propunem s g&sim S in functie de m. 1) Cautam solutiile
din [0,00): avem |x| = z,Vx € [0,00). Ecuatia devine z = m, deci dacd m € (—o0,0),
ecuatia nu are solutii. Dacd m € [0, 00), ecuatia are o singurd solutie, anume x = m. 2)
Cautam solutii in (—00,0): Avem |z| = —z,2 € (—00,0), ecuatia devine /—4x = m — z.
Cautam solutii # < m si obtinem —4z = (m — 1)? <= 22 —2(m — 2)x + m? = 0(x);
A = 4(m—2)2—4m? = 16(1—m). Dacim € (1,00) atunci A < 0si SN(—00,0) = (). Daca
m = 1, ecuatia devine z2+2z+1 = 0, adica (z+1)? = 0. Prin urmare SN(—00,0) = {—1}.
Dacad m € (—o0,1) atunci A > 0. Notdnd cu {z1,22} rddédcinile ecuatiei (x) avem
214+ 29=m—2<0siz29 =m?2 > 0. Astfel, z; < 0 si x5 < 0. Verificim dacd 1 < m
sizg <m. Cum z; =m —2+2y1 —msizy =m—2—2y/1—m. Observim ci zo < m,
jarz; <m <= —242/1-m<0 < VI-m<1l < 1-m<1 < m>0.

Prin urmare dacd: 1)m € (—o0,0) atunci S N (—o00,0) = {z2}; 2)m € [0,1) atunci

246



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

SN (—00,0) = {z1, 22}

o . 8 . . . y N
51. Rezolvam inecuatia < — inmultind cu 22 (presupunand ca 2% # 0, impértirea la
x

0 fiind nedefinita). Astfel, ajungem la 2 < 8 = 2 < /8 = = < 2. Astfel, S = (—o0, 3],
insa cand substituim = = 0 in inecuatia initiald ajungem la o situatie nedefinita, deci 0

nu face parte din multimea solutiilor = S = (—o0,0) U (0,2]. Afirmatia este, evident,

1
2
3y3

adevarata, deoarece pentru f(y) = ¢y, f'(y) = pozitiva pentru Vy # 0, iar inversa
f~2%(y) = y3, care este de asemenea strict crescitoare.

52. Pentru a = 0 ecuatia f(z) =0 <= 234+2=0 = 2(2?4+1) =0 < 2, =

0;29 = 4523 = —i. Cum S C R avem S = {0}, deci este falsd. Functia f este
polinomiali, deci este continui si ori de cate ori derivabild. Calculim f (z) = 322 + 1.
Observam ca f/ () > 0,Vz € R si deducem ca f este strict crescitoare, deci este
adevirata. Dacd prin absurd ar exista: x1, 22 € S, 21 # @9, atunci f(z1) = f(z2), ceea ce
ar contrazice injectivitatea lui f. Deci, este adevarata. Avem ca @ este adevarata
pentru ca o ecuatie de gradul 3 are cel putin o radacina reala.

53. D = (—00,3],iar z+a > 0 <= x > —a. Dacda < —3 avem c& (—o0, 3]N[—a, +00) =

(), adic& ecuatia nu are nicio solutie. Deci si sunt false. Daca a = —3 avem ecuatia
v3 —x = x — 3, care au unica solutie z = 3. Daca a > —3 avem ca ecuatia nu are solutie
in afara intervalului [—a, 3]. Rezulti cd 3—x = (v+a)? < 3—2 =22 +2ax+a® <

22+ (2a+1)r+a?-3 = 0(%) A = (2a+1)?—4(a®-3) = 4a®+4a+1—4a*+12 = 4a+13. Cum
—(2a+1)++v4a+13

a > —3, avem cd A > 1 deci ecuatia (x) are 2 radacini reale, 1 =

2
—(2 1) — /4 13
si 29 = (2a + )2 at . Avem de verificat daca —a < 1 < 3 sau —a < x5 < 3.
—(2 1 V4 13
B Gl );“ T 3 s %< -2-14+V/IaFI3<6 e 1<

Vda+13 <2a+7 < 1<4a+13 < (2a+7)? < a > —3si4a’>+28a+29—4a—13 >
0 < 4a°+24a+36>0 <= a>+6a+9>0 < (a+3)?>0- adevarat. Deci
x1 € [—a,3]. Deducem ci pentru fiecare a > —3 ecuatia data are cel putin o solutie reals.

Am ardtat ca pentru a = —3 ecuatia data are, de asemenea, cel putin o solutie reala.

Prin urmare, si @ sunt adevarate.
54. Se folosesc expresiile: 2 +3 -4z —1=2—-1-4/z—1+4 = (Vo —1-2)%
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T+8—6yVr—1=a2-1-6yz—1+9=(vz—1-3)2 Conditiile de existents sunt:
x—12>0,deunde z € [1,00), 7+ 3 —4y/z —1 = (v —1 — 2)% > 0, evident pentru

r € [1,00), 2+ 8 —6yr —1 = (Vo —1—3)2 > 0, evident pentru z € [1,00). Deci,

€ [1,00). Ecuatia poate fi scrisd astfel: [vo —1—2|+|Vz —1-3| = |z —1-2|+|3—
Vr—1]=1= |z —1-2+3—+/x — 1|. Avem deci egalitate in inegalitatea triunghiului,
de unde rezultd ca v/r — 1 — 2 si 3 — /z — 1 au acelasi semn sau una dintre ele este zero.

Obtinem c& multimea solutiilor ecuatiei este S = [5,10].
2023 2023

2023
1 1
55. Pentru T, avem T = Zk2—|—k Zkk+ 2::% k—!—l 1_M:

2023

2023
2004 de unde rezulta ca afirmatia este falsa. Deci, xz,, = "

2024 2024
2023 1 2023 2 202 3 ] s dea
2024 2024 ' 2024  2024]  [2024 ' 2024] - e

este adevarata. Cum T € R si 2024 € N, putem aplica Identitatea lui Hermite si

2023 2023
. = [2024T] — [T] = 2023. Adiuga ==
avem Z x [20 [T] 023. Adaugand z2024 [2024

aﬁrmatule si @ sunt ambele false.

56. (Adaptare dupa OLM Cluj 2024, cls. VIII P2) Avem (a,, —1)? > 0 pentru orice n si

} Adica,

1+ X2+ 23 = [

+ 1] = 1, obtinem ca

1
cum numerele sunt pozitive, rezulta ca a,, + — > 2, deci E a; + E — > 2n. Aplicand
[07%) Qj;
=1 =1

. . . y . . . 1 1
inegalitatea mentionata anterior strict pentru a; si as, avem ay + a2 + — + — > 4.
aq a9

Aducénd la numitor comun, inmultim cu ajas si obtinem (a; + a2)(1 + ajaz) > 4ajas,
deci a3 + as > 3, de unde rezulta ca afirmatiile si sunt adevarate. Daca sirul
de numere reprezintd radacinile polinomului f, putem aplica Relatiile lui Viete si avem

=N

E asz—fn Sn-1=0a2a3...a,+aia3...ap+---+a1az...an_1 = —7%

si Sn H a; = (de remarcat este faptul ca n este par, conform cerintei, deci avem
un numar par de Relatn ale lui Vlete fapt care ne ajutd si determindm semnul sumelor).

Putem deci, in relatia E a; + E sé aducem la numitor comun si sa grupam termenii
i=1 i= 1

[l ai (O he ax) +Sn71 (-1)-n—n

si avem o = 1 = 2n, de unde rezulta ca si afirmatia
. a; _
i=1 %

este adevarata.

57. Evident, inecuatia are sens pentru z > 0. Deoarece 8987 % = glogr8 i 11ltlogrz —
11 glosr 11 — glogr 10 4 glogr 8 4 1(. ploer9 < 12. 2198711 care este echivalentd cu inecuatia
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10 8 9
log, — log, — log, —
e T g T 4100 1L < 12, deoarece z'°87 11 > 0, oricare ar fi > 0. Pe de alti

10 8 9
log, — log, — log, —
parte functia f : (0, 4+00) — R definitd prin f (z) = = Mg I 410-2 11 Vo >0

este strict descrescitoare. Intrucat f (1) = 12, deducem c& solutia inecuatiei date este
multimea [1, +00).

58. Ecuatia poate fi scrisi sub forma (5%)% + (32 — 7) 5% + 22> — 1324+ 6 =0 — 5% =

7—3a:i\/(337—7)2—4(2:102—13:6—1—6) T-3x+4/(x+5)° 7_3¢+|c+5|
= = . Deci

2 2 2
5% = —z46 sau 5” = —2z+ 1. Intrucat functia f : R — R definit# prin f (x) = 5% +x—6,

Vz € R este strict crescatoare, deducem ca ecuatia 5% +x — 6 = 0 are o singura solutie
reald, x = 1. Analog, ecuatia 5 + 2z — 1 = 0 are o singura solutie reala; r = 0. Asadar,
ecuatia data are solutiile 1 =0, x5 = 1.

59. Ecuatia are sens pentru x > 0. Evident x = 1 este solutie a ecuatiei; sa aratam ca este

singura. Deoarece glogrz — ylogy 8, ecuatia devine 2108710 | plogz8 1 o plogr 9 — 4. plogr 12
impér‘gind ambii membrii ai ecuatiei cu #'°87 12 obtinem 287 8 losr3 4 2. glosr i =4,
Deoarece log7% < 0, log, % <0, sl log7% < 0 deducem ca functiile f,g,h: (0,+00) = R
definite prin f (z) := 2'°878, g (x):=2'87 3, h(z):= 21873, Vo >0,

sunt strict descrescatoare. Atunci si functia f + g + h este strict descresciatoare gi deci
ecuatia are solutia unica z = 1.

60. Daci punem 2° = u, 3° = v, 5% = w ecuatia datd devine w3w + uv? + 3Jvw +

4u?v + 3u® = wow + udv + 3ulw + u* + 3v? + 3uv, care este echivalenta cu ecuatia

(u* =) (u— 3) (w — u—v) = 0. Obtinem: 1) 4% = 3% de unde rezultd z = 0. 2) 2* =3

2\" 3\"
de unde rezulta = = log, 3. 3) 5% = 2% + 3" sau echivalent (5> + <5> = 1. Cum
2\" 3\"
functia f : R — (0, +o00) definita prin f (z) = (5> + <5) , oricare ar fi € R este

strict descrescatoare, deci injectiva si f (1) = 0, deducem c& x = 1 este unica solutie a
ecuatiei 5* = 2% 4+ 3*. Prin urmare, ecuatia data are solutiile 0, 1 si log, 3.

61. Ultima cifra a numarului 2f(6) este 2, deci nu poate fi patrat perfect. Folosind

Binomul lui Newton, ultimul termen al dezvoltérii f(x) este singurul care nu depinde de

valoarea parametrului z. f(0) = 2024-04 1. Prin urmare, afirmatiile , si @ sunt
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false. De asemenea, aplicind Inegalitatea lui Bernoulli pentru f(x), obtinem c& afirmatia

e adevarata.

62. Ecuatia data este echivalentd cu ecuatia (x — 1) (2y — 1) (2 4+1) =1 x 2 x 3.
Cum 2y — 1 este impar, urmeaza ca avem urmaéatoarele cazuri:

r—1= 1 =2 r—1= 6

a)y 2y—1= 1 = y=1 solutie; b) { 2y—1= 1 = imposibil in N*¥;
z+1= 6 z2=5 z+1= 1

r—1= 1 r=2 r—1= 2 z=3

c) 2y—1= 3 == y=2 solutie; d) 2y—1= 1 = y=1 solutie

z+1= 2 z=1 z+1= 3 z=2
r—1= 2 r—1= 3 Tr =

e){ 2y—1= 3 = imposibilinN*; )¢ 2y—1= 1 = y=1 solutie;

z+1= 1 z4+1= 2 z=1

63. Pentru fiecare k € N, k > 2, avem (k+ (k+1)") (k+(k+1)_””> = k% +

2
k [(k F1)% 4+ (k+ 1)‘””} t1=(k+1)>%+k [(k F 1)kt 1)‘””/2] > (k+1)%; egal-
itatea avand loc dacd si numai daca x = 0. Urmeaza c&(1 4+ 2%) (1 +27%)
F243) (243 + ot (n+ (n+ 1)) (n+(n+1)*f) > 243244 (n+1)? =
2n3 4+ 9n? 4+ 13n

6
64. Variantele si se refera strict la inegalitatea Cauchy—Bunyakovsky—Schwarz,

; egalitatea avand loc daca si numai daca x = 0.

care este corect enuntata in varianta . Variantele si @ se refera la Lema lui Titu

Andreescu, derivata din inegalitatea mentionatd anterior. Astfel, conform acestei leme,

—~af  (Ciia) 3
vom avea A — — ey
25 2T T

65. Impunem conditiile: > —6 >0 = z € (—o0, —V6] U[v6,00), 22 -8 >0 —
x € (—o00, —V/8]U[v/8,00). Asadar, domeniul de definitie este D = (—o0, —v/8]U[V/8, c0).

t=2
Notim vVz2 —6=t>0 = t=1t2-2 — t?*—t—-2=0 —

t = —1 nu convine.
Agadar, V22 —6=2 — 22 =10 = 2 = +/10.
66. (7T—4V3)*—2-2-V3)"=3 = (2-V3)* -2.(2-V3)"=3
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t1=3>0
Folosim substitutia (2—v/3)* =t >0 = t?-2t-3=0 —

ts = —1 < 0 nu convine
t=3 = (2-V3)"=3 = wz=1log, ;53 (3-2V2)Y-2(/2-1)Y =3 =
(v/2—1)%Y —2(v/2—1)¥ = 3; Folosim substitutia (v2—1)Y =t >0 = >-2t-3=0 =
t1=3>0
t=3 = (V2-1)V=3 = y=log 5 ,3=a+y=
to = —1 < 0 nu convine
In3 n In3
ln(2—\/§) ln(\/i—l)
In (\/5— 1) —In(2 — \/3)
In(v2—-1)-In(2 - v3)

1
TPl o4 o s<a<T 22 pc (56) —

log,_z3+log s 13 = = x+y=
1 2—-1 In(2 —
lng.[nw ) +In(2 - V3)

In(v2—-1)-In(2 - v3)
z+1
2

1. Similar, z —y =1n3-

67. { }:3:3<

suma este 11.

68. Fie z = a + bi un numdr complex scris in forma algebrica (a,b € R). Cum

22 =(a®> V) +2abi = 22 €R & 2ab=0 & a = 0saub = 0 ceea ce aratd ci
afirmatia este adevarati. Cum pentru @ = 0 avem 22 = —b? < 0 se deduce imediat
ci pentru a avea (22 € R) si 22 > 0 e necesar ca b = 0, caz in care, evident, 22 = a? > 0.
Asadar, 22 € Rsi 22 >0 & b=0 & z = a € R, ceea ce arata ci si afirmatia este
adevarata. Afirmatiile si @ sunt, evident, false deoarece exista numere complexe de
patrat pozitiv (de exemplu, 1 € R C C) si existd numere complexe de patrat negativ (de
exemplu, i € C are patratul —1).

69. (a+bi)"—(ai+b)" = (a+bi)"—i"(a—bi)" = a"+Cla"1bi+---+Cr~lab"~Lin—1

bt —i"(a™ — Cra™ bi + - + (1) IO~ Lapn "t 4 (—1)"b™i") € R pentru orice
a,beR & n=4k+2,keN.
70. Dupi inmultirea primei ecuatii cu z avem az* + bz + c¢2? + dz = 0. Din aceasta

4 —a = 0. Deoarece a # 0, trebuie si avem

scadem a doua ecuatie pentru a obtine az
2% = 1. Radicinile unitatii de ordinul patru sunt urmatoarele: 1,4, —1, —i. Putem obtine
toate acestea cu exceptia 1 prin setarea a = b = ¢ = d = 1, astfel incat ambele ecuatii

devin 22 + 22+ 241 = 0. Daci z = 1, atunci trebuie si avem a + b+ c+d = 0, si gisim

foarte usor astfel de a, b, ¢ si d. Deci toate cele patru valori pe care le-am gasit sunt valori
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posibile ale lui z.

71. Ecuatia datd este echivalenta cu 5022017 (22 + 1) = (22 + 1)(2%¢ — 294 4 292 — 290 +

.. — 22 +1). Daca 22 + 1 # 0, atunci ecuatia este echivalentd cu ecuatia 502207 =
296 — 29 4 292 290 4 224 1. Cum |z| = 1 obtinem c& 50 = 50|22017| = |296 — 294 +
292 =20 4 =22 1] < 2% 4 |2+ 292 4+ |22 + . 4 2% + 1 = 49, ceea ce este fals.

Rezultd cd 22 + 1 = 0, de unde 2z € {i, —i}.

iz
72. Notam cu t =TT si ecuatia devine t3+t2+t+1 = 0 care are solutiile —1,4, —i.
iz

egalam pe rand fractia cu —1,7,—¢ siobtinem doua solutii z; =1, zo = —1.

73. Fie z = a+bi. Din |z| = 1 avem a?+b? = 1. Atunci, 22 +%% = (a+bi)% + (a —bi)? =

2a? —2b? Atunci cand |a? — b?| = 1, avem doud cazuri: 1)a? —b? =1 = Avem a® —b? =1
si a® + b = 1. Adunand cele doui ecuatii, avem b = 0 si @ = %1, obtinem 2; = 1 si
29 =—1; 2)a®—b*=—1= Avem a? —b? = —1si a®> +b? = 1 obtinem z3 = i si 24 = —i.

74. Cunoastem faptul cii, pentru un numir k € N, i*FtT = 4 4842 = 1 j4k+3 =
5 p ) p ) ) b

—4,i*% = 1. Cum n este prim, nu este multiplu de 4, deci afirmatia este falsa.
Afirmatiile si rezulta imediat pentru numere precum n = 3 sau n = 5, de unde

afirmatia @ se exclude automat.

75. Stiindci 21 =0sizo =a = [23—21| =, [z3— 22| =a = /(z — 0)2 + (y — 0)3 = a?

si \/(r —a)2+ (y—0)? = a?, unde z,y sunt coordonatele lui z3. Asta inseamni ca
2,2 24,2 2 _ 2 2 _ 2 av'3 a . aV3
(r—a)+y*—(*+y°)=0a*—0a*(r—a)*—x :O:wy::l:Tﬁzkg:i:I:ZoT.
2 3
Astfel, (21)% + (22) + (23)% = %(1 +4v/3). Centrul de greutate este 22 = %(1 +1iv/3).

76. Stim c& i 4+ 32 + i® +i* = 0, deci Sopzs = 0 pt cii 2024 este multiplu de 4;

Sl(]gzslo()+i101+i102:0+’i+i2:i—1252,5332532+i33:i.

1
L4 iv7 a+ V(o + )
77. Rationalizam numarul complex z = L\[ siajungem la z = —12+
a+(a+§)i 042—1—(@—&—5)2
1
V7o — (a+ 5)
ix ——— = Egalam coeficientul partii imaginare cu 0 pentru a satisface conditia
a?+ (a+ 5)2

1
, avand in vedere ci o + (o + 5)2 # 0.

din enunt si aflam o =

1
2/7 -2
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78. Pt. z = a+bi, avem Re(22+1+i) = Re((a+bi)?+1+i) = a®>—b*+1,Im(3i*xz+2%2) =

Im(3i * (a — bi) + (a + bi)(a — bi)) = Im(3ai + 3b + a® + b?) = 3a,Im(2)? = V? =
Re(2?2 +1+14) —Im3ixz + 2% 2) + Im(2)? = a®> — b + 1 — 3a + b? = a®? — 3a + 1. Egalam
cul = a*>—3a=0= a=0sau a=3.

(a—2)2+0b* =1,
79. Pt. z =a+ bi, avem decia=32,b==+Y%2, card(M) = 2.

a® + b2 =3,
80. 22 =2V/I3+12i ¢ R|z| = VId = |2" € N & n este par. 2202 = V11 =

141912 |(6 4 4iv/10)1°12| = /36 + 160 - = V106 = 141012, [yx 3| = 14 = |2+ 2[4 =

212213 2143 2|223
144, |Z3‘ =3 :>|z*2|427|z|.
21+ 2 7 21 + 2 z1 + 2
81. 122 R B ERe L1722 R € R astfel, Im(i1 R ) = 0. Din enunt stim ca
1+ 2129 3 14+ 2120 14+ 2120 o
|z1| = |22| = 1, deci |z] = 1. Un numér complex este real daci si numai dacd este egal cu
z z Z1t+ 22 z z z z
conjugatul sau: z = z. Astfel ( e BT P e T . De aceea
. 1+ 2129 1+7Z129 1+ 2129 14+ 2120
21+ 22 21+ 22 .
— — - €R=> —+i¢R
1+2122 3 1+2122 ¢

82. |z| =+/12n2 + (1 —3n2)2 = \/(3n2 + 1)2 = 3n%+1 € N. Calculdim modulul si pen-

tru numérul z, = |z5| = /802 + (n2 —2)2 = V8n2 +nt —4n?2 +4 = \/nt +4n2 + 4 =

V(2 +2)2=n>+2€N=|z2] N

9
83. Radacinile de ordin 2 ale lui z sunt zg = %(cos% + isin g),zl = %(cosg +

9
7 sin g) = z9 + 21 = 0. Radacinile de ordin 3 ale lui z sunt zyg = \75((3081 +

12
isin%),zl = \G/i(cos?%r—l—isin%),zg = \75(005117—277+isin117—2ﬂ-> =20+ 21+ 20 =
W(1+26052—W>(c083j+isin3—ﬂ>.

3 4 4
84. Scriem z =z +yi;z,y ER=> |2 -3 =/(z—-3)2+y2=2= (z —-3)*  +¢y* = 4.
Verificim Im(”?) — 0o Im(w) Im((:c+2+yz')(x—(y—2)z‘)> _
z—2i x+ (y—2)i 2?2 4+ (y — 2)2

02 —2y+4=0<y=x+2 Inlocuimy=xz+21n (x —3)? +y? =4 = nu exista

nicio solutie reala.

2 1
85. Calculam modulul si ajungem la relatia b = gaQ -3 Stim din enunt ca

7T 2 17 17 7
b<-=-a"—— <—=da<12 \[< V12,
<gF@ oy <gzgFa<l2= 2_|a|<

86. Notam numarul complex z cu a + bi = si ajungem la relatia Im(

a—3+bi>
a+ 3+ bi
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-3
: 3 € R. Rationalizam si rezulta 6b=0=b=0= 2 = Z.
z
™ ™
1 cos — —sin—
87. det(A) = 8 # 0 = rang (A) = 2. Matricea —=A = 4 4 | este o
2v2 sin—  cos—
4 4
nm . nm
cos — —sin—
matrice de rotatie, de unde A™ = (2v/2)" n%r n ;_1 , obtinand astfel formula
sin —  cos —
4nn 4 nm
generala a termenilor a, si b,: a, = (2v/2)" cos i b, = (2v/2)"sin - care satisfac

relatia: a? 4 b2 = 8".

88. det(A) = 0 =matricea A nu e inversabild. Folosind Teorema Cayley-Hamilton

pentru o matrice patratica, avem: A% — tr(A) x A+ det(A) * Iy = O, dar det(4) =0 =
A? = 4iA, A3 = (4i)°A, ..., A" = (4i)" LA

89. det(A) = —1 # 0 = matricea A e inversabild si rang (4) = 3. Din faptul ci A este

inversabild, se poate determina cé ecuatia A * X = I3 are cel putin o solutie in M3(C).

90. det(A) = 2y(z — y)® = matricea nu e inversabild pentru z = y sau y = 0.

A?%(10,10) = 102 - 4 - A(1,1), ..., A'9°(10,10) = 4% - 10'°° - A(1,1). Nu exista A7°°(2,2)
deoarece suntem in cazul z = y si nu existi A71(2,2).

1
91. det(A(z)) = 0 = matricea are rangul diferit de 3. f(z)*f(w) = §*A(z)*f*A(w) =

2zw 0 2zw zw 0 zw

i* 0O 0 0 :f(z)*f(w):%* 0 0 0 :%*A(zw):f(zw). Pe baza
2zw 0 2zw zw 0 zw

explicatiilor anterioare, f(2%) = f(z * 2%) = f(2) * f(2%) = f(2) * f(2) * f(2) = (f(2))*.

Pentru a verifica daca functia f este injectiva, trebuie sa urmarim relatia: f(z1) =

zZ1 0 zZ1
1
f(z2),21,22 € C & 21 = z2. Relatia se poate verifica usor: f(z1) = 3 1o o0 o],
zZ1 0 Z1

zo 0 29
1
f(Zz):§* 0 0 0=z =2

Z9 0 z9
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14+a a
92. L=0L+0xA=1, €. X(G,)ZIQ—|—G*A= :>X(a)*X(b):
2a 14 2a
l+a a 1+ b 1+ (a+ b+ 3ab) a+ b+ 3ab
* = = X(a+
20 14 2a 20 1+2b 2(a + b+ 3ab) 14+ 2(a+ b+ 3ab)

b+ 3ab). Pentru a verifica raspunsul C, folosim relatia de la subpunctul B si cautdm X (a)
ad X(a)* X(z) = X(z) * X(a) = X(a),Vz € R. X(a)* X(b) = X(b) * X(a) = comu-
tativitate = X (a) * X(z) = X(z) * X(a) = X(a) * X(z) = X(a) = X(a + z + 3azx) =

1
X(a) = a+zx+3ax =a = 2(1+3a) =0 = a= —=. De aici rezultd faptul ca
X (_350> x X <_349)>«<*X (439> x X <5??) =X <_350> x X <_349>**X <_31>*
3 3 3

93. det(A) = |g z—1 1| = (2—a)z? —4r + 3a + 1. Determinantul trebuie si
1 1 T
fie diferit de 0 pentru ca matricea A sa fie inversabild sau sa indeplineasca egalitatea
rang (A) =rang(B) = A< 0=3a> -5a+2<0=a ¢ (;,1).
94. Se urmaresc pasii de la exercitiul anterior. Pentru ca A sa fie inversabila § < 0 =
—2a® +5a—-2<0=ac (oo,l) U(l,oo).
2

95. det(E,) = 0, pentru cd avem 2 coloane/linii egale = rang (E,,) < n = det(I,,*E,,) =

0, E, nu este inversabila.

1 1 ... 1 1 1 ... 1 n n n
1 1 ... 1 1 1 ... 1 n n n
EfL = * = =nxFE,.
1 1 1 1 1 1 n n n
3 6
96. A% = =3%xA= A% = A% A% = Ax3x A =3%A% =3+3xA=9xA =2 =0.
3 6

Pe baza relatiei care se poate observa intre A™ si A, Vn € N: A" =3"" '« A VneN =
3" —1
suma ceruta este egald cu 3°A +3'A4 +324+... 43" 1A= TA.

255



Rezolvari

Facultatea de Matematica si Informatica UBB

97. det(A)=1+#0=rang(A4) =3.Fie A=

1 0
0 0

1 0 =« 1 0 vy
—x 1 —Z|siB=|—y 1 -¥
0 O 1 0 0 1
x+y 1 0 z+y
_xy_g_% =|—(z+y) 1 % € G = matricea I

1 0 0 1

indeplineste conditia A x [y = A.

98. Exista un minor care nu depinde de parametrul x, de dimensiune 2 diferit de O:
=3 # 0 = rang (A) > 2, A € M3 4(R) = rang (4) < 3. Pentru z = 0 matricea
1 2
1 3 0 1 1 3 0
este egala cu [0 1 —1 0/, din care putem alege minorul [ 1 —1| =3 # 0=
01 2 0 01 2
rang (A) = 3.
1 1 1 1 2 3 1 3 6
99. det(B)=1|p 0 0 =b>#0b£0.42=10 1 3]|,42=]0 1 3| =
b b 0 0 0 1 0 0 1
1 n n(n2+1)
A"=10 1 n
0 0 1
0 0 =zz 1 —z —y
100. A2=10 0 0|=0322=0.det(Iz—A)=|p 1 —z=1#40=13—-A
0 0 O 0 O 1

e inversabila.

Is.

2 3
101.  det(A4) =

a a

Pentru a verifica dac inversa ei este I3+ A, observam ca (I3 — A)(Is+A) =

—a,det(A) =0 < a=0. det(B) =4 # 0 = rang (B) = 3.

Din Teorema Cayley-Hamilton avem relatia A% — tr(A)A + det(A)Iy = Oa, care se poate

regési in varianta B. A% =

—1 % IQ.
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0 -1 0 1
-1 -1 11
-1 1 2 -1
. Egalam f(Iy)— f(A) cu (Is—A)* D, unde D € My(R) = D =
1 0 -1 1

103. Intrucat coloana 3 este egala cu jumatate din suma coloanelor 2 si 4, det A = 0.

104. Urmarind liniile 2 si 4 ale matricei A avem det A = 4- . Adunand

liniile 2, 3 i 4 la prima linie, avem det A = 4- =441_-1 1 -1

0 0 -2
16-{—1 1 —1|/=16-(—-2)-2 = —64. Cum det A # 0, matricea A este inversabila.

-1 -1 1
. . . - o1 1 .
Cum inversa matricei A este rezultatul imultirii scalarului A= @™ adjuncta
e

matricei A, elementul matricei A~! situat in linia 2 si coloana 3 este produsul lui ——

64
cu complementul algebric al elementului lui A situat in linia 3 si coloana 2, adica

1 1 1 1 1 1 2 0 0

1 L+l 1 1

L (—1)3+2. o _ol=_— .4 1 _q| g 1 _1l=—=

ol (=1 2 -2 -2/=¢ 1 -1 -1 T L T
2 2 2 1 -1 1 1 -1 1

1
iar elementul matricei A~! situat in linia 3 si coloana 2 este produsul lui ~61 cu com-
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plementul algebric al elementului lui A situat in linia 2 si coloana 3, adica

11 1 11 1 2 0 0

1 1 L4l 1 1

. (=1)%t3. 1 _1l=="9 _ 2 1] ===

ol (=1) 1 -1 -1 =g 1 -1 2 1 -1 3
2 —2 2 1 -1 1 1 -1 1

105. Matricile X care verifica (1), daca existd, sunt matrici coloana de forma X =

1
T2 - . o . o oy .
(2). Rezultd imediat cd varianta de réspuns este adevaratd. Pentru ca X din
z3

L4

(2) sa fie o solutie a ecuatiei (1) este necesar si suficient ca (x1, 72,23, 24) € R* s3 fie o
2x1 +3axs +x3 — x4 =1

solutie a sistemului de 3 ecuatii liniare cu 4 necunoscute gz, + 225 + azz + 224 =1  (3)-

I1+$2+4$3+3I4:1

2 3a 1 -1 2 3¢ 1 -1 1
Matricele A= |1 2 ¢ 2 |sid=]1 2 4 2 1| sunt matricea sistemului
1 1 4 3 1 1 4 3 1
(3), respectiv matricea extinsa a sistemului (3), iar Teorema Kronecker-Capelli ne spune ca
_ 2 -1
sistemul (3) este compatibil daci si numai daca rang A = rang A. Cum minorul =
1 2

5, ,,decupat” din prima si ultima coloana a lui A, este nenul, rang A > 2. Putem borda

acest minor in doua moduri pentru a obtine un minor de ordinul 3 al lui A. Avem

21 -1 0 0 -1

1 a 01%263 5 a+2 2|=-756-a—-2)="7(a-3).Dacd a € R\ {3} atunci
Cc2—T1C3
1 4 3 7 7 3
rang A = 3 = rang A. In caz contrar, adici daci a = 3, pentru a stabili rangul lui A mai
2 3-3 -1 2 9 -1 0o 7 —7
trebuie calculat minorul de ordinul 3 {1 2 21=11 2 2 lll _:2ll3 1 -1 h=rh
27443
1 1 3 11 3 11 3
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0. Rezulti c& rang A = 2 si pentru a afla rangul matricei A trebuie calculat minorul siu

de ordinul 3 (care este, In acest caz, singurul minor caracteristic corespunzator minorului

2 -1 1 1 -1 1
2 -1 1 —es
principal al sistemului (3)) |1 2 1| ="1]o0 2 1| = —1. Acest minor fiind
1 2
1 3 1 0 3 1

nenul, rang A = 3 # 2 = rang A. Asadar, sistemul (3) si, implicit, ecuatia (1) au solutii

daca si numai dacd a € R\ {3} si astfel afirmatia este adevaratd, iar este falsa.

2 30 1 0 3a—2 -7
o 5

12 o =0"8"0 1 a—4:0®3a2—14a+15=0®a€{3,3}-
2—3

11 4 11 4

5
Cum pentru a = 3 ecuatia (1) are solutie, sistemul (3) fiind compatibil, afirmatia @
este falsa.

106. Dezvoltind determinantul se obtine ecuatia f(r) = 2® — 3z +m = 0. Ea admite

radacind dubld a € R daca f(a) = f'(a) = 0. Obtinem o € {—1,1}, ce ce conduce la
m € {-2,2}.

a b a b
107. Fie X = € X. Din det(X) = 0 rezultd cd X = ,unde A € Q.

c d Aa b

3b b
Din conditia det(A 4+ X) = 0 rezultd a = 3b sau A = % Deci X = cub,deZ
3d d

2c 2d
sau X = cu ¢,d € Z. Pentru , constatam ca X are forma a doua, de

c d
unde rezulta ca X2 = 4bX. De aici se deduce ci X6 = 4°0° X, deci este adevarata.
Afirmatia este falsa pentru ca ipoteza din enunt implici d = 3b%. Si este falsa.
2

2 31
De exemplu, X = EX,Y = € X, deci det(X +Y) # 0. Afirmatia [D]
11 31

este evident adevarata.

108. Adunam coloana a doua la coloana intai in determinant si obtinem ecuatia sub
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2 cos? 6 4 sin 46

forma: |2 1+ cos?6 4sin40 | = 0. Scadem acum prima linie din liniile doi si trei si
1 cos2 6 1+ 4sin46

2  cos?6 4sin4f

obtinem | ( 1 0 = 0 sau, daca dezvoltam dupa linia a doua, 4sin46+2 = 0,

-1 0 1

adica sin 46 = —=. Solutia generald a acestei ecuatii este 40 = nr+(—1)" (—%) ,n € Z,de

1
5

unde § = 27 +(—1)"T! .. Este usor de constatat cd solutiile aflate in intervalul considerat

: _ 1. _ T I ¢/ _ o. _
sunt cele care corespund luin =1: 0 = T+ 53 = g7 sin =2: 0 =

T~ _ 117w

- 9
T =91 = a1 Daca

. oA . o . . A, T
n < 0, solutia este negativa, in timp ce daca n > 2, solutia este mai mare decat 5"

Astfel, raspunsurile corecte sunt si (numerele de la si @ sunt 1n interval, dar

nu sunt solutii).

109. Scddem oricare linie (sau coloani) din oricare alta, apoi aplicim metoda Laplace
(si inductie dupa n pentru @)

0
110. Solutiile ecuatiei sunt A; = ,Ag = = A x Ay = fAf.

111, det(X) = b(1 —a) = det(X) = 0 & b = 0 sau a = 1. Stim ci det(X*) =

det(X)* = det(X?) = b3(1 — a)® = —b%(a — 1)3.

0 0 0O 0 0 0 0 0 O 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0

n 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
112. Observim ci A2 = L A% = ,

0 n 00 0 0 n 0 0 0 0 0

000 0 .. 00 0000 .. 0O

A™ = O,,. De asemenea, suma elementelor de pe linia 5 a matricei A® este egala cu 0.

113. Aplicam un artificiu clasic pentru a afla forma generala a matricei A™, scriind A ca

suma a 2 matrici astfel: A=1,+ X, X = . Se poate observa folosind teorema
1 -2

Cayley-Hamilton cd X? — tr(X)X + det(X)I; = Oy = X? = 2X = X" = 2"71X.
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Ridicim A la puterea n folosind binomul lui Newton: A" = (I + X)" = COI} +
CrIp T X+ 2102 X2 4 4 CFIy X 4 O X" 5 A" = L+ CLX +C22X +- -+

Ckok=1X 4 ... 4 CNs" 1X & A" = I, + (C} +2C2 + - 4 2k-1Ck ...y on=1om) X,

3" -1
Notim cu § = C} +2C% 4 ... + 2871k + . 42"~ lon = B =(0+2)" =
243" -1 4(1-3")
1425 = A" =1L+ S«X = . tr(A™) = 3" + 1,det(A") =
3"—1 9 _3n
2
. tr(A™)
3" =1 =1
ns00 det(Am)
a™ 0 0
114. Prin inductie aflam X™ = | 9 1 0 | si se ajunge, calculand partea stanga
0 0 a"
a ecuatiei, la egalitatea 3" x " =1 = " = FrEsy = ecuatia nu are solutii rationale,
doar reale.
115. A4k _ Lo A4k+1 0 1 A4k:+2 —_ 40 A4k+3 _ 0 4
0 1 4 0 0 4 10
00 .
A4k +A4k+1 +A4k,+2 +A4k+3 — = det (A4k +A4k,+1 +A4k+2 +A4k+3) =0.
00

116. det(4) = a® — ala — 1) = a® — a? + a. Din faptul ci a e o radicind a ecuatiei

P?+r+1=0=>a’>=-a-1=a® =axa? =ax(-a-1) = —a?> —a =
1= det(A) =1+ a+ 1+ a = 2a+2. Din teorema Cayley-Hamilton rezultd relatia

A2 —tr(A)A+det(A)]y = Oy & A2 —(a?+a)A+(2a+2)Iz = Oy & A2+ A+ (2a+2)15 =

a b a b a b a®+bc ab+bd

c d c d c d ac+de d?+be
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b= —c
a’>+bc=0 b=#0
0 2 bla+d)=2 c#£0 a—c=0
= = = Cazul I =
-2 0 cla+d)=-2 a+d#0 d—c=0
d*>+bc=0 (a—c)la+¢)=0
(d—c)(d+¢)=0

i —i —i i at+tc=0
a=c=d=1, b=Fi=X; = , X = ; Cazul 11
i —i i d+c=0
—c(-20) =2 = =1 = c=+l=a=b=d=7Fl = X3 =
-1 -1 1 1 a—c=0 a+c=0
, Xy = ; Cazul III ; Cazul IV =
1 -1 -1 1 d+c=0 d—c=0
T —1 —i 1 -1 -1
Solutiile sunt: X; = , Xo = , X3 = . Xy =
T 1 -1 —1 1 -1
1 1
-1 1
—1++13
2 2 ml:T¢Q
118. det A(m) =1-3m*+m—2m = -3m“*—m+1=0 <
1—+v13
m= g #0
Asadar, A(m) este inversabild, Vm € Q. Mai mult de atat, rang A(3) = 3,Vm € Q.
1 2 -3 0 2 -3
n!
A(0) = — =1 — =0I+B — A0)" =1 -B+—+———-
O=1]o0 1 -1 sH|0 0 -1 3+ (0)* = Is+n =)
0 0 1 0 0 O
1 0 0 0 2n —3n 0 0 —n?4+n 1 2n —-n?-2n
B =0 1 0|+]|0 0 —n|+|0o 0 0 =lo 1 —n
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 O 1

1
119. Fie A matricea sistemului. det(4) = —12a — 6 = det(A) = 0 pentru a = et

1
Pentru a = 5 cu minorul principal ales din ecuatiile 2 si 3, cu necunoscutele principale y
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1 =2 0
1 -2
siz: mp= = —3 # 0, iar minorul caracteristicm. =|—1 —1 7+ p| = —24-3b.
-1 -1
-2 7 1
. o . 1.
Sistemul este compatibil nedeterminat pentru a = —3 si pentru b = —8.

120. Daca rang (A) = rang (A4), unde A este matricea sistemului, iar A este matricea

-11 -2 3 : 2

extinsi a sistemului, sistemul este compatibil, A = | 3 1 ¢ -1 : 1|. Avem
1 2 1 b : ¢
-1 1 =2
-1 1
d = = —4 # 0 = rang (A4) > 2. Calculam d; := | 3 1 al =10 -a.
3 1
1 -2 1
Caz 1: d; # 0 < a # 10. Atunci rang (A) = rang(A) = 3 = sistem compatibil.
-1 1 3
Caz 2: di = 0 & a = 10. Calculam dy := | 3 1 —1| = —4(b+5). Caz 2.1:
1 -2 b
dy # 0 < b # —5. Atunci rang (A) = rang (A) = 3 = sistem compatibil. Caz 2.2: dy =
-1 1 2
0 < b= —5= rang (A) = 2. Calculam determinantul caracteristic d. := | 3 1 1| =
1 -2 c

—(4c +15). Caz 2.2.1: d. #0 & ¢ # —%. Atunci sistemul este incompatibil. Caz
222:d.=0&c= —%. Atunci rang (A) = rang (A) = 2 = sistem compatibil.
1 1 1
121. Avemd:=|q b ¢|=(b—a)(c—a)(c—Db), fiind un determinant Vandermonde.
a®> b? 2
Caz 1: d # 0 < a,b,c distincte doud cate doua si obtinem un sistem Cramer. Caz

2: d =0 = rang(A) < 3. Caz 2.1: a # b = c (se rezolva la fel pentru b # a =

1 1 1 1
_ 1 1
c,eFa=bA=1a b ¢ : d|,dp = =b—a #0 = rang(4) =
a2 ¥ 2 . @2 “ 0
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1 1 1

2,de =|a b d| = (b—a)(d—a)(d—">b). Stim cd b — a nu este egal cu 0. Caz
a? b d?

2.1.1: d. # 0 & d # a si d # b = sistem incompatibil. Caz 2.1.2: d. = 0 = si

considerim d = b (analog cu d = a). Atunci rang (A) = 2 = sistem compatibil. Caz

1 1 1 1
22:a=b=c AtunciA=| ¢4 « a : d | Avem 2 determinanti caracteristici:
a®> a® a® : d&?
1 1 1 1
dep = =d—a;de = =(d—a)(d+a). Caz 2.2.1: dy #0<=d#a=
a d a® d?

sistem incompatibil. Caz 2.2.1: d = a = do; = dez = 0 = rang (A) = rang (A) = 1 =
sistem compatibil.

122. Daca rang (A) = rang (A), unde A este matricea sistemului, iar A este matricea

2 -3 4 -1 : -1
extinsd a sistemului, sistemul este compatibil. A=]11 9 4 3 . 3 |. Avem
5 —6 10 b : ¢
2 3 4
d:= 2 =21#0=rang(A) > 2. Calculdm d; :=|1 9 ¢|= —3a+6. Caz
b 5 —6 10
1: di # 0 & a # 2. Atunci rang (A) = rang (A) = 3 = sistem compatibil. Caz 2:

2 -3 -1
di =0 a=2. Calculamds :=1|1 9 31=21(b+2). Caz 2.1: dy #0 < b # —2.

5 —6 b
Atunci rang (4) = rang (4) = 3 = sistem compatibil. Caz 2.2: dy =0 & b= -2 =
2 -3 -1
rang (A) = 2. Calculdm determinantul caracteristic d. := |1 9 3| = 21(c + 2).
5 —6 ¢

Caz 2.2.1: d. # 0 & ¢ # —2. Atunci sistemul este incompatibil. Caz 2.2.2: d. =
0 & ¢ = —2. Atunci rang (A) = rang(A) = 2 = sistem compatibil nedeterminat:
ecuatii principale — (1), (2); necunoscute principale — x1,x2; necunoscute secundare

—rx3=a,x4 =0,a,B €R.

264



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

b a 0
123. Avemd:=|c 0 q| = —2abc. Caz 1: d #0 & a,b,c # 0 si obtinem un sistem
0 ¢ b

compatibil determinat Cramer. Caz 2: d =0 = abc =0. Caz 2.1: a=b=c=0=
T =«

solutia: y =3 Caz 2.2: a =b=0,c # 0. Atunci sistemul este incompatibil (daca

z="
inlocuim datele in a prima ecuatie a sistemului, avem 0 = ¢ care este o contradictie).
c
b = r = —
T =c =3
Caz 2.3: a = 0,b,c # 0 = sistemul ¢ 0 — p = Sz :9 Caz 2.3.1:
c
b
cy+bz=0 y=——2
c
b
a = 0,% 4 - o b £ 2 o ¢ # +£b = sistem incompatibil. Caz 2.3.2: a = 0,¢ =
c
==l
b
b= =2 =41 Obtinem sistemul: Y= Fa ;unde o € R Caz 2.3.2.1: multimea
b ¢
Z=aw
=1 z=-1
solutiilor y=—-a -ox€R Caz 2.3.2.2: multimea solutiilor y=a ,a € R.
Z = =

Analog se discuta si celelalte cazuri.

124. Daca rang (A) = rang (A), unde A este matricea sistemului, iar A este matricea
2 -1 3 1 : -1

extinsi a sistemului, sistemul este compatibil. A= | -1 1 ¢ 2 : 2 |. Avem

-1 -3 2 b : ¢

2 -1 3
2 -1
d = =1+#0 = rang(4) > 2. Calculdim dy := |1 1 qa| = Ta+ 14.
-1 1
-1 -3 2

Caz 1: d; # 0 < a # —2. Atunci rang (A) = rang (A) = 3 = sistem compatibil

cu toate ecuatiile principale, necunoscute principale x1, 2, x3 si necunoscuta secundara
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2 -1 1
rs = a,a0 € R, Caz 2: dy =0 a = —2. Calculam d; := |—-1 1 2| = b+ 18.
-1 -3 b

Caz 2.1: dy # 0 & b # —18. Atunci rang (A) = rang (4) = 3 = sistem compatibil
cu toate ecuatiile principale, necunoscute principale x1, 2, x4 si necunoscuta secundara

z3 =a,a € R. Caz 2.2: d; =0 < b= —18 = rang (A) = 2. Calculdm determinantul
2 -1 -1
caracteristic d, := [—-1 1 2| =c+10. Caz 2.2.1: d. # 0 & ¢ # —10. Atunci

-1 -3 ¢
sistemul este incompatibil. Caz 2.2.2: d. = 0 < ¢ = —10. Atunci rang (A) = rang (A) =

2 = sistem compatibil nedeterminat: ecuatii principale— (1), (2); necunoscute principale

— X1, T9; necunoscute secundare — x3 = o, x4 = 3,0, B € R.

125. Daca rang (A) = rang (A), unde A este matricea sistemului, iar A este matricea
—2 -1 2 4 : 1

extinsi a sistemului, sistemul este compatibil. 4 = 1 -2 a4 3 - 0. Avem

d = =5#0=rang(4) > 2. Calculdm dy := |1 -2 4| =a+11.
1 -2
3 2 -1

Caz 1: d; # 0 & a # —11. Atunci rang (A) = rang(A) = 3 = sistem compatibil

cu toate ecuatiile principale, necunoscute principale x1, 2, x3 si necunoscuta secundara

-2 -1 4
rs =a,a € R. Caz 2: dy =0« a=—11. Calculam d; := |1 —2 3| = 5b+ 35.
3 2 b

Caz 2.1: dy # 0 & b # —7. Atunci rang (4) = rang (A) = 3 = sistem compatibil
cu toate ecuatiile principale, necunoscute principale x1, x2, 4 si necunoscuta secundara

z3 = o, € R. Caz 2.2: do =0 < b= -7 = rang(4) = 2. Calculdm determinantul
-2 -1 1
caracteristicd. :== |1 —2 (| =05c+8. Caz 2.2.1: d. A0 c# —g Atunci sistemul

3 2 ¢
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8
este incompatibil. Caz 2.2.2: d. =0 < ¢ = —5 Atunci rang (A) = rang (A) = 2 =
sistem compatibil nedeterminat: ecuatii principale— (1), (2); necunoscute principale —

1, To; necunoscute secundare — r3 = o, x4 = 5,0, 3 € R.

a b 2
126. Avemd:=|q 2p—1 3 |=alb—1)(b+1).Cazl:d#0<a#0,b#£1,b#
a b b+3

—1 si obtinem un sistem Cramer, compatibil determinat. Caz 2: d = 0 = rang (4) < 3.

0 b 2 : 1
_ b 2
Caz 2.1: a=0,A=10 20—1 3 . 1 , dy = = —-b+2. Caz
2b—1 3
0 b b+3 : 2b—1
b 2 1
2.1.1: a = 0,d; # 0 & b # 2, atunci rang (4) = 2. d. = [2b— 1 3 1 =

b b+3 2b—1
(b-1)(-b+5). Caz 2.1.1.1: a = 0,b # 2,d. # 0 & b # 1,b # 5, atunci sistemul

este incompatibil. Caz 2.1.1.2: a = 0,b = 1 sau b = 5 (d. = 0), atunci sistemul
este compatibil. Ecuatii principale : 1 si 2; necunoscute principale : y, z; necunoscute

by+2z=1
secundare: r = o € R = sistem Cramer cub=1saub =

(2b-1y+32z=1

0o 2 2 : 1
_ 3 3
5. Caz 2.1.2: a =0,dy =0=b=2A=1|0 3 3 : 1]|,d2 = =T7#
2 5
0 2 5 : 3
2 21

0 = rang (A) = 2. Calculam determinantul caracteristic: d. = |3 3 1| =3 # 0=

2 5 3
sistemul este incompatibil. Caz 2.2: d = 0,a # 0 = b = 1sau b = —1. Caz 2.2.1:
a 1 2 : 1
_ 1 2
a#0b=1A=1]q 1 3 : 1],dy = =1 # 0. Calculam determinantul
1 3
a 1 4 : 1
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1 21
caracteristic: d. = |1 3 1| = 0 = sistem compatibil. Caz 2.2.2: a # 0,b = —1
1 4 1
a —1 2 1
A=|4 -3 3 1 |,ds = - = 3 # 0. Calculam determinantul caracteristic:
-3 3
a —1 2 -3
-1 2 1
de=1-3 3 1 |=—-12+# 0= sistem incompatibil.
-1 2 -3

127. Adunand cele doud ecuatii rezultd 22 + 142 +49 =0 & (x+7)> =0 & v = —T.

Inlocuind in oricare dintre cele dous ecuatii, rezulta y = 14. Se verifica usor ca perechea
gasitd (—7,14) este solutie a sistemului. Deci singura afirmatie adevérata este .
2 « 0 2

128. Matricea sistemului i matricea extinsasunt A= | 4 -1 «a+2 5 |, respectiv

2 10 -5 1

2 « 0 2 1
_ 2 2
A=1 4 -1 a+2 5 1 . Minorul matricei A de ordin 2: d = =10-8 =

4 5

2 10 -5 1 1
2 este nenul si poate fi bordat in doud moduri la un minor de ordinul 3 al matricei A.

2 0 2 2 0 0
Sa consideram minorul d = | 4 o +2 5 |“="14 a4+2 1 |=2(-a—-2+5)=
2 -5 1 2 -5 -1

2(3 — a).
Dacd a # 3 atunci d’ # 0, prin urmare rang A = 3 =rang A si, conform Teoremei
Kronecker-Capelli, sistemul dat este compatibil. Dacd o = 3 atunci, pentru a decide care

este rangul matricei A (si, implicit, compatibilitatea sistemului dat) trebuie sa calculdm

2 3 2 -
1—1L3
celalalt minor de ordinul 3 ce se obtine din bordarea lui d: d/ = | 4 —1 5 2
2 10 1
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0o -7 1
0 —21 3 |=2-(—-21421) = 0. Aceasta aratd ci d este minor principal si, echiva-
2 10 1

2 21

lent, rang A = 2. Cum minorul caracteristic corespunzator lui d este | 4 5 1 r2es

2 11

2 5 1|=(-2)(2-1) =—-2# 0. Fie folosind teorema lui Rouché gi constatand ca

01 1
acest minor caracteristic este nenul, fie aplicand teorema Kronecker-Capelli si constatand

cid rang A = 3 # 2 =rang A, deducem ci sistemul dat este incompatibil. Deci sistemul
dat este compatibil daca gi numai daca « # 3. In particular, daca o = —5 # 3 atunci
sistemul este compatibil. Agadar, afirmatiile si sunt adevarate, iar si @ sunt

false.

129. Scizand cele doud ecuatii obtinem (z — z) (x — 2y) = —3. Cum numerele z, y i 2z
r—z=1 r—z=3

sunt intregi, trebuie sa avem (1); (2)
r—2y=-3 r—2y=—1.

a) In cazul (1) suntem condusi la 722 + 3z — 10 = 0 sau echivalent (z — 1) (72 + 10) = 0,
de unde rezultd © = 1 gi apoiy =21 2 = 0. (x = —% ¢ 7). b) In cazul (2) suntem
condusi la 722 — 152 — 10 = 0, pentru care § = 505, care nu este pitrat perfect, astfel
nu va fi intreg. Asadar, sistemul dat are o singura solutie z =1, y =2, 2 = 0.

130. Avem relatia az®+c = br® —d < (a—b)x? = —(d+c). Dacd a—b = 0, exista doudl

cazuri: ¢ # d = ecuatia nu are nicio solutie, sau ¢ = d = ecuatia are o infinitate de solutii.

d
Putem elimina cazul a = b si putem impérti cu (a—b) = 22 = —iz = exista 2 radacini
d d -
distincte pentru — +ZC) >0= LIC) < 0. Inmultind cu (a—b)? > 0 = (d+c)(a—b) < 0.
a— a—

131. Din prima ecuatie sciddem a doua = y+z—yz = —9 = (z—1)(y—1) = 10. Solutiile

Y
€ N = 4 posibilitati: , , , Re-
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r=4 z=2_8 r=2_8 r=4
zolvand sistemul = y=2 »yy=3 syy=6 Hyy=11
z=11 z=26 z=3 z=2

132. Calculam determinantul sistemului si egalam cu 0: m* —2m -3 =0 & my =

—1,m9o = 3. Verificam compatibilitatea sistemului pentru fiecare dintre cele 2 valori ale

lui m: alegem determinantul principal d, = = —18 # 0; pentru m=-1 = d. =
2 —6

1 6 1 1 6 1

2 —6 1| = —12 # 0 = sistem incompatibil; pentru m=3 = d. =1|2 —¢ 4| # 0=

1 0 1 1 0 9

sistem incompatibil. Observam ca pentru m = —1 si m = 3 sistemul este incompatibil,

deci suma S = 2.
133. Din prima ecuatie a sistemului aflam urmatoarele date: z = 25 — 2y, x > 0,2 #

logs (z + 2y)

Llog, (z +2y) = Tog. 7
5

= logs(x+2y) =2 =a2+2y =25 =z =25—2y.
Inlocuim z in cea de-a doua ecuatie si rezulta: y(2y — 25) + 26y = vey -2 —y=
0 y(y?—2y—1)=0=1y =0, = 14+V2,ys = 1—vV2 = 21 = 25,20 = 23—2V/2, 25 =

23 + 2v/2.

a a+1 a+2 a 1 1 a—b 0 0
134. Calculamd=|p b+1 b+2|/=1[b 1 1 |=1|5» 1 1 | =
1 c c? 1 ¢c—-1 2-c¢c 1 c—1 c2—c¢
1 1
(a—10) =(a—0b)(c—1)?2 Caz 1: d# 0= c#1, a#b. Atunci sistemul

c—1 c2—c¢c
este compatibil determinat. Caz 2: d =0 < a =bsauc=1. Caz 2.1: ¢ = 1. Atunci
a a+1 a+2 : a+3

_ b b+1
A=1b b+1 b+2 : b+3]|,di= = —1 # 0. Calculam determinantul

1 1
1 1 1 : 1
a a+1 a+3 a 1 3
caracteristic: d. =|p b+1 b+3|=1|b 1 3| =0 = sistem compatibil simplu nede-

1 1 1 1 0 0
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a a+1 a+2 : a+3

terminat. Caz 2.2: ¢ # l,a =b. Atunci A= | g a+1 a+2 : a+3]|, d =

1 c c? : I
a a+1
=ac—a—1 Caz 221 ¢ # 1, a=0b dy # 0 < ac—a—-1 #
1 c
0 = rang(A) = rang(A) = 2. Atunci sistemul este compatibil simplu nedetermi-
a a+2
nat. Caz 2.2.2: ¢ # 1, a =b, do = 0 < ac = a+ 1. Calculam d3 =
1 c?

=ac’—a—-2=(a+1)c—a—2=ac+c—a—2=c—1%#0=rang (A) =rang (A4) = 2.
Atunci sistemul este compatibil simplu nedeterminat.

135.  Ridicand prima ecuatie la puterea 2z, ajungem la egalitatea = 4+ y = 4°¢ =

47 .3 =48 = =1=>y=15=5=3+5=8.

12 -3
136. Calculim determinantul sistemului: d = |2 3 | =24 =4 # 0 = sistem de
3 2
i 2 -3 1 4 -3 12 4
tip Cramer. d, = |7 3 1] =—1A8=Q,dy: 5 % 1|l=66=6:d, =15 3 % =
11 2 31 2 31 1
6= xec{3,8},yc{4,0},2ec {49}
137. Notam A = o b ,B = e f ca,b,c,d e, f,g,h € R. Inlocuind in prima
c d g h

—a+b+e+2g=-57
—c+d+2e—g=34
ecuatie a sistemului rezulta sistemul (1): , lar din a doua

a+2b+ f+2h =76

c+2d+2f —h=221
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a+c+ f=51
—a+h=36
ecuatie a sistemului rezultd sistemul (2): . Scriem toate necunoscutele
b+d—- f=97
—b—h=—-42
h=36+a
b=6-—a R
din sistemul (2) in functie de a si ¢ . Inlocuim n a + 2b+ f + 2h =
f=5l—-a—-c
d=142 — ¢
76 = a+12—2a+51—a—c+7242a =76 = c=59 = d = 83; c+2d+2f—h =221 = a =
—-16 22 —-15 8
16=h=20b=22,f=8=c=—15g=—40. A= B =
59 83 —40 20
m -1 1
138. Calculim determinantul sistemului: d = | 1 m —i| = m® +3m = m(m2 +
-1 1 m

f’));d =0 m=0saum?+3=0. Nu existi valoare m in Zs pentru care m? + 3 =
0=d=0<« m=0. Pentru m = 0 observiim, adunand toate ecuatiile sistemului, ca

rezultatul este incorect 0 = 3 = sistem incompatibil.
2024

k
. 1 1
139. Inlocuind in numitorul fractiei din suma, raméanem cu g it 1 E Z —
=2 t=

1 1 2023
= 5—2025 1050° deci b — a = 2027.

140. Aplicand functia f pentru fiecare element din domeniu, f(z1) # f(z2), de unde

rezulta proprietatea de injectivitate. Cum Imf = Zg, functia este si surjectiva, deci este

bijectiva.
141. Doua matrici arbitrare A, A’ € M sunt determinate de numerele arbitrare
b 0 v 0
a,b,c,a’, b/, c € Q cu ajutorul cirora pot fi scrise: A = , A=
a c a
b’ 0
Avem A- A’ = . Cum b, ab’ + cad’,cc’ € Q si (bY)(ed) = (be) (V') =

ab’ +ca e
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1-1 =1, se deduce c& AA’ € M. Prin urmare afirmatia este adevarata, iar cum
orice matrici A, A’, A” € M sunt din M»(Q) si inmultirea matricelor din My(Q) este
asociativa, avem, evident, (A - A’) - A" = A. (A" - A"), VA /A A" € M. Asadar si

1 0
afirmatia | B | este adevarata. Elementul neutru I = din monoidul (M2(Q),-)
0 1

apartine lui M, ceea ce implica A- I, = I5- A = A, VA € M. Deci gi afirmatia @
10 2 0

este adevarata. Afirmatia este falsa. De exemplu, , 1 e M s
11 2 -
10 2 0 2 0 L 2 0 2 0 10
1 - 1 5 1 - 1

142. Multimea R® este multimea functiilor reale cu domeniul R, iar operatiile din enunt

sunt operatii foarte des utilizate la analiza matematica. Se stie sau se deduce foarte ugor
ca adunarea functiilor reale din enunt, este asociativa, comutativa, admite element neutru
pef:R =R, 6(x) = 0sicaorice f € RF are opusa (pe —f : R = R, (—f)(z) = —f(x)),
deci (RR, +) este grup abelian. inmul‘girea functiilor reale din enunt este asociativa, co-
mutativd, admite element neutru pe ¢ : R — R, e(z) = 1 si este distributiva fata de
adunare. Asadar, (R, +,-) este un inel. Rezultd imediat ci afirmatiile si @ sunt

false. O functie f € R® are inversa in R® (pe g : R — R, g(z) = ) daca si numai

1
f@)
dacd f(z) # 0 pentru toti z € R, prin urmare existd functii diferite de 6 care nu sunt
elemente inversabile in inelul nostru (de exemplu, 1gz : R — R care se anuleaza in x = 0).

Prin urmare, (R¥, 4, -) nu este corp. Deci, afirmatia este adevarata si este falsa.

143. Din z o e = x pentru orice € R obtinem ca elementul neutru este e = 2, deci

este falsa. Rezolvand ecuatia 4 o y = 2 obtinem y = %, deci este adevarata. Ecuatia
x oz’ = 2 cu necunoscuta z’ nu are solutie pentru z = %, deci este falsa. Functia f
este bijectiva, dar nu avem f(z oy) = f(z) - f(y) pentru orice z,y € R\ {2}, deci @

este falsa.
Tty
142y

144. Se verificd ugor cd —1 < < 1 pentru orice z,y € (—1,1). Avem

(xxy)*z = 136_:_ Y —:_Z —I—iyz =z * (y % 2), deci este adevaratd. Pe baza aces-
xy+yz+ zx

7
tei formule calculam 3 * (§ * §) =9 deci este falsa. Din x * e = x pentru orice
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xz € (—1,1) obtinem ci elementul neutru este 0, deci este falsa. Pentru x € (—1,1),
din egalitatea x * ' = 0 obtinem c& simetricul lui x este 2’ = —x, deci @ este falsa.

145. Cum z,y € G5, pornim de la inegalitatile z > 2siy > 2 < (z—2) > 0, (y—2) > 0,

deci 3(x — 2)(y — 2) > 0 si cum, in acest caz, o = 2, avem 3(z — 2)(y — 2) + 14 — 12 > 2,
deci ”+” este bine definitd pe G2 (1). Comutativitatea si asociativitatea operatiei rezulta
imediat, folosind definitiile (2). Fie e € G astfel incat x xe = e xx = z, Vo € G2. Avem
3z—2)(e—2)+2=2 <= 3(z—-2)(e—2)—(z—2)=0 <= (z—2)3(e—2)—1) =
0 <= 3e—-T7T=0=c¢= g este elementul neutru al legii de compozitie (3). Pen-
tru elemente simetrice, vom cauta x’ € G astfel incat z 2’ = 2’ xx = 3 € Gy si
9(%_2) +2, Vo € Gy (4). Dedi,

din (1), (2), (3) si (4) rezulta cd structura (G, *) este grup abelian, deci afirmatiile

obtinem c& simetricul fiecarui element x € G4 este ' =

si @ sunt adevarate. De asemenea, (G,*) si (R%,-) sunt izomorfe prin izomorfismul
f:(2,00) = RY, f(x) = 3(x — 2).
146. Legea de comporzitie se poate rescrie si  *y = 3(z — 2)(y — 2) + 2 + 7(a — 2), deci

Wy

VYa > 2, G, va fi parte stabild a lui R in raport cu “x”. (Sursa: Bacalaureat 2009 M1).

147. Pentru a determina daca (G, %) este grup abelian, vom verifica proprietatile de comu-

tativitate, asociativitate, element neutru si elemente simetrizabile. Comutativitatea este
directa datoritda comutativitatii adunarii. Pentru a demonstra asociativitatea, folosim
definitia partii fractionare: (xxy)*x2 = {z+y}+z2} ={z+y—-[z+yl + 2} =
{r+y+2} =xx(yx2),Yz,y,z € G. Elementul neutru este e = 0, iar simetricul fiecarui
element = € (0,1) este de forma 1 — . Simetricul lui = 0 este 0, deci grupul (G, *) este
abelian (implicit si monoid comutativ). Functia f : R = G, f(z) = {z} ar fi un morfism
valid intre grupurile (G, *) si (R, +). Cu toate acestea, se observa ci f nu este izomorfism,
deoarece f nu este o functie injectiva. Sa observam ca elementul % are ordinul 2 in (G, *).
Pe de alta parte, toate elementele nenule din (R, +) au ordin infinit. Asadar cele doud
grupuri nu sunt izomorfe.

1
148. Ecuatia este, de fapt, {3z} = 5 si, cum z € G, avem 0 < 3z < 3. Deci, singurele
135 135,
27272 666"
149. Legea de compozitie se poate rescrie ca x * y = (z — 12)(y — 12) 4+ 12,Va,y € R}

variante posibile sunt 3x € { }, adica z € {
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Se observa faptul cd z * 12 = 12 2 = 12,Vx € R’. Deoarece legea de compozitie este
asociativa, putem nota o = 1 %23 *...*x 11 si § = 13 % 14 % ... x 2024, iar numarul
a devine, conform observatiei de mai sus, a = &g*ﬁ = % = 2, care este numar
prim. Notam multimea G = (12,00) si avem f : G — R%, f(z) = x — 12 izomorfism
intre grupurile (G, ) si (R%,-). Aplicand functia f din cerinta numarului 2024, avem

flrooos) = f(xxxxx*...xx). Rezultd f(w*xx*xx*...x 1) = (f(1))?0* = (2 —12)20%4
— ——
2024 ori 2024 ori

deci 2024 = (ZC — 12)2024 + 12.

150. Pentru ca f si fie morfism de grupuri este nevoie sa verifice conditia f(z + y) =

f(z)-f(y) pentru orice z,y € R. este falsa deoarece in acest caz: f(14+1) = f(2) =2 #
1=f(1)-f(1). este falsd deoarece in acest caz: f(1+1) = f(2) =3 #4= f(1)- f(1).
@ este falsd deoarece in acest caz: f(1+1) = f(2) =4 # 1= f(1)- f(1). este
adevarata deoarece pentru orice z,y € R avem: f(z +y) =e*T¥ =¢e% - e¥ = f(x) - f(y).

151. Fie a = arg(w). Scriind w sub form& trigonometricd, w = cos(a) + isin(a),

1 3
obtinem:cos(a) = X sin(a) = g De aici obtinem o = g ca unica posibilitate. Fie k € Z
ordinul lui w in grupul (Uya, -). Din |Uj2| = 12 deducem k | 12. Verificdm deci valorile divi-

2 2
zorilor lui 12, in ordine crescatoare. w # 1, deci calculim: w? = cos <;) +1sin (;) =

—1+1iv3 3 3
%ﬁ # 1, ceea ce exclude cazul . w3 = cos (;) + i sin <;) = —1+#1, ceea

6 6
ce exclude cazul @ w® = cos <;) + isin (;) =1, ceea ce confirma cazul .

este falsa, In virtutea minimalitatii ordinului unui element al unui grup.

152. & este o operatie comutativa, deci e € Z este element neutru pentru operatia

@ dacd pentru orice x € Z avem z @ e = z. Avem x @ e = x dacd gl numai daca
rz+ e+ a = z, dacd i numai dacd e = —«. Aceasta Inseamna ca —a # 0 este sin-
gurul element neutru posibil al operatiei &, deci este falsid. Operatia © este aso-
ciativd dacd si numai daca pentru orice x,y,2 € Z avem (x Qy) @z = 2 O (y © 2).
(20y)0z = ((x+7)(y+7)-7)0z = ((x+7)(y+7)=T+7)(2+7) =7 = (x+7)(y+7)(2+7) 7.
rO(yoz) = 20((y+7)(2+7)=7) = (x+7)(y+7)(z+7)=T+7) =7 = (2+7) (y+7)(z+7)-T7.
Am aratat, deci, ci operatia @ este asociativd, aga ca afirmatia E este adevarata.

Verificam acum distributivitatea. Fie z,y,2 € Z. (2 ®y) 0Oz = (z+y+a) Oz =
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+y+a+Tz+T)—T=xz+yz+az+724+72+Ty+70+42. (z02)d(yo02) =
(z4+7)z+7)—T+y+7(2+7)—T+a=x2z+Tr+T2+42+yz+ Ty + 72+ 42+ . Deci
© este distributiva fata de @ daca si numai daca pentru orice x,y, z € Z este adevarat ca
az + Ta = Tz + 42 + a, ceea ce este echivalent cu (o — 7)(z + 6) = 0. Astfel © este dis-
tributiva fata de & daca gi numai daca o = 7, deci este falsa. Pentru a putea discuta
inversabilitatea fata de legea ® trebuie sa gasim elementul neutru fata de aceasta lege. ®
este o operatie comutativa, deci e € Z este element neutru pentru operatia ® daca pentru
orice x € Z avem z ® e = . Avem x ©® e = x daca gi numai dacd (v + 7)(e+7) — 7 = x,
daca si numai dacé (x4 7)(e+6) = 0. Aceasta Inseamna cd e = —6 este singurul element
neutru posibil al operatiei ®. Un element = € Z este inversabil fata de ® daca si numai
daci exista 2’ € Z astfel ca x®a’ = —6, ceea ce este echivalent cu: (z+7)(y+7) =1 Acest
lucru inseamna cd x € Z este inversabil fata de ® daca si numai daca = + 7 € {—1,1},
ceea ce inseamnd z € {—8, —6}, adica @ este falsa.

153. Se verifica imediat ca o este asociativa, comutativa gi are elementul neutru pe
) 143z
(Q\ {—g}7 o) este grup.

154. Din proprietatile corpului (nu are divizori ai lui zero) rezultd ca a- = 8-« = 1,

0 € Q. Deoarece ' = rezultd cd A este falsi. In plus, B. este adevaratéa, deoarece

a -« = . In plus, in orice inel (A := {0,1,«,8},+,-) are locrelagia 1 +1+14+1=0
(de exemplu, aratand ca functia f : A — A, f(x) = 1 + = este bijectie). Presupunand
cd 14+ 1=#0rezultdi 14+1+ 141 # 0, o contradictie. Din tabla adunarii mai rezulta
a+ =1

155. Presupunem ca exista un grup G astfel incat G sa aiba trei elemente. Orice element

din G\ G2 este diferit de inversul sau (avand ordinul mai mare ca 2), deci G \ Gz are un

numar par de elemente, iar |G| = 2k + 1. Daca g € Gy, atunci g> = e, iar din g+ =¢
obtinem g = e, deci G = {e}. In concluzie, G5 nu poate sa aiba 3 elemente, deci este
falsd. In grupul permutarilor S multimea G4 este formata din permutarea identica si din
cele trei transpozitii, deci este adevarata. Pentru orice grup finit G, avem e € Gj.
Dac existd g € G\ {e}, atunci ordg = 3, deci g # ¢! i g~ € Gs. In concluzie, G5 are

un numar impar de elemente, si este adevaratd. Consideram grupul (Zs,+), pentru
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care (G3 are 3 elemente, deci @ este adevarata.

al _bl
156. Fie 21,29 € C cu z; = a1+iby si 20 = ag+iby. Atunci: f(z1) = , f(z2) =
bl ap
as —bo ar —b az  —by
Daci f(z1) = f(22), atunci = de unde deducem
by as by @y by as

a1 = ag si by = by, deci 21 = z5. Astfel f este injectiva si este adevarata. Se

poate arata usor ca M este corp. Pentru a verifica daca f este un morfism de cor-

puri, ludm ca inainte 21 = a1 + b1, 20 = ag +iby € C. Avem: f(z1 + 22) = f((a1 +
a1 +ay —(b1 + bo) ap —by as —by

ag) + ’i(b1 + bg)) = = + = f(Zl) +
b1 + ba as + by by a1 by as

. aiags — blbg 7()10,2 — a1b2
f(z2); f(z1 - 22) = f((a1a2 — b1b2) +i(braz + a1be)) = =
b1a2 + albg aypa — b1b2

a; —by as —by 1 0
: = f(z1) - f(22), f(1) = f(1+i-0) = . Acestea arata
by @ by a2 0 1

ca f este un morfism de corpuri, deci este adevaratd. Pentru orice d € R>o avem

f~Y(By) € C. Vom ardta ca C C U f~YBy). Fie z € C, z = a + ib. Atunci:

deR>q
a —b
flz) = € Bu24y2, de unde avem: z € f71(Buz4p2). Pentru ci z a fost ales
b a
arbitrar in C, deducem ca C C U f71(Ba), ceca ce arati ci: C = U F~H(By), de
d€Rs d€R>
1 0
unde este adevaratd. Avem Uy = {1,-1,4,—i} si: f(1) = f(1+¢-0) = ,
0 1
. - O . . O _1
f(=1) = f(=1+i-0) =  f@) = fO+i-1) = , f(=1) =
0 -1 1 0
0 1
fO+i-(-1)) = . De aici rezulta ca @ este falsa.
-1 0

157. (z,y) * (1,0) = (1,0) * (x,y) = (z,y),Y(z,y) € Z x Z.
158. Observam ci (a, ) * (0,0) = (0,0) * (o, 8) = (0,0),¥(cr,8) € Z x Z. Asadar,
rezultatul expresiei se va rezuma la («, 8) % (0,0) x (a1, f1) = (0,0).
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159. Avem zy = 3%, deci > =32 -y = (2y) - y=a-(yy) =z’ =x -2y =2’y = ey = 4.

2k+1 — ¢ far y?* = zy, k € N. Atunci,

Y292 = gy = y* = y2. Cum y # z si © # e, variantele si se exclud.

160. Multimea Z este generata de elementul 1, deci avand ¢ : Z — Z endomorfism, putem

Analog, obtinem y* = 2y, y° = y si observam ca: y

observa urmatoarele: ¢(2) = (1) + ¢(1) = 2¢(1),9(3) = (1) + p(1) + (1) = 3p(1), ...
emn) =)+ o)+ f--- 4+ ¢(1) = np(l). Asadar, notand p(1) = k, k € Z, se verifica

n ori

imediat ca afirmatia este adevarata. Cum automorfismele sunt bijective, se impune
conditia ca ¢(1) =1 sau ¢(1) = —1, deci si afirmatia @ este adevarata.

161. Vom efectua calculul succesiv si observam: 1®2=1,1¢3=1...142024 = 1.
162. Din nou, efectuam calculul succesiv si avem 1 2 = 1,13 = 3,344 =

1,...1© 2023 = 2023,2023 ¢ 2024 = 1,1 © 2025 = 2025.

163. Inlocuind in legea de compozitie obtinem imediat varianta ca fiind adevarata.

Folosim proprietatea modulului pentru 2 numere reale x,y: |z| + |y| > |z + y| si obtinem
varianta @ ca fiind, de asemenea, adevirata.

164. Legea de comporzitie se restrange la z x y = (x — 3)(y — 3) + 3. Cum f izomorfism,

f(z*y) = f(z)+ f(y)Vz,y € G. Asadar, obtinem f((z—3)(y—3)+3) = f(z)+f(y) <~
In(a((z —3)(y —3) +3)> +b((x — 3)(y — 3) + 3) + ¢) = In((az® + bz + ¢)(ay® + by + ¢)) =
(al(z = 3)(y —3) +3)® + b((x — 3)(y — 3) +3) + ¢) = ((ax® + bz + ¢)(ay® + by + ¢)).
Pentru a = 0, desfacem parantezele si ramanem cu b?> = b, deci b = 1 (altfel functia In
nu ar fi corect definitd) si ¢ = —3. Obtinem f(x) = In(x — 3) care, intr-adevir, este un
izomorfism. Pentru a = 1, desfacand parantezele si efectudnd calculele obtinem b = —6
si ¢ = 9 care nu se regasesc printre variantele de raspuns.

2 2
165. Observam ca £ = cos (;) 44 sin (;), adica avem &3 = 1, de unde £2+£+1 =0,

deoarece ¢ € C\ R. Se poate ajunge la aceastd relatie si prin calcul direct: ¢2 =

2
“ihiv8) 1, -8 -2vEi 1 B
2 T4 4 4 2 2 ’

Daca ® este un morfism de inele, atunci pentru orice aq,as,bi,bs € Z trebuie sa avem:

D ((a1 + b1€) - (ag + b28)) = (a1 + b1) - P(ag + b2€). Pe de altd parte, avem:
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(a1 + blg) . (ag + b2§) = ajas + f(albg + blaz) + b1b2§2. fnlocuind 52 = —f -1,
obt;inem: (a1 + blf) . (CLQ + bgf) = (alag — blbg) + (albg + b1a2 — blbg)f De aici

deducem ca daca ® este un morfism de inele, atunci, pentru orice a1, as,b1,bs € Z,

aiaz — biby —(a1bs + brag — biba) ay —by
avem: _
a1bg + brag — bibe  f(araz — biba, a1be + brag — b1b2) b1 f(ai,b)
a2 —ba ajaz — bibs —a1bs — blf(az, bz) L
= . Identificam ele-
by  f(az,bo) asbi + f(ai,b1)ba  —biba + f(a1,b1) f(azb2)

mentele de pe pozitia (1,2) din ambele matrici si obtinem: —(a1by + byas — biby) =
—a1bs — by f(az,b2) = b1(az — ba — f(az,b2)) = 0 Aceasta identitate este valabild pentru
orice by, as, by € Z. Alegem by # 0, deci pentru orice ag, by € Z avem: f(az,b2) = az — bs.
Astfel, raspunsul este fals. Pentru a putea concluziona ca este adevarat, mai

trebuie sa verificim ca pentru f(a,b) = a — b functia ® este, intr-adevar, un morfism de

—b
inele. Avem deci: @ : Z[¢] = M3(Z), a+ bE —
b a—0»
a) + as —(b1 + bQ) a1 —by
Astfel: (I) ((a1 —+ blg) —+ (CLQ —+ bgf)) = = —+
b1+b2 a1+a27b17b2 b1 al—bl
a9 _bQ .
= ®(a1 + bi€) + Paz + b2f) Avem si: @ ((a1 + b1€) - (a2 + b28)) =
by az — by
ajas — biby —(aiba + azby — bibs) ap  —b
@(a14+018)- P(az+b2§) =
a1b2 + CLle — blbg aiay — a1b2 — CL2b1 b1 ayp — b1
a9 _b2 ajag — blbg —albg — b1a2 + b1b2 X
= Deci pen-
bo ag — by bias + a1bs — bibs  —b1bs + ayas — bras — a1bs + b1bs
tru orice elemente a; + b1€ §i ag + b2€ din Z[¢] avem:® ((a1 + b1€) - (a2 + b28)) = P(ay +
10
b1€) - ®(az + b2€) Este ugor de vazut ca (1) = ¢(14+0-¢) = , care e elemen-
0 1

tul unitate din inelul Ms(Z). Am aratat, deci, cd ® este, intr-adevar, morfism de inele

pentru f(a,b) = a — b, deci afirmatia este adeviratd. In ceea ce priveste afirmatiile

si @, am fi putut sa le analizam chiar Inainte de a gasi functia f. Intr-adevir, din
0

0
faptul ca @ trebuie sa fie morfism de inele deducem: =P(0)=P(2+¢+1) =
0 0
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1 0
D(£2) + B(¢) + ®(1) Pentru ca (1) = Nt avem: ®(¢) = —B(£2) — ®(1) deci
1

. 0 0
este adevaratd. In acelasi timp, din ®(£2 4+ € +1) = ,avem: ®(E+1) = (—¢£2?),
00

deci afirmatia @ este adevarata.

166. 1) Conditia din enunt este echivalenta cu faptul ca 1 este radécind a polinomului

f-f(1)=0; 2) f=(X-1)[X?+(a+1)X +1], A € M3(R) & solutiile ecuatiei 2% + (a+
1)z +1 = 0 sunt reale. Calculul lui A = (a—1)(a+3). A >0< a € (—o0, —3]U][1, 00);
3) Scrierea relatiilor lui Viete pentru f: det A = o® + 3a? € R, Va € R.

167. Scriind Relatiile lui Vitte, avem (z1 — 22)? + (v2 — 23)? + (23 — 71)* = —4(m — 1)

Pentru ca toate ridicinile polinomului si fie numere reale, in ecuatia (z; — 22)? + (29 —
23)% 4 (23 —21)? = —4(m —1)%,Vm € R, trebuie s& avem (z1 —x2)% > 0, (v2 —23)? > 0 si
(3 —x1)% > 0. Prin urmare, si —4(m — 1)2 > 0, deci (m — 1)? < 0. Cum m € R, rezulti
ca (m—1)2 =0, adica m = 1.

168. Polinoamele f si g au o ridacind comuna a € Z < |12 si af5 < «|(12,5) =1

a+b=-12 a=18
< o€ {—1,1}. 1) a =1 este raddcind comuni < & 2)
3a+2b=—6 b=-30
a—b=-12 a=28
a = —1 este radacind comuna < &
3a—2b=4 b =40

169. Functia f are o infinitate de zerouri. Presupunand c& p € R[X] ar induce pe f,

rezulta ca p ar avea ca radacini zerourile lui f, prin urmare ar avea o infinitate de radacini.
Dar atunci p = 0 si functia polinomiala asociata p = f e functia nula, contradictie.

170. Polinomul f are radacind in Zs = {6, 1, 5} daca i numai daca f (6) = 0 sau
f (T) =0 sau f (5) = 0. Intrucat f (6) =a +T, deducem ca f (6) =0 daci sl numai
dacd a + 1 = 0 adica daci si numai daca a = —1 = 2. Intrucat f (T) = 1 rezultd c& f
nu are ridicina 1 pentru niciun a € Zs. Intrucat f (5 =2a+ 1, deducem ci f (§> =0
daca si numai daca 2a+1 =0 adici daci si numai daca a = 1. Asadar polinomul f are

ridécind in Zs dacd si numai daci a € {1, 2}.
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171. Analizim cele trei cazuri posibile pentru a. Pentru a = 0 obtinem f = X442X241 =

(X2 +1)2. Astfel, deducem ci f este reductibil in Zs[X]. Pentru a = 1 obtinem
f=X*+X3 +2X24+ X +2 gi cum f (5) = 0, inseamni c& f are radacina 2 in Zs,
deducem ci f este reductibil in Zs [X]. Pentru a = 2 obtinem f = X*+2X3+2X242X.
Cum f (6) = 6, rezulta ca f este reductibil in Z3 [X] . In concluzie, f este reductibil in
Zs [ X] pentru orice a € Zs.

172. Deoarece w, x, y, z sunt radacini ale polinomului h = h(t) = (t—w)(t—z)(t—y)(t—=2).
Daca inlocuim t =4= S = (4—w)(4 —2)(4—y)(4 — z) = h(4) = 180.

1 1 1
e - 0=

173. Dand factor comun, raportul devine, de fapt,

1 1 1 1

ﬁ poate fi scris ca 5(1 + ﬁ)’ analog pentru b, c. Obtinem astfel raportul
—a —a a

1

5 (<1—a)(l—b()ﬂ;—(«ﬂ;)—(;ﬂl—b)(1—c> n <1+a)(1+b()1++(i;r(‘f)+(§>+<f)++c§1+b)(1+C))' Folosind relatiile lui

Viete, obtinem a + b + ¢ = 2025, ab + ab + ac = 2024, abc = —2023. Astfel, efectuand
1(—2023 n 6077) 2025

2\ 2023 2027/ 2027

O solutie alternativa foloseste f(1) = (1—a)(1-0)(1—c¢), —f(-=1) = (14+a)(1+b)(1 +¢)
sif/(H)=1-a)1=b0)+1—-a)(l—c)+(1-0b)(1-c).

174. © = —1 radacind a lui f, deci f este divizibil cu X — (1) = X + 1.

calculele obtinem

175. Din relatiile lui Viete, suma riadacinilor va fi —7, iar produsul acestora va fi 3 (gradul

polinomului este un numar par, deci vom avea un numar par de relatii). De aici, rezulta

varianta @

176. Pentru ca f sa fie divizibil cu X — m trebuie sa avem x; = m radacina a lui f.

Asadar avem f(m) =2m? —2 =0 si cum m > 0, avem m = 1.
24 .2
Ty + x5

——— . Scriind Relatiile lui Viete, avem
12 ((El + .’EQ)

177. Raportul este, de fapt, echivalent cu

Sy =z +29 = —msi Sy =x1w5 = 2. Cum 2% + 23 = S? — 25,, avem (m — 2)% =0,
deci m = 2.

178. Initial avem f = X3 + aX? +bX +c. Cum f(0) =csi f(1) =1+a+b+ec,

avem a + b = —1. De asemenea, avem f(i +1) = i(2a +b+2) +b+c—2 = 0, deci

a=—1, b=0, ¢ = 2. Asadar, polinomul f este, de fapt, f = X® — X2 4 2, cu radacinile
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Ty =1+1, $2=—i+1$ix3:—1.
179. Fie x1 = a —r, 2 = a si x3 = a + r radacinile polinomului f, o € R si r ratia

progresiei aritmetice. Scriind Relatiile lui Viete, avem x1 +x2+x3 = 3a, deci a = a. Cum
—5+3v5

10

180. Scizénd 4z din expresia initiald, avem (z + 2)3 = —4x, adici = + 2 = —V/4 - V/x,
a+2=—v1. a

de unde rezulta sistemul: b+2=—¥4.¥p Din prima relatie a lui Viete, avem
c+2=—-V4-c

a+ b+ c= —6, deci adunand egalititile din sistem obtinem /a + v/b + {/c = 0.

f(a) = —10a®+12a — 2, avem (a —1)(10a*> +10a —2) = 0, deci a = 1 sau a =

181. X2 4+2X —63 = (X +9)(X —7), deci putem rescrie P = Q(X +9)(X —7) +aX +b,

unde @ € R[X], a,b € R. Pentru z = —9, avem (—9)" = —9a + b, iar pentru
x = 7, avem 7" = Ta + b. Scizand relatiile, urmeaza ci 16a = (—1)"*1 .97 4 77,
) (_1)n+1 Lgn 7. (_g)n +9.7"
d = b= :
eera 16 ’ 16
182. Avem a = P;(0) = P5(0). Pentruz = 0, P;(P(0)) — P(P1(0)) = Pi(a) — Py(a) = 0.
1 1 1 n . . -
183. P(1) = + +-t + . Fie r ratia progresiei a1, as, . .., ay-
AnAn—1 Ap—10n—2 a2a1 aiGn
1 n ap — @ n
Avem P(1) = = (ap —Gp—1+apn-1—an_o+...a0 —a1) + = Ly =
r 10y T a10Gnp

n

n—1+ .
a10Gy
1 To T3 — 1
184. Adunénd coloanele, avem (z1 +x2 + 23— 1) - |1 25 —1 g | = (1 + 22 +
1 ) I3

1 i) Tr3 — 1
z3—1)- |0 =1 1 = (1 + 22 + #3 — 1) - (—1). Din prima Relatie a lui Viéte,

0 O 1

e 2022 erminantul este egal cu 043

1+ T2 + 23 = — 500, deci determinantul este egal cu o or
185. Pentru & = 1, avem ag + a1 + ... + ags = 225, iar pentru x = —1, avem
ag—aj;+az—as+...—ass = 0. Deci, scazand cele doua relatii, ay +as+...+as5 = 224,

Conform Binomului lui Newton, Ty 1 = Ck - 2% deci a19 = CS5 = C35 = ag.

186. Fie f(x) = 2"+ 2" 1+ ...2+1 = (z—2)(x —22)...(x —z,) = f'(z) =
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(z)

T —x;

n
n
ne" 4. 2041 = Z Pentru x = 1 suma este egala cu 5 Pentru @, avem
i=1

10
1
E (z) 1z = 5. Similar se procedeaza pentru , in cazul n = 100. Pentru ,
: Li L =24
=1

T —
. .. e 11
folosim relatiile lui Viete. Avem z1 + x2 + 3 = = T1To + Tok3 + T1X3 = 5 = suma

este egala cu 5. Pentru , 1+ a9 = 1% = % =q=-3.

4 4
187. xoP'(m2) + 3P (23) + 21 P'(21) + 24P (14) = sz(éla:f +3azx? +b) = 42 x +
i=1 i=1
4 4 4 4
3a Z z? +bz z; => (2} = —ax? —bx; —c) suma devine —a Z x3—3b Z x; —4c. Stim
i=1 i=1

i=1 i=1
4

4
din formulele lui Viete c& Z:vz = —a, fo’ = —a® +3ab — 3¢ = P'(v2) + x3P'(x3) +
i=1 i=1

21 P (21) + 24P (24) = —a(—a® + 3ab — 3¢) — 3b(—a) — 4c = a* — 3a*b + 3ab + 3ac — 4c.

188. Pentruz = 0 => 0 = —4P(—1) => P : (X +1). Pentru x = 4 => 4P(2) =

0=>P:(X—-2)=>P=(X+1)(X —2)F, unde F € R[X]. Folosim relatia initiala
r(xz—1)(z—4)F(z—2) = (r—Da(z—-3)F(x—1) <=> (x—1)F(z—2) = (x—3)F(z —1).
Pentruz =1=> F(0)=0=>F: X. Pentruz =3=>2F(1)=0=>F : (X — 1) =>
F=X(X-1)Q,unde Q € R[X] => P = X(X +1)(X —1)(X —2)Q. Inlocuim din nou in
relatia initiald z(z—1)(2—4) (z—3)(z—2)Q(z—2) = (z—4)(x—3)z(z—2)(z—1)Q(z—1) =>
Qx—2)=Q(x—1), Ve € R=> Q(z) = c € R (constantd) => ¢ = 2 (coeficientul dom-
inant) => P = 2X(X 4+ 1)(X — 2)(X — 1) => P(4) = 240, P(3) = 48.

189. (Problemi dati initial la Canadian Math Olympiad, 1969) Notam ¢ = a? 4 b2. In

Zg avem a?,b* € {0,1,4}, numere care nu pot forma in nicio combinatie suma 6, deci
ecuatia nu are nicio solutie.

190. Multimea F contine 4% functii, pentru ci domeniul si codomeniul au patru el-

emente. Functiile strict monotone din multimea F sunt f : {0,1,2,3} — {1,2,3,4}
definitd prin f(k) = k+ 1,k € {0,1,2,3}, g : {0,1,2,3} — {1,2,3,4} definitd prin
g(k) =4—k,k €{0,1,2,3}. Multimea F contine 4! functii injective. Probabilitatea ca o

2
functie f aleasd aleator din multimea F s& verifice f(0) = f(1) =1 este — =

447167
n
191. Inegalitatea din enuntul problemei poate fi scrisd sub forma Y antDzr 4
k=1
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n n
(n—1) Y a® >nY. a®¥*, ceea ce ne sugereazd urmitoarea abordare a rezolvirii. Deoarece
k=1 k=1
1+ 29+ ...+ 2, = 0, In baza inegalitatii mediilor, avem aPrDT L g®e 4 g®s 4 4P =
a(2n+1)x1 a(2n+l)z;

. n
+CLI2 +az3 + ... +ad" >n\| —— -a% -a®3 - ...-a"2 = n,"/a2nr1 —
q¥1tzet..+Tn

q¥1tz2t..+Tn

na®*' | egalitatea avand loc dacd si numai dacii a(2"t)#1 = g2 = ¢%s = . = ¢, Prin
urmare, pentru fiecare k € {1,2,...,n} avem a(®? D% 4 g%1 4 q%k-1 4 g®r41 4 g% >
na?* egalitatea avand loc dacd si numai dacii a@"TD% = ¢%1 = | = g%-1 = g%+ =
.. = a®, adicd dacd gi numai dacd 2n+ 1)z =21 = ... = Tp—1 = Tpp1 = ... = Tp.
Adunand ultimele n inegalitati, obtinem ca P > @); egalitatea avand loc dacad si numai
dacd (2n + 1)z, = x;, oricare ar fi k,j € {1,2,...,n} de unde deducem cé z;, = 0, oricare
ar fi k€ {1,2,....,n}.

192. Daci notdm cu z; si z» radacinile ecuatiei, atunci b+ak+k? = 2120 —k (1 +x2)+
k? = (x1 — k) (vo — k). Deoarece x1 — k si x5 — k sunt intregi, diferite de —1, 0 i 1, de-
ducem ca b+ ak + k? este produsul a dous numere intregi (v1 — k) si (22 — k).

193. Pentru inceput observim ca pentru orice a > 2, 2 < 1+at < a**!, oricare ar i t >

0. Atunci, pentru orice a > 2 si t, s > 0, avem 1 + a + a*t! < o't + ot =

2_as+1

ot s , , . . s , ,
LTl 4220 5Tl gl ts 2 < /52 De aici deducem inegalitétile 14+a”! +a%2

IN

ar1+z2+2; 1+am2+am3+1 < azz+r3+2; o 14aFn- +azn+1 < afr:n_1+zn+2; 1+arn+azl+l <
n

a® 7112 care, prin inmultire membru cu membru, ne conducla [T (1 + a® + a®=+1+1)
k=1

IN

a2(n+w1+w2+...+wn) .

194. Relatia din enuntul problemei poate fi scrisa sub forma (z — 1)° 4+ (2z — y)* +

(z —22)* = 2; (%) Urmeazi c& (z — 1) < 2, deci z € {0, 1, 2}. a) Daci z = 0, relatia ()
devine y? +42? = 1. Agadar y? < 1, deciy € {—1,0, 1}. a;) Daci y = —1, obtinem 422 =
0, deci z = 0. ay) Daci y = 0, obtinem 422 = 1 imposibil pentru ci z € Z. az) Dacay = 1,
obtinem 422 = 0 deci z = 0. b) Dacii z = 1, relatia (%) devine (2 — ) + (1 —22)> = 2.
Urmeazi ¢ (2 —y)° < 2, deci y € {1, 2, 3}. by) Daci y = 1 obtinem (1 —22)* = 1 si
deci z = 0 sau z = 1. by) Dacid y = 2 obtinem (1 — 2z)2 = 2 imposibil pentru ca z € Z.
bs) Daci y = 3 obtinem (1 — 22)® =1 i deci z = 0 sau z = 1. ¢) Dac z = 2 relatia (x)
devine (4 —y)® + (2 —22)° = 1. Urmeazd ci (4 —y)> < 1, deci y € {3, 4, 5}. ¢1) Dacil

y = 3 obtinem (2 — 22)* = 0 deci z = 1. ¢3) Dac y = 4 obtinem (2 — 2z)* = 1 imposibil
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pentru ci z € Z. ¢3) Dacd y = 5 obtinem (2 — 2z)? = 0 deci z = 1. Prin urmare (z,y, z) €
{(0,-1,0), (0,1,0), (1,1,0), (1,1,1), (1,3,0), (1,3,1), (2,3,1), (2,5,1)}. De aici
deducem c& cea mai micd valoare a expresiei E (z,y,z) este —2 si este atinsd pentru
(z,y,2) = (0,-1,0).

195. Fie y = g (f (z)); obtinem inecuatia f (y) < 0, adici inecuatia y* — 3y +2 < 0,

cu solutia y € [1,2]. Fie z = f(z); obtinem g (z) = y € [1,2],deci 1 < Zzgfl < 2 adica

22— 2<0
. Urmeaza c& z € [0,1] Prin urmare 0 < 2 = f (z) =22 -3z +2 < 1.

222 —24+1>0

Inecuatia 0 < 22 —3z+2 ne conduce la x € (—oo, 1]U[2, +00) iar inecuatia 2% —32+2 < 1,

3—V5 3+V5
2 T 2

adica inecuatia 22 —3x 4+ 1 < 0 ne conduce la z € Obtinem z €

3—2\/571 U 2’3—1-2\/5 '

196. Din relatia 4z + 7z = Ty + 9 rezultd cad 2e +y + 52 = 6 (x — y + 2z — 2) + 3 si deci

restul impartirii lui 2z 4+ y + 5z la 6 este 3.

197. Grupam termenii astfel: (12 —22)+(3%—4%)+...+(99*-100%). Cum n%—(n+1)? =

—(2n + 1) = suma devine egald cu —(3 4+ 7+ 11+ ...+ 199). Aceasta este o progresie

50
aritmeticd cu ratia 4 = suma este egald cu - (34 199) = —5050.

198. Presupunem ca p nu este patrat perfect; atunci \/p € R\ Q. Notam {/\/p++/p—1
cu a. Intrucat YNP—Vp—1= %, obtinem ca r = a + % sia™+ ﬁ =2,/p ¢ Q. Pre-

supunem prin absurd ca z € Q. Cum = = a + é, deducem ca a? + a—lz =22-2¢Q.

Deoarece a*™ + —lr = (a+ 1) (aF + &) — (a1 + ), k > 2, folosind metoda

inductiei matematice, deducem imediat ca a* + ai,c € Q, oricare ar fi k > 2. Urmeaza ca
a™ + a% =2,/p€Q, fals.

199. b) Din a) rezultd ci p trebuie si fie patrat perfect; fie p = ¢, cu ¢ € N,

¢>2 Atunci x = \[VB+ VB T+ /yB— Vi 1= o+ V@ 1+ \Ja- V@ 1=

/ CRl 1 _ iyl ( 2 _ ) a2
0tV Tt Varve—1 o1 CHIEVE 1) e Ve -l
= /2(¢g+1). Urmeazi ci z € Q dacd si numai daci ¢ +1 = 2r%2, cur € N, r > 2.

2

Agadar, z € Q daca si numai daca exista r € N, r > 2 astfel incat p = (27"2 — 1)

200. Aria cercului = 257, iar aria zonei negre este 97 — 1mr = 87. Probabilitatea =
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favorabil 8w

— = — =10,32 = 32%.
posibil 257 0
.. . . . n+1 Lo 1
201. Aplicim logaritmul si obtinem Inz,41 = Inz,, adica ﬁln Tpy1 =
n
9 1 . . . .
—Inz,. Notam y, := —Inz, si obtinem y,,+1 = yn, deci y, = y1 =Inz; si z, = z}.
n
1 1 1
202. Rescriem = — —. Notam — =: y,, si obtinem relatia de recurenta
Tn+42 Tn+1 dx, LTn

de ordinul doi: yp 42 = Ynt1 — iyn Ecuatia caracteristica este r2—r4 i = 0 cu radacinile

1 o
Ty =T9 = % Deci solutia generala este y,, = a— + bnz—n. Inlocuim pentrun =1sin =2

271
2TL
si obtinem a =0 si b =1 Astfel, rezultd y,, = 2% six, = —
n
203. Scizand z3 in ambii mebri avem z3 | —2? < 3z, —2—23 = —(z,+2)(z,—1)* <0,

de unde :cfl 41 < wfl, Tpt1 < Xy, deci sirul este descrescator si marginit superior. Cum
sirul are termeni pozitivi, el este si marginit inferior, deci convergent. Notam limita sirului

cu £ si obtinem ¢3 < 3¢ — 2, de unde — (¢ +2)(¢ — 1)? > 0, deci £ = 1.
n n k
204, 1z, =S — N F
v kz::lk“—i-k?—kl ;(k2+1)2—k2 ;(k2+k+1)(k2—k+1)

Im (P +k+1)— (B2 —k+1) 1 1 1 1 11
I - )=5(-3+3-
2 &~ (K2+k+1)(k2—k+1) 2 k2 —k+1 Kk2+k+1 2 3 3
1+1 n 1 1 ) 1(1 1 ) Pri irul est
R — = —(1 — ———— . Prin urmare, sirul este
7T 7 n2—-n+1 n24+n+1 2 n2+n+1 o
marginit superior si inferior, cu x, < i,Vn € N*.

"1 1 11 1
205. Observam ci putem rescrie a,, = kz_:l (ﬁ M 1)2) =1l-tgp mtot
1 1 1 1 1 n
— ————,decia, =1— ——. Avem L = lim (1— + ) =
n?  (n+1)2 (n+1)2 n—oo n+1)2  nn+1)

1 n
I (1 7) =¥ =1.
oo +n(n+1) ¢
vV v 1 1

206. 1, = ntltvnt? = 4o =1

\/n+\/ﬁ+\/n+\/ﬁ 2 2

n?4+b- 5y =
207. lim (M) " este finitd dacd si numai daci avem cazul de nede-
n—oo\b-n2+4+4-n+7 ’
5\ =
terminare 1 la infinit, ceea ce implicd a = b. Avem lim (an2—|——an+) +1 = lim
nsoco\a-n2+4-n+7 n—00

n(a—4) —2 n?43 m n(a —4) =2 _n2+3 a4 a—4
( —> " enSooa-n?+4-n+7 n+1l =e a ,deunde =
a-n?+4-n+7 ¢

—1,decia=0b=2.

1 1
208. Reamintim ca ¢, =1+ 3 + ...+ — —Inn converge la constanta Euler v € (0, 1).
n
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Avem z,, = (ca, + In(2n)) — (¢, +1nn), de unde z,, = co,, — ¢, +In(2n) — In(n) — In(2),

caci ¢, si co, converg ambele la 7.

209. Observam ca expresia ¢ = \/2 + \/2 + V2 + /2 + ... este limita sirului (z,,) definit

recursiv prin x,11 = /2 + &, cu r; = /2. Putem arita prin inductie ca z,, < 2, deci
sirul e marginit. Cum 22 —2 — 2 = (z — 2)(x + 1) < 0 pentru =z € (—1,2), avem ci
Xy < Tpt1, deci sirul e crescator. Asadar sirul (z,,) este convergent. Trecind la limita in
relatia de recurentd obtinem 22 = 2 + z, de unde x = 2 (cazul z = —1 este imposibil).

210. Pentru valori mari ale lui n avem (n + 2)?2 < n? + 5n < (n + 3)2, de unde

|VnZ + 51 = n+2. Atunci {v/n? +5n} = \/n2+5n—(n—|—2)—n2 +on_n—dn—d_
. vn?+5n+ (n+2)
n—4 1

- .
vn?+b6n+(n+2) 2

211. Cum lim, o f(z) = 00 lim,,_ f(x) = —oco si f e continud (deci are propri-

etatea lui Darboux), rezultd ca f(R) = R, deci f e surjectivd. Cum f'(x) = 322 +1 > 0,
avem ci f e crescitoare, deci f e injectiva. Asadar f e bijectiva si inversa f~! e continus.
1 1
Avem xn:f%(n—'— ) %f*1<i> =f11)=1.
n n

212, 29 >0= 2, > 05l zyp4+1 =z, + — > x,. Fiind crescator, sirul are limita si o
n

vom nota cu £. Daci £ € R, trecand la limita in relatia de recurent obtinem (2 = (2 + 1,

imposibil. Prin urmare, presupunerea facuta este falsa, deci £ = co. Folosind Stolz-Cesaro

vem B =BT T T Rl ) ko) = i o () =
(T 1 VI

lim ("—H + 1) =2+ lim — = 2. Deci limita cautati este V2.

n—o0o Tn n—oo Iy

218, (14 V)" = an + b5, (1 VE)" = ay — by, 4 = LY HLZVH)"

2
A4V = (=) (V) (1= V"
25 e = (A Ve

mun fortat (1 + +/5) si simplificind, se obtine prin trecere la limita valoaea /5.

V1:3-v/3:-5-...-y/(2n—-3)-2n—-1)-v/2n -1
214. 0<z, = 2\/i i 2) (2n )-v2n Folosind inegalitatea

by =

). Dand factor co-

1 2n — 2n — 1
+3'3+5. n—34+2n ot

mediilor, avem ca numaratorul este mai mic decat

2 2 2
2-4-...-2n—2)-v2n—-1 V2n—1
Deci z,, < 2 (4n )2 i = ; — 0, de unde folosind criteriul

clestelui rezulta ca x,, — 0.

215. Avem z, > 1 si xp41 > x,. Cum sirul e crescator, acesta are o limitd £. Pre-
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supunand ci [ € R, din relatia de recurentd rezulta [ = [ + [2, adica [ = 0, ceea ce

L C o o . . 1
reprezinta o contradictie, caci z,, > 1, Vn. Rezulta deci ca [ = co. Folosind g =
T
T, Tk z3 Tyl — Tk 1 1 . Do
= = = = — - avem o suma telescopica si
T (e +1)  Tpp1 T Thp1 Tk Thpr Tk Thyt
n

1 1 1 1
lim Z = — — lim =—.
n— 00 1+ xp T1 =00 Tpgq a

k=1
Ap41 Qnp . An, .
216. Avem (n+1)+~ il = 7. gn +1. Fie b, = —on’ cu by = 1. Atunci b1 = b, + 1,
de unde b,, = n, deci a,, = n?-2".
1 1 1
217. a, = ln(1+ —) +— = f(—),Vn € N* unde f : [0,00) = R, f(z) =
n 141 n
+
n
In(1+2)+ ! x> 0. Cum f'(x) ! ! ‘ > 0,Vx > 0, avem
. = — = Vi
1+2’ "~ l+z (1+42)? @Q+=x)2~ 7~ =7

cd f este crescitoare. Asadar sirul (a,)nen+ este monoton descrescator, marginit inferior
de f(0) =1, marginit superior de f(1) si convergent.

218. Se observa ca xz,, = n € N*, verifica relatia de recurenta, folosind binomul lui

n!’

Newton. Deoarece avem valoarea initiala x; = acesta este unicul gir care satisface

ﬂa

conditiile problemei.

219. Fien > 2. Scriem a, = vVn+2—2yn++vVn—-2=

B 2v/n? —4 —2n B -8
SV t242yn+vn—2  (Vn+2+42yn+vn—-2)(Vn2—4d+n)’

(Vn+2++vn—2)?—4n
Vnt2+2yn+n-2

Obtinem lim a, = 0, deci sirul (a,),>2 este convergent. Pentru orice n > 2, n € N,
n— 00 -
-8

are loc inegalitatea a, < , agadar
(Vn+3+2vn+1+vn—1)(/(n+1)2—4+n+1)
sirul (ay)n>2 este strict crescétor.
o 1. . . 1
Calculam limitele lim n-a, = —8 lim = 0;
n—oo n—oo

(\/m+2\/ﬁ+\/H)(,/1—%+1)

. . 1
nlggo Vien-an = -8 nh—{jgo 2 2 4
( 1+ =42+ 1—7)( 1——2+1)
n n n
1
220. Relatia data se mai scrie 2,/a,+1 = 1—/a, si cu substitutia b,, = \/a,, — 3 ea devine

1 1/ 1\n
2bp41 = —by, Vn € Ngibg = —3- Solutia acestei recurente este b,, = —3 (75) , Vn e N.

1 1 1\772 1
Deci a,, = [g —3 ( — 5) } , Vn € N. Astfel rezulta a,, — 9 Sirul are limita finita, deci

este marginit si convergent. Sirul este oscilant in jurul valorii 9’ deci nu este monoton.
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1
221. ay =1 si inductiv rezulta a,, > 1,Vn > 2. Apoi apy1 — an, = — + ap(a, — 1) > 0,
n

astfel girul este strict crescator, deci monoton si are limita [ > 1. Daca sirul ar fi marginit
atunci ar fi si convergent (I finit). Trecdnd la limita in relatia datd obtinem [ € {0,1},

ceea ce este absurd. Deci girul nu este nici marginit nici convergent.

2 2—a
222.  Inductiv se obtine c& a, ¢ Q, Vn € N; Apoi apiq = = LR
2— A3 1- Ap 42
2
2 — = an, Vn € N, deci sirul este periodic; Cum a,, € {ag, a1, az2,a3}, Vn € N, sirul
Un41

2

este marginit, iar din faptul ca a; = o # ag, Yap € R\ Q, rezulta ci sirul este
—ag

periodic neconstant, deci nu are limita, deci nu este convergent.

1
223. Cum a; =1 > 5 = 02 sirul nu este strict crescator. Folosind inegalitatea

1
n! <n" 1 V¥n e N* rezulti cd 0 < a,, <

—, Vn € N*, de unde se obtine ca lim a, = 0.
n n—00

224. Intrucat ap < ay §i ag < ag, sirul (a,)neny NU este monoton. Se poate ardta prin

. . . . . . . . 2
inductie matematica faptul cd 3™ < n!, oricare ar fi n > 7. De aici rezult ci a, < (g)”

3

2\ "
oricare ar fi n > 7. Cum a,, > 0, oricare ar fin € N, gi lim <§> = 0, teorema clestelui
n—oo

implica nh_}lr;o an = 0.

225. Din definitie, este evident ca x,, > 0, Vn > 1.

Monotonia: Din relatia de recurents, avem pentru orice n > 2, 12 = a+x,_1, decia =
22 -1, 1 = 22| —2,_o, de unde rezulti ca (v, +1,_1)(Tn—Tn_1) = Tn_1—Tp_2. Cum

(n +xp_1) > 0, rezulta ca sgn(z, —xn_1) = sgn(rp_1 —Tp_2) = ... = sgn(xs —x1).

a++a—a Vva
Dar 29 — 21 = 1/a a—+a = =
Ve Ve va+va+ya va+va++/a

> 0. Deci sirul

(2,) este strict crescitor.

Mérginirea: Din faptul ¢ {z,,} este strict crescitor, deducem 2 = a+z,_1 < a+ Ty,
1—-+1+4

deci 22—, —a < 0.R&dicinile polinomului 22—z —a sunt o = Rl e < 0sip=

1++vV1+4 1—+vV1+4a 1 1+4

% 0. Atunci 22 —z —a < 0 pentru = € ( \/2+ a, +\/2+ a)'

2

s — xp — a sa fle strict negativ, trebuie sa avem

Cum =z, > 0, Vn > 1, pentru ca x

(O, 1+\/21+W)

Ty € . Asadar girul (x,,) este marginit si, deci, convergent. Din cele de

mai sus rezulta ca raspunsurile corecte sunt , @

226. Pentru fiecare k € {1,...,n}, avem agni1-r = —\/p+k—+v2p+2k —1 si

(ar, + aoni1-1)? = 2(p+ k) —2/(p+k—-1)2 = 2. Cum l|ax| > |agni1-k|, avem
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ai + ag + ... +(12n)2n .
2n N

si G = ( — 1)np(p + 1)...<p +n— 1). Asadar, a) daca n este par,

ap+aonii—k = V2, iar apasni1—x = 1—p—k. Deducem ci A = (
(\/5)27’7, _ 1

2 oo
atunci A < G, sau b) dacd n este impar, atunci A > 0 > G.

227. Metoda inductiei matematice ne permite sa afirmam can —1 < x, < n, Vn >

1. (%) Intr-adevir, pentru n = 1, afirmatia (*) este adevarata. Presupunand ci afirmatia

(*) este adevarata pentru numarul natural k& > 1, adicd avem k — 1 < x, < k, atunci, pe
2 2 2

k k —
de o parte xx+1 = 1+1+17k > 1+1—|—k > 14 —7- Tk =14k—1 =k, iar, pe alta parte,
2

2

Tpy1 = 1+ 1+ 2 <1+ TTroi- 14k, ceea ce ne artd cd afirmatia () este adevarata

n
pentru k + 1. Din (%) urmeaza imediat ca lim I i lim (1 - x—") =0.
n—00 ')27, n—00 n

Vitz-1-24%2

228. Fie ¢ > 0. Din lim 5 2 8 _ 0 = existd un numar real § > 0
x—0 X

2
1+x—1—§+x
8‘<

astfel incat pentru orice = € (0 5), avem ’ sau echiva-

22 2’

x 1
lent |[vV1+2z—-1— =+ —‘ < —:E . Deoarece lim — = 0, deducem ca exista ng € N
2 2 n—oomn

1 02
astfel incat — < (7> Vn > ng. Urmeaza ci, pentru orice k € {1,...,n}, avem 0 <
n p

\/ f 1 5 VER 1 L,k
ng 7p =p <pf 6 s atunc1‘ 1+p _§?+§pﬁ
5¢E<£ vk € {1,.. nkizlu, Aﬂf_i+1ﬁq<gw
p2p nt — n’ P 8P A ’

A

Y

2 E Ry A 1 E R
1,k VE3 K1 Lk " VE3 k3
il S B ) = S ) e
1 2 n(n—i—l) 2 5 n \/k,»?, 3 1 2 nin+1l), o
2 (D e 3 - ) 2 (e

n kg 1 n{n -+ 1 2
€, ¥n > ng. Asadar, li_>m Z( 1 —i—p£ — IZE) n+ - L (()> = 0. Cum
k=1

n? 2 n?
2

lim (1102(”(71-5-1))2) - obtinem ca lim {z”:( 1—|—p\27k73 — B£) n} =

4 n— 00
8n 2 32 —oo i~
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1 & z
229. Aplicam teorema lui Cesaro-Stolz; obtinem lim ?Z(k + (k + 1) )(k +

x —x 2
—z (n+1+(n+2) )(n+1+<n+2) ) (n+1> +1
(61) ) = 1 T Gh M
n—oo 3n2+3n+1 , n—oo 3n2+3n+1
w1 (n+2) +(n+2) (n+1) +1 4

. Deoarece lim ———%—— = —

lim

o 1 n-soo 3n2 EX
- n 3n 3L —oo 3n®+4+3n+1 3
n
- Cw 0, daca ’x‘ <1
1 (n+2) + (n+2)
lim ntl_ 1, lim T = 1’ dacs ’:c‘ — 1 deducem ca
noee e 3n+3+ = 3
n
+o00, daca ’CL“ > 1,
L daca ‘ ‘ <1
=, aca |x
1 o )
. r o 2
i A () Yo () ) =
k=1
400, daca ‘x‘ > 1.
n | " n+1 1 [ n
230. Fiea>0§ixn:ﬂ,n€N*.Avemx+1:a (nt Ui n = al si
nn Tn (n+ 1)+t arnl (14 4)m

anrl
Tn

a . o < < .

— —. Cum (1+ %)” converge strict crescator la e, avem ca: 1) Daca a < e, atunci
e

girul (x,,) este strict descrescitor de la un rang incolo, iar din criteriul raportului rezulta

cd limita lui este 0. 2) Daca a > e, atunci sirul (z,,) este strict crescitor cu limita +oc.

x e” 1
231. "Mz, — ez, < 0,Vn € N* = “ntl o o1 = o < 1,Vn € N* Agadar
Tn e e

girul este descrescator, deci este marginit superior de x;. Dar cum sirul este cu termeni
pozitivi, rezultd cd z,, € [0,x1],Vn € N*, deci (z)nen+ este marginit. Din monotonie gi
marginire deducem convergenta lui (x,,),en+, deci orice subgir al siu converge.

232. Aplicam lema Stolz-Césaro cu a,, = 1*+24+- - -+n* si b, = n®, care este cu termeni

— 1)4
pozitivi, strict crescitor gi nemirginit superior: lim ol 7 _ _ (17
n—00 bn+1 —b, n—00 ('n, + 1)5 —nd
4 4H .3
n*+ (;)n°+---+1 1 a —a
= lim 5 (1) = —. Agadar 3 lim ntl T Tn o Rgiatunci lim dn _
n~>oon5+(1)n4+...+1_n5 5 n—oo bn+1_bn n—oo bn

. An4+1 — p 1
lim ——— =

n=oo bpyy — by, 5
1

1 1 n n
233. < < Vk € {1,2,..., = < < =
n24+n ~ n24+k  n24+1 { n n2+n_an_n2+1
n2 n2
—— < na, < ——— Din criteriul clestelui rezulta ca: lim na, = 1.
n24+n n?2+1 s oo
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2
234. Tpal — Ty = € > 0,¥n € N* = girul este strict crescdtor Presupunem ca

(Tn)nen+ este marginit superior. In acest caz sirul ar fi convergent si i-am putea afla

limita, pe care o vom nota cu x € R, trecind la limita in relatia de recurenta: =z =

22 22 .. . . Tpn Cesaro-Stolz
r+e ™ = e " =0,contradictie cu x € R Asadar, lim z, = co. lim —= =

, n—oo n—oo M
— —x,
lim LTI gy £,
nsoo n+1—mn n—o0
k nk ok
235. lim n*¢” = lim . Trecem la limite de functii: lim —— = lim s
c c c
zF k!
Daca aplicam regula lui L’Hopital de k ori, obtinem: lim ——— = lim

1
0, deoarece — > 1.
c

1\
236. lim (n(l—f—%)n—en) = lim (n((l—!—l)n—e)) = lim mf’utem

n— o0 n— 00 n n— o0 l
n
1\7 1\2
(1+*> -€ (1+7) ~ € L'Hépital
trece la limite de functii: lim —24—— = lim z 27 lim
’ n— 00 l T—00 4 T—00
x
1\ 1 1
(1+2) (-5 +m(1+2))
L L +1 L727 Putem impérti limita in 2 si vom aplica din nou reg-
K 1 1 1
() (5t en(+2)
ula lui L’Hopital in cea de-a doua: lim L L +1 L7272 — lim (1 +
T—00 T—00
o
1 1
1\® )2 1
,) -l (z+1) 5 2w+ 1) Prima limita este egald cu e si avem ca: lim (n(l +
x T—00 n—00
z3
1\7 e 1 1 e —a? e
Z) = =—. 1 3. — = . lim — - _Z
n) e") Al oy ) T M e T 2
1
n+1_1 1
237. lim (e —eMn) = lim el (e ). Deoarece lim =0, vom
n+1
1
. e v . *r— o . h (en +1 _ 1) 1
folosi cunoscuta limita: lim =1 Asadar, avem ca: lim e""- . =
n+1
ohn el .
1- lim = lim Impértim limita in dous si obtinem: lim (ef+1 —ehn) =
n=oon+1 nooco n n+l ' ’ : n—o0
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hn
lim - lim c 1. lim eM~Inn =7,
n—soon-+1 n—oco elnn n—oo
238. Termenul general z,, este, de fapt, z,, = Z 1 _ 2 adica z,, = 2n
. g n 9 p) n_k:1kk+1)_n+17 n_n+1'

1 2 n 2 n
Inlocuind in limita| A |cu termenul general, avem 5 nlbrréo (n _7:1> = nh_)rrgo ( Q(Tj-l)) =

n —1 n —1 n+ly—1 1
lim ( ) = lim (1 + ) = lim [(1 + ) } =e ! = =, deci vari-
anta este corecta.
2 2024 2024
Cum z,, = 7”, avem y,, = M Din inegalitatea 2024n — 1 < [ "] < 2024n si
n+1 n+1 ’

2024
[2024n] _ o0,

aplicand Criteriul clestelui, rezulta imediat ca lim
n—oo 1 +

Prelucrand numaratorul, Xn:log% <M> — ilog% (W) _
=1

2 o+ (k+2)?

n

(k+1) (k+3
(k+1)(k+3) 1;[ i k[[l 9
(H (k+2)2 Shrap ) o n
k=1 Hk+22

~logs (2 n+3>
83 3 n+2

k=1
- k? + 4k
Cum tim 253 _ 1 repult ci lim 3 log, ( + +3) —1, deci
n—oo N + 2 n—oo Pt 3 k+2
2 (o
k‘ + 2) 1
nlgréo " = 5091’ de unde rezulta si variantele si @

(co-autor: prof. Simona Simonca Colegiul National ”Mihai Viteazul” Turda)

1 n
239. Suma este, de fapt, Z( , deci limita devine lim (1— ) =e L

1

Vitzr-—1 1 31 14+2)" —1
240. lim vtz lim % Folosim lim % = r si aducem
z—0 /1 +2r—1 r—0 (]_ + 21})1 -1 z—0 xT
1 -1 2
la forma: lim (1+2)2 . v . L
=0 T (1+22)7 -1 2z

. cosxcos2x...cosnxr —cosxcos2x...cos(n+ 1)z
241. Lnan_H:hn}J 5 ( ) =
T—

T
_ iy COSECOS 2z ...cosnz(cos(n + 1)z — 1) — lim cos((n+1)xz) — 1 I'Hospital _ (1 + 1)2.
z—0 2 z—0 2 2
Deci, LnH—Ln:w,Lg—Ll:%,Lg Ly — % L,—L,_ 1_”; L,—L =
ARG USSR iy U [k
2 2 2 2 2 2 2 12

242.  Logaritmam inegalitatea: 27 < 2 < 2/®+1 deci log, (2f(“”)) < logyz <

log, <2f(m)+1); f(z) < loggz < f(x) + 1 De aici, obtinem:logoz — 1 < f(x) < logyx
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Cum f(x) are valori in N, rezulta ca: f(x) = [logyx] Functia f(x) este definitd ast-

0, daca x € [2°9,2),
1, daca x € [2!,2?),

fel: f(z) =12 dacize [22,93),  Prin urmare, functia f(x) are limitd in intervalul

n, daca x € [27, 27T,

(1,00) exceptand punctele de forma 2% adica: f(z) are limita in (1,00) — {2% | k € N}.

243. Pentruz € R, f(—x) = —f(z), deci f este impard. Consideram inegalitatea f(z) <

1l <= Va2+z+1<l+vVr2—z+1 < 22-1<2vz2 -2+ 1, evident pentru z €

1 1
[0, 5} Pentru x > 2 inegalitatea 422 —4x+1 < 42% — 42+ 4 este adevarata, deci f(z) < 1
pentru orice x > 0 si pentru ca f impara, deducem ca —1 < f(z) < 1.
!
0 v i
244. Avem nedeterminarea 0 = Hospital lim0 Ine® 4+ e +e 4+ ... 4e" —Inn| =
r—r
et 42 4. . 4ne™ n+l1 5
= lim = =—-—=n=4
10 e +e2® 4 ... 4 e 2 2
A . sin x sinz(1 — cosx) . 1 1
245. Inlocuim tgx cu m————— = /(=lim ——————— = .
cosx  z—0 cosz-sin®z =0 cosz(l 4+ cosx) 2

t=1 sint—1 . cost—1 . —sint
) =" lim = lim = lim -
t

1
246. Calculam limita lim :1:(33 sin ——1
O B2 N0 2t O 2

T—00 €T
0, unde am aplicat regula lui I’'Hospital de doua ori. Deoarece functia sin este marginita,

valoarea limitei este 0.

. (2 . . (2
047  lim sin(x) + sin(2x) + - - - + sin(nz) — lim (sm(w) n 2sm( x) R
s=>0In(z+1)+Inz+1)+---+In(nz+1) 2-0\ =z 2z
sin(nz) 1 C o
n— ) . TYEESD) M2z 1) m(nz + 1) Reamintim limitele remar-
( +2 o ——
) T | 2z D nw
cabile lim of = 1 si lim H(L = 1 si avem, deci lim(1 +2+3+---+n) -
z—0 X z—0 x z—0
=1
1+2+3+--+n
o0, a<0 0, pB<2
248. i{rbx‘lf(x) =41, a=0 §imli_>ngomﬁf(a:) = %27 =2 = A={0}si
0, a>0 00, B>2

B ={2}.
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o0, p<l1
e p
249. lim <f—x) f@)=< 1, p=1 =M={1}.
z /T \2
0, p>1

250. Tinem cont de relatia arctg( ) = arctg(x + 1) — arctgz, pentru orice x €

142422

n 1 n
R. Asadar, ; arctg(m> = kZ:l (arctg(k—i— 1) —arctgk) = arctg(n+1) —arctg 1.

Atunci valoarea limitei este [ = lim arctg (n 4 1) —arctg 1 = r.r_T
n—oo 2 4 4
1 i
=3 sin (T + ) | *™® sing- Y2 fcosg - Y2
251. lim tg (I —|—x) o |G\ 2 2 -
z—0 4 z—0 | cos (% + x) =0 | cos - 72 —sinzx- g
1 1 . 2sinx 1
: . Sinz d Sinx im .
lim sinz + cosz = lim 1+2.81$ — ez—0cosx —sinx sinzr —
z—0 \ cosx — sinx z—0 cosx —sinx
_ 2
=e
T x
1 — arctan (71) x -
252. lim x - ( e L +x - tan (f — arctan )) Folosind propri-
Lo tan (f — arctan ) 4 r+1
4 z+1
T x
Z — arctan (71) .
etatea: lim L +x = 1. Deci, limita initiala devine lim x - tan (— —
T tan (f — arctan ) Lo 4
4 rz+1
T T T
r tan 1 tan 1 1 —tan 1 — 1
):limx' = x—|—x :1imx~7x;:hmxo$¥
r+1 oo 1+ tan — - tan Troo 1+ tan oo 1+
4 rz+1 r+1 rz+1
(x+1)—2x ) 1 x 1

= limy-—-Ft—-=lmzer-— = lim — = —.
z—so0 (x4 1)+x w20 2x+1 zo002x+41 2

8=

In(14a)+In(2+a)+...+ln(14ne)
x

253. lim (1+ln(1+x)—|—ln(2+a:)+...—|—ln(1—|—nx)) = lime

li
x—0 x—0

limg o (“‘“j"”)+1"(21.+‘”+‘.A+1“(1I"‘”)> n(nt1) e .
=e = el T2+ " — ¢ 7 Deci limita finala devine

. no(nt1)] T2
lim |e™ 2

n—oo
=e.
—1 1

254. Descompunem in produs de limite L = lim x n(;v +1) - lim VT

N0 x N0/ + y/In(z + 1)
111
2 2 4 , ; ;

In(1 — 2—-3x—2

255. Cu regula lui 'Hopital deducem L = iﬂ)% = ig})ﬁ =

-+00, deci raspunsurile corecte sunt si .
tg(v/b—ax —2) tg(v/b—x—2) Vb—ax—2 tg(v/b —x —2)

256. lim =——— = lim . = lim ———"

z—1 2 —1 z—1 F—2 2 —1 z—=1 /5 —1x—2
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. Vh—x—2 . o Vh—x—2 . 1—2x
hmizhmi:hm =
=1 2 —1 =1 2 —1 xal(m+2).(z_1).(x+1)

1 1

— lim —=.
e=1(\b—x+2)- (x+1) 8
257. Fie f: R — R functia definitd prin f(z) = v/z2 + z + 1. Din enuntul problemei

rezulta ca dreapta de ecuatie y = —ax — b+ 2 este asimptota oblica spre —oo a functiei f.
Va2 1 1 1
Pe de alta parte, egalitatile lim @ = lim veiterl lim —/1+—-+—5 =
e . 5 o x+1 _
1§1x£15100(f(x)+a:)—$£1}100( x +x+1+m)—z£@m—m_w_
1
= — lim z =3 implica faptul ca dreapta de ecuatie y = —x — = este

T——00 1 1
I+-+—5+1
x T

asimptota oblica spre —oo a functiei f. Intrucat functia f are o singura asimptota oblica

1 5
spre —oo, rezulta cia=1g1 —b+2 = —3 deci b = 3
Metoda 2:

Notam y = —ux, astfel limita devine: lim (\/y2 —y+1—ay+ b) Pentru ca limita sa
Yy—00
nu fie infinita, trebuie ca a = 1. Astfel, limita devine: lim (\/y2 —y+1- y—l—b) ;

Y—00
2 1— 2 _
lim LYY i b= lim y

—y
vmee Yyt —y+ 14y vy -y + 14y me(,/lfiﬂ%frl)

1 -1
—5 + b; Avem: 5 + b = 2. Rezolvand, obtinem b = g

+b=

1
T —n, dacd z € [n,n+ =)
258. Pentru fiecare n € N*, avem p(z) = 1 2 si
n+1-—ux, dacéxe[n+§,n+1)
1 } 1
= +x—mn, dacd z € [n,n+ =)
atunci f(x) = 1 1 2 Functia f este crescitoare
——z+n+1, dacé:ce[n+§,n+1).
x
[ +1) i atunci f(n) < fz) < f . Ly 2 Ve € [n,n +
e n,n+ = atunci — = f(n x n+-|=-+4+-——, Vzenn
pelmm ) s n =7 = 2) "2 T a1 ’

1 1
—). Pe de alta parte, functia f este strict descrescitoare pe [n + —,n + 1), si atunci

2
1 1 1 2 1
=fn+1) < flz) < fln+z)=z+-——, Vx € [n+§,n+1). Urmeaza ca

T 2/ "2

i {f(2) 2 € [nn+ D} = fn+1) = — sisuplf(@): @ € [t} =5+
Asadar inf {sup{f(z): z € [n,n+1)}: nGN*}:inf{%JanL_H: nEN*}:%.
259. sup{inf{f(x): xe[n,n+1)}: nGN*}:sup{%_H: neN*}zé.

260. Avem f'(z) = 3kz? —2(k+1)x+2—k, f'(1) =0, deci z = 1 este un punct critic.
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Vom folosi derivata a doua: daca f”(1) > 0, atunci = 1 este punct de minim local; daca
f"(1) <0, atunci = 1 punct de maxim local. Avem f”(x) = 6kx —2(k+ 1), f'(1) =

4k — 2 > 0 pentru k > 1/2.

2x - sinax + (xQ) - acosazr, r < —1,
261. Avem f'(z) = ¢ _9rsinar — (22 = 1) acosaz, —1 <z < 1, Derivabilitatea e
2x sinax + (w2 — 1) a cos azx, z > 1.

de discutat doar in x = £1, unde impunem conditia de egalitate a derivatelor laterale:
fi(£1) = fi(£1). Avem f(1) = —2sina = f)(1) = 2sina si fi(—1) = —2sin(—a) =
2sina = f}(—1) = 2sin(—a) = —2sina, de unde sina =0, a € (0, 27), deci a = 7.

262. Definind f(z) = a® — z, avem f(x) > 1 = f(0), Vo € R, adicd 0 este punct de

minim global, de unde f/(0) =0. Cum lna — 1 = f/(0) = 0, avem a = e.

t
263. g(t) = / f(x)dx = F(t) — F(t — 1), unde F este o primitiva a lui f. Cum
t—1

g este derivabila, punctele sale de extrem local in (1,2) se afla printre punctele critice.
Jt)=0 << F'(t)-F'(t—1)=0 < f(t)—f(t—1)=0. Cumt € (1,2), avem f(¢t) =
2t2 —6t+6, f(t—1) =t ,deci f(t) = f(t) & 262 -Tt+6=0 < (2t—3)(t—2) =0.
Singura solutie este ¢t = 3 € (1,2).

Va2 =3z +2 daciz € (0,1)U(2,3)
264. Explicitarea functiei: f(z) = ¢ /=22 + 3z —2 daci z € [1,2]

3
——sin(7x dacaz <0Uz >3
2m/2 (mz) B B
de unde se deduce ca z =1 si x = 2 sunt puncte de intoarcere, fiindca derivatele laterale

in aceste puncte sunt infinite si diferite.

x? —2x

@12

1
puncte de extrem. Fie u(x) = 1 derivata de ordin n a functiei u(z) este u(™(z) =

265. f'(z) = Din tabelul de variatie al functiei rezultd c& 0 si 2 sunt

(R AR N o ) L P o (EDF ey 1
o D0 = 3 i 3 = 8 i S o

! : 1
=3+ lim 3 g =3+ Jim (1 ) =4
266. f(x) = 2(2®> —3)+1, f(0) = f(/3), deci f nu e injectivd. Cum f este con-
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tinua si Elzl f(x) = —o0, li_>m f(x) = oo, avem cd f este surjectivd. Observam ca
f(=2)f(=1) <0, f(0)f(1) <0, f(1)f(2) < 0, deci ecuatia f(z) = 0 are 3 radacini reale
cu partile intregi -2, 0, 1, a caror suma este -1.

2z — 1
267. Pentru z € (n,n+ 1), n € Z, avem f(z) = ncos (w) deci f este continud

. . 2n — 1x .
pe R\ Z. Fien € Z. Avem f(n) =0, mll\{{rg’f(x) =n-cos (T) =0, g%f(x) =

2n —1
(n—1)-cos (M) = 0. Deci functia este continua pe Z, asadar pe R.

2
0, a>0
In(1
268. Avem limz® = <1 4=0 deci lim2®In(l + z) = lim x““w =
\0 ’ \0 N0 T
oo, a<0
0, a>-1
1, a=-1-Din li{‘% €’ = 1 deducem ca f, este continud = a = —1. Derivata
00, a<—1
In(z 4+ 1)
e % 1 — 1
lui f_1 In O la stanga este lim = —1 si la dreapta este lim —%——— =
x 0 x N0 x
1
-1
| 1) — 1 1
lim netl)—e — lim &£1 = — lim —— = —— deci nu exista a € R astfel
N0 x? aNO 2% 2N\0 2(x + 1) 2
incat f, sa fie derivabila pe R.
1
269. Se observa ca f'(z) = ——— si f(z) = 3. Prin inductie, se poate demon-
(1-2x) (1-2)
|
stra ca f(M)(z) = (lnj Prin urmare, f(0) = n!.
-z
_ . . oy . . . . 4 1 3
270. a=0glbeR: feste continud pe (—o0,0) si pe (0, 00), iar }Cllno Tt = il_}n(l) bx® =
<0 x>0

0 = f(0). Deci, f este continud pe R.

Daca a =1 g1 b = —1, atunci functia f : R — R este definita prin f : R = R, f(x)

rt4+1, x € (—00,0],
. f este strict descrescatoare pe (—oo, 0], respectiv pe (0, 00); Fie

—z3, x € (0, 00).
21 € (—00,0] §i 22 € (0,00); evident 1 < m2; atunci f(z1) =27 +1>1>0> f(ag) =

—x3. = f este strict descrescitoare pe R.

a=1sgib=-1: hn% st 1= f0)=14# hrré —23 = 0. Deci, f este discontinua in 0.

<0 x>0
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@ lim f(z) = oo oricare ar fi a € R si 1i_{n f(x) = —o0 oricare ar fi b € (—00,0).

T——00
Agadar, pentru a € R,b € (—00,0) avem lim f(z) # lim f(z).
r—r—00 Tr—r0o0
271. Egalitatile limO |f(z)] = lir% |f(z)] =1 =|f(0)] implica continuitatea functiei |f|
z— z—
x<0 x>0
in 0, iar egalitatile lir% flz) = —1si lin%J f(z) = 1 aratd c& f nu are limitd in 0. Din
z— z—
x <0 x>0
definitia lui f rezultd ca f nu are niciun zero in intervalul ( - g, g)
272. Fie g: R — R, g(z) = #* — 1022 + 9. Atunci ¢'(z) = 4x(2? — 5). Rezultd ci

functia g este strict descrescatoare pe (—oo, —/5], strict crescitoare pe [—+/5, 0], strict

descrescitoare pe [0,/5] si strict crescitoare pe [v/5,00). De asemenea, lim g(z) =

li
n——oo

lim g(z) = oo, g(—v5) = g(V/5) = —16 5i g(0) = 9. Rezulta ca A = [/5,0).
n— oo
273. Avem ca

z, z €[0,1)
x—1, z€ll,2)

x—2, x€]l2,3)

r—3, x€[3,2V3],

deci punctele 1, 2, 3 sunt punctele de discontinuitate ale lui f, iar punctele 0, 1, 2, 3 sunt

2v/3 1 2
punctele de minim global ale lui f. De asemenea, / flx)dx = / xdx + / (x —
0 0 1

2v/3
1)dx+/3(x—2)dm+/ 3(x—3)dx:12—6\/§.

f(x)f(23m) - f(nz) = lim f@) lim f@2) ... lim flnz)

xn z—0 x =0 x =0 X

274. Avem lim . Pentru fiecare
x—0

f(x)f(2x)... f(nx)

0
limita (care e de forma 6) aplicam regula lui 'Hopital. Deci lin%)
z—

xn
!/
lim I'(z) lim
z~>§) 9 1 x—0 ,
2
! g ?) e lir% M =1-2-...-n =nl Deci singurul raspuns corect este @
T—r

275. Daca g : (O,+oo> = R este functia definitd prin g(z) = e 7 f(x), Vx

m

<0, +oo), atunci ecuatia functionald datd in enuntul problemei devine e™¥e**¥g (:vy)

r+1 +x r+1 +x
e< )y g(m) —l—e( )y g(y) sau echivalent g(xy) = g(x) —l—g(y), Vo € <O,+oo).
Agadar g satisface ecuatia functionala a functiei logaritm, prin urmare g (x) =log, z, Vx €
(0, —i—oo), unde a € (07—|-oo>7 a # 1. Atunci log, z = e f(z), deci f(z) = e"log, x =

1 1 1
—e"Inx, Ve (O, —l—oo). Rezultd ca f este derivabila si f/ (az) = —ez(ln x—&-f), Vr €
Ina Ina x
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(0, +oo). Asadar, exista ¢ = Ilna # 0 astfel incat ca?f’(m) =& (mlnx + 1), Vr €

(0, —|—oo).
276. lim f(x) = lim f(z) = 0 = f(0), deci limita functiei existd si functia este continua

z\0 z /0
in punctul z = 0. Apoi f/(0) = lim f@) = /(0)

L ilzlgb(ln |z| — 1) = —o0, deci functia are

derivata, dar nu este derivabila in punctul z = 0.
1

277. f'(z) = na" H(lnz + —),
n

1 1
" _ -1 n—2 1 = -
(@ =nln =" (e + ~ + —)

1 1 1
™ (z) =nlnz + (1+ 3 + 3 + ...+ —)] prin inductie sau cu formula lui Leibniz.
n

278. Functia f este derivabild pe un interval deschis, R = (—o0, +00), deci punctele sale

de extrem se gisesc printre radacinile reale ale ecuatiei f'(x) = 0, adica 4z (2% + a) = 0.
Pentru ca f sa aiba exact doud puncte de minim global este necesar ca aceasta ecuatie
sa aiba cel putin doud ridacini distincte, ceea ce revine la faptul c& a € (—o00,0). Fie
a € (—00,0). Atunci, ecuatia f'(x) = 0 are de fapt trei radacini distincte: x; = 0,
Ty = —/—a si o = v/—a. Intrucat f este de doui ori derivabild pe R, f”(z1) = a < 0 si
f"(x2) = f"(x3) = —8a > 0, rezultd cd x1 este un punct de maxim local (fard a fi minim
local) iar 5 si 23 sunt puncte de minim local. Prin urmare, f are exact doud puncte de
minim local daca si numai daci a € (—00,0). Cu alte cuvinte, avem M = (—o0,0).

279. Avem lim /z, = lim Intl _ i M Intrucat functia f este derivabila,

n—oo n—oo Iy n—00 Ip
f@) ey .
= lim f'(z) = f'(0). Cum sgirul (z,) converge
x r—0

x x x
citre 0, deducem ci lim —“ = lim Jlan) = f/(0).Atunci lim /z, = lim =L —
n—oo I, n—oo T n— oo n—oo I,
£1(0).
x

280. Fiep > 1 i g € [0,1] astfel incat f(xg) = 0. Atuncif?(z) = / (fP(t))dt =

Zo

in baza teoremei lui I'Hopital, lim
z—0

v A 2 1
p/ L) £/ (t)dt. Intrucat (pa —b)? > 0, sau echivalent, pab < %az + §b2, oricare ar

0

fi a,b € R, obtinem pfP~1(t) f'(t) < p;f%_z(t)—i—%(f/(t)V, oricare ar fi ¢ € [xg, z] si deci
pe=p [ prwrus [Cprwed [rorast [ peoa
—P xo -2 xo 2 xo 2 0

1
+ 5/0 (f'(t))2dt. Prin urmare, a(p) < B(p).
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1
281. Cum 5%~ 3 < 0 pentru orice x < —2, legea de corespondenta a functiei f se

rescrie
1
—535—1—37 dacd x € (—o0, —2]
fR=R, f(z)={z+3, dacd z € (—2,1)
3—2x, dacd = € [1,00)

Faptul ca singura afirmatie adevarata este rezulta imediat din analiza graficului
functiei f.

Chiar si in lipsa graficului, folosind proprietatile functiei de gradul I se deduce cu usurinta
cd f((—o0,—2]) = [4,00), f((=2,1)) = (1,4), f([1,00)) = (—00,1]. Functia f este bijec-
tiva deoarece pentru orice element b al codomeniului R exista un unic « € R astfel incat

f(z) = b. Pentru b € (—o0,1], acest unic x este z = —— € [1,00), pentru b € (1,4),

x=b—3¢€(-2,1), iar pentru b € [4,00), t =6 — 2b € (—o0, —2].

22 +5x 49

2z +5 9
282. f'(z) = (2 +5)Inz + s
X

f(x) =2Inx + —i—l—ﬁ. f(x) =

222 — 5x 4+ 18
3

e”(2x +2) = e*(2® +4x +8). ¢"(z) = " (2> + 4z +8) + e*(2x +4) = " (2 + 6z + 12) >

> 0,Vz € (0,00) = f'(z) convexa pe (0,00). ¢'(x) = e*(2* + 2z + 6) +

0,Vz € (0,00) = ¢ strict crescitoare pe (0, 00).

283. FEcuatia tangentei in x = 2 este: y— f(2) = f'(2)(x —2) Fiindci panta primei bisec-

toare este 1, f'(2) = 1. Asadar, 32° +m+1 = f'(z) = 3-4+m+l1=1 = m=—12.

1
284. f'(x) =2x+2%-In2+—— >0, deci f este injectivd. Cum f(0) =1, lim f(x) =

oo si f este continud pe [0,00] (deci cu proprietatea lui Darboux), imaginea functiei
este [1,00]. Cum imaginea si codomeniul functiei coincid, functia este surjectiva, deci, in

final, bijectiva. lim f(z) = co == 7 asimptota orizontald spre + oco. Datorits fap-

T—r 00
‘(1 "(2) + ... !
tului ca lim M = 00, nici asimptota oblica nu exista. lim FO+ 7@+ +f) =
r—00 I n—o00 on
! + L + .+ !
2-14+2-24+...4+2- In2- (2t +22 4+ . 497 —+-+..
lim i A Y lim — ( +,+ i )+lim2 3 : n+1 _
n— 00 on n— 00 on o on

2 2
2In2. Asadar, limita initiald este 2In 2. / f(z)dz = / (2 +2° + In(z + 1))dz =
1 1
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2
2 z 8 1 4 2 Zr4+1-1
4+ == 1 Ndz = - — -+ ———+zl Nl - Y—/———dz=
3 1+ln21+/1x n(etlde=g-g4 o tenGst )1 /1 sl 7
%_’_i_’_]ng
3 In2 4

285. Cunoscand definitia notiunii de functie, se deduce imediat ca afirmatiile si @

sunt false. S& observam c& pentru un x € R arbitrar, z — [z] = {z} € [0,1) este partea
1

fractionara a lui x. Prin urmare, toate numerele reale de forma k + 3 cu k € Z sunt

zerouri ale lui f, ceea ce arata ca afirmatia este adevarata si afirmatia este falsa.

286. Solutie: asimptota oblica are ecuatia generala: y = mx + n unde m,n € R.

. fl@) .zt Va4 2
m= lim —* = lim ————
r—o00 I T—00 x

2 2
r = lim —— =1.

lim ——
00 2 2 T—00 2
vae+2x +x 14241
\/ x

287. Aceasta proprietate este falsa deoarece functia logaritm este definitd pe (0, 00).

=2,n= lim (f(z) —mz) = lim Va2 +2z—z =

T—>00 T— 00

Celelalte componente fiind polinomiale, sunt definite pe R. De aceea domeniul acestei
funtii este (0, c0).

3 1
. Aceast proprietate este falsi. Constatim ci lim f(z) = lim 23 (1 + 9nx> .

T—00 T—00 xr2 x3
1
. Inz . T VT . .
Deoarece lim —— = lim -5 = 0, constatam cd lim f(z) = oo, deci functi a nu are
T—00 I z—00 312 T—00

asimptota orizontala.

. Aceasta proprietate este adevarata, deoarece problema existentei punctelor unghiu-
lare se pune in acele puncte in care funtia este continua, dar nu este derivabila. Functia
f este derivabila pe intreg domeniul de definitie.

@ Aceasta proprietate este adevarata. Functia f este de doua ori derivabila pe intreg
domeniul de definitie. Deoarece derivata de ordinul intai f’(z) = 322 + 6z — % = E(x?’ +
222 - 3) = g(m — 1)(2% + 32 + 3) are ca singurd solutie reald z = 1. Din moment ce
ecuatia 22 + 3z + 3 = 0 nu are solutii reale, semnul functiei f este determinat doar de
(z —1). Constatam astfel ca f este strict descrescatoare pe (0, 1] si strict crescitoare pe

[1,00), deci (1,4) este un punct de minim global al functiei f.

288. Aceasta proprietate este falsa deoarece asimptotele verticale au ecuatii de forma

x = constantd. Verificand clasic existenta asimptotelor verticale, constata ca existenta
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lor se pune doar in punctul a = 1. Deoarece 1im1 f(x) = 2 € R, funtia nu are asimptote
z—
verticale.
. Aceasta proprietate este falsa. Constatam cd lim f(z) = 0 = lim f(z), deci
r—r—00 T—r00
dreapta de ecuatie y = 0 este o asimptota orizontala la atat la stdnga cat si la dreapta
graficului functiei f.
Aceasta proprietate este falsa. Costatdm ca functia f este contind in punctul 1
deoarece ligl flxy=2= hf(ll f(z). Ea este derivabild pe (—o0, 1) si (1, 00). Constatdm ca:
X €T
lim f/(z) = lim(24+2)e* ! =3 € Rilim f/(x) = lim —we' ~* = —1 € R. Deoarece ambele
Tl zT1 zll zl1
limite laterale exista si sunt finite, punctul (1, f(1)) = (1,2) este un punct unghiular, nu
un punct de intoarcere.
@ Aceasta afrimatie este adevaratd deoarece analizand graficul functiei, constatam ca

graficul functiei f intersecteaza dreapta de ecuatie y = 1 in doua puncte.

289. g(z) = —(1—2z)%si f(a)+g(a) = —g(l—Qa)%(H—a) >0,Va € A\ (-1, %).Derivata

functiei g(x) este: ¢'(z) = (1 —2x)~2. Panta tangentelor in punctul de abscisi = = a este
f'(a) si ¢'(a), iar f'(a)-¢'(a) = ((1 —2a)"7) - (—(1 — 2a)?) = —1. Deci, tangentele sunt

ortogonale, oricare ar fi a.

2 _
290. Din lim M = lim v olte = 1 rezulta 1 = 2, deci a = 1, iar din
r—o00 I T—00 aj(a;[,' + b) a a 2
2(1 —2b)x — 2 1
zlingo(f(x) —2zx) = Ili)rrgo % = 2(1 — 2b) se obtine 2(1 —2b) = 3, deci b = -7

291. Punctele de intersectie sunt x =1 si x = e.

e
292. Din ex. anterior rezulta ca avem A = / Inx — (1n ac)2 dx. Prin schimbarea de
1

1 1
variabili u =Inz = A = / (u—u?)-edu = {(u —u?)e" — (1 —2u)e" — 26“} 0" 3—e.
0
1 <

7 -2z dacd z € (0,9] W daca x € (0,9)

293. f(z)=1q1 daca z € (9,16) = f'(x) =140 daca z € (9, 16)
1
2yx —7 dacd z € [16,00) 7 daca z € (16, 00)

Derivatele laterale atdt in £ = 9 cat si iIn x = 16 sunt finite, dar diferite, deci acestea
1 1
vor fi puncte unghiulare: f/(9) = —g,fé(9) =0, f1(16) = 0, f}(16) = Viling (9,1),(16,1)

puncte unghiulare pentru Gy.
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flx)y |7 1 - 1 / 4

Observam c& singura solutie in [—2, 2] a ecuatiei f/(z) = 0 este z = 0.
2
fx)y=-1+ % Punctele de inflexiune ale lui f sunt asadar z = —v/2 si z = /2.

x -2 =2 0 V2 2
flay| + + 0 — -
f'(x) | + o - 0 +

= 71N

= f este concavi pe (—v/2,v/2) si convexa pe (—2,—v/2) si (v/2,2). De asemenea, cum
f este continud, va rezulta ca f(x) = 0 are doud radécini in intervalul [—2, 2].

Pentru a observa faptul ca f aproximeaza cosx se pot schita graficele celor doua functii

e [-2,2]. f’ aproximeaza — sinz, fapt care reiese si din (cosz)’ = —sinz.
Yy — — 124zl
15 | L f(z) _closxm T
....... #(z)
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295. lim f(x) = —oo; lim f(x) = oo, deci & = —1 este asimptotd verticald pentru
r——1 rz——1
r<—1 r<—1
Gy. lim1 flz) = —o0; lim1 f(xz) = oo, deci x = 1 este asimptota verticala pentru Gy.
o<l o<1
. . €T . . S ¢ 3 .
lim f(x) = lim ——— =0, deci y = 0 este asimptota orizontald. In concluzie Gy

z—+o00 z—too g4 — 1

are 3 asimptote. Calculam derivata lui f pentru a putea crea tabelul de variatie al functiei
1-(z*—1) — 2423 3zt +1

si a trasa graficul: f'(z) = (z @ _) l)j G- —(;26 _+1)2

este strict descrescéitoare pe (—oo, —1)U(—1,1)U(1,00). Tabelul de variatie a lui f este:

<0,Vz e R/{£1l} = f

f®) 0N =00 | ocoNy—oo | o000

Pentru a afla numsarul de solutii a ecuatiei, o putem rescrie sub forma: az* —z —a =

0=a=

x
r— = solutiile ecuatiei sunt punctele de intersectie ale lui f cu graficul lui
x

y = a,a € R. Putem trasa graficul functiei f si trasa linii paralele cu axa Oz pentru a

stabili numarul punctelor de intersectie:

Y - _ =z
115 | =)=
1,,
0.8 +
. ‘ ‘ ‘ . x
—6 —4 = 2 4 6
0.5 1
_1 41
1.5

Daca a € R*, ecuatia are 2 solutii. Daca a = 0, ecuatia are solutia unica = = 0.

296. lim f(z) =o0; lim f(z) = oo, deci x = —2 asimptotd verticald. Analog, z = —1
2 =
<- r<l—

asimptota verticala. Cum zgrﬂrzloo f(z) = Foo, rezultd cd f nu admite asimptote orizontale.
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93
Verificam daca f admite asimptote oblice: lim @ - lm ——_— 9 €
—2x3 + 2 1 2 4a% + 222 + 4
z—+oo a— oo (z+1)(x+2) z—too (z+1)(z + 2)

6 € R Asadar, f admite asimptota oblicd y = —2z + 6 la +oo.

297. Calculam derivatele de ordinul 1 si 2 ale lui f pentru a crea tabelul de variatie:

fl(z) = 423 —822 —dw+8 = 4% (v —2) —4(x—2) = 4(2®>—1)(x—2), Vo € R, deci f'(x) =0
are solutiile x € {—1,1,2}. f"(x) = 1222 — 162 — 4, f"(2) =0 < 322 —4x — 1 =0,

HT siay = 2500, f(=1) = =R f(1) = 3 £(2) = 3

ecuatie care are solutiile z; = 3 2; 2 5

Tabelul de variatie:

T —o0o -1 2—3ﬁ 1 2+3ﬁ 2 00

f@)] = 0o + 0 - o0 +

@) + o+ 0 0+ o+
1 1

@) oo 2 A 2N S S

Asadar, se poate observa atat din tabel, cat si dacd se schiteaza graficul functiei f ca:
l=3,9g=1,1=2. Punctul z = —1 va fi de extrem global.

Din tabel rezulta ca z = 2. Facand calculele, obtinem faptul ca doar varianta C este
corecta.

In|z| -1

298. Inz|=23-4dr+1 = = 2% — 4, deci numarul de solutii a ecuatiei

x
este egal cu numarul de puncte de intersectie a graficelor celor 2 functii date.

Pentru g, minimul se obtine in z = 0 si este egal cu g(0) = —4, iar punctele de intersectie
cu axa Oz sunt x = —2 si x = 2. Graficul lui g este o parabola.

Pentru a putea schita graficul lui f vom construi tabelul de variatie.

2 —In(—x) .
——>5 — dacdz <0
fl(z) = z = fl(z) =0 < Injz| =2 < ze€{ €% e?}
2—Inx .
5 daca x >0
T
_ 21n (—
T2 e <o
f'(x) = x = () =0 < 2lnz| =5 <= =z €
—5+2Inx 9
3 daca x > 0

{ —e3,e3} Calculdm limitele lui f:
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lim f(x)=0= lim f(z), deci y = 0 asimptota orizontald pentru Gy .
—00

—00 . —00 . . < Lo
lim f(z) = — = oo; lim f(z) = — = —o0, deci z = 0 asimptotd verticald pentru
z—0 0_ z—0 0+
<0 >0
Gy.

r | —oo —ei  —€? 0 e’ er oo
fllz) | = = 0 + [+ 0 - -
@ - o + +l- - 0 +
f@) | 0 N\ - oof—o0 Sem? N\ 0

Y — gla)=2"-4

6.” - In|z| -1
! flz) = —

4 A4

I”2 1

I ’,l - == o x
-6 —4 4 6
6!
Cum f(1) = —1 si g(1) = —3, observam din grafic cd in semiplanul pozitiv al lui z,

graficul lui f va tdia parabola g in dou& puncte, unul in intervalul (0, 1) si unul in (1, c0).
Pe de alta parte, in semiplanul negativ al lui x, f va intersecta g doar intr-un punct care

se va afla in intervalul (—oc0.0). Deci vor exista 3 puncte de intersectie.

w0 [t [ arrre = oo - veees ()
) - = = arc —
2+ 245 (z+3)2+ 2 @+ip+(Ep VI S\ VD

1
2 2

+ C, deci varianta este o primitiva valida.

300. Observam ca limitele laterale ale lui f in 0 sunt 1 si 2, deci f e discontinud in 0 (de

speta intai). Din acest motiv, f nu admite primitive, cici imaginea functiei f nu este un
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interval (f nu are proprietatea lui Darboux). Singurul raspuns corect este @
301. 26324322 —1=(22-1)3siz® +2=2(2?+1).
2+ 3 — 1+ 22 1 [ 2z(2?—1) 2z
de= | ——dz == | ———-d ——d
/x673z4+3m271 v / x2—1)p8 2/(:5271)3 “/@24)3 .

1 1 1 1 1
Cu schimbarea de variabild u = 22 — 1, rezultd = [ —du+ [ —du= —= (u + ) =
2 ) u? u? 2\ u?

1 2 .
—— (L> + C. In variantele de raspuns, C' = +2, 1.

2\z2 -1
2n?
(L‘H) 1
302. Avem intaica lim nf = —. Aceasta se poate arata logaritmand si aplicand
n—oo e<n e ’

regula lui ’'Hépital sau folosind, de exemplu, faptul c& In(1 + z) = = — “—; + O(2®) pt.

2n? edn 2w
(477) 1 . (57r) V3 (57r> 1
cos|—)=—=sicos|— ) =——;cos|— ) ==.
3 2 6 2 3 2
303. F(-1)=1+0Cy. F(%) =sinz 4+ Cy =sinz 4+ C; + 1. Pentru z < 0, f(z) = e
derivabild, pentru x > 0, f(z) = cos(x) derivabili. Pentru x = 0, calculdm limitele la
h
-1 h—1
capetele din stanga si din dreapta: lim = 1, lim cosnT 0 = f nu este
' h— o0 h— o0 h

derivabila pe R.

304. Constatam ca g este continud in z = 0. Pentru = < 0, g(z) = x + 1 este o functie

polinomiala, deci continud si derivabila pe intervalul (—oo,0). Pentru z > 0, g(z) = €*
este o functie exponentiald, continud si derivabild pe intervalul [0,00). Astfel, aceasta
admite primitive pe intreg domeniul de definitie. Din conditia de continuitate in x = 0 a
unei primitive G, se obtine faptul ca ¢ = 1 + ¢1, unde ¢; si ¢o sunt constantele functiei
G pe cele doua ramuri.

305. F'(z) = f(z) = (3a — 2b)e® sin 2z + (3b + 2a)e3® cos 2x. Deci, 3a — 2b = 0 si

. 2 3
3b+ 2a = 1. In concluzie, a = 3 sib= 3

306. Pentru ca f sa admita primitive, este nevoie ca asinxz + b = 0 sd nu aiba solutii

reale. Asadar, ludnd in considerare faptul ca a si b sunt reale si pozitive, este necesar ca
b

——< -1 = b>a
a

307. F este un raport de functii continue, al carui numitor este mereu diferit de zero,

deci aceasta admite primitive. Rescriem numitorul in urmatorul mod: €2 + e + 6 =
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2
23
(e“ + 2) + T Consideram integrala nedefinita gi urmatoarea schimbare de variabila:

1
t=e"+ 3 = dt = e"dx. Obtinem: / ——=arctg + C. In concluzie,

r v

2 2e* +1
familia de primitive a functiei f este: F(z) = arctg +C.
V23 V23

308. Domeniul maximal de definitie este (—oo, —1)U(—1, c0). Pentru a calcula primitiva

t—2 1
pe domeniul de definitie, folosim substitutia ¢ = x + 1. F(t) = / tTdt = t—2dt —
1 1 1 1 1 x
2| sdt=5-—--+C= - C=-———+C.
/t3 TR (x+1)2 2r1 (x +1)2+
309. f(x) = x2xizs... = gin-177 Folosim, apoi, urméatoarea formula pentru suma

termenilor unei progresii geometrice infinite, cu ratia r, r € (-1, 1) si a1 primul termen al

o0
.. ai . 1
S = . D — =1.
progresiei 1, Dech, E om
n=1
22
In concluzie, primitiva functiei f este / zdx = > +C

310. impér‘gim numaratorul la numitor folosind algoritmul impartirii polinoamelor si

obtinem f(z) =2z —3+ 3;2
x

x 4 1 4
— [ (22— - de = [ (22— - do =
/<x 3+x2—x x2—m> v /<:1: 3+a:—1 a?(x—l)) v

1 4 4
:/ 20 -3+ — +—)dz=2*-3z+In|r — 1|—4ln|z — 1|+4In|z|+C =
r—1 -1 =

—4
. Integrand in raport cu z, obtinem /f(x)dx =
—x

) er-(z—B)_xél
= =30 = 3lnfe ~ 1]+ dlnja] + O = =t 4+ C.
T —

1 1 1
311. Folosim substitutia z = V3-tg t = dz = V3- dt .F(t) = = / _—
cos? t 3 (tg2t +1)2

1 1 1, t
p— tdt =3 / costdt = 3 sin <arctg (\/§>) +C.
x

x
Folosind formula sin(arctg x) = ——, obtinem F(z) = ———— + C.
(arctg ) e OPt (x) W

312. Fie F(x) = /sin(ln x)dz. Folosim metoda integrarii prin parti: v = sin(lnz) =

du = cos(lnz) - idx, iardv =1 = v = z. Integrala devine F(z) = sin(lnz) - z —
/ cos(lnz)dz. Folosim, din nou, metoda integrarii prin parti pentru noua integrala:
u = cos(lnz) = du = —sin(lnz) - édx, iardv =1 = v = z. Integrala devine
/cos(ln x)dx = cos(Inz) -z + / sin(lnz)dz. Asadar, F(z) =sin(lnz) -z —cos(Inz) - —
F(z)+C = F(z) = ;(Sin(ln x)—cos(lnx))+C. Folosind urmatoarea formuld, obtinem

2
sinz — cosx = V2 - sin (az - g) = F(z) = x\Tf - sin (1nm - Z) + C Aceastd functie
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oscileaza in jurul axei y = 0 i o intersecteaza cand F(z) = 0 & x = 0 sau sin(lnz) —
cos(lnz) =0< lnz = Z +nmn el < x=ei™" neZ Cutoate acestea, aceasta
nu este o functie periodica, deoarece atat functia logaritmicd (Inx), cat si cea liniara (z)
sunt monoton crescatoare.

313. li/m1 flz) = li\‘m1 f(z) = f(1) =1 = functia este continua in punctul z = 1,

deci aceasta admite primitive in intervalul [0, 00). Pentru a determina primitiva functiei
f pe [0,1], vom folosi substitutia x = sint = da = costdt. Avem /\/ 1—sin’¢ -

1 2t t in 2t i 1— 22
costdt — costdt — idt _ b sin L O = arcsin x . v/ T N
2 2 4 2 2
C. In ceca ce privegte f in intervalul (1,00), vom folosi metoda integrarii prin parti:

u=a'+r—-1 = du= 22+ 1)dz, iarv’ = "' = v = €*"'. Agsadar,
F(z)=(2*4+2—-1)-¢"! = /(23: +1)-¢* *dz. In continuare, folosim, din nou, metoda

' — o =e""!. Asadar,

integrarii prin parti: © = 2z +1 = du = 2dz, iar v’ = &*~
Fz)=(z?+z—1)-e"' —(2z+1)-e*! +2/e$_1dx =(2?—x)-e" 1+ C,z € (1,00).
arcsinz  xv1 — z2

(x? —x) - "1+ O, dacd x € (1,00)

+C, dacd z€l0,]1]

In concluzie, F(z) = este familia de

primitive ale functiei f.

314. Functia cosinus este continua pe R, deci f admite primitive pe intreg domeniul

de definitie. Aplicand funtia cosinus asupra lui 2% f(x), obtinem cos (2; I (x)) = f(x),
deoarece numaérul de functii cosinus din expresia functiei f este n, n — oo, iar aplicarea
functiei trigonometrice incé o datd va duce la aceeasi expresie, deci f(z) = % Asadar,
primitiva lui f este F(z) = % -x + C. Aceasta nu este o functie periodica.

315. Functia este continua pe domeniul de definitie, deci admite primitive.

Pentru a calcula primitiva, folosim substitutia * = sint = dz = costdt. Asadar,

1
/xarcsin zdr = /t -sintcostdt = 5 / t - sin 2tdt. Consideram, apoi, urmatoarea in-

1
tegrare prin parti u =t = du = dt, iar dv = sin2t — v = —3 cos 2tdt. Asadar,

1 1 1 t 1
F(t) = 3 - (—2(:08216) - §~/ (—2cos2t> dt = ~1 - cos 2t + 3 -sin2t + C.
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t = arcsin z,

Stiind cd z = sin¢, obtinem < cog2t = 1 — 222,

sin 2t = 2zv/1 — 22.

In concluzie, F(x) = arcilna: (227 1) + g “V1-224+C.
x3 z- (22 49)
316. Integram sirescriem functia in urmatorul mod: / ———dor = | ————>dx—
& 3 L Va2 +9 Va2 +9

9z 1 9 2x
—dz = - 2x~\/x2+9dx—f/7
/ VaZ+9 2 2) V2?+9
lor integrale substitutia t = 22 +9 = dt = 2zdz. Asadar,

1 9 1
—(a;2+9)%—5\/x2+9+0:—~x/x2+9-(x2—18)+0.

3 2
317. Pentru a calcula limita data, vom folosi Teorema de medie.

dz. Folosim In rezolvarea ambe-

3
/7@ _
Va2 49

n+1

Folosind faptul ca f continud pe [n,n+1] = 3k € [n,n+1] astfel incét/ flz)dz =

(n4+1—-n)- fk) = e'** . Observim ci k € [n,n+1 = candn — 00,k — 0.
n+1

Aplicand limita, obtinem lim fl@)de = lim e

n— oo n n—oo

1-k* _ (). Primitiva functiei date

este similara cu cea a lui Poisson si asemeni acelei integrale, nici acesta nu poate fi expri-
mata prin intermediul functiilor elementare. Primitiva functiei nu are puncte de extrem.

318. Limitele laterale in = 0 nu exista, deci x = 0 este un punct de discontinuitate de

speta a II-a. Cum g este o functie cu proprietatea lui Darboux, g admite primitive.

319. Domeniul de definitie al functiei f este R din care se elimina valorile x € R pen-

. +/ -5 LV A . ~/ —
tru care sinz = %. Cum f nu este definita in arcsin %, nu se pune problema

continuitatii in acest punct. Pe domeniul de definitie f este continua, deci admite prim-

1
itive. Cu schimbarea de variabild ¢t = sinz, dt = coszdzx, F(z) = /mdt =
1
/ PrNE—— dt. Folosim, apoi, substitutia u = 2¢ + g, du = 2dt si avem F(u) =
ot +2) — 20
(23) -

2u — /37
2u+\/37

L
= n
237

2
320. Folosim substitutia 2 = tg ¢ - V2, dz = K\Ctdt. F(t) =

4sinz + 5 — /37

+C
4dsinz + 5+ 37

1/ 1 d 1 !
- u= n
2 u2_<@>2 2v/37

2
1

/ (2tg%t +1)\/2tg £ + 2

2 cost 1 cost
cos?t (2tg?t + 1) cos? t sin®t4+1 . ooq sin“t+1

cos? t
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1
substitutia v = sint, du = costdu si avem F(u) = / py 1du = arctgu + C =
u
x x
arctg | sin | arctg — + C. Folosim faptul ca sin (arctg z) = ——
g (s (ot 7)) ¥ (arcte ) = Ao
T 1 s
F(x) = arctg ——— + C. De asemenea, arctg x + arct ( == = F(z)+
() & s g g | 5 (z)

1 m
Fl—-|==--2-C.
1 1
321. Folosim substitutia ¢t = 2?2 = dt = 2zdz, F(t) = 5/7dt =

arcsint arcsin z2

C=——+0C.
5 + > +
322. Din conditia de continuitate a functiei f obtinem m = —n.
23
m- — +nx + Cq, daca z < —1
F(x) = 3

2@@n(z+2)—z+2In(x+2))+Cy, dacaz>1

Din conditia de continuitate a functiei F', obtinem —% —n+Cq = 24 Cy. Fixand C7 = 0,
2m

obtinem Cy = 5 - 2.
23
m- — + nzx, daca z < —1
F(z) = 3 )
2(xln (z + 2) fx+21n(ac+2))+—m -2, dacaz>1

3

323. Folosim substitutia u = V22 +1 = du = %—i—ldz' F(u) = / o

1 1 1 1 1 1 -
i/u—ldu_i/ 1 u=§1n|u—1\—fln|u—|—l|—|—0. In concluzie, familia de prim-

itive ale lui f este F'(z lnlx/ac2 1—1‘—71n’\/x2 +1‘+C—f

+C.

+1-1
\/.232 1+1

I 1/ ! 12
324. —2/ (Vz +sinz)dz| < = / \/EdaH—/ [sinzldz | < = 215 4t
2 J, 2\ J 0 2 \3
. 22019(1 — ) B 42019 _ ;2020 | 4010 4 2019 _ 4040 _ 52020
© (@020 1 1)(22021 1 1) (22020 4 1)(22021 1) (22020 4 1)(2202L 1 1)
22019 (72021 | 1) _ 52020(5:2020 4 1) 42019 42020
- (22020 1 1)(12021 1) T 2020 L1 2021 -
. 2019(1 _ 2019 2020 1 y020
Atunc1/ (2020 1)(m2021 T 1 /x2020 T1 dz— /mzom 1 dz = 2020 In(z"" +
0 0 0
nl"_ (22921 41 ‘": 1n(n2020 4 1 In(n202l 4 1) = In 2°%0/p2020 . 1 _
My ~ g0z @ T = gogo 0D~ gggy IO A = m

202\(7W1 : 202m 202m
In 202{/7120T_|_1 — In e 712021 + — 111 =1In Astfel,
m 2021 2021 1
e 1+ n2021 L+ oar
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[ 1
x ) VR 12020
£=, ) o g o g ) 4 i e =1 =0
0 L+ —or n2021

1
326. Din /f(x)dx = / (7dx = arctg (z + 1) 4 C rezultd, utilizand regula lui

2019(1 _

x+1)2+1
™
arctg (y + 1) — 1 1
L’Hopital, ca L = lim = lim —— =
y—roo Yy y—oo y + 1
1

327. Functia f este para, deci a = 2/ f(z)dz. Deoarece = € [0,1], avem z2%0%? <
0

1 1
22, Astfel, 52 < T 200 < 1, Vz € [0,1]. Integrand aceste relatii, obtinem

1 1 1 1
1 .
/ dz < / flx)dz < / 1dz. Rezultd ~ < / f(z)dz < 1. Inmultind cu
0 1+ l'ﬂ?_ 0 0 4 0
2, avem 3 < a < 2. Deci afirmatiile | A | si sunt adevarate.

Integram prin parti / f(x)f"(z)dz = [f( / f(x)f'(z) dz. Rezulti ca avem
202222021
/ Fl) dx+/ (f'(x)?dz = [f(z)f (m)]o. Cum f'(z) = i e pentru
1
=0siz =1 avem f(1) = 3 ) = —%, f(0) =1, f(0) = 0. Rezulta
1 2022 1011
b= {2 . (—i) -1 0} = 04 Deci afirmatia @ este adevarata.

328. Folosim substitutia Inz = ¢t = 2 = ¢! = dz = e'dt. Rescriem: a, =
1

/ t"e! dt. Deoarece t € [0, 1], avem ef < e. Astfel,0 < t"e' < t"e, t € [0,1]. Integrand
0

1 1 1
aceasta inegalitate, obtinem 0 < / el dt < / t"edt. Rezulta 0 < q,, < e/ t"dt =
0 0 0

tntl e
e = . Folosind Teorema clegtelui, obtinem lim a, = 0. Deci afirmatia

1
este adevarata. Calculam a, 41 folosind integrarea prin parti: a,y; = / et dt.
0

e—a
Rezultd ap41 = e— (n+ Da, = a, = fnlﬂ Observam ca pentru n — 0o, avem
lim na, = e. Deci afirmatia @ este adevarata.
n—oo
. z sin (5 - t)

329. Cu substitutia x = 5~ t,de = —dt, I,, = / T T dt =

0 sin” (f — t) +cos"(- —t

2 (2 )
3 cos™ ¢t . . .
———————— dt. Adunéand cele doua expresii pentru I,,, avem 2I, =

o cos"t+sin™t

3 3
—/ sin"z , _ coz m:/1m:3@mgziw6w.
sin” x +cos”x  sin”" x + cos" x 0 2 4

Afirmatiile | A si sunt adevarate.
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fud .2
4

330. Integrala devine: / sing - on 2

c

0

5— dz. Folosim substitutia ¢ = cosz, deci dt =
0s? x ’

fid V2

B 1—cos?z R |
—sinxz dx. Scriem integrala: / sing- ————dx = / —5— dt; Aceasta se poate
0 COs* T 1 t

V2

e 7 (1) = [ l]T = (e E) aen =P g e

V2 2V2 3V2 32 —4
PR

331. Integrand prin parti, cu f(x) = Inz, si ¢'(x) = 2™ obtinem I, = Inx -

xn+1 1

n+111

Lgntl 1
/ - — dx. Astfel, obtinem limita L = 0.
1 n+1 x '

1 .
Lo . sinnx . 1 1 1

Limita lim,,_y e dz se reduce la lim — - (——-cosnz)| =0
0o n n—oo M n 0

332. Realizdm schimbarea de variabild ¢ = sin(sin ), dt = cos(z) cos(sin x)dx, iar rezul-

1
tatul integralei nedefinite este 3 sin?(sinz). Evaluand integrala de la 0 la 7, rezultatul

este 0.

1
1 . 1

333. Folosind substitutia t = 22 obtinem e, / ——dt = il = en_T =a=—.

’ 2 Jy t2+1 4 8

x

n
334. Cum sin 2z = 2sin z cos z, obtinem sin x = 2" sin 2% H oS <2k

k=1

). Trecand la limits

cun — oo avem H cos (1) — ST Astfel integrala devine I = / sinzdr = 1—£.
k=1 2¢ v 0 2

1 _ 7
r+3 x+3

1
335. Separand termenii, obtinem / dz=1-7-(In4 —1n3).
0

336. Pentru f(%, 1), folosim integrarea prin parti, unde f(t) = et ¢'(t) = sin(t), de

U ™
—t 7 2 -5 1
unde obtinem —%(sint + cost)‘ 4 = —ge 4 + 3 Pentru min f(x,1), Va € [0, g},
0

observam atat din rezolvarea anterioara, cat si din faptul cad e™*sinx este intotdeauna

T
pozitiv in intervalul [0, 5} = f(x,1) este strict crescator pe acest interval. Minimul

apare cand z = 0= f(0,1) = 0.

2+V2
2 u—1
337. Cu substitutia u = 1+cost, du = —sin tdt, integrala devine —2/ Y du =
2 u
2 2 2sintcost t
2—v2+2In +4\[ Fractia devine _ZSMPCOSE Rolosind substitutia u = 3 integrala

1+2cos=—1
+ 0052

™

§
devine/ sin2u — tgudu = % —InvV2+1.
0
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338. Functia nu este definitd pentru x € (—1, 1), deci nu trece prin origine. Totodata,

2
functia este crescatoare pe [1,2]. Aria este data de I = / V% — 1dz. Folosind inte-
1

2 2 T
rarea prin parti, cu f(z) = V2?2 —1,¢'(z :1:>I:\/x2—1’ —/ —— xdx =
grarea prin parti, cu f(z) g'(x) ), T
1
2v/3 — 52+ V3.
339. Inlocuind tgx cu o obtinem: / S cos.x 5— dx. Folosim schimbarea
cos?2x + m2sin®x
de variabila t = sinz = / ﬁdt. Folosim alts substitutie v = 2 =
1 [t 1 R . Inm
5/0 m du. Integrand, obtlnem m

340. Folosind formula de integrare prin parti: / udv = uv — / vdu, cu u =

2z !

1 1 ! 2
arcsin 522 si dv = o2 = A= uv‘o - /0 vdu = [arcsin <1+I$2) - arctg (93)}O -

1 2 1
2 t
/ arctg (x)- 152 dz. Efectuand calculele, obtinem A = T —2/ BT 2. Folosim
0 x 0

8 1+ 22
betitutia ¢ — arctgs = di = —— dz > A=~ —2.70 = _ /A
substitutia ¢ = arctgx = ——dz =— -2 =—
' 8 1+ a2 8 T 4
. - -t [ 2dt ™
341. Folosim substitutia cos® = —— = integrala devine _— = —=.
’ 1+ ¢2 o t2+3  3V3
342 & sin x N 1 cos?x flx) d
. xr = = €r =
& cosx 1+ tglax cos? x + sin? x o J@)+ fla+b—1x)

h—
T = integrala este egala cu Z indiferent de valoarea lui ¢q. Astfel, s =k -

1
343. \--vVET =2 2", Pentru z € [0,3], f(x) este continud. fi(z) = a7 =

3

1
3
1 3 =
/de:m\ozm. L=1lim [ z 2de =3 =9 2V/3 =12 > Vo
0 X

n—oo 0
3coszsind sin 4
lim 2SS TOMAL lim 3cosx - 2 lim mae =3cos0-2-1=6.
z—0 2x z—0 z—0 4x
y = a?,
344. Din (sau din graficul functiei), observam punctele de intersectie x = 0
2 _
Yy =x
siz=1.

2

Parabola rosie corespunde functiei f(xz) = z?, iar cea albastrd y = \/z si y = —\/z —

1
1
= vz (pt. y > 0. = S = / Wz — 2?|de = 3 Similar pentru M =
0

9(z) =

2 4 Bl z ) B
/ |2:E7x2|dx:§. T:/ |cos3(x)|dx:/ cosz - (1 —sin (x))dx:/ coszdx —
0 0 0 0
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5 3 s 9
/ sin?(x) - cosz dx = [sinz — |
0

3 ]ozg'

w/3
345. Cum functia de integrat este para obtinem I = 2v/2 / V1 —coszxsinzdz, deci
0

3
42 ST/ 2
I=—(»1- 2 =,
3 (1 —coszx) . 3
346. Graficele celor doua functii se intersecteaza in punctele de abscisa x = 0 si
Va
1+a
T = 1\_/5(1. Aria regiunii este egald cu /0 |f(z) — g(x)| dz = 6({1—\&{i)2' Maximul

acestei expresii se atinge pentru a = 3.

\/5\/5—11 1 [\/5—11] dec
_— 5 , deci

si— <14z Vre
T

1
347. Avem 1+ x < —,Vx € [
T

57 2
V-1
V51 1 2 2
2 1 3 5 1 5
I:/ (1+z)dz+ —dz = <x+ z) +Inz = Jr\[4-1n +\[.
5 VioL ¥ 2 Ny v 20 2
348. fmpér‘gim triunghiul in doua - intre punctele = 0,2 = 1 siz = 1,z = 2

si obtinem doud triunghiuri dreptunghice. Pentru triunghiul stang, calculam aria intre
y = x si y = 0, iar pentru triunghiul din partea dreapta y = 2 —x siy = 0. § =

/Ol(w—O)dx—I—/lQ[(Q—w)—O] da.

349. Folsind inegalitatea mediilor my, <= mg, rezultd ca (z*f(z) — 2f*(z)) = zf(z) -

o) +x— f(z)\2 23 [1 1,3
(x—f(x))gx-(w) :Z~/0 (352f($)—frf2(x))dx§/o de:%'

3 =
350. Expresia de sub integrala x\/gch””\/gclnz(m) Y3 @ g poate fi rescrisi ca si ! -

o0
1 (Inz)™
1 — ) oo
na n2 () o n: " z In" z
r2z -z 3z ... =g n=1 .CumE—ze,VwGR,avem =
n! n!
n=0 n=1
1

1 1 1

Mt _1=gx-1. Astfel,/ e da?:/ e%(”_l)dx:/ e lde=1——.
0 0 0 €
1 /¢ 1 ¢

351. f(z) = f(em))/ f(a:)dx:/ fle) dmzf/ f(u)du-f:e,/ f(u)du
3 0 0 3 3 0 e 0

1 e
3e%. Sciadem din ultima integrala / fwdu=e= / flu)du =3e* —e
0 1

2
352. /xtdt:x—
0 Inx

t 2

0= 3=212>—1=3Inz. Notam f(z) = 22 — 1 — 3lnx. Pentru

3 3 3 card S
. Uy e . c . / _ 9 2 _ 9 _ 2 _
a obtine radacinile functiei: f'(x) = 2x — — 0& 22 = 5 =T = i\/; = ; [sk] =
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card S
\[ Ve=2si [ 2 =2"=1

k=1
2 2 2

x x x mz
353. / (2t +1) - e’ dt = / 22 . ¢t dt + / ¢! dt. Deoarece / e’ dt nu este

1‘2

elementara, vom rescrie prima integrala ca / t-2t-e'” dt. Folosind integrarea prin parti
x

.’L'2 ./L'2 1'2 1'2
2 2 2 2 2
u:2t~et2,rezultécé/ 2t . et dt+/ e"dt=t-¢éf —/ e dt+/ el dt =
5 x x x x
x
toet’| =22 —ge” = 0, de unde obtinem cele doua solutii x =0 si z = 1.
xr
toem Loer e 411
354. Integrala I se desparte in / © _dz-— / 67, dz = / et
1 T+e® 1 (x+em)x 1 T ter

4 4 g 4 4
— 1 1 4
/ wdx:/ ct ,dxf/ fdx:ln4+e471n1+efln4:1n(i),
1 (z+ed)x 1 T+er 1T 4(1+e)

folosind substitutia t = = + e”.

3242 S|
Pentru integrala J, adunam si scadem 2, obtinand / - dr—2 / ——dx
' 0 T¥+2xr+1 o (z+1)2

2 16
Inz?+ 2z +1 7’ =1In (—) A | este singurul raspuns corect.
20 1+ | = g p

355. Vom folosi substitutia u = f~1(z) = f(u) = 2 = f'(u)du = dz. Integrala devine

[wswd=u s - P

1

e
—c-fle)—1—f(1)=e—1
1
356. Folosim substitutia u = e = du = e° - e*dz. Integrala devine / e'du =
0

e e_
o e€ 1
=€

0

357. Folosim substitutia u = 28 = 2 /

N

arcsin u’ =
0

vl—u2 ~3

T
9
1 ! 1
358. I(0) = —dr = 1; I(t) + I(—t) = — —
0= [ ju-t10+ic0 = [ (Fat i)
2, Vt € R;

Cu schimbarea de variabila © = —u, rezultd I(—t) = I(t), Vt € R, deci I(t) = 1, Vt € R;

Prima afirmatie este falsa.

1 sin?z + cos? x / 1 4
359. —_———dz = —_—————dx = dx + / dx
/ cost zsin® z / cost zsin? z cos* sin? 2z

.2 2 2
sin” x + cos” x 4 tg®x / 1 / 4
= — " d ——dz = d d —_—
/ costx i / sin? 2z v / cos? x T cos? x T sin? 2z

4
gtg3 x+tgx — 2ctg 2z + C. Utilizand formula Leibniz-Newton, se obtine I = §(2\/§ —1).

1
360. Din /f(ac)da: = /mdx = arctg (x + 1) 4 C rezultd, utilizind regula lui

dxr =
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arctg (y +1) — — 1
L’Hopital, ca L = lim = lim —— =0
y—r00 Y y—o0 Y + 1

361. Derivand obtinem e > 0, deci functia este strict crescatoare si nu are puncte de

extrem (finite).

1
362. Integrala se poate rescrie ca I = / x_Tg(x% + 1)*dz. Folosind substitutiile lui
0

-3 2
Cebasev, m = "= 3 si p = 3. Deci, facem schimbarea de variabils = = t'2, dx =
11 o 3 b2 18 10, 42 18080
0 0
18080
[m] =9, obtinem varianta ca fiind singura corecta.

363. Integrala este, de fapt, [ = dz. Realizam schimbarea de variabila u =

2 5
/1 Va2 +1
3 1 -1
1% (u—1)? 1[5 s 5 = 8v5  7V2
2241 si integrala devine I = 5/2 (u\/ﬂ)du: 5/2 u2 —2u2+u 2 du= T\f—l—\g

1+sin"z
2 +sin" x + cos™ x

™

Bl
364. Notam I, :/
0

dx, n € N*. Schimbarea de variabila ¢t = g —x

Y
5 n 5
implics I,, :/ oSt gp— /2 1dt — I,,, deci I, = ~,¥n € N*.
o 24cos™t+sin"t 0 4
l,?n xQn xQn
365. < < Vr € [0,1],n € N*, implicd <I, <

1+1 = 1422 = 22+a22% 22n+1) —

1 . - . . I, ) n+ 1)1,
mﬁ’n € N*. Deci nh_{rgo I, =0, nh—>Holo nl, = T lim,, oo Zl = nlgr;o # =
1 .2n+2 L2002 1 1) _ 420 1
1. Din I :/ ’ dx:/ S Gl Rk PR / 22dz — I,,¥n € N*,
0 1+1‘2 0 1+LE2 0
. 1
deducem21n+1 + 1, = m,Vn € N*. Rezultd I,,41 _1[n_1 = m+1 1 =

Vn > 2. Deci li Ipi1 — L) = —=.
GnrEn—1) 22 Ded lim n(lns =3

366. Pentru orice n € N, z" > 2" Vx € [0,1], deci I, > I,,+1. Asadar, sirul este

1
monoton descrescator. Pentru orice n € N, e™® < 1,Vz € [0,1] = I, < / "dx =
0

1 1
+/ " le %dr =
0 Jo
e ' +1,,1,Yn € N. Tinand cont de limita anterioars, lim nl, = e~ '. Relatia anterioars
n—oo
1 e !

poate fi rescrisf —— = + ,Vn € N. Tinand cont de limita anterioara,
In+1 n+1 (n—|— ].)InJrl

= lim I, = 0. Integrand prin parti, (n+1)I, = 2" Tte=*
n-+1 n—00

. n
avem lim =1.
n—oo 7L+1
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sinx — rcosx x \'/
3 sinxg —xcosw 3 in2 3 ( : )
367. I:/ 27.2(195:/ Qbm—.gdxz/ sing/ g,
=z z®+sinz z x° +sin“x %14’(, )
sin? ¢ sinx

ol

T
= arctg (sin:c) ‘

(5 &) o5 ) s (25 s (72)

n

1112
368. Rescriem S,, ca / kak Ydz. Schimbim ordinea sumei si obtinem S,, =
k=1

ENE]

2 1 1
Z 2 dr = Z — Cum —— este mai mare decat 1, fiecare termen al sumei
1 In" x In2

va ﬁ mai mare decat cel anterior, astfel suma va creste exponential bazata pe n. Din asta

Ita ca li = . Deci | A arata si falsa. Aplicand fi 1 lui
rezulta ca Jim Sy = +00. Deci adevarata si alsa. Aplicand formula termenului

( Aj;7)7z471 ES enn2
general intr-o progresie geometrici, obtinem S, = ~22 T n2 = lim -5, =
’ s 1 n—00 4— k
on on
nh_)n;o 221 % Sy. Dar cum S, cre ste exponential, iar ]; z creste logaritmic, produsul lor
va fi divergent si va tinde spre infinit.
2021 W | 1
. T 1 1 . Inz t
369. Cu schimbarea de variabila x = —, de = —— dt si dr =
t 12 1+ 22 14 1
20121 2021 t2
) 2021 lnl 2021 s 2021 i 2021 |
—1In n nx A
—= ] dt = tqt = —dt = — —dt = — ———dz. In
< t2) /t2+1 /t2+1 /t2+1 /1+x2
09T 05T 03T 05T
2021 |
nx
consecinta ——dz=0.
L / 1+ 22

i
2021
il

i
370. Folosind formula de integrare prin parti, se obtine I = / (x(tg’r +1) —2)dx =
0

m 7r T
T T o\ (= )
/4 z(tgx) do — /4 xdr = (xtg:z:+ln(cos:c) — I) 4 Renulta I = & — “ln2 -
; . 2 )1, 42
w2 87— 161In2 — 72

33 = D . Asadar 1 < % Din faptul cd I > 0, se obtine inegalitatea
87 > 161n2 + 72. In concluzie, doar afirmatia este adevarata.

371. Fie n € N*. Din faptul cad 0 < z™e® < 2™ - e, oricare ar fi x € [0, 1], rezulta

1
0<I,< / " -edx = L. Asadar 0 < [, < L, oricare ar fi n € N*, de unde se
obtine ca nli_)II;o I, = 0. Afirmatia este deci falsa si adevarata.

Folosind formula de integrare prin parti, se obtine, pentru orice n € N*, egalitatea I, 11 =
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e — (n+ 1)I,, deci nl, = e — I, — I,,41, oricare ar fi n € N*. Tinand cont de faptul ca
lim I,, = 0, prin trecere la limita cu n — oo 1n egalitatea de mai sus, rezulta lim nl, =e,

n— oo n—oo

deci nh_}rr;o nl, > 2. Afirmatia este deci falsa si @ adevarata.

372. Din /f(a:)dx = /zeiﬂdx = arctge® + C se obtine ci I, = arctge™t! —
e xr

arctge™, Vn € N. Cum arctgx > 0, oricare ar fi x € (0, 00), rezultd I, < arctge™! Vn €
m
N. Afirmatia este deci adevarata. Tinand cont de faptul cd lim arctgx = —, se
Tr—r o0 2
deduce din I,, ca lim I, = 0, prin urmare si afirmatia este adevarata.
n—oo
Intrucat f’ (z) <0, oricare ar fi x € (0, 00), rezulta ca functia f este strict descrescatoare

pe intervalul [0,00). De aici se obtine inegalitatea I(n) < f(n), oricare ar i n € N.

Asadar afirmatia este falsd. Aplicand regula lui L’Hospital, se obtine lim,_,o 2 f(x) =

1
limg, oo _r lim; oo ———— = 0, de unde se deduce ca lim nf(n) = 0. De
et 4+ e~ 7% et — g~ n—s 060
aici g1 din inegalitatile 0 < nl(n) < nf(n), oricare ar fi n € N, rezulta lim nI(n) = 0.

n—oo

Afirmatia @ este deci adevarata.

1 in? 2 1 4
373. /ﬁdx:/wdx:/ : dH/de
costzsin® z cost zsin® z costzx sin” 2z

. 2 2 2
4 t 1 4
:/wdﬁ/_zdx:/gxdﬁ/ dx+/_2
costx sin® 2z cos? x cos? x sin” 2z

1 4
= gtg?’ x+tg x—2ctg 2x+C. Utilizand formula Leibniz-Newton, se obtine I = §(2\/§f 1).

! 2?2 +1 _/1 (€ + 22+ 22+ 3) — (e® + 21 + 2)
o €T +a24+2x+3 " J, e +x24+2x+3

1 2 /
(" +a° 422+ 3) 2
1-— dz = |z —In(€” 2 3
/0 ( er 4+ a2 +2x+3 “ [1; n(ef+aot 42w+ >]

dz

374. Avem dx =

1
=1-In(e+6)+Ind =
4 0
66' Deci raspunsurile corecte sunt , @
e

1-In(e4+6)+2In2=1In

—cosx\’ cos T cos T
375. Integrand prin parti obtinem /a: ( - ) ydoe = —z - — +/ — ,dx =
sinx sinx sinx
V2

L
a=——1In—.
y 2 d 3 3
376. Folosind substitutia ¢ = %é/%:§1n1+\/3 240 L=7-In2,
Jr
xt 1
377. Folosind schimbarea de variabild 2° +1 =t = / 107 dx = — arctant +
210 4225 + 2 5
1n =«
C=L=—-(=—-—-).
5(2 4)
T T
z 3 z _q
378. Fieb:/2 _(:L,dygzmﬂ—b:/2(1—Sinaz:-cosx),d:z::7T =q=
o sinz+cosx 0 2
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™

. 3,7

5 Sin (E_t) Tr—1 T—1

7/ = = ydt =>2a= ——=a= .
0 sin(5 —t) +cos (5 —1) 2

1 .n 2n+1
2" (1—-2z)-(1—= )
379. I, — 1,1 =
+1 \/0 (1 + IZn) . (1 + .T2"+2)

Jde >0 =1, > [,,1Vn € N*. =

n

(In)nen+ este descrescitor = I, < I;,Vn € N*.; = In V2. Cum 0 < _r < " =

14227 —
lim I,, = 0.
n— oo
380. Folosim substitutia = % —t. Atunci dz = —dt si integrala devine: I =
7r s
z T 0 1 t ks 1 t
/ ——dx = — / - dt = / ——— dt. Folosim formula unghi-
o 1+sin2z z 1—|—sin(§—2t) o 14 cos2t

= -t z - ¢
. . . . N 1 / 1 4
ului dublu, apoi separam integrala in doua parti: —dt = dt =
P P & P /0 1+ cos 2t o 2cos?t

7T/X LEp 1/er L 4t. Pentru pri t /Z L gt —ftanfi = 1. P
— —_— - = —_— . entru prima parte: = |tan = 1. €en-
8 Jo cos?t 2 J, cos?t P P o cos?t 0

™

T 1
dt = [t tant]d 7/ tant dt =

1
tru a doua parte folosim integrarea prin parti: /
0

cos?t 0

1 In2 2
% ~5 In2. Rezultatul este suma celor doud parti: I = % - (g - 1) = DT
381. Folosim substitutia a — z = t. Atunci de = —dt si integrala devine:

_at+t3+"'+t2021 at+t3+"'+t2021 . . )
I = —/a T o At = /_a1+t2+~-+t2022 dt. Observam ca functia
£ 43 4. g 2021

fit) = T —:_ 2 j: — —:_ 12022 este impara, deoarece: f(—i) = —f(t). Astfel, integrala unei
functii impare pe un interval simetric este zero: I = f@)dt=0

d
382. Folosim substitutia ¢ = g — x. Stiind ca cos (g — x) = sin(x), obtinem: I =

™

™ s s 1
/2 In(sin(t)) dt. Deci, 21 = /2 In(sin(z) cos(z)) dz = /2 In 3 sin(2x)) dz. Folosind
0 0

0
1 ™
apol substitutia ¢ = 2z, obtinem: 2I = fgln(Z) + 5 In(sin(¢)) dt = fgln@) +
0
IR I ™ 11 .
3 In(sin(t)) dt + 3 In(sin(t)) dt = —3 In(2) + 5] + 3 In(sin(t)) d¢. Pentru in-
0 = x

e T n 11
tegrala ramasa, folosim substitutia z =t — 5 21 = ) In(2) + 5[ + 5] =-3 In(2) +1
In concluzie:] = —g In(2).

332024(1 _ ex)

383. Fie f(z) = dz. Observam c& —f(z) = f(—x), adica f este o functie

1+e®
impara. Prin integrarea acesteia pe un interval simetric, vom obtine 0.

b b
384. Folosim urméatoarea formula: / f(z)dz = / f(a+ b — x)dx. Obtinem, astfel:
a a
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T sinx . . I . . w2
2l =m / ———dx. Folosind schimbarea de variabila ¢t = sin x, obtinem: I = 1
0

1+cos?z
z yVcost
o Vcost+ +sint

\/smx —+ \/cosx
\/cos:c—&—\/sma: 0

385. Folosim substitutiat = g—x = df = —dz. Obtinem: [ = dt.

3
Adaugand cele 2 ecuatii pentru I, obtinem: 21 = / dr = g

) T
In concluzie, [ = —.

1 2 1 2 1 1 2
z“+1 T 1 x
386. I :/ —dx—/ 7dx:/ 7dx—/ "
"o (@) o (zZ+1)" o (@2+1)! o (zZ+1)"

1

Prin pirt /1 z2 d 1 x N 1 /1 1 d
rin parti ———dx = — . T =
Palth | @+ 1 m—2 @@+t " 2m—2J, @+1)!

27n+1 1 R 27n+1
BT + mln_l. Inlocuind apoi in ecuatia initiala, obtinem I,, = I,,_1 + o5

1 A . 2-ntl opn -3 . .

I,_1. In concluzie, I,, = + —1I,,_1. Conform Teoremei de medie, I,, =

2n —2 2n—2 2n—2

1 o
m, ke (0, 1)In COHCluZie, nhﬂn;Q ITL =0.

387, I/lﬁln(1+\/1x)dx/ ln(1+f\/ )
0 z 0

dz. Integrand prin parti

_1 ;L L

T e+ vioo) | V&
Lo Vi o Vi

2w 1n(1+vl_x)‘o+/0 VT = ), Aoy &

0
1—1¢2
substitutia t = V1 —xz, z = 1 — t?, do = —2tdt, integrala devine I = / (1_’_\/715 :
) .

cuu = In(l1+V1-2z),d v = 2y, avem I =

\/142 2 /1 —sin?
(—2t)dt = 2 dt. Cu substitutia t = sinz, dt = coszdz, I = 2 / yoosmr
0 1+sinz
coswde — 2/5 COSQ.l‘ do — 2/3 1—si-n2xdx _ 2/72( (1+sinx)(.1—sinw)dw _
o l+sinz o 1l4sinx 0 1+sinz

2/ (1 —sinz)de =n —2.
0
388. Notam cu I integrala din interiorul limitei. Cu substitutia ¢ = x2, dt = 2zdz, I =

2

arcsin a Sil’l4 U - COS U

dt. Substituind ¢t = sinu, dt = cosudu, I = 5 / —— du =
0

1/ t
2Jo V1-1#2 1 —sin?u

. 2 . 2 B 2
1 arcsin a Sin4 U - CoSU 1 arcsin a 1 arcsin a 1
f/ 7(1”:,/ sin4udu=f/ (1 —cos2u)?du = - -
2 Jo cosu 2 Jo 8 Jo 8

arcsin a arcsin a 3 1
/ (1—2 cos 2u-+cos? 2u) du = 3 / (2 — 2cos2u + 5 co8 4u> du. Aplicand
0 0

3 1 1 3 3
limita, obtinem L = (Eu -3 sin 2u —|— — sm 4u) ‘ ’ T
0

389. t=1-z,dt = —da, [ = — /\F ( )dt /\Fln(l_t)
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Prin adunare, obtinem 27 = / In —1/ 1= dz = ln
0 1 -z 1 -z 0 1 -z

Ldgc Integrand prin parti u = ln( ) u = S = 2r—1
z-(1-2) ey I—z (x—l) Vi—a2

1 1o )
v=—-2Vz—22.2I = (In | —— -(—2 x—xQ) ‘ —/ ﬂdm
1—=x o Jo (x—=1) -z
1 1 1 1

1
:2/ ——duz. A§adar,I=/ 7(137:/ dx.
1-z) =z o V(l—z)x 0 1\? 1\°
2 YT

R 1 1 1 —cost
In final, cu x — = = = - sint, dx = = costdt, 12/2 2 dt

2 2 2 _x 2 2

2 1 1 .
() (5om)

cost 3 cost z
—dt = /7r 1dt =m.

2 V1 —sin®t §COSt

1 1
390. Folosim substitutia t = — = dx = ——th. I = / T T .
r t 2024 (1 + 72) : (1 + m)

1
2024 1

1 ST _ 42024 2024 12024
dt = dt = dt. Adunand cel
< t2) /2024 (12 +1) (#2024 + 1) /# (12 + 1) (1202 + 1) anane e
2024 2oz 1 22024
doua tii tru I, obti 21 = d d
oua ecuatii pentru I, obtinem /1 (T 22)(1 + 2221) T+ @+ 1)@ 1 1) x

2024

2024 1 4 22024 2024 4 1 R
= /1 (1+$2)(1+x2024)dx = /L 1—|—x2d$ = arctg(2024) — arctg (20 4). In

2024 2024

1 1
concluzie, I = 3 <arctg(2024) — arctg <2024>) . Folosim urmaétoarea formula, arctg = —

arctg y = arctg ﬁy) ,pentru zy > —1.
Yy

1 20242 — 1 . @ 1 T
Asadar, I = iarctg (1012) algrolo/l T+ +x2024)dx =1 deoarece arctg

a

™
x—>§candx—>oo.

391. Folosim urmaétoarea formula: f: f(z)dz = ff f(a +b— z)dz. Obtinem, ast-

2 1 27 1 2m eSinz
fel, I = / —————dx = / ———dx = / ————dz. Adunam cele
0 1 4+ esin 2r—z) o 14 e—sinz 0 1 + esinz
21 i 2 i
1 Sin 1 sin x
doua ecuatii pentru I, avem: 21 = / ( — + © ) = / de =
0 0

1 4 esinz 14+ esinz 14+ esinz
2
/ dz = 2m. In concluzie, I = .
0

b b
392. Folosim urmétoarea formula: / f(z)dz = / f(a+ b — x)dx. Obtinem, astfel,

i i

3 1 z 1 + si
= / In m de = — / In Ltsme dz. Adunand cele doua ecuatii pentru
0 1+ sinx 0 1+ cosz
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I, obtinem 2] =0 = I =0.
393. Valoarea medie a unei functii continue pe un interval [a, b] este datd de valoarea

1
b—a

b
/ f(z)dz. Pentru a o calcula, folosim metoda integrarii prin partii v = lnx =
a

2
2
1
—2/ —dx =
1 VT

1

1 1
du = =, = — = v = 2y/z. Integrala devine I = 2Inz - /&

x Vi

2
=2.v2In2 — 4v2 + 4.

2-v/2In2 -4z

’

11 1 ! 1t
fe—ieﬁc2 =3 Relatia de recurenta este I,,11 = / 22 H3e7” g = 5/ 22 (er) =
0 0
1 2n—+2 x> 1 ! x> 2n+1 € ! 2n+1 22 €
—x —=— [ (2n+2)e” x de=-—(n+1) | = e der=-—(n+1)I, =
2 2 2 o 2
I zg—(n—i—l)In. Limita este datd de: 0 <z <1 = 0<2’°<1 = 1§e“32 <
e = "l < g2ntlee” <e- gt — L <I, < = lim I, =
2n + 2 2n + 2 n—00
e . (& . . . €
0l,4+1 = 3~ (n+1)I, = nhﬂn;Q nl, = 3~ nhﬁngo Lot — nhﬁn;o I, — nhﬁrréo nl, = 3

T et T et 411 s s
395. I / ¢ cosxdx:/ L-Cosrvdx:/ cosxdx—/ o8 T dz =
_x 1+4e” _x e +1 _x -z e’ +1
6 6 6 6
3 0 11 ~% t § el cost
sinz|® f/ Cosxdx:f+ff/ i(fdt):l—/ €O T =11
-z _z et +1 2 2 = e t+1 e et +1
1
Agadar, I=1-1 = 2] =1 = IZE.
11 -1 1
396. f: [—272} = R, f(z) = 955—21n§+1 fl=z) = —x5—21n11_§ = —2° +

1—=x 1—=x
n1+x <33 n1+x> flz) =
37%dacd 37 > 3" = —22>0 = x€[-1,0]

3" dacd 377 < 3" = 22 <0 = z€]0,1]

0 1 _3-®
37%d 3%dx =
/_1 :v+/0 T 3

kN 2
398. Observam ca termenul general a,, se poate rescrie astfel: a,, = — Z 1-— (7) .
n n

0 1

N
In3
1

-1 3 3 1 4

0:E+ln3+ln3 In3  In3’

Agadar, a, reprezintd suma Riemann asociatd functiei f : [0,1] — R, f(x) = V1 — 22,
[

diviziunii A,, = (0 Lo %) si sistemului de puncte intermediare &, = (l e %)
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Cum f este integrabild, rezultd ca sirul (a,)nen+ este convergent gi avem ca lim a, =

/01 f(z)dz = — ) o

1 1
399. Termenul general se poate rescrie ca n E ———=n E _ =
k=1 n? + kn + k? k=1 n%l—l—%—&—%)

n

n

1
— ] kQ, asadar ca suma Riemann asociatd functiei f : [0,1] — R, f(z) =
n £ + k

1
peop—— diviziunii A,, = (07 %, %,..., ”;17 1) a intervalului [0,1] si sistemului de
2+

1
puncte intermediare &, = (%, 2 ..l 1) Avem lim [|A,l] = lim — =0 si, cum f
n—oo N

1 1
1 1
fe integrabili, 1 & o= | e de = [ de
este integrabila, lim oa, (f,6n) /f ! /0x2+a:+1m /o(a:+§2 ’

1

Cut— + Lt =d / dz = 2 arct (2’5)‘
ult=2x T, avem —_—F = ——= arctan { —
1124 (3)2 V3 V3

2
400. Termenul general a, se poate rescrie astfel: a, = — Z

nl= lw
N

3V3

X Asadar, a,

n

1
reprezintd suma Riemann asociatd functiei f : [0,1] = R, f(z) = G diviziunii A, =
T
<0, %, e %) si sistemului de puncte intermediare &, = (%, e %) Cum f este integra-

3
bil&, rezultd ci girul (a,)nen« este convergent si avem ca lim a, = / f(z)dz =1n 3>
n—oo

1
In1 = 0. Folosim inegalitatea: Yz > 0, ln(l +1z) < z pentru z = 55 si obtinem lng < -
401. Avem lim En In {/1 —|— — = lim — E In (1—|— ) 1 lim 2 En In (1—|—%) =
n—o0 n—oo n 2 n—oomn n
k=1 k=1
3
1 301 1 3
/1 Inzxdx = bx(lnx—l)}l = 5-3-(1n3—1)—§-1-(1n1—1) = §ln3—1.

402. [ = nlL)HoloﬁZ \F 27 = 1 #dx. Con-

1
sideram functia f : [0,1] — R, f(z) = ———, care este continua pe [0,1]. Fiindca
functia este strict descrescétoare pe [0,1], avem: max f(z) = f(0) = —= = 1 si

€[0,1] V1

1 | 1
min f(x) = f(1) = . Prin urmare dx</ ldz si
ze[o,uf” W= /\/T /\/T ’
obtinem {<1.

1 1 1 & 1
403. lim +-.-+7>:hmf - =
n—o0 n2+32 \/n2+62 n2 + (3n)2 n—)oonkz_l ) 2
- 1+<;>
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- lim — dz. Evaluam integrala:

3
1
3n_>oon k=1 /1+ % /0 V14 22

{ln (x +vVaZ+ 1)} . (3 + f) Inl=1In (3 + f) Astfel, rezultatul final este:
é In (3+/10).

/3\/ :
= dz =
0 1422

eV2n
404. Rescriem limita astfel: lim

n—00 n

1 — !
= lim — Zeﬂ% = / eV2% dg. Calculdm

1
. 1 hE 1 1
aceasta integrala: / eV dg = [—eﬂ“} = eV2 — 0 =
0

105, (= tim (n-3 ) (Y (- 55)
T nboon k:1n2—|—k2  n—oon — n2 + k2

o
3[\3‘
=
Sl
[\
~/
8
S
—_
N——

1 n 2 1 n 1
= nh—>nolo n(; (ﬁ)) = nlggo ;(Z i = ) Observam ci limita este o suma
1

1
1 2
Riemann: ¢ = /0 1522 dx = arctg = ) =arctg 1 = Z = arcsin B
1 lp 2P
406. Putem rescrie termenul general astfel: a,, = — re — E ( )
n np

Se observa suma Riemann asociata functiei integrabile f : [0,1] — R, f(x) = «P, diviz-

iunii A,, = (O, 711,. . %) si sistemului de puncte intermediare &, = (%, e %) Asadar,
! Pl 1
trecand la limita obtinem: lim a, = / zPdr = = —.
noe T g p1| ptl
407. Vom rescrie suma din limitd intr-o sum& Riemann atasatd functiei f : [0,5] —
7
4 + 3 1007 4 15n 5 QOz + 3n 5 5
R, f(x) = :E 5 : —E = —~7.L7:E—-
2r+1 = n + 10in ‘ n+10i = n 101+1 = n
5
4243 5  5n
7? . Am obtinut astfel suma Riemann atasata lui f, diviziunii A,, = (O, — —)
i n n
2-—+1
" 5  5n
si sistemului de puncte intermediare &, = (77 e —) Trecand la limita obtinem:
n n

o1
n 4-—+3 5
1007 + 15 5 4 3 2(2 1 1

hmE it n:limgf-i / x+d_/wdx:
n—o00 n?+10in  n—ooi—=n 1 0 2z+1 B 2z +1

i=1 2. — —‘rl
5"
:10+§1n11.

5

1
2 dzr = (2 In2 1
| et e = ot me )

7k _
408. Folosind suma Riemann cu diviziunea {— | k = 0,n} si sistemul de puncte inteme-
n

Tk N 1
diare {; | k= 0,n — 1} pentru functia f : [0,7] = R, f(z) = ——, limita sirului este

Vi+z
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T odx
/0 Ve =2(2v2 - 1).

409. Observam cd suma B este suma Riemann atasatd functiei integrabile f : [1,5] —

R, f(z) = V1 + 23, diviziunii A,, = (1, 1+ %, ey 1+ %”) si sistemului de puncte inter-

mediare &, = (1 + %, ey 14 47”), asadar limita sumei va fi integrala lui f pe [1,5].
I~k .k ! tcos (vt) |1 [" cos(zt
410. f(z) = lim ~ > “sin— :/ tsin (zt)dt, f(z) = —M‘ +/ cos (t) 4,
n—oo n L=m n 0 T 0 Jo z
cosr sinzx " . " o2 " i
=— +—5-, Vo € R*. Afirmatia : z? f(z)dx = (—xcosx+sinz)de =4 €
T T . 0 0 .
) L .. sinT —xcosx L'Hespital ;. —Tsinw .
Q. Afirmatia . ilg}) flz) = ili% — Q= - ilil}) —oy = 0. Afirmatia
: f este continud pe (0,00), deci va admite primitive pe acest interval.
n n n
1 1 1 1
411. lim n ———— = lim n ———— = lim — Y
n—00 ;k2+3kn+2n2 n—00 ;n2(2+%+%) n—>oonkz=:12+%+%
1

Fie functia f : [0,1] — R, f(x) = , [ continud si integrabilda pe R. Pentru

22+ 32+ 2

12 n=1 1) a intervalului [0,1] si &, =

fiecare n se considera diviziunea A, = (0,,,=,..., ==,

(%, %, cee "T_l, 1) sistemul de puncte intermediare asociat diviziunii A,,. Pentru fiecare n,

termenul z,, este suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A,, si sistemului de puncte

1
intermediare &, adicd x, = oa, (f,&,). Avem lim [|A,|| = lim — = 0si, cum f este in-
n—oo n—oo N

1 1 1 ! 1
.lv 1- — — T —— = N~ =
tegrabild, lim oa, (f,6n) /0 f(x)dx /O P /0 GrDEr)

1 1
1 1 4

/ da:—/ dr =1n-.
0o x+1 0o T+2 3

N s T 2 n—1)m
412. Inmultim =, cu m 7z, = —(Sin— + sin— + --- 4 sin u) Pentru
n n n n
e T 27 (n—1)m . : .
fiecare n, consideram diviziunea A, = (O, — e, 7,7r) intervalului [0, 7] si
n'n n
. i km g
punctele intermediare £, = — pentru k= 1,2,...,n—1: 7z, = — - Z sin (—) Ob-
n no = n

servam ci aceastd suma este o suma Riemann pentru functia f(x) = sinz pe intervalul

s

[0, 7]. Astfel, li_>m Ty, :/ sinz dz. Calculam integrala: / sinzdr = [— cosx}o =

2

—cosm— (—cos0) =1+ 1=2. Prin urmare, 7{ =2 = ¢ = —. Deci afirmatia este
™

adevarata.

413. Din imaginea de mai jos se poate observa relatia dintre cercurile C; si C;41, unde

OC = R; (raza cercului C;), OA = R,y (raza cercului C;y1), AC = CB = 4. De aseme-

nea, triunghiul AOC este dreptunghic in C' de unde rezulta relatia intre razele cerurilor
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C;si Ciqr R12+1 = R? + 4%, Prin inductie se aratd cd R? =4+ 16- (i — 1).

>
vs)

414. Aria suprafetei colorate este egald cu diferenta dintre aria cercului de raza 1 si

aria poligonului. Aria poligonului este de 12 ori mai mare decét aria triunghiului isoscel

intern cu cele 2 laturi egale de lungime 1 (raza cercului) si ungiul dintre acestea egal cu

1-1-sin(30°
30°. De aici rezulta ugsor ca A =7 — 12 - # =m—3.

415. Laturile unui triunghi trebuie sa respecte inegalitatea a +b > ¢, unde a,b si ¢ sunt

lungimile laturilor. De aici rezultd > 20—11,2 > 9s120+11 > 2,31 >z => z € (9,31).
Din variantele de rdaspuns, doar x = 10 este corecta.

416. Laturile triunghiului f(7") sunt liniile mijlocii ale triunghiului 7. Prin urmare,

T si f(T) sunt triunghiuri asemenea, deci este adevarata. Centrul de greutate al
triunghiului T este intersectia medianelor. Deoarece mediana unei laturi Injumatateste
linia mijlocie paraleld cu latura, medianele lui f(T") sunt incluse in cele ale lui 7. Deci

T si f(T) au acelasi centru de greutate. Prin inductie obtinem ca este adevarata.
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Centrul cercului circumscris este intersectia mediatoarelor laturilor, iar in cazul unui
triunghi dreptunghic, se afla pe ipotenuza. Deci, daca T este dreptunghic, T si f(T) au

ipotenuze paralele, deci este falsd. Centrul de greutate al triunghiului indicat este

145—-6 3—4+1
5
417.

) deci @ este adevarata.

t 2
Daca urmérim notatiile figurii, atunci: A[AEDA] = z = % —t= l, A[CDFA] =
a

z:%%u:%z, A[BFEA]:y:%(bft)(afu):

—
S
\
U
—
\
1
[\
—
=
(=
~
<
Il

= a
2 2 2 2 ’ ¢ ’
ab (b - x) (a - bz> =ab(b— —x)(a — ZZ) = (ab)® — 2 (ab) (z + 2) + 4z,
a a
m = A[ABCDg] =ab, m?—2m(z+y+2)+4dzz=0, A=4(z+y+2)’—16zz =
) 2 /TE<THy+2 2(x4+y+2) £ 2\/(36 +y+ 2)2 —4xz
4[($+y+2) —4954 > 0, mip = 5 =
:U—i—y—i—z:I:\/(9c—i—y—|—z)2—4xz7 A[ABCDp]>z4+y+z=m=me=x+y+2z+

\/(x+y+z)2—4xz, A[DEFA] = A[ABCDg]l — (z4+y+z)=m—(z+y+2z2)=

Vi +y+2)? - 4dzz.

418. Problema se poate rezolva folosind triunghiuri asemenea, iar o posibila solutie este

schitata In figura urmatoare:
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419. Metoda 1. Folosim notatiile: w = CD, h = AC. In acest caz, ideea rezolvarii

problemei este aceea de a observa ca triunghiurile DBCa si DCEA sunt asemenea, de

R N R i

unde se obtine ¢

Metoda a 2-a. In acest caz, vom folosi identitatea trigonometrici tan(a + ) =
tan(a) + tan(f3)

= tan(a) - tan(3)’ unde = CED.
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Notand cu + unghiul ADC = 7 — CDE = 7 — [r — (@4 B)] = a + B, din triunghi-

urile dreptunghice ABCa, AECA si ADCA obtinem ci: tan () = ﬁ,tan B) =
h h tan(a) + tan(B)
oy y,tan () —- Avem — tan(y) = tan(a + B) T tan(a) - tan(d)
h N h
_ a+y+z a+y 2x+y)+2)h
h o @ty sty -k

_x+y+z.:n+y
=@+y)’+z@+y)—Q@+y) +2)z=y>+2y—2% h=/y? + 2y — 22,

420. Solutia este ilustrata in figura de mai jos:

dz +dy+ 2 = d

s 3
4x+4y+z:d2 x—<12+21>~d2,
Solutia sistemului 3x+2y+z=%-d2 este y = (1_\/§_ﬂ->.d2
4 6 ’
T \/3
2 +y+z=-——-| -d*
Y <3 4) z=(§—\/§+1) a2
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421. Notam cu hg, hp, he lungimea Inaltimilor din A, B, respectiv C' si cu S aria tri-

hq 1 1 .
unghiului ABC. Avem ca S = e h—a = % = e = bhb:l_Chc' Cum m(A) = g’
2 2
rezulta ca h csin T ﬁc h bsin T \/gb = L 2a 2a
Z = - = —¢, c = —_ = — — = —
' 3 2 372 7 he bevB b3 b3
+
) 2 2
1 4
= -~ = - . —— Putem exprima a? in functie de b si ¢ folosind teorema cosinusului:
h2 3 b2 ;
1 4 b +c2—bc 4,1 1 1
2 _ 32 2 _ 2 2 _ _
a® =b°+c° —2bccosA = b° + ¢ fbc:sh—gf§~T,§(bj+?7%),
Inlocuind in aceast’ ultimi relatie cu valorile date, obtinem: 1 é(1—1—1— 1) 13
e ey ovtmem: G =gy Ty T3 T
1=h,=1.

422. Cum D se afla pe segmentul AB putem aplica teorema lui Stewart in AABC:

AB?.DC+ AC?-DB = BC(AD*+ DB -DC) = AB? - DC + AC?* - DB — AD? - BC =
BC-DB-DC = (r1+73)*r1 4 (ro+73)*ra — (r1 +ro —1r3)2(r1 +1r9) = (r1 +ro)ror; <=
3422 e s+ 202 b rord — (P24 rd 42420 r —2rors — 2173 ) (11 F12) = riretrira
<= rfrg —H“%rg +1rirory = Tfrg —|—r1r§. In aceastd ultima egalitate putem inlocui r; sirs

cu valorile lor numerice si vom obtine: 4rg+r3+2r3 =4+2 <= Tr3 =6 < r3 = .

7
423. Cunoscand lungimea unei laturi intr-un triunghi echilateral putem afla aria
12V/3 48+/3
acestuia: s = Zf = % = 12v/3. Considersm acum cele 3 triunghiuri inte-

ricare lui ABC formate folosind punctul P ca unul din varfuri: APB, BPC, CPA.

Aria lui ABC va fi suma ariilor acestor 3 triunghiuri. Ariile a doua dintre ele pot

1-4v3 3-4v/3

fi determinate: s; = > = 23,5y = > = 6v/3. Fie z lungimea celei de
-44/3
a treia perpendiculare. Aria celui de al treilea triunghi este: s3 = x 2\[ = 223

= 2V3+6V3+22V3=12V3 = 2 = 2.

424. Fie s aria triunghiului ABC'. Fie de asemenea O centrul semicercului, D punctul

de tangentd pe AB si E punctul de tangenta pe BC. Din proprietatile cercului, stim

ca OD 1 AB sica OF L BC. Asadar, putem exprima aria s in urmatoarele moduri:

AB-BC OD-AB OEFE-BC AB - BC 12

= = AB-BC =r-AB+r-B = — = —

s 5 3 + 5 = C=r +r-BC = r 1B+ BC -
2r 24 24 24 2

Din teorema lui Pitagora avem ca AC' =5. p = =753 > 363

425. Presupunem ca ABC este un triunghi nedegenerat. Cum AN = BN si N este
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mijlocul lui BC atunci AN = BN = NC. Fie acum z = m({BAN) si y = m(LCAN).
Cum triunghiurile ANB i ANC' sunt isoscele vom avea cd m(4B) = z si m(£LC) =y,
dar m(£LA) = m({BAN)+m(£LCAN) = z +y. Acum folosind faptul cd suma maésurilor
unghiurilor unui triunghi este 7 radiani, obtinem c&: (x+y)+z+y =7 = x4y = g, deci
m(£LA) = g In mod analog se obtine ci m(£C) = g, deci m(4£B) = 0, deci triunghiul
ABC este degenerat.

426. Fie a« = BC, b = AC si ¢ = AB. Folosind teorema lui Pitagora avem ca

1
b? + ¢? = a? = 25. Aria triunghiului ABC este Aspc = 3 b-c. Acum folosind ine-

b2 2
galitatea dintre media geometrica i cea patratica obtinem ca: vb-c < —;—c
b2 4 2 25 1 25 25 25
b-c< ;C =3 = §~b'c§ T & Aape < R Deci aria maxima este T si se

atinge 1n cazul egalitatii b = ¢, deci in cazul in care triunghiul ABC' este dreptunghic

isoscel.

B2 42— a2 3
427. Relatia 3b% + 3¢? = 2v/3bc 4 3a? se poate rescrie % = % Din teorema
c

3
cosinusului pentru unghiul A deducem cos A = % Cum sin A > 0, se afli tg A = /2.

428. Din teorema lui Pitagora aplicata in triunghiul AABC = BC =/ AC? + AB? =

B
BC = 10. De asemenea, avem AD = TC = 5, de unde AADB isoscel si, folosind

reciproca teoremei unghiului de 30°, deducem gi c& m(£B) = % Aplicand relatia data

AD? + DB? — AB? 1
se obtine Q—ZD-DB :—§:COSD:> sin D =

B
triunghiul AADB rezulta — D= 2R= R=5+#4.

S111

429. Fie AD = b, BD = a, AB = d. Relatia dati devine a(a — v2b) = (d — b)(d + b) <

. Din teorema sinusului In

| S

2 b2 _ d2 2
a? —abV2 = d®> —0® & d® +0* —d® = V2ab & HT = % = cos ADB =
m(LADB) = % Acum se poate calcula usor cd m(LA) = Z

430. Fie AB = ¢,BC = a,AC = b. Aplicam teorema cosinusului pentru unghiul C

. a? + b — ¢ V3 o .
§i avem —— - — = ——~. Daca inlocuim cu formele de la sau ajungem la
ecuatii de gradul 2 in m care fie nu au solutii reale (in cazul ), fie au solutii reale
negative (in cazul ) Inlocuind cu forma din se ajunge la o ecuatie de gradul 4 in
m si se poate arata ca aceasta are 2 solutii reale. Dintre acestea, o solutie este mai mare

decét 3, iar pentru aceasta valoare BC, AC si AB pot fi laturile unui triunghi, deoarece
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verificd inegalitatea triunghiului. Asadar nici nu este corect. Raspunsul corect este

D]

431. Tinand cont de lungimile lui BC si AC, triunghiul nu poate fi echilateral,

deci este adevarat. Calculam lungimea lui AB folosind teorema cosinusului pen-
1
(m?+1)(m? 4+ 1) + (m? — 5)2 —c?
1

tru unghiul C' si obtinem —, de unde rezulta

2(m2? +1)(m? — 5)
7 1
2 =m*+ 1 §m2 = AB?. Asadar si | C | este corect.
b
432. Notdm AB = ¢, AC = b, BC = a. Relatia dati devine v2(1 — —) — ¢ -
c+b c+b
—-b 2b —-b 2c — —-b
¢ . Ultima este echivalenti cu v/2 — V2 @ _ ¢ & V2 —a = ¢ &
a c+b c+b a c+b a
24 2 p2 0
a(\/§c —a) =c - & V2ac—a? =2 - & % = g Acum, folosind
ac
teorema cosinusului deducem ca m(ZB) = 45°, de unde rezultd raspunsul.
— b
433. Fie AB = ¢, AC = b, BC = a, ¢ = b. Relatia din ipotez3 se scrie 2+% -
2 b2 2 3b2 2 1
0. Aceasta este echivalentd cu 2 + GQT =0« CLT)Q =0« ;ﬁ -1 = 3 &
1 a? 1(:)21)2—a2 1<:)b2—|—02—a2 1 Folosind ) i
- — = —= —_— = —= _— = —— in rem in i
552 3 22b2 5 T 5 Folos eorema cosinusulu
T

deducem m(ZA) = 3
434. Fiea=m?>4+m+1,b=2m+1,c=m?—1 lungimile laturilor BC', C A si respectiv

AB. Aplicdm teorema cosinusului unghiului A si deducem ca oricare ar fi m € (1, 00),

(m? =12+ (2m +1)2 — (m? + m + 1)? 2m3 — 2m +m? — 1
avem cos ZA = = — =
2(m? —-1)(2m+1) 2(2m3 —2m+m?2 —1)

1 27
—5 Rezultd ci oricare ar fi m € (1,00), avem m(LA) = 3 Daca exprimam cosinusurile

altor unghiuri, se observa c& expresiile nu vor fi constante pentru m € (1,00). Asadar

singurul raspuns este .
435. Rescripem ctg (ZABC) = v3vV2 -3+ V2: — /2 Adici ctg (ZABC) = V3(v/2 —

[\')

V2 -1
V3—v2

1)+ V2(VZ - 1) & ctg(ZABC) = (V2 + VB)(VZ - 1) =

75°
sin45° —sin30° 9575 75
= . Asadar ct
SIn60° —sind5e . 750 LAt BTy
S D)

= 37°30’.

o

. Cum ctg este bijectiva pe (0,7), deducem

cd m(£LABC) = [
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c

436. Se foloseste relatia a + b = 180 — c¢. De aici rezulta relatiile sin a4 = cos 5.

. . v v C
Asadar este adevarata. Similar, este adevaratam. Cum 0 < = < m, avem

2
b
+ ) Agadar si @ sunt afirmatiile false.

cCO NO NC 1 NO 1 NO 1 - 1 -
437 GAT om Am 2oy Tpddyy T3 = NO=—gMN

Cc a
5 = arccos | cos

438. Pentru a verifica egalitatile vectoriale de mai sus, incercam sa transformam membrul

stang al egalitiiii astfel incat in el si apard vectorii din membrul drept.
Astfel, pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul [A| AD + AB —
CB + CD scriem AD + AB = AC + CD + AC + OB = CB + D + 2AC. De unde
rezultd ci [A | este falsd. Pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul
.JW\HLJ@ — 0 scriem MN + PO = MB + BN + PD + DO — %1@4‘%3?’4‘
755 fDA _ (E + BC 4+ CD + DA) = 0. De unde rezulti ci [ B este adevirat.
Pentru a verlﬁca veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul | C| AB + BC = AD + DC
scriem AB + BC = AC = AD + DC. De unde rezulti ci [C] este adevirati. Pentru a
verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul [D] AD + BC = BD + CA scriem
AD + BC = AL + BD + BC = BD + AB + BC = BD + AC. De unde rezulta ca [D |

este fals.

439. Avem ca W = J\ﬁ + B*]\/k ﬂﬁ + B? ,ﬁ In mod asem#nitor obtinem

ca ]@ = 173 + 17@ fC"[—S + DA = fC’A Insumand cei doi vectori obtinem ca
W + I@ = ﬁ, deci este adevarata. Pornind de la afirmtia anterioara avem ca
W + J@ = m + ]@ + QW/[ = QW/[, adica afirmtia este falsa. Deoarece
@ = %CTZL avem ca Q? = %ﬁ Prin urmare, m + Q? = %1@ + %ﬁ = ﬁ,
adica afirmatia este adevarata. O sa aratam ca @ este falsa calculand fiecare vec-
tor in parte. Mai intai, w = m + @ = 1B—le + EE = EB? Asemanator,
]Vﬁ = ng + @ fB? + C"B 7_573 Daca insumam cei doi vectori ajungem la
faptul ca m + N = 5@ + 5@ = ﬁ, deci @ este falsa.

440. Pentru a afla informatjii referitoare la pozitia punctului G vom calcula vectorul O@ ,

adica O? (OM + 077 + O?) Deoarece M si NV sunt mijloacele laturilor AB si AD
vom avea ¢ O OA + @ ) si (W OA + 53 Daca inlocuim aceste relatii
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mai sus obtinem ca O@ 20A + O? + 20? + @ = 0 deoarece OA + O? = O si
O? + 513 = O . De aici putem concluziona ca O = G, deci este adevarata si implicit
si este adevarata deoarece O € BD. Cum G este centru de greutate pentru triunghiul
M NC se verifica relatia m—i—G—]\}H—Cﬁ = ﬁ, adica este adevarata. Similar, deoarece
G este centru de greutate avem ci MC = %(W + MN + W) = %(W + m) sau
echivalent 31\@ = W + W, deci afirmatia @ este falsa.

—
441. Din Teorema lui Sylvester avem identitatea O—H> = 0OA + O? + Cﬁ care este

cchivalents cu OB + OC = OH — OA = AH, deci [A] este falsa. Putem si mai scriem
echivalent relatia de mai sus astfel BO + CO = HA, ceea ce ne conduce la faptul ci
este adeviiratd. Cum OC — OA+O_B>+(ﬁ ) se observi i OH = 300 sau HO = 3GO,
deci [D] este adevarati. Deoarece HG = 0CG — OH = 0G — 30G = 200G, adici

este falsa.

442. Folosind faptul ca G este centru de greutate in triunghiul M BD putem ajunge la

relatia ﬁ Eg + BM + Eﬁ BM + Eﬁ sau ehivalent BB? BM + Eﬁ
deci este falsa. Slmllar datorita faptului ca G1 este centru de greutate in triunghiul
BCD avem ca CW; = C@ + @ + Cﬁ C@ + @ adica afirmatia este
adevarata. Analog avem ca DG1 DA +D 4§ +D *ﬁ ) sau 3DG1 = DA +D 4§ deoarece
G2 este centru de greutate in triunghlul ABD. Astfel obtinem ca @ este falsa. Pen-

1 — =
tru a verifica veridicitatea afirmatiei vom calcula vectorii f(BGl + BGs) si B@

Avem ci BC = 3BMJFlﬁ)) 3[ BA—i—B? +BD| = BA+B?+2@

BG1+BG2:fﬂ+Bj B?Jrﬁ BA+B7+2B? Astfel am oblc
tinut ca B? BG1 + BGg) dea afirmatia este adevarata.

443. Ar trebul mai Intai remarcat faptul ca @ = 51@ + SB alaturi de necoliniaritatea

punctelor implica ca oricare trei puncte din {A, B, C, D} sunt necoliniare. In caz contrar,
daca presupunem ca avem trei puncte coliniare, putem arata ca al patrulea se gaseste pe
aceeagi dreapta folosind relatia de mai sus. Mai departe, cum oricare trei puncte sunt
necoliniare, deducem ca si vectorii AM, AN sunt necoliniari. Pentru a verifica valoarea de

< .. N . . .. W Y W N .
adevar a afirmatiilor vom Incepe prin a exprima vectorii AN, AM, BN in functie de vec-

336



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

torii zﬁ si E Astfel avem ca ﬁ = SE, de unde mai reiese si ca E + BW = gzﬁ

sau ﬁ = %@ De asemenea, m = iﬁ Inlocuind expresiile vectorilor m si Xﬁ
in relatia lui 1@ obtinem ca /ﬁ = ?ﬁ + gm , deci este adevarata. Deoarece
vectorii F/l si ﬁ sunt necoliniari reprezentarea aceasta este unica, de unde putem ca
este falsd. Pentru a afla valoarea de adevar a afirmatiei vom Inlocui expresia
lui BT7 pentru a obtine ca B = 1034]\; + 3@, de unde este falsi. Inlocuind cele
stiute si la afirmatia @ obtinem ca 15@ = —?(2]?4 — ]@) + 15@ sau echivalent
2;@7 = BW, adica 31@ = %E Astfel concluzionam ca @ este falsa.

444. Deoarece hexagonul ABCDEF este inscris intr-un cerc, punctul O este centrul

cercului circumscris pentru fiecare dintre triunghiurile FAB, ABC, BCD,CDE,DFEF si
EFA. Conform teoremei lui Sylvester avem relatiile OH; = O? + 0_121 + O?, OH,; =
OA+OB+0C, OHs = OB+0C+0D, OH, = 0C+0D+0E, OHs = OD+0E+OF si

OHg = O?#—O?#—O—ZL De aici reiese ca mijloacele segmentelor H1 Hy, HoHs, H3 Hg coin-

cid deoarece %(O—HI—&—O—HZ) = %(OH2+OH5) = %(OHg—i—OHg). Astfel putem deduce ca
cele trei drepte sunt concurente in acest punct, adica este adeviratd. In plus, deoarece
segmentele HyHy, HyHs, H3 Hg au acelasi mijloc vom avea ca fiecare pereche dintre aces-
tea sunt diagonalele unui paralelogram. De aici reiese ca Hy HoHyHy este paralelogram,

adica este adevarata, si HyH3HsHg este paralelogram, deci @ este falsa. Pentru

a determina valoarea de adevar a lui vom determina daca doi vectori sunt paraleli.

Este suficient s& calculam vectorii HiHo, H1H3 si H1Hy §i sa vedem daca sunt paraleli
— ——
cu vectorii corespunzatori. Avem ca HiHy = (ﬂ) + O? + O? — O? — 0A — O? = FT(E’
T
si HsHy = O? + @ + O? — O? — O?’ — @ = ﬁ Acesti doi vectori evident nu sunt

paraleli deoarece dreptele BE si F'C se intersecteaza in interiorul cercului. Printr-un
rationament similar se ajunge la faptul ca ITHg = ﬁ + XB si }m = EE + X[_)),
care din acelasi motiv ca mai devreme nu sunt paraleli, si ca m = ﬁ + E + ﬁ' ,
respectiv }m = /m Aceasta ultimapereche de vectori nu este paralela din ipotezele
problemei. Astfel, este adevarata.

445. Pentru a putea calcula vectorul 07 este necesar sa calculam lungimile segmentelor
OM,OB si BM. Fara a restrange generalitatea putem considera ca cercul are raza 1.
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Atunci segmentul OB = 1 deoarece este raza. Deoarece lungimea segmentului OM este

jumatate din lungimea segmentului AB si triunghiul AOB este echilateral vom avea ca
1

BM = 3 Lungimea segmentului OM se poate calcula folosind Teorema lui Pitagora in

triunghiul OM B sau calculand aria triunghiului AOB in doud moduri pentru a obtine
1
OM + MB + BO

O+ MB-00 + B0-0i) = —2 (V368 00y = — 0B+ —2 0. De
3+43 2 1+3 3+43

aici reiese ca este adevarata si E este falsa. Pentru a determina valoarea de adevar a

(OM -

OM = ? Acum putem calcula vectorul O_[> deoarece 07 =

lui vom incepe prin a observa ca Og = —O§ deoarece avem de a face cu un hexagon

regulat. Astfel, este adevirati. In expresia lui 07 putem inlocui OM cu %(m+0§)

1 ? 1 — 1 ? 1 — 1 ?

OB+ OA+ OB = OA+ —OB.
+V3 3+V3 3+V3 3+V3 V3

Astfel concluzionam ca este si ea adevarata.

pentru a obtine ca 07 = I

446. Pentru fiecare pereche de triunghiuri asemenea avem o latura comuna, deci cele doua

perechi de triunghiuri sunt de fapt congruente. De aici obtinem ca patrulaterele OCF D si
e
OAED sunt paralelograme si prin urmare vom avea ca P—’ﬁ = C@, ﬁ = 55, FEA= 55

si ﬁ = E Puteam acum sa folosim aceste egalitati pentru a determina valoarea de

adeviir a afirmatiilor. EO + FO = ED + DO + FD + DO = AO + CO + 2D0 =
9D0 = DB, deci [ A | este adevirat. Mai departe, 2F0 + ED = 2FD + 2D0 + ED —
200 + 2D0 + A0 = 2D0 + CO = DB + FD = FB, deci [B] este adeviirat. Avem
ci AD + CO = AD + OA = AD + DE = AE, deci [C] este falsa. Pentru [D] avem ca
DE+DE =CO+ A0 = U, deci aceasta afirmatie este falsi.

447. Deoarece punctele A, D si P sunt coliniare in aceasta ordine si AD = DP avem ca

fﬁ)’ = 21@. Similar avem ca B = 21@ . Atunci relatia de la se poate scrie echivalent
m + ﬁ — ﬁ — ﬁ = Ezl + E . Deoarece M, A, B sunt coliniare in aceasta ordine gi
MA = BA avem ca m = z@, iar din faptul ca BC || SR si AD = SR avem ca ﬁ =
E. Putem acum inlocui mai sus pentru a obtine ca J\ﬁ—ﬁ = ﬁwﬁ-zﬁ-ﬁ =
B.1>4 + B = Eﬁ Astfel este adevarata. Putem scrie relatia de echivalent in felul
urmator B?Jm@ = B—1>4+ /ﬁ+ E + D? = 2@ +/ﬁ = 3@, deci este adevarat.
Am folosit mai sus faptul ca E = @, deci ﬁ + D? = 6> In continuare, vom folosi

rationamente similare pentru a exprima vectorii AZG , A@, C ﬁ si N ?’, insa nu vom descrie
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in detaliu acest proces. Vom inlocui formele echivalente ale acestor vectori in pentru
a obtine AN + AQ = AM + MN + AB + BO = BA+ BCO + AB +2BC — SB?,deci
este falsd. Similar avem C’*}% + m = zﬁ + B—z>4 = 6>7 de unde si @ este falsa.

448. Pentru inceput putem observa cd patrulaterele ADBC, ABEC, ABCF sunt rom-

buri deoarece au toate laturile egale. Astfel ele sunt §i paralelograme, iar de aici putem
deduce urmitoarele egalititi FA — CB, FC' = AB,DA — BC,DB = AC,EB —
CAsi EC = BA. Folosind aceste egalititi putem scrie echivalent afirmatiile dupé cum
wmeazi. EC + AD = BA + BC = BA + AP = BF, adici [A] este adevarata.
FD+FE = FA+ AD + FC + CE = FA+ CB + FC + AB = FB + FB, relatie care
este echivalenta cu [ B), deci aceastd afirmatie este adevirata. in continuare, FC'— AD =
FC + DA — AB + BC = AC = BE, deci [C] este adevirat. Se poate observa ci
DC — BE = DA + AC + EB = BC + AC + CA = BC = AF, de unde [D] este falsi.

449. Consideram punctul B ca fiind intersectia dintre dreptele AM si NO. Deoarece

cercul cu centru in I este tangent la fiecare dintre laturile triunghiului AN B, acesta este
chiar centrul cercului inscris triunghiului BN A. Asta inseamna ca pentru a putea cal-
cula vectorii ﬁ si m trebuie sa aflam lungimea segmentelor AB, BN i NA. Deoarece
dreapta AN este tangenta la cercul de centru O, unghiul ZON A este drept, deci si unghiul
BNA este drept. Cum m(A) = 60° va rezulta ci m(B) = 30°. Putem considera fira
lipsa de generalitate ca raza cercului cu centru in O este 1. Atunci, deoarece triunghiul
ON A este dreptunghic in N si m(ZOAN) = 30° ca rezulta ci NA = /3. Reveninid
in triunghiul BNA avem c& sin(ZNBA) = % de unde rezulta ci BA = 2AN = 2/3.

De asemenea, cos(LNBA) = ?, de unde rezulté ca BN = ﬁAB = §2\[ = 3.
Acum putem calcula vectorul ﬁ ﬂ = — \f@ + Q\fﬁ + 3AA

V3+ 2\f 3 50
1@ + 2@ Deoarece oN = = 2 avem ca @ =

xf 1+ \f
E + Qﬁ de unde reiese ca f@ + 2ﬁ = 31@ Daca inlocuim asta mai sus obtinem

ca ;ﬁ \[1@ deci este adevarat si este fals. Mai departe avem ca

_ N V2
MI = m(\/ﬁmwﬁmmMA) - 3+3¢§(3 \/§)MA+3+3\/§J\W\7>,

deoarece BM = AM si punctele A, B sunt de o parte si de alta a punctului M. Daca
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ﬁ 3—1— 2 —]\%
simplificam formula anterioara ajungem la M[ = LM A+ ——=MN, de unde
3+V3 3+V3

putem concluziona ca este fals gi @ este adevarat.

450. Deoarece dreptele AM gi AN sunt tangente la cercul de centru O avem ca m(ZAMO)+

m(LANO) = 90° + 90° = 180°, deci patrulaterul AMON este inscriptibil. Atunci punc-
tul O; exista indiferent de pozitia punctului A in plan. Asta inseamni ca afirmatia
este falsd. Cercul circumscris patrulaterului AMON este si cercul circumscris triunghiu-
lui AMO. Cum acesta este dreptunghic, cerntrul cercului circumscris coincide cu mijlocul
segmentului OA. Atunci punctele O, Oy, A sunt coliniare in aceasta ordine si AO; = OOx,
ceea ce Inseamna ca m+m = ﬁ De aici, este adevarata. Vom considera ca punc-
tul O se afla pe cercul de centru O. Atunci vom avea ca OA = 200;. Folosind aceasta
OO—]Z = 2000011 = %, de unde m(£ZM AO) = 30° si
implicit m(ZMAN) = 60°. Astfel, este falsa gi @ este adevarata.

informatie putem afla sin(Z/MAO) =

451. Se poate observa ci triunghiul ABC este dreptunghic in A deoarece AB? + AC? =

52 + 122 = 25 + 144 = 169 = BC?. Atunci ortocentrul triunghiului ABC' coincide cu
A, deci A = H. Daca tinem cont de faptul ca O—1>4 + O? + O?’ = 30?, obtinem ca
O—H> + O? + O? = 30@ care implica faptul ca este adevarat. De asemenea, centrul
cercului circumscris coincide cu mijlocul segmentului BC, de unde 1@ = %(E + ﬁ)
sau echivalent 2/@, adica @ este adevarat. Vectorul 07 este dat de formula 07 =
m(m@_ﬁ +1208 +50C) = 3%(130_/4 + 1208 + 500). Astfel obtinem c&
este fals si este adevarat.

452. Vom evidentia cateva proprietatii ale punctului M care se gasesc in forme analoage

i la celelalte mijloace de laturi. Mai exact, MA = ~BA, MDB = %,ﬁ si MO = %R.
De asemenea, pentru punctul O avem ci OA — 5071, OB = %Eﬁ, oC = %ﬁ
si 0D — %ﬁ. Putem folosi aceste informatii pentru aflarea afirmatiilor adevirate.
Putem manipula egalitatea de la [A | astfel MC + ND = MB + BCO + NC + CD —
%ﬂ% +BA+BC+ %B’& - %E’Lx + gﬁ — NO + 3QD, de unde [A] este adevirati.
QM+BD = QA+AM+BC+0D = %Eﬁﬁ%ﬂ%c_ﬁ - %ﬁ%c_ﬁ — NC+CP,
deci [B] este falsa. Similar, AP + BP = AD + DP + BC + CP = AD + BC =
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B? + B? = ZW + 2% = 4%, deci este falsa. Pentru ultima afirmatie avem ca
NQ+DC = NO+00+DC = %@+%@+ﬁ -0 = lﬁfw 1B_CHL ﬁJr BA =
Q_Zl + B—J>\7 + m + ﬁ = Q—]\>4 + m, de unde @ este adevarat.

453. Poligonul A; As ... Asg regulat deoarece triunghiurile A,,_1 A, A,+1 sunt toate con-

gruente intre ele, avand doua perechi de laturi congruente si unghiurile dintre aceste
doud laturi congruente. Similar si poligonul AsAy...Agy este regulat. Atunci cen-
trele de greutate ale acestor poligoane coincide cu centrul cercului in care sunt inscrise
poligoanele. Cum cercul circumscris poligonului A;As ... Agy este circumscris si celor
doud poligoane cu 30 de varfuri, centrele de greutate ale celor doua poligoane mai
mici coincide cu centrul de greutate al poligonului mare, deci G; = G3. Astfel,
este adevarata si este falsa. Mai ramane de vazut daca aceste centre de greutate

e e
se afld sau nu pe dreapta G3G4. Pentru asta putem calcula vectorii G1G3 si G1Gy.

1 —
Mai intai, G1G3 = g(G1A1 + G142 + G1A4). La calculul lui G1G4 vom folosi si

faptul cd G1A31 = —G1A;. Acest fapt este adevarat deoarece dreapta AjAsz; trece
prin centrul cercului circumscris poligonului A; A, ... Agg, deci segmentul Ay As; este di-

ametru si prin urmare A, G1, A3; sunt coliniare in aceasta ordine gi G1A; = G1As;.

— 1
Atunci putem scrie G1G4 in felul urmator G1Gy = g(GlAgl + G1Asze + G1A3y) =

1
fg(GlAl + G1As + G1Ay) = —G1G3 . Putem nota cu M mijlocul segmentului G3Gjy.

1 1 — — —
Atunci G1M = i(GlG?’ +G1Gy) = §(G1G3 — G1G3) = 0, ceea ce inseamnd cd G este
mijlocul segmentului G3G4 si implicit G; € G3G4. Putem astfel concluziona ca este
adevarat si @ este fals.

454. Cercul in care este inscris pentagonul este si cercul circumscris triunghiurilor ABC

si AED. Conform Teoremei lui Sylvester, avem ci OH, = OA + OB + OC' si OHy —
OA+0D+OE. Atunci OH, +OHy = 20A+0B +0C+0D+0E. Daci tinem seama de
faptul ¢ OC — 0A+O_B’+o?+o?+0? ), obtinem ci OA+ OB +0C+0D+0E =
50C. Atunci putem scric OH, + OHy = OA + 500G, deci [B] este falsi si este
adevératé Vectorul OM = 1(O—Hl> + O_Hg) = 1 2@1 + OB +0C + 0D + O_E>

fOA + (OA+ 0B +0C + O_f) +OF), ceea ce inseamn ca [ A | este falsd. Pentru sta-

blhrea valoru de adevar a afirmatiei @ vom verifica implicatia O? = O = M =G.

341



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

Am vazut mai Inainte céO—]\>4 fOA—l— OA—i—O?—i—O?—i—O?—i—O? 70—)44-;0?.

. ? —> . — o
Presupunem ca OG = gl vrem sa aratam ca M = G. Cum O(? = 0, avem ca

OM = fOA + 5_> = 1O—)ﬁl £ 0 _> (ﬁ Astfel, M # G si afirmatia @ este falsa.

— 1
455. Vom incepe prin a calcula vectorul G;Gs5. Avem ca G1Go = g(GlM—i—GlN—i—GlP).

Cum punctele M, N, P sunt mijloacele segmentelor AD, BE respectiv CF, rezultatul

— 1 1
precedent se mai poate scrie si G1Gy = [ (G1A+ Glﬁ) + §(G13 + GlE) + §(G18 +

Gllé)} = E(GIA +G1B+G.C +G1D + G{E + GlF’). Cum G este centrul de greu-

tate al hexagonului avem ca G1A + Glé + Glé + Gllj + GlE + GlF' = ﬁ, de unde
reiese ca CTG; = ﬁ, adica G1 = Ga. Astfel este adevarata. Cum rationamentul
anterior a fost facut in lipsa vreunei proprietati a hexagonului deducem ca G; = G2 in
orice hexagon. Putem deduce de aici ca este falsa. Cum G; = G5 si Go este centrul
de greutate al triunghiului M N P deducem ca G este centrul de greutate al triunghiului
MNP. Triunghiul M N P fiind propriu, acesta are centrul de greutate in interiorul sau si
prin urmare G; ¢ M N. De aici rezultd ca este fals.

456. Vom incepe prin a verifica daca punctul P este centrul de greutate al patrulateru-

lui. Deoarece P este mijlocul segmentului M N avem ca IWJ + m = ﬁ Putem in
continuare sa folosim faptul ca punctele M i N sunt mijloacele laturilor AB, respec-
tiv CD. In consecintd vom avea ci W = 1 P—Zl + ﬁ ) si ]7\7} = 1 ﬁ + ﬁ)
Daca inlocuim mai sus obtinem ca T = PM + }?\/} PA + ﬁ (ﬁ + ﬁ)
sau echivalent P—)ﬁl + ﬁ + ﬁ + ﬁ = O, ceea ce Insemna ca este adevarat.
Aceastd coonditie este echivalenta gi cu faptul cd P este centrul de greutate al pa-
trulaterului, deci si este adevarata. Deoarece P este centru de greutate avem ca
AP — i(ﬂ + AB + AC + E) = i(@ + AC + ﬁ), formula care difera de cea
de la . Pentru a afirma ca este fals mai trebuie verificat ca /ﬁ) #* 6> Acest
fapt este usor de vazut deoarece, din constructia sa, punctului P nu poate fi pe dreapta
AB, deci nu poate coincide cu A. A§adar este intr-adevar fals. Similar ca mai sus,

ﬁ) BA + ﬁ + B? + ﬁ BA + B? + ﬁ , deci @ este adevarat.

457. AM:p~AB+AC; AN—AC’:q-AB—q~AC; AN = q - AB+ (1 —q) - AC;
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1
A, M, N sunt coliniare daci si numai daca b_ 1= deci variantele si sunt adevarate.
q —4q

e J
458. Vom calcula vectorii OM, OG; si OG5 pentru a determina care puncte sunt coliniare.

Avem ca O—]\Zf O? +O? Deoarece ABC'D este paralelogram avem ca @ = —O? si

(ﬁ —OA dec1 OM =—— OA—|—O? Deoarece G1 este centrul de greutate al triunghi-
ului AMB va avea loc 0G1 L(0M +04+0B) = |- (0A+0B) + 04 + OB
60A+5§ :—fOM MalavemcaOGg— 0?+0A+5§ 0A+5§

—fOM = 20G1 Aceste relatii arata ca punctele O, M, Gl, (i3 sunt toate cohmare deci
, respectiv sunt adevarate. Deoarece OG1 = —gOM , avem ca O apartine seg-
mentului M G;. Prin urmare este adevarata. Cum si @ se exclud reciproc, @
este falsa.

—
459. Vom incepe prin a calcula vectorii ﬁ si AG;. Mai intai, deoarece G este centrul

de greutate al triunghiului ABC vom avea ca AC = AA + AB + ﬁ (ﬁ + @)
Mai departe, deoarece (G; este centrul de greutate al triunghiului BCA; vom avea ca
A—Gl> = %(14—AI+1@+A_5*) = %(1@4‘@)4‘%@) = @Jr%m.Astfel, A_Al> =
?)A—Gl> — ﬁ Deoarece punctele A, G, G; sunt coliniare si vectorii jﬁ si A—>Gl sunt col-
iniari. Putem deduce de aici cad gi cei doi vectori sunt coliniari si cu A—Al> pentru ca
14—Al> = 3A—Gl> — ﬁ Atunci punctele A, G,G1, A1 sunt toate coliniare. Deci afirmatia
este adevarata. Deoarece triunghiul BC'A; este echilateral vom avea ca A1G1 L BC.
Deoarece A, G,G1, Ay sunt coliniare i AG1 BC. Atunci AG este mediatoarea segmentu-
lui BC, deci triunghiul ABC este isoscel in A. Prin urmare, este adevarat. Afirmatia
este falsa deoarece punctele A, G, A; sunt coliniare indiferent de triunghiul ABC),
deci coliniaritatea lor nu poate implica ca acesta este mai mult decat isoscel in A. Putem
face un rationament similar ca la inceput pentru a arata ca, daca punctele B, G, G2 sunt
coliniare, triunghiul ABC este isoscel in B. Triunghiul fiind isoscel si in B, el este echi-
lateral. Astfel, @ este adevarata.

460. Pentru a determina daca punctele A, M,G sunt coliniare vom calcula vectorii

—
AM € ﬁ Punctul G este centrul de greutate al pentagonului, deci vom avea ca
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al

’—‘cn

= EMJH@JF/@JFEJHE} = EEJH@JFEJF@.Mai departe,
AGs) = AA+E+ﬁ AA+E+E (ﬁ+ﬁ+

E + ﬁ) Atunci AM = 61@, deci punctele A, M, G sunt coliniare i prin urmare

AN = 5(AG1+

este adevarat. Rationamentul anterior a fost facut farda a presupune vreo proprietate a
patrulaterului BCDE, deci faptul ca A, M, G sunt coliniare este adevarat si daca BCDFE
nu este paralelogram. Din asta va rezulta ca @ este falsa. Pentru a verifica valoarea
de adevar a afirmatiilor si vom calcula vectorul (TG; si vom obtine CTG; =
AG,- A6, = L(AD+ AB)+ L (A¢ 4 AB) = }(AD-AC)+ L (AE-AB) = } @D+ BE).
Daca G1G2 || CD avem ca vectorii (TG; si @ sunt coliniari. Prin urmare si perechea
de vectori (TG; si BE sunt coliniari. Atunci BE || CD. Reciproc, dacd BE || CD
avem ca vectorii C,’B si B? sunt coliniari, iar atunci si CTG; va fi coliniar cu ei. Deci,
G1Gs || CD si implicatia reciprocé este adevarata. Asadar, este adevarat. Putem
face un rationament similar pentru a ardta ci, dacd G1G» || BE, G1G» || CD. Afirmatia
este falsa deoarece putem considera pentagonul ABC DFE in care patrulaterul BCDFE
este trapez cu CD || BE. Atunci vom avea cd G1G2 || BE, dar BC si DE nu sunt

paralele. Prin urmare, cele doua conditii nu sunt echivalente.

461. Avem ci AC = AA—i—@—I—B—I—ﬁ—i—ﬁ—hﬁ (ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ)

si AM = %(A—G;-FA—G;) =3 g(ﬂ+,ﬁ+ﬁ)+g(ﬁ+ﬂf+ﬁ) = %(A_B)Jr
@ + E + E + ﬁ) = m, deci M = G. Am folosit mai sus faptul ca G,G1,Gs
sunt centre de greutate. Afirmatia este falsa deoarece coliniaritate punctelor im-
plica faptul ca existda un numar real nenul k astfel incat zﬁ = k/ﬁ sau echivalent
AB + AC + AB + AF = (6k — 1)@ Egalitatea vectoriald de la este doar o partic-
ularizare pentru k = é este adevarata deoarece centrul de greutate al unui hexagon
regulat este centrul cercului in care acesta poate fi Inscris. In acest caz avem sica AD
este diametru, deci A, G, D sunt coliniare. este clar adevarata deoarece M = G.
Conditia 1@ + ,@ + zﬁ + E + ﬁ = 6> este echivalenta cu faptul ca A este centrul de
greutate al hexagonului, deci A = M. Atunci A este si mijlocul segmentului G;G3. Cum
hexagonul este convex, aceste puncte se gasesc in interiorul sau si prin urmare si mijlocul

segmentului se gasegte in interiorul hexagonului. Deoarece A este un varf al hexagonului,
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%
el nu poate fi in interior. Astfel, conditia ca E + ﬁ + B + E + ﬁ = 0 este
mereu falsa. Pe de alta parte, am vazut ci, in cazul unui hexagon regulat, A, M, D sunt
coliniare. Astfel cele doua afirmatii nu pot fi echivalente si @ este falsa.

—
462. Din Teorema lui Sylvester avem ca O? =0A+ O? + O? Deoarece G este cen-

trul de greutate al triunghiului vom avea ca O?’ 3 OA + O? O? Astfel se poate
observa ca are loc egalitatea (ﬁ[ = 30? sau O? = —3@, deci vectorii sunt coliniari si
prin urmare este adevarata. Rationamentul anterior este valabil pentru orice triunghi
ABC, deci din simpla conditie de coliniaritate nu putem deduce proprietati ale triunghi-
ului. Prin urmare este falsa deoarece conditia de coliniaritate nu poate implica faptul
ca triunghiul este dreptunghic. Deoarece (773 = —3@, avem gi ca —ﬁ = —3@ care
se scrie echivalent Iﬁ = 3@, deci coliniaritatea vectorilor O—I->I si C@ este echivalenta
cu coliniaritatea vectorilor Iﬁ si @ Cum prima coliniaritate nu poate implica faptul
ca triunghiul ABC' este isoscel, nici coliniaritatea vectorilor ﬁ@ si C@ nu poate implica
faptul ca triunghiul ABC' este isoscel. Prin urmare, este falsa. @ este clar falsa

deoarece si sunt false.

463. Pornim de la faptul ca daca vectorii ﬁ si 21@ + 51@ sunt coliniari exista un

numir real nenul k astfel incit AB = 2kAC + 5EAD = 2k(aAB + SAD) + 5kAD =
Qakﬁ + (2k6 + 5/{)@ Cum vectorii E si E sunt necoliniari si k este nenul, vom
obtine ca 26+ 5 = 0 sau § = —g. Valoarea parametrului o poate fi orice numar real
nenul deoarece pentru un o € R* putem alege k = i pentru a avea loc conditia de col-
iniaritate. Prin urmare, afirmatiile pentru care a # 0 i g = —g sunt singurele adevrate.

Astfel, si sunt false, iar si @ sunt adevarate.

. — =
464. Incepem prin a calcula vectorii OG; si OG3. Deoarece GGy este centrul de greu-

tate al triunghiului ACD, avem ca O—G1> = OA + O? + @ Din faptul ca G5 este
centrul de greutate al triunghiului BC'D avem ca OG2 = 5(0? + O? + @) Din fap-
tul ca vectorii O—C}’1> si O—G2> sunt coliniari va exista un numar real nenul « astfel incat
O—G1> = aO—G;, care se poate scrie echivalent CT‘l + Cﬁ + @ = a@ + aO?’ + a@.
Vom rescrie aceastd egalitate astfel OA— OB = (a— 1)(0? + 55) In continuare vom
folosi faptul ci existd un numér real nenul B astfel incat OC — BOA si OD — BOB.
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Acest fapt este adevarat deoarece AAOB ~ ACOD. Rescriem relatia de mai sus ast-
fel: OA — aOB = Bla — 1)(O_z>4 + @) Deoarece vectorii OA si OB sunt necol-
iniari va rezulta ¢ 1 = B(a — 1) si —a = B(a — 1). Astfel putem ajunge la faptul

ca a = —1, deci OG; = —0G,. Inlocuim in relatia G1i3 = kG1G> pentru a obtine

G0 = kE(OG1 — OG2) = kE(OG1 + OG1) = 2kOG;. Deoarece vectorul OG; este nenul,
1
deducem ca 2k = —1 sau k = —5 Atunci singura afirmatie corecta este .

465. Deoarece patrulaterele ABCD,AEFD si DFGC sunt paralelograme avem ca

FG = DC = B, B = AD s DF = AE. In plus, 40, = (4B + AD), 40, =
%(E —lwﬁ) si A—Og> — 4D + %(D?—&- D?) —AD + %(xﬁ + /ﬁ) Se poate observa ca
AO1+AO; = AOs3, deci patrulaterul AO1030 este paralelogram. De aici deducem c&a

este adevarata si este falsa. Rezultatul precedent se mai poate demonstra si aratand
1 1 1 —
ci 0204 = A0y — Ay = @+§(E§+ﬁ)— §(E+ﬁ) - §(E+,ﬁ) — 40;.

Atunci vom avea ca AO; || 0203 si AO; = 0:20s3. In continuare vom nota cu M mijlocul

— 1
segmentului 0203. Avem ca 01M = (0102 + 0103) = 5(01A + 0103 + 0103) =
0,05 — %Ao1 — A0, — i(ﬁJrﬁ) - %(ﬁ—hﬁ) - %(E—hﬁ) - %ﬁJr iﬁ’).

—
Daca O1M || DF, atunci O1 M si Bﬁ sunt coliniari, deci si ﬁ este coliniar cu acesti

N |

vectori. Reciproc, daca vectorii ﬁ si lﬁ sunt coliniari, rezulta ca m este coliniar cu
ei, deci O1M || DF. Astfel obtinem ca @ este adevarata. este falsa deoarece putem
construi paralelogramele astfel incat vectorii ﬁ si 51? sa fie necoliniari. De exemplu,
putem considera cd BECF este un paralelogram gi punctele A, D sunt alese pe BE, re-
spectiv C'F astfel incat AD || BC. Atunci vectorii BD si DF nu sunt coliniari.

466. Pentru a verifica valoarea de adevar a afirmatiilor si vom calcula vectorul

= . . a L as e S AAT
G1G2. Vom avea nevoie mai intai de vectorii GG si GG4. Deoarece Gy este centrul de

1
§(G—1>4+C¥—131>)=

1 1 1 1 1
5 [C:—,>4+2(G_f4+6@)] - 5cﬁl + EG?. Similar, GGy = g(@ +GA+Goy) =

— 1 ——
greutate al triunghiului AGB;, avem cd GG, = g((ﬁ + CTZl +GBy) =

1 — 1 1 1 1

g(cﬁHGCl) -3 [cﬁu 5(cﬁ + cﬁ%)] - 5cﬁu écﬁ. Atunci GGy = GGy — GG, =
%G_fl + %cﬁ - %G_Zx - écﬁ - éc_é De aici BC || G1Ga si BC = 6G1Gs. Astfel
G1GoBC este trapez, dar nu este paralelogram, deci este fals si este adevarat.
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— 1 —
Avem B{Cq == 56@ = 3G1G2, deoarece B1C1 este linie mijlocie in triunghiul ABC.
Prin urmare este adevarat si @ este fals.

467. Consideram originea reperului cartezian xOy ca fiind originea vectorilor de pozitie.

- = =
ABCD este paralelogram@ﬁ—i—r_c) =T +Th & (a+pB)i +j =7 at+p=0
Deci avem o infinitate de perechi (a, 8) pentru care ABCD este paralelogram.

468. A, B, C sunt coliniare < exista t numar real astfel incat e =t-Th+ (1-

— — — —
By ipeai +a2j =tj +(1—1t)i & a=1—tsia® =+t Eliminand ¢ obtinem:
~1++5 -1-5

a2+a—1:0®a:Tsaua: 3
- — —
469. In reperul cartezian Oy consideram ¢ versorul axei Oz, iar j versorul axei Oy.
o e . A - —
Cautam o functie f : D — R, unde D C R astfel incat o (t) =t- i + f(t)- j . Astfel
— — — —

obtinemca: t- i + f(t): j =a?- i +32%- j st=2%5 f(t) =322 & f(t) =3t si
t=22z€RDar D={t|Iz € R al t =22} = D =[0;00]. Avem ci f : [0;00] — R,

f(t) = 3t, deci locul geometric este o semidreapta.

MB - NC  PA_OTTMT AN e TN S T TE T
1
773 = r—c> + a 77{. Fie G si G’ centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, re-
1+« 1+«

1
spectiv MNP. Atunci: 7& = 3 (1T4>+7Tg>+r—c>), respectiv. g = 3 (174)+7TV>+E>>) =

1 1 a 1 « 1 «
( i+ B+ 5+ e+ ré + ‘>):

s\I4a" "T5a " 150" T v 1+a ¢ 11a
1 (1
=3 (1+a) (T1A++ s +7¢) = 7¢, deci triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru
!

de greutate. Aratam ca afirmatiile si sunt false. Pentru aceasta construim
un contraexemplu: Fie triunghiul ABC dreptunghic in A, si a = 1, deci MNP va fi

triunghiul format cu mijloacele laturilor triunghiului ABC. Aratam ca triunghiul M N P
T T
y o [CTTA TATTE
2 2
AC - BA =0, deoarece AB | AC'. Ortocentrul triunghiului ABC' este A, iar ortocentrul

este dreptunghic in N. 13 *ﬁ TN — TM) . (773 — N

triunghiului M N P, este N,(ambele fiind triunghiuri dreptunghice), iar in ceea ce priveste
centrul cercului circumscris, in cazul triunghiului ABC' este mijlocul lui BC', iar in cazul
triunghiului M N P este mijlocul lui M P (ambele fiind triunghiuri dreptunghice).

471. Fiet,u € [0,1] astfel incat T (t) = ¥ (u) & t-TA+(1—t) 75 = u-ri+(1—u) 75 &

(t—w) 7% —(t—u) TE =0 (t—u)-(Ff —T8) =0 (t —u)- BA=0. Dar BA# 0

347



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

(punctele A i B sunt distincte) deci t—u = 0 & t = u, deci 7 este injectivi. Presupunem
c& U ar fi surjectivi, si considerim vectorul —74 + 277. Atunci va exista t € [0,1] cu
7(1&) = A+ 2B &t rA—i—(l—t) B =-TA+2E & (t—i—l)BA- O =t = —1 ceea
ce este imposibil. Acum fie t € [0,1] astfel incat U (t) =74 < (t—1)-7TA+(1—t)-75 =
_> (t—-1) B—/i «t> t = 1. Deci si sunt adevarate.

— - =
472. Fier—g:x- i +y-j,ay € R=>3-7¢=7A+rp+1C=3i +3j] =

2+2)i +B34+y)j @x=1gy=0.

1
473. Calculim 7., Yn € N. Mai intéi avem ci 7d, ,, = 3 (ra. + 75 +72), Vn € N

—_ 1 31
ra,

(1). Aratam prin inductie ca =—7ri+ (75 +7¢), ¥n € N (x). Cazul n = 0

3n 2-3n
este trivial, deoarece r_Gg = 74. Acum presupunem afirmatia adevarata pentru k € N
1 3k—1
si aratam ca este adevaratd si pentru k + 1. VE) = 3777 + 5 3k (ﬁg> + ?".C>) Folosind
y 1 3k—1 1
(1) avem ca T—G>k+1 = g(T.GZ"‘@"‘T.C)) = 3k+177+ 9. 3k+1 (7TB>+7".C>)+§(773>+T.C>) =
3F—142.3 1 31 . .
— 3k+17§> 5 gkl (rg+rd) = 3k+177+ 5 gkl (rB—i—r_C)). Deci afirmatia

este adeviirata si pentru k+ 1 deci conform inductiei matematice (x) este adevirata, deci

1 3" —1
@ este adevarata. lim 17 = lim —74 +

1
(7B +7¢) = 5 (73 +7¢), deci [B]
este adevarata. Pentru a arata ca toate punctele G,, se afla pe aceeasi dreapta, aratam

ca fiecare punct G,, se afla pe dreapta AM, unde M este mijlocul lui BC. Evident ca

1 _, 3" —1_> 1 3"-1
— C — =1
3nrA+ 30 um 3n—|— p

obtinem ca G, se afla pe dreapta AM, Vn € N, deci este adevarata.

1
= 3 (75 + 7¢), si folosind (%) avem c& 7g, =

474. Distingem doua cazuri: 1@ = 2@ sau 1@ = —2@. In primul caz avem ca:

1
RC—TA=2f — A =75 =5 (FA+7¢)
— 3, 1,
Inaldoﬂeacazrc—rA——27‘B+27’A:>TB:§TA_§TC

475. Fie I, G, centrul cercului inscris, respectiv centrul de greutate al triunghiului

AnAn+1 o BanJrl o CnCnJrl o
An+1Bn B Bn—i—lcn B Cn-i—lAn B

AnB,C,Yn eN. Cum I, = I,,41 (=1),Vn € Ngi

1 1, 1 o
e
a 1 — I (I+a)(ra, +78, +7¢,) _
= = — - = :>Gn:
lta T 1ra TC++1+ i) 3 1+a G

Gnt1 (= G), ¥n € N. Fie acum S,, = int(4,,B,C},) (multimea punctelor interioare tri-
unghiului 4, B,C,,). Evident cd Sp41 C Sn, si {I,G} €S, Vn e N={I,G} C N S».
n=1
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Dar triunghiurile A, B,,C,, devin din ce in ce mai mici, si nu au laturi comune, deci la
oo

limita ele vor degenera. Astfel [\ S,, va contine un singur punct = I = G, deci triunghiul
n=1

AgByCy este echilateral.

-, -,

476. Vectorii nu sunt perpendiculari = @-b # 0. (@ +b) - (@ —b) = |@> — |b|? =
477. 6AM = 34D + 3AC — 5BC = 6(AB + BM) = 34B + 3AC — 5BC —>

6BM — —3AB + 3AC — 5BC = 3BC — 5BC = —2BC —> B,C, M sunt coliniare si
BM - BC = —3|B—]\>4|2 < 0. Deci, avem si adevirate.

478. AC-BC =1- (-3)+3-1=0, |/ﬁ|2 =12+3%= |B?|2 = ABC este dreptunghic

isoscel.

479. Fie zOy reperul cartezian cu ¢, j versorii axei Ox, respectiv Oy. Triunghiul
ABC este dreptunghic In A daca si numai daca AB 1 AC < zﬁ . ﬁ =0, dar zﬁ =
—?—7—(27—1—7) = —3?—27. Analog se obtine i AC = (2&—2)7—}—(042—404—1—3)7 =
AB . AC = 320 —2) —2(a? —4a+3) = 22 +2a =0 & —2a(a—1) =0 &
a=0= (C(0,4) sau « =1 = C(2,1). Deci convine doar varianta cu o = 0 deoarece in

celalalt caz punctul C' coincide cu punctul A, si astfel triunghiul ABC' este degenerat.

480. Daca ABCD este romb atunci el este paralelogram si diagnoalele sale sunt per-

pendiculare. Cum /@ = 737 + 47) = D? obtinem ca ABCD este paralelogram. Mai
trebuie sa impunem conditia ca diagonalele sa fie perpendiculare, deci 1@ . @ =
AC = (—3) z—l—(ﬁ+4]§1ﬁ a+3)7+(ﬂ—4)7:>B~i§ﬁ:a2+ﬂ2—25:
a? + B2 = 25, ceea ce ne aratd ci avem o infinitate de perechi de numere reale (o, 3)
pentru care ABC'D este romb.

481.  Pentru ca U si fie injectivii, fie (m,n),(s,t) € R2 i ¥ (m,n) = U(s,1) <

md —l—n? =sad +t_b>. fnmul‘gind relatia la dreapta cu d se obtine ca (mﬂ> —i—n_b)) T
(5T +t8)- T o md-T+nb- -7 =s7-T+tb-7 o m-[@ =s- [
Dar |E>| # 0 = m = s. Analog iInmultind relatia la dreapta cu 7 se obtine ca
n=t= (mn) = (st), deci U este injectivd. Fie @ un vector din plan. Ciutim
(a, B) astfel incat 7(05,6) =U & ad+ B? = . Utilizand acelasi rationament ca si
7P =7 -a s

mai sus, dupa inmultire la dreapta cu d se obtine ca « - d = o= ik
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7D
Analog se obtine ca g = = deci U € Im?, VU vector din plan, deci o este surjec-

bl

tiva, iar folosind faptul ca este si injectiva, ea va fi si inversabila.

482. BA =37 §iBC = 27 —27 = BA =35 BC = /[_22 1 (-2)? = 2,/2.

BA-BC=3(-2)+0-(-2) = —6. Dar BA- BC = |BA| - |BC| - cos(4ABC) < —6 =

1
3-2v/2 - cos(£LABC) = cos(£ABC) = G = LABC = %T

483. Se observa cd punctele A(0,3) si B(—2,0) se afli pe dreapta d. Atunci AB =
—27 —37. Acum fie P(x,y) cu z,y € R proiectia lui M pe dreapta d. Evident ca P € d,
deci 3z — 2y +6 = 0, si MDP = (x — 5)7> + (y — 4)7> Impunem conditia c& MP L d,
adici MP L AB < MP-AB =04 —2(x—5) —3(y —4) = 0 < —2z — 3y + 22 = 0.

3r—2y+6=0
Agadar am obtinut sistemul =z =2gly=06,deci P(2,6).

—2z—-3y+22=0
. . . - - A . - .
484. ABC' este triunghi deci d+b+¢=0. Dupa inmultire cu b se obtine

e -
cd: @ - b +|b|2+ - b = 0, dar fiecare termen din membrul stang este pozitiv

=30 = |7\2 — 7 B =0=10 = 0, deci B = C = triunghiul ABC este degenerat.

— - = —
485. [P =72=(d+ b)>>=|dP+2db +|0|* Dar |2)? = (|| +|b])?

== - = = = —
@12 4+2/@|| b |+| b Deci [@2+2d - b +|b]>2=|dP+2T|-|b|+|b)Ped b =
@[5 < |- (1- cos(,g(ﬁ,?))) = 0, deci cos(£(@, b)) = 1 = vectorii @ si b

o . . . - = .
sunt coliniari. In cazul in care ar fi opusi atunci Z=d+0b=0 , ceea ce ar contrazice

faptul ca 7 este nenul.

486. AB = \/(zp —24)? + (yp —ya)> = V42 +32 = 5. Metoda 1. AB = AM =

BM <= AB?=AM?=BM? < (a+1)?>+(b+2)?>=(a—3)2+(b—1)?=25...

Metoda 2 Fie C mijlocul segmentului [AB]; notam cu d mediatoarea segmentului [AB].

1 3 4
dJ_AB,CEdﬁC’(l,fi;mAB:Zémd:fg. d:y—y.=my(x —zc) =
T y 1
5
d:4:c+3yf§:(). AB : |1 —2 1| =0= AB: 3z +4y+5=0. hy =

3 1 1
*3CEM+4ZJM+5| . |73mM+4yM+5|

dist(M, AB) = | Ent -

= |*3IM+4?JM+5| =

350



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

5
25\/§:> 4xM+3ny§:O

2 25v/3

—3$M+4yM+5:—T
8 11 4 15 14 9
487. D(=,—), E(=,—), F(—,=), AD : 1lx — 5y —11 =0, BE : x — 4 =
(3:3) E(5 =), Fl5 ) z — 5y 0, r—4y+8 =0,
CF :8x+ 7y —40=0.
7T
488. Fie M mijlocul lui AB astfel incat M (2,2>. Dreapta OC' are ecuatia y = =,

deci M apartine lui OC. Prin urmare, OC' este mediana lui AB. Panta lui OC este 1 iar
panta lui AB este —%, deci dreptele nu sunt perpendiculare. Astfel, OC este mediana,
dar nu inaltimea. Prin urmare, triunghiul AOB nu este isoscel, ceea ce Inseamna cé nu
mai poate fi o alta linie importanta.

489. Intr-adevir pantele dreptelor AB si AC sunt map = —1 respectiv mac = 1.

Agadar AB | AC deoarece map - mac = —1. Adevarat. Orice triunghi XY Z are
acelagi centru de greutate cu triunghiul sdu median intrucat dreapta suport a oricarei
mediane a triunghiului XY Z este dreapta suport pentru o mediana a triunghiului me-
dian al AXY Z. Fals. Ortocentrul triunghiului dreptunghic ABC' este varful drept

A(—4,1), iar ortocentrul triunghiului median M NP, care este dreptunghic, este varful

-79
drept M (T’ 5) @ Fals. Centrul cercului circumscris triunghiului dreptunghic ABC

-79
este mijlocul M(——, =) al ipotenuzei sale, iar centrul cercului circumscris triunghiului

272
11 11
dreptunghic M NP este mijlocul U (—47 4)&1 ipotenuzei sale. Observatie. Pen-

tru calculul coordonatelor centrului de greutate, al ortocentrului sau centrului cercului
cricumscris unui triunghi exista formule binecunoscute. In cazul problemei noastre alter-

nativa aplicarii acestora ar insemna solutii mai lungi mai ales pentru punctele C' si D.

Totusi, pentru B alternativa mai sus mentionata este rezonabila: Coordonatele centrului

—4+(=7)4+0 1+4+5 —11 10
) adica Gaapc( =)

de greutate al triunghiului ABC sunt (

3 ’ 3 373
—T4+04+5 —4+01+5  —4+(=7) 144
Tinadnd seama de faptul ca& M ( , ), N( , ), P( ,
2 2 2 2 2 2
-79 —11 5
adica M(T’ 5), N(-2,3), P(T, 5), deducem ca centrul de greutate al triunghiu-
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7 ~11, 9 5
— +(-2)+(—) s +3+= —11 10

2 2 2) adicé GAMNP(T, 3),

lui MNP are coordonatele ( 3 , 3

fapt care arata ca Gaapc = Gamnp.
V3

490. Din definitia pantei tangentei, map = tané si mgp = tany. Cum map = 3 si
3
mep = —1, obtinem 6 = —, v = —.
CcD ! 6 Y 4

491.  Evident A; are coordonatele (1,1). Cercul Cy (Ag;re) are centrul A, de co-

ordonate (as,a2) si raza ro = ag. Conditia de tangen ti cu cercul C (A1;71) ne con-
duce la valoarea ro = 3 — 2¢/2 Cercul Chnt1 (Apt1;7n41) are centru A, 11 de coordonate
(ant1,Gny1) 8 razd ro11 = ape1. Conditia de tangentd cu cercul Cy, (A,;7,) ne con-
duce la valoarea r,41 = (3 — 2\@) r,. Urmeaza ca r, = (3 — Qﬁ)n_l,Vn eN,n>2
) 9 , dacan =1 )
Atunci s, = 7 (r,)" = o3 , deci s1 + 89 + ... +
77(372\/5) , dacaneNgin>2
Sp = T+ %x/ﬁ (1 — (3 — 2\/5)%_3) ,Vn € N. Urmeaza ca lim (s; +s2+ ...+ 8,) =

n— o0
5 , dacan=1
3 TSy =7 (ry,)" = - deci 51 + 89 + ... +
77(3—2\/5) dacan € Ngin > 2

1—(3-2V2)%
sp o= T(1+(B3=2v2)2+B3-2V2)* 4+ ..+ (3—-2V2)2n D) = pg—— 27 _
(14 V2)2 4+ ( V2) ( V2) ) 1= (3_2v3)
1-(3-2v2)> . . 1
mT———————— oricarear fin € N. Urmeazaca lim (s; +s3+...+8,) = ——— =
12v2 — 16 i, (1 52 )= va-16
44 3v/2
Tﬂ'.

492. Observam urmatoarea regula: Dacd numarul pasului este multiplu de 2, jucatorul

se afld in punctul (4, —2), iar in caz contrar in punctul (2, 2).
1+ (—4)+2 2+ (-1)+ (3)>
3 ’ 3

493. Coordonatele centrului de greutate sunt: G (

1 2
o(12)

— — —
494. Deoarece BA =47 si B? = 214, atunci AB L BC, deci triunghiul ABC' este

dreptunghic in B. Fie acum P(«a,f), o, € R gi P € [CA]. MBNP este patrat =
MP 1 BA = MP||BC. Dar cum BC = 27, deci paralel cu Ox = M(1,3). Ana-
log N(a,1). Pana aici MBNP este dreptunghi, iar impunand conditia ca toate laturile

sa fie egale obtinem cd: MP = PN & a—-1=8—-1< a = . Acum P € [CA].
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—1 5—1
Determinam ecuatia dreptei C A: Ll =13 S2r4+y—-7=0=3a-7=0¢«
T _ _
7 77 7
a=g= 8 =P (3, 3> € [AC], deoarece 1 < 3 < 3. Deci lungimea laturii patratului
7 4
MBNP este - — 1= —.
este o 3 1
495. Determinam ecuatia inaltimii din varful C. h¢ : y;(;) = m¢, unde m¢ este
T —
. 1-2
panta dreptei he. Dar he L AB = m¢c -map = —1 < me - -0 -1 me=-1

= he : x4+ y—1=0. Analog se obtine ca hp : 2z — 3y + 5 = 0. Pentru a gasi coordo-

natele lui H(z,y) trebuie s& gisim intersectia dreptelor he si hp. Deci obtinem sistemul:

z+y—1=0 9 7 9 7

{ :>5x—|—2:O<:>x=—5:>y:5.AstfelH(—5,5>.
2z -3y+5=0

496. Analog ca si la problema precedenta se determina coordonatele ortocentrului

21
H (3, 3). Acum fie O(x,y) si folosind relatia lui Sylvester: O*ﬁ = O_}l + O? + O?

. o 2 = 1 - = - - —
obtinem ci: (3 —2) 7 +(3-y)j =(-1-2) i +(=3-y)j +(-2) T +(1-y)j +(2—
- - 2 - 1 - - - 2 .
)i +(—y)J @(g—x)z +(§—y)] =(1-3z)i +(-2—3y) j :1—3x:§—x51
1 1 7 1 7
—2— = — — = — si = —— 1 - —— .
3y 3 y=z 381y 3,de(:10<6, 6)

497. Fie I(z,y) centrul cercului inscris triunghiului ABC' si dap, dpc, doa ecuatiile

dreptelor ce au ca suport laturile triunghiului. Avem ca: d(I,dap) = d(I,dpc) =
y—1 -1-1

I . D P =
d( ,ch) ar dAB r—9 9 _9
cu axa Ox se obtine ca dp¢o : y + 1 = 0, iar iIn mod ananlog dgca : * — 2 = 0. Folosind
|z — 2y

V5

Relatia |y + 1| = |x — 2| reprezintd ecuatia celor doud bisectoare (interioara si exterioara)

& dap : x — 2y = 0, iar cum BC este paralela

formula distantei de la un punct la o dreaptd obtinem ca: =ly+1| =z —2|
a unghiului A. Noi ne dorim s eliminiam ecuatia bisectoarei exterioare. In primul caz
avem ca: y+1=x—2< x—y— 3 =0 si intersectand cu dreapta AB obtinem punctul

de coordonate (6,3), care este in afara triunghiului ABC, deci y + 1 = x — 2 este ecuatia

bisectoarei exterioare. Deci raménem cu y +1 = -z +2 < x+y — 1 = 0. Analog
|z — 2y| T2 .
entru = |y + 1| se obtine ca =y+1e (V5+2y—2++v5=0. Deci
p 7 ly + 1] § 5 Y ( )y
z+y—1=0
obtinem sistemul: =>z=-1+5gy=2-1+5, de unde
(V5+2)y—z+vV5=0

I(-14++v5,2-v5).
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498. Pentru a determina punctele A, B, C' determinam intersectia dreptelor AB, BC si

raA — QyA +4=0
CA. Alxa,ya) € ABNCA & = ya =0gi x4 = —4, deci A(—4,0).

zA+3ya+4=0
xp—2yp+4=0
B(xB,yB)GABﬂBC<:> = 4rp =0 = xp =03 yBZQ, deci
2ep+yp —2=0
20c +yc —2=0
B(0,2). C(zc,yc) € BCNCA & =5z =10= ¢ =2siyc = —2,
zo+3yc+4=0
deci C(2,-2).
—
499. Punctul M(z,y) este pe cerc & 2%+ (y—1)2 =4 (x). AM = (91:—4)7—1—(3/—2)7>

—— —
si CM :x?—l—(y—l)?. Dreapta AM este tangentd la cerc <— AM 1 CM &
—

AM - CM =0 (z—-4)-2+@y—-2)-y—-1)=0c22+@y—-1)2 -4 —-y+1=0

S 4—4z—y+1=0<«y=>5—4r. Substituind in (x) obtinem ca: 2? + (4 — 4x)? =4
16 £ 2v13 N

S 1722 =320 +12 = 0 = A = 208 = x5 = =

164+2v13 21 —8V13

y1 = 5 —dx =

16 —2V13 21 +8V13

5—4 17 17 :>y2:574$2:574 17
, 16 +2v/13 21 — 813\ . 16 — 2¢/13 21 + 813
Deci M 7 17 st M 7 17 '

500. Cercurile C; si C; sunt tangente < d(0(0,0), M(x,y)) = 2R & OM = 2 &

2% 4+ y? = 4, deci punctele M se afla pe un cerc.

501. Triunghiul AM B este dreptunghic in M < AM?+MB? = AB> & (z+1)%+(y—

2)2+(z—2)2+(y—1)? =32+ (-1)? & 22 +22+1+y° —dy+4+a2? —dox+4+y* —2y+1 =10

1 /1\?
<:>2x2—2x—|—2y2—6y—|—10:10(:>x2—x+y2—3y:0(:>x2—23:-2—|—<2> +9% -

2 2 2 2 2
3 3 1 3 1 3 5
2y - 3 + <2) = <2> + (2) & <x — 2) + (y — 2) =3 Deci punctele M se afla
pe un cerc.

502. Fie G(zq,yc) centrul de greutate comun triunghiurilor AB,Cjs. Atunci 1+ (—2)+

0=32g¢ —-3+a+p8=3yc = a+=3yg+3 (x). Cum punctul G este fix = 3yg + 3

este o constantd, deci (x) reprezintd ecuatia unei drepte.

-0 0-2
503. Determinam ecuatia lui AB : acy—(—l) l— & x—%—l =lez—-—y+1=0.

1
Acum Aapc = 3" AB -d(C,AB). AB = /22 +22 = 2/2. Distanta d(C,AB) =
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lzc —yc +1 lzc —yc +1
rezyorll o 5. 12czvot 1l
V2 V2
o — Yo + 2 = 0. Deci avem o infinitate de puncte C' cu proprietatea ceruta.
AC  AB AC

N e _ _ 12 ALY
504. Fie OB — AC =k = AC = kCB,AB = kAC = AB = k“CB. OB k=

A+ krp ya + kys

=2 |lzc—yc+1 =14 xc —yc = 0 sau

. Dar AB=AC+CB= k’CB=kCB+CB =

1+ 97 1tk
1++/5 1 5
(CB > 0) B —-k—-1=0= k‘LQ = 2\/> = (/ﬂ > O)k = +2\/>

zathkep Cl4+k-axza VB5-1  2(14+k)—ya 2V5-1
1+k s B A 1+\/gayB A 1+\[
5V5—6  6—2V5

yp = — + + .
4 145 36+28\/5
505. AB :y — 2t

To =

xczlz

= (zp+2a)” —

z—6

1

d1,da,ds cele 3 Inédltimi ale AABC : dy L AB,dy L BC,d3 L AC. mg4, = fg,C €

7 13

di = dy 1y = —gx—g; d = 2,A €dy = dy:y =2x+9. P este ortocentru

40 37 275 3
= P =diNds =>P( ) AapaB = % Fie . FieMngﬂBC:>M(—§,6).

13713 1 119

Fie P’ simetricul lui P fatd de dreapta BC' = P’ (1—3 ﬁ)
10

S =242
506. zg = 3 —,yc = 2 Folosind formula distantei obtinem: ‘

pa] ‘:QCum
m

6
m>0,0btinem:m-lOzG-\/m2+1Deci:m:§:>8~m:6

1 5
507. Fie G centrul de greutate = zg = —g,yG = 3 Panta dreptei OD este:
pantagp = o Iar panta dreptei OG este —5. Cum dreptele sunt perpendiculare,
*n,
obtinem: o _ 2 Astfel avem: 5- 22 +2 =23
D ID
508. Fie punctele A(za,ya),Blxg,ys) siC(xc,yc) = G(xA + 3333 + a:C, yat y?)B + ZJC).
TA+ 2+ 20 =18 20c —yc+1=0
(1); {C}=ACnBC= =
ya+ys+yc =21 5xc — Tyc + 16 =0
Mz —Tyc +7=0 TA+2x =17
=920 -9=0= C(1,3) (2);
5o — Tyc +16 =0 ya +yp =18
bxa —Tya +16 =0(A € AC) 10z4 —14y4 +32=0
= = 10(za+2p)—14ysa—
2$B—y5+1=0(B€BC) 10z —5yp +5=10
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14y 4 + dyp = 207

Syp +37 =0 = =ys =13,yp =5. bry, =7-13+16 =0 =
ya+yp =18
xa =155 =2 = A(15,13), B(2,5).
z y 1 z y 1
13 1 15 1
AB |z, ya 1|=0& AB: |15 13 1| =0« AB:x- -y +
5 1 2 1
rp yp 1 2 5 1
15 13

=0 < AB:8x—13y+49=0
2 5

509. Fie « unghiul dintre dreptele d si d’, unde d are panta m, iar d' are panta m/'.

m—m' 1 5 1
t =|— ;1 d: 2 5=0=>d :y=—2—=-=m = ——; tg4h° =
94 1+mm'| Tyt Y 27 7 3 m 2’ &
1
m+ = 2 1
12 :1:‘2m+1.0azu11: m =1=2m+1=2—-m=3m=1=>
1—=-m -m -m
1 !
ng.d1:y—yA:m(a:—xA):>d1:y+1:§(x—|—1):>d1:a:—3y—2:0.
2 1
Cazul 2: 2m+ =—-1=2m+1=-24+m=m=-3. do:y—ya=m(z—24) =
-m

do:3v+y+4=0.d:242y+5=0,pentrux=—-1=>y=-2siz=-3,y=—1.

510. ABHCD = mep =Mmap =251 ADHBC = MmpBpc = Map = 3. {A} =ABNAD =

Yya =2wp
=304 —1=2x4 = x4 =1,y4 = 2,A(1,2). Deoarece M - mijlocul
ya=3zxa—1
[AC]@xM:wéxcz?); 2 = ya+yc = yc =4. CD : 20—y —2 =0,
Yyp = 2xp — 2
AD:y=3z—-1. {D}=ADNCD = =2rp—2=3xzp—1=xp=
yp =3zp — 1

—1,yp = —4. Deoarece M - mijlocul [BD], M(2,3) = 2xy =2p+2ap = xp = 5;2yp =

Y +yp = y5 = 10. N - mijlocul lui [BC] = N(4,7), P - mijlocul lui [CD] = P(1,0).
pp:¥ti_rtl
7 3

511. Mai intai, aflam punctul comun al celor doua drepte rezolvand sistemul format de

= BD:7Tx—-3y—5=0. AC:z—y+1=0.

r4+2y—3=0
ecuatiile lor: Rezolvam sistemul si obtinem punctul A(1,1).Acum,

2 —3y+1=0

ecuatia dreptei care trece prin punctul A(1,1) si prin originea O(0,0) este: x =y
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512. Fie A(1,y) € d1, B(x,1) € d, unde x,y € R. O, A, B,C sunt varfurile unui patrat

cu [AB] diagonla — O—1>4~O?:x+y:0§10?':w1+0?. Asadar, A(1, —x),
B(z,1)siCl+2z,1—z),undex e R. Ced:z+y=2. \xﬁ|:\/1+x2\/§2\/§.
Aoacp =1+2? > 1.

513. Ecuatia dreptei determinata de punctele A (a,0) si F' (—b, b) este bz+(a + b) y = ab.

Ecuatia dreptei determinatd de punctele B (0,b) si F (a,—a) este (a +b)z + ay = ab.

b2
Intersectia segmentelor AF' si BE poate fi determinata ca solutia unica M (ai’
a? + ab+ b2
a2b br+ (a+by = ab, ,
W) a sistemului liniar Inaltimea din varful C' al tri-
a® +ab+ (a+bz+ay = ab
unghiului ABC are ecuatia ax — by = 0. Se poate observa, ca coordonatele punctului M

3p

satisfac ecuatia dreptei ax—by = 0. Aria triunghiului AMCx este A = m
a?b?

2 (a® 4 ab+ b?)

514. Notam d; N Ox = {D} = yp =0,2p =4 < D(4,0). &1 N0y ={D'} =

-

, deoarece a > 0 si a # b.

xp = 0,ypr =4 <= D'(0,4). Avem, asadar, d L DD’; Fie M mijlocul segmentului
DD — M(2,2) md, =—1 = my=1 < dy:gj CumAcd — TA=ya.
Notdm cu ds dreapta de ecuatie y = 3z. B = prgq,(A) = yp = 3zp. Avem
1
AB L dsds :y =32 = mg, =3 = map = —3 Fie x4 = a = ya = a. Atunci, avem
1 4
ecuatia dreptei AB :y —a = —g(a: —a) <= y= —g + ga. Cum {B} = ABNds; =
1 4a 2a 6a 2a 6a
SxB:—g-mB—k? < 9rp = —7p +4a < xB:€:>yB:€:>B(E,€).
ta+xp _Ta _yA‘i‘yB_&:
2 %O’yM? T2 T 0
. . . 11
), deci M5 apartine dreptelor de ecuatie x — V= 0sauy = 79@

Fie My mijlocul segmentului AB <= 7, =
(o U
2\107 10
515. Fiedy : =7c+3y+2 =0,dy : 24+ 2y—10 = 0, d3 : —=bz + 7y + 16 =
0. Daci le intersectdm doud cite doud obtinem: dy Ndy = {4}, A(2,4), dy Nd3 =
{B},B(—1,-3), d2 Nds = {C},C(6,2). Reprezentand in planul 2Oy semiplanele speci-
fice fiecarei inecuatii obtinem cd multimea solutiilor sistemului este de fapt interiorul

triunghiului ABC, impreuna cu frontiera acestuia. Aria acestei multimi este aria lui

357



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

za ya 1 2 4 1
1
ABC, adica §|A|, unde A =det | z5 yg 1| =det| 6 2 1| = —34, deci aria
zo Yo 1 -1 -3 1

este 17.

2
516. Fie di N O, = A’(g,O),dl N0, = B(0,-2). M este mijlocul lui AB =

1 1 1
Ty = g,yM =-1= M(g,fl). mg, =5 = mg = —E Dreapta d este de ecuatie

yp +2

11 1 2 6.2 32 |Um="F—
l=——@z—-2) <= y=——a0—— 2> A= (—rr,—— 5

v ;@3 Y= 75" o Gar ) 2 + 8

rpr = 5
2075

4 .
ypr = —6,xp = 5 Aria = % |71 (y2 — y3) + 22(ys — y1) + 23(y1 — y2)| = 189

2 2
517. dNOzx = Dl(—¥,0), dNOy = D2(0"5\\/§

5V2

OF 1 D1Dy = OF = — ~ 1,6. Daca un punct P este intre D; si F' nu exista puncte

V19

super, dar daca punctul P este intre Dy si F' = exista 3 puncte super.

). ODy ~ 1,7,0D5 ~ 4. Fie

518. Determinam ecuatiile dreptelor ce formeaza triunghiul ABC: AB : s
B — XA
_ 1 -3 _ _
ik LA =L<:>x—y+2:0; Ac . LT TA YA
yBEyA 5 1 1 To—TA Yo —Ya )
oo 2r+y—5=0;, BC: T _ YTV T2
2 A —4 Tc — TR Yo —YB 1
y;f) < bHr+y—14=0. Cum pentru toate dreptele coeficientul lui = este pozitiv,
putem defini functiile fap, fac, fec. Coordonatele centrului de greutate sunt zg =

$A+$B+$072 . _ Ya+yp+tyc
- 3 = SlyG*f

—fBc(G) = 1, deci fap(G)fec(G)fca(G) = -1 < 0. Cum 3 —(-1)+2 =06 > 0si

—

= 2. Asadar, avem ca: fap(G) = fac(G) =

5:143—14=—-6 <0, avem c& fap(C)+ fpc(A) =1+(-1)=0. Fiea € R. (1—a)x,+
ary — (1 —a)ye —ayp +2 =4a —4a — 2+ 2 = 0. Avem deci cd Va € R, X ((1 — a)z, +
azp, (1 — )y, + ayp) € AB, deci Va € R, fap(X((1 — @)z, + azp, (1 — @)y, + ayp)) = 0.
De fapt, multimea punctelor X de aceasta forma reprezinta multimea punctelor ce se afla

pe dreapta determinatd de A si B. Conditia M (xp,yn) € intABC este echivalenta cu
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r—y+2>0
(znm, yar) sé fie solutie a sistemului de inecuatii: { 24 4y —5 >0  (acest lucruse poate
Sr+y—14<0
observa grafic, hasurand semiplanele date de fiecare inecuatie si observand ca intersectia
lor este tocmai interiorul triunghiului ABC). Asadar, dacd M (zpr,yn) € intABC, avem
ca fap(M) = fac(M) = 1, fpc(M) = —1, deci fap(M)fac(M)fpc(M) = —1 < 0.
Astfel, implicatia de la stanga la dreapta este corectd. Implicatia inversa este falsa si
vom oferi un contra-exemplu: fie punctul N(zy,yn) astfel incat fap(N) = fac(N) =
fec(N) = —1. Atunci fap(N)fac(N)fpc(N)=—1<0, dar cum fapN = —1, rezulta
cd zy —yn + 2 < 0, deci (zn,yn) nu este solutie a sistemului de inecuatii ce descrie
interiorul lui ABC. Asadar, nu are loc echivalenta celor doua afirmatii.

519. Fie M(x,y) un punct oarecare. Distanta de la M la O este y/x? + y2. Distanta

21
VT 0
locului geometric cerut este: /22 +y2 = |z — 1] &= 22 +¢y? = (r - 1)? <= ¢* =
y* -1

—92
520. 2% +4ry -5y =0 <= 22 —ay+5ry—5y> =0 < z(z—y)+5y(x —y) =

dela M ladreaptad:z =1 <= =z —1=0 este = |z — 1|. Asadar, ecuatia

2r+4+1 <<= =

0 < (x+5y)(z —y) =0, care este reuniunea dreptelor d; : x = —5y si ds : © = y, care
sunt concurente in origine.

521. Fie M(z,y). Avem cdi MA? = (2 —3)2+(y—4)?si MB?> = (z+ 1)’ + (y - 7)? =

MA?2—MB? = (x-3)2+(y—4)?%—(2+1)?2 - (y—-7) = -8z +6y—25 = MA? - MB? =
4 <— 8r+4+6y—25=4 < —8xr+6y—29 = 0. Asadar, locul geometric al

punctelor cu proprietatea din enunt este dreapta de ecuatie d : —8z + 6y — 29 = 0. Cum

— 3 4
_YysYa _ 2 si mg = 37 rezultd ca dreapta d este perpendiculara pe AB.

maB
B — XA —4

522.

dy 1y = mix + n1, unde m; este panta dreptei di; dy : y = mox + ny unde mo este
Yo —ya YA — Yo

panta dreptei da, di L do <= mq - -mo = —1. myc = = =
o —TA A —TC

5 _

—:—lsimBC:M:1=>mAc~ch:—1$ACJ_BC’:>este

-5 ’ To — IR

adevarata, iar falsd. Mijlocul lui [AB] este M(xa,yn). v = w = 3,
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1
YM = w =2= M(3,2). N(zn,yn) este mijlocul lui [OC]. zy = w =5

1 AC :y=—-x+6
w = BT = 5 NG ) = CAN Oy = {E}.B0.6)
Oy:x=0

= BCNOz = {F}, F(—4,0). P-mijlocul lui [EF] = zp = —-2,yp =

z y 1
2 1|l=MN:2+5y—13=0. M,N,P - coliniare <= P € MN <=

N = W

51
2
zp + 5yp — 13 = 0 - adevarat.

4
523. di iy =mix+ny; ds:y = mox + ng, di||ds <= my1 = ma. d:y:§m—|—1:>

4
mg = = sid||d = ma =mq = 3. d :4dx—3y+3n=0. dist(d,d) = dist(A,d')

3

unde A € d. dist(A,d) = w = A(0,1). dist(A,d) = W -

wziié In—1=5=n={-4,6}. d] : 4 —3y+18 =10, d} : 4o — 3y — 12 = 0.

524. szW:Q:mB:Q, yG:W:léyEz:B,B(?,E)).
ra ya 1 1 0 1

Asasc=glles us 1|l=3ll2 5 1]l=6 AC= a2+ s —ucP =
o Yo 1 3 -2 1

2v3. AAABC = AC- dis;(B A0 6. dist(B, AC) = 3v/2. BG - mediani = BG :

2:; = g Prin conventie, daca numitorul este nul, atunci si numaratorul este nul

= BG : x =2, deci BG nu are panta = BG||Oy.

525. Distanta de la punctul P(0,a) la dreapta d; este data de: d(P,d;) = w\;%”,

Distanta de la punctul P(0, a) la dreapta ds este datd de: d(P, dz2) = |(H_\/1T)2| . Conditia ca

cele doua distante sa fie egale este Indeplinita pentru a € {_Z’ 5}

526. Fie A’'(1,—2) simetricul lui A fatd de d i {Mp(1,0)} = BA’ Nd. Atunci |AMy| +

|[MoB| = |A'My|+|MoB| = |A'B| < |A'M|+|MB| = |AM|+|M B| si |AMy| = |MyB| = 2.
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Deci, oricare ar fi M € d, sp; € [4, 00) si avem: adevératé (VM €d: sy >4 >2+2);
falsd (spr — oo, cand |[MMy| — o0); falsd (sp, = 4 < V2 + /10, pentru ci
V2410 >4 & 12+42v20 > 16 < V5 > 1); [D] falsd (VM € d: sy > 4> V2 +2).

527. Fie A’(1,0). Deoarece indltimea din A pe BD este mai mare decat inaltimea din A’

pe BD, S este mai mare decat aria lui A’BCD. Fie C’(—1,0). Deoarece inaltimea din
C pe BD este mai mare decat inaltimea din C’ pe BD, aria lui A’BCD este mai mare
decat aria lui A’BC'D. Deoarece suma inaltimilor din B si D pe A’B’ este 2, aria lui

A'BC'D este 2. Deci, S € (2,4).

528. Intr-adevir pantele dreptelor AB si AC sunt myp = ——— = —1 respectiv

5-1
0—(-4)
AB si AC sunt paralele cu cele doua bisectoare ale reperului cartezian considerat.

mac = = 1. Asadar AB 1 AC deoarece map - mac = —1. De altfel dreptele
Adevarat. Orice triunghi XY Z are acelasi centru de greutate cu triunghiul sau median
intrucat dreapta suport a oricarei mediane a triunghiului XY Z este dreapta suport pentru
o mediana a triunghiului median al AXY Z. Fals. Ortocentrul triunghiului drep-

tunghic ABC este varful drept A(—4,1), iar ortocentrul triunghiului median M N P, care

79
este dreptunghic, este varful drept M ~33| @ Fals. Centrul cercului circumscris
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-79
triunghiului dreptunghic ABC' este mijlocul M ERE) al ipotenuzei sale, iar centrul
. - o . . —2+(55) 3+3%
cercului circumscris triunghiului dreptunghic M N P este mijlocul U | ——+, =52 | =
U (—%,%) al ipotenuzei sale. Observatie. Pentru calculul coordonatelor centru-

lui de greutate, al ortocentrului sau centrului cercului cricumscris unui triunghi ex-
ista formule binecunoscute. In cazul problemei noastre alternativa aplicarii acestora ar
insemna solutii mai lungi mai ales pentru punctele C' si D. Totusi, pentru B alterna-

tiva mai sus mentionata este rezonabila: Coordonatele centrului de greutate al triunghi-

—44+(=7)4+0 1+4+5 11 10
ului ABC sunt , adica Gaapc | ——, — | - Tinand seama
3 3 33
—74+04+5 —44+01+5 —44(=7) 1+4
de faptuleca M | ——— —— | , N —5 5 | P \ adica
2 2 2
79 11 5
M 53| N (-2,3), , deducem ca centrul de greutate al triunghiului
T4 ,L 11 10
+ 3+ 3
MNP are coordonatele ( 2 3 2 2 2t 3 ) adica Gapnp 33|

fapt care arata ca Gaapc = Gaypnp.

529. Cum |AB|?> = 32, |BC|> = 13, |CA]> = 37 si |CA]> + |CB|? = 50 # 32 =

|AB|?; |AB|? + |AC|? = 69 # 13 = |BC|?; |BA|? + |BC|? = 45 # 37 = |CA|?

Fals. intr—adevér, aria triunghiului DEF nu este jumatate din produsul lungimilor
a doud dintre laturile sale, decarece ADEF nu este dreptunghic, aga cum rezulta din
faptul ca ADEF ~ AABC si din faptul ca AABC nu este dreptunghic, conform lui .
Adevirat. Intr-adevir, fiecare dintre produsele | EF|-dist(A4, BC), |FD|-dist(B, CA)

si | DE|-dist(C, AB) este egal cu aria triunghiului ABC. De exemplu, tindnd seama de fap-

1
tul cd DE este linie mijlocie in AABC, avem |DE| = §|AB|, si deci |DE|-dist(C, AB) =

1
§|AB| -dist(C, AB) = Aaapc. Pentru a ardta ca valoarea comuna a celor trei produse

3(=2) +2(~1) —12| 20

este 10, observiam c& dist(A, BC) = = ,
V32 422 V13

deoarece A(—2,—1) si
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1
(BC) au ecuatia 3x+2y—12 = 0. De asemenea, |EF|-dist(4, BC) = §|BC|~dist(A, BC) =

20

1
13- —==10.
2\ﬁ V13

@ Adevarat. Cele 4 triunghiuri au arii egale deoarece ele sunt congruente. Deoarece
suma ariilor lor este tocmai Axapc = 10, deducem ca valoarea lor comuna este, intr-
10 5

adevar, — = —.

4 2
Observatie. Punctul poate fi complet rezolvat si prin calcul numeric. Ecuatiile
dreptelor suport ale laturilor triunghiului ABC: (AB) cu ecuatia z —y+1 =0, (BC) cu

ecuatia 3x+2y—12 =0, (CA) cu ecuatia x —6y—4 = 0. Cum A(-2,-1),B(2,3),C(4,0).

3(=2) +2(-1)—12] 20 2-6-3-4 20
dist(A4, BC) = Ner = NE) dist(B,CA) = EENEGE = 7
4—0+1 5 1
1 20 1 1 20
1 1 5 4v2 5
|DE| - dist(C, AB) = 5\AB| ~dist(C, AB) = /32 —= = —— — = 10.

277 V2 2 N2

530. Fie C un cerc din C cu centrul M (zpr,ypr). Deoarece d este mediatoarea seg-

mentului [AB], raza lui C este r = d(A, M) = d(B, M), deci, avem r = d(4, M) =

\/ 5(y3; — 6ynm + 10). Aceasta este o functie convexd, iar minimul ei se obtine pentru
ypm = 3. Deci, cea mai mica raza a unui cerc din C este V5. Prin urmare este
falsa iar este adevarata. Daca cercul C intersecteaza fiecare axa de coordonate in
exact un punct, atunci centrul lui, M, este la distante egale fata de cele doua axe, adica
M = M(r,r). Dar M este pe dreapta d, deci r — 2r = 2, o contradictie cu r > 0, deci
este falsa. Triunghiul ABD este isoscel si dreptunghic, deci centrul cercului circumscris

este mijlocul ipotenuzei, adica (6,2) € d, deci @ este adevarata.

x

531. Ecuatia perpendicularei este 3= % < y = 2z, asadar, panta dreptei d este
1

m=—g. Cum P € d, putem scrie ecuatia dreptei d astfel: y —yp = m(z —2p) <=

1 1 15
y—6:—§(x—3) = y=—grt g = ety -15=0

532. 1222 — 129> — 102y — 2 + 34y — 20 = 0 <= 1222 — 18xy + 152 + 8xy — 1292 +
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10y —16x +24y —20 = 0 <= 3x(4e—6y+5) +2y(dz —6y+5) —4(4dz —6y+5) =0 —
(3x 42y —4)(4x —6y+5) = 0. Fie un punct M (zo,yo) a cérui coordonate satisfac ecuatia
din enunt. Atunci avem ca 3x¢ + 2yg — 4 = 0 sau 4zy — 6y + 5 = 0, deci punctul M
apartine dreptei dy : 3z + 2y — 4 = 0 sau dreptei ds : 4z — 6y + 5 = 0. Asadar, multimea
solutiilor este reuniunea acestor doua drepte. Se observa ca m; = —3 si mg = % = %,
deci mymo = —1, asadar dreptele sunt perpendiculare.

533. Conditia de concurenta este echivalentd cu conditia ca sistemul format de cele trei

a b c

ecuatii cu doud necunoscute sa fie compatibil, adici:A = |p ¢ | = 0. Daca adaugam

c a b
coloanele 2 gi 3 la prima coloana si dam factor comun, ecuatia de mai sus se poate scrie

1 b ¢

(a+b+c)|1 ¢ a|=0sau(a+b+c)(ab+bc+ca—a*—b*—c?) =0. Astfel, determi-

1 a b
nantul se anuleazd daca unul dintre factori se anuleaza, ceea ce Inseamna ca primele dous

afirmatii sunt adevarate. Pe de alta parte, se poate verifica imediat, prin calcul direct, ca
determinantul este egal cu A = 3abc — a® — b3 — ¢3, deci si cea de-a treia implicatie este
adevarata. Ultima conditie este in contradictie cu conditia , deci este falsa.

534. Problema concurentei celor trei drepte este echivalenta cu existenta si unicitatea

2 -3 -1
solutiei sistemului liniar format din ecuatiile celor 3 drepte. Fie A=1-1 -4 -5
7T -6 -«

matricea extinsa a sistemului. Din teorema lui Kronecker-Capelli, acest lucru este echiva-

lent cu rang(A) = 2. Cum existd un minor de ordinul 2 nenul a lui A, conditia este
echivalentii cu det A = 0. det A = 2 (—4) - (=) +7- (=3) - (=5) 4+ (=1) - (—=1) - (—6) —
(=1)-(—4)-7—2-(=5)-(=6) — (—a) - (1) - (=3) = 8a+ 105 — 6 — 28 — 60 + 3a =
la+11=detA=0 < a=-1.

3-4-5 34+4+5

535. S = s-r = IR unde s = — = 6 este semiperimetrul si S =

5
V/38(s —3)(s —4)(s — 5) = 6 este aria triunghiului. Deci r = 1si R = 7

536. Fie ABC triunghiul cu lungimile laturilor a« = 3, b = 4, ¢ = 5 (numere pitagorice,
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deci triunghiul e dreptunghic) si M N PQ patratul cu latura x. Aria triunghiului este
S = 6. Daca M,N € [BC], P € [AC] si Q € [AB], consideram inaltimea h, din A pe
QP, ialtimea h, din A pe BC si obtinem ecuatia h, = h; + . Din asemanarea tri-

hy :
unghiurilor AQP si ABC, avem = g, deci hy = hg - g +x ‘ a = 25 =25 2 +za

a

oy 208 _ 12 . 123 12 b4 — o=
25 +a? 12 4 a2 12 4+ 32 7 ’
12.4 12 12.5 60
PR A ol v
V3

537. Teorema sinusurilor = ( j) =

c \/3
sin A sin C St 5

w\g\@
w

60°(m(A) # 120°, AABC fiind nedegenerat, m(C) = 60°,b = ¢ = /3. Perimetrul este
3V3 . 1
p=3V3. Arapc = T\[ = }% = r = 3 (lungimea razei cercului inscris).

538. Din faptul ca C A2 = AB?+ BC? deducem folosind reciproca teoremei lui Pitagora

ca triunghiul ABC este dreptunghic in B, deci este falsa. Triunghiul ABC fiind
AB - BC 48 24

dreptunghic, lungimea inaltimii din A estle: ha = A 10~ 317& 4 deci
este falsd. Avem Sp;c = r - BC - 5 Avem Sipc = (AB - BC) - 5 = 24 si
1 1 1
PABC = §(AB+BC+CA) =12,decir = S-— = 2. Astfel avem cd: Spic = §-r-BC =6.,
p

deci este adevarata. Observam ca triunghiurile AIB si AIC au aceeasi inaltime din

AB 4
1, astfel ca: g’:ii =0 : £ Asadar @ este falsa.

539. Folosind egalitatea sin (o) =2 (7), obtinem ca 9 sin (27) = % 9sin (7) cos (v) =
a c c c
2a- nc('y) -cos (7) = 2a Sma(a) -cos () = 2sin («) cos (), g-sin (2a) = 22 sin (@) cos () =
sin («) sin (7)

-cos (o) = 2¢- -cos () = 2sin () cos («) , de unde rezulta ca: ¢ sin (2v)+
c

-sin (2a)) = 2+ (sin () cos (7y) + sin () cos () = 2-sin (a 4+ v) = 2-sin (o + (a + 2r)) =

~sin (2 (a+7)) M(a;::::::”:” 2. sin (2 : g) —9. ? — V3.

n

c
a
2

540. sinxz + cosx = sin;z:Jrsin(xfg) = ZSingcos (xf%> = \@cos(xfg).

Deci, sin N +cos N = sin P + cos P < V2 cos (N—%) = V2cos (P— %) <=

cos<N72>fcos(Pf%) =0 QSinNP~sin<N+P7r) =0 =

2 1
N-P o .
. (I - f) —0 = N = P. Rezulti ci N = P si cum M = g triunghiul

3 4
este echilateral.

sin

541. m%; + yfp =1 = P € cercului trigonometric. Cum my = 3, avem mppr = —3 deci
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2 —7+43v6 3+ 3V6
PPy = _§+T5+Tf Fie M = PP'Nd. Avem x; = % siyy = %0‘[,
de unde rezulta xpr = _7—5703\/6 <2
1 3
542. Punctul M fiind pe cercul trigonometric cu coordonatele x = 3 siy = ER rezulta ca

masura unghiului dintre axa Ox gi dreapta OM este 60°. Astfel, dupa rotire unghiul dintre

axa Oz si dreapta OM’ este —30°. Deci 2’ = cos(—30°) = ?, iar y' = sin(—30°) = —%.
Obtinem ca z’' -y = —?.

543. A, B,C sunt in progresie aritmeticd, asadar 2m(B) = m(A) + m(C) si stim c&
m(A)+m(B)+m(C) =, de unde rezulti ci: m(B) = gsi m(A)+m(C) = 2% Folosind
teorema sinusului obtinem: .a = b = = etbte =4 =a=

sin A sin B sin C' sin A +sin B +sinC
4sinA, b=4sinB =23, c¢=4sinC = a+c=3vV2+ V6 = 4(sin A +sinC) =

8SinA—;CcosA;C = 3v2 + V6. Dar sinA;C = sinB = ? = COSA;C =
M = cos(Ad = C) = 2cos2A;O -1 = ? = m(A) - m(C) = % Din

~ ~ 2 R 9
m(A) +m(C) = ?ﬂ rezultd ca: m(C) = % = cosC = %
544. In orice triunghi ABC are loc relatia tg A+tg B+tgC = tg A-tg B-tgC. Asadar,
V2

5+th:6théth:1ésinC:7.

A B A A
545. Vom rescrie produsul sin A sin B sub forma 4 sin 3 sin Bl cos ) cos 2 folosind for-

mula pentru sin 2a. Acum vom aplica urméatoarele relatii ce leaga functiile trigonomet-

b A
rice ale Jumatatllor unghlurllor de semlperlmetrul p= u al triunghiului: sin 5=

=4/—— p —— . Formulele pentru B si C se obtin prin permutari

(p=bp—c)

circulare. Asadar, rescriind egalitatea folosind formulele date, obtinem: 4

be
\/(p —a)(p—o) \/p(p —a) \/p(p —b) _plp—c) _4pp—a)p-bp—c) _plp-c
. . = = =
ac be ac ab abc? ab
4(p — —-b - b —-b
= dp—a)p—b) a)2(p ) =1=14- a+2 tea 2+C =c? = —a’+ab—ac+ba—b*+bc+
c
ca—ch+t=2=a>-2ab+b>=0=0a="0.
A —b)(p —
546. Fie AABC un triunghi oarecare. Folosind formula sin 7= MM si per-
C
mutarile ei circulare obtinem ca: sin é sin E sin g - \/(p —b)(p—o) ) \/(p —a)(p—c) )
' 2 2 2 be ac
— —b — —b)(p— 52
(p—a)(p—b) = (p=a)p=b)p=c) = , unde cu S am notat aria triunghiu-
ab abe p - abc
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lui ABC'. Folosind acum expresiile pentru raza cercului inscris, respectiv raza cercului

circumscris triunghiului: r = E R = a—bc = 1 = ﬁ obtinem: sinésingsing =
D 45 R abe’ 2 2 2
i -7 % i % Relatia de mai sus este adevarata pentru orice triunghi, deci: = Vn €
Nsm—sm—sinﬁzl-izl-i: 1 = lim smA smB—smﬁ:
2 2 2 4 R, 42n on+2 e T g 2 2
0 si limg, 00 27 sm%sm%sm% =-€Q.

547. Din teorema cosinusului: ¢® = a? + b? — 2abcosC = a® + b? = 2c? = z(a® + b?) —

2zabcosC = (a? + b?)(1 — x) = —2wabcosC < 2zab < z(a> +b*) = 1-z <z =z €

()

2sinA+CcosA_C
inA+sinC
548. s .—l—sm = 2 2 . Cum A+ B+ C = m, rezulta ca
sin B 2sin — cos E
2 2
A+C B A+C
% = g 5 si deci sin te_ = cos . Simplificand in egalitate obtinem: ctg 5=
A-C
sin A+ sinC €os 2 N A-C ¢ B . B B;SAfC’ :‘:B:$
= cos = ctg — sin — = cos — = +—
sin B B &9 %5 2 2 2
sin
AF B —C =0 Asadar, avemcéA:B—i—C:gsaucaC A—l—B—%
549. Din teorema sinusurilor avem cia: a = 2Rsin A;b = 2Rsin B,¢ = 2RsinC.

Relatia din enunt se poate rescrie astfel: 2R sin A cos B+2R sin B cos C+2RsinC cos A =
Rsin A 4+ Rsin B + RsinC . Simplificam cu R si ne folosim de identitatea evidenta
2sinacos S = sin(a+ f) + sin (o — ) pentru a obtine: sin (A + B) + sin (A — B) +
sin(B+C) +sin(B—C)+sin(C+ A) +sin(C —A) =sinA+sinB+sinC Cum A +
B+ C =, iar sin (7 — ) = sin«, observam cd sin (A + B) =sinC, sin (B + C) = sin A,
sin(C' + A) = sin B. Asadar egalitatea noastra devine: sin(A — B) + sin(B —C) +
sin (C'— A) = 0(1) . Vom demonstra acum ca aceastd sumé este egald cu 0 doar in cazul

A-C A+C-2B
triunghiurilor isoscele. sin (A — B) +sin (B — C) = 2sin oS + . Ne mai

2 2
(o=

C—
folosim de faptul ca: sin (C' — A) = 2sin 5 008 —5— . Folosind aceste relatii, (1)

. . A— A+C—-2B C—-A . A-C  (C-B ., A-B
devine: 2sin (cos —cos — ) =0, —4-sin 5 Sin———sin—— =
0, sin A ; B sin B ; ¢ sin ¢ ; A = 0. Deci, pentru ca identitatea din enunt sa aiba loc

trebuie ca cel putin unul din termenii produsului din membrul stang sa fie nul, lucru

echivalent cu A — B=0sau B—C =0sau C — A = 0. Asadar, triunghiul ABC trebuie
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sa fie isoscel.

a
A %
b sin 5R
a c b .2 .2
550. = = =2R = (i — . Asadar, sin“ A +sin“ B =
sinA  sinB  sinC sin B = 2R sadar, sin”A + sin
c
o=
sin 5
9 a? b? c?
sin?C = — +— = —— = a’ +b? =c? < triunghiul este dreptunghic.

4R?  4R?  4R?
551. Din geometria vectoriala sau folosind succesiv faptul ca linia mijlocie este paralela

cu a treia latura si are lungimea jumatate din lungimea acesteia, obtinem ca punctul @
este centrul de greutate si al triunghiului ABC'. De aici, B, @, M sunt coliniare, deci si B,
ha PN ha BC

59 1 ha-B
K, Q sunt coliniare, e adevarata. A[APN] = 2 5 =2 5 2 _ 1 A 5 ¢ —

A[ABC] - i Analog, A[BPM] = A[ABC] - % — A[PNCM] = A[ABC] — A[BPM] —

1
A[APN] = SA[ABC] = adevirata. A[PMN] = A[PMCN] — AMNC] =
iA[ABC], e falsi. Cum KQ:%KN si K - mijlocul lui BN = KQ = %BN, [D]e
falsa.

552. Fie E si F picioarele inaltimilor din B, respectiv C. Atuncii CE | BH =

CE =he; BF L HC = BF = hg;AD L BC = HA=hp. Cum CENBFNHD =
{A} = A =ortocentrul triunghiului BHC, adeviratd. In triunghiului BDA, drep-
tunghic in D, ortocentrul este punctul D; iar daca D = C, atunci triunghiul ABC e
dreptunghic in C, deci H = C, astfel c¢i A, B, H nu pot fi coliniare.

553. Se poate arata ca patrulaterul AgAgAi2A;1 este un trapez isoscel si calculam

pe rand baza mare B, baza mica b si inaltimea h a acestuia. Pornim cu observatia
e}

= 30°. Pentru

ca arcul mic format de oricare doua puncte vecine are masura

12
B(:A8A12)2 n triunghiul AAgOAlg - isoscel cu OAS = OA12 = R, avem m(AgAlg) =

4 -30° = 120°. Ducand perpendiculara din varful O pe segmentul AgAis, obtinem

RV3
2

triunghiuri dreptunghice de 30° — 60° — 90° — B = 2 = RV3. Pentru

b(=AgA11): Cum £AgOA;; = 60°, rezultd AABC este echilateral = b = R. Pen-

tru h: fie D, E € A8A11 a.l. AllD 1 A8A12 Sl AgE L A8A12. Notam x = A12D

R(v3-1
siavem cax+R+2 = RV3 = z = L Cum £Ai1A12Ag, unghi pe cerc,

2
AgA 3-30°
m( ; 1) = = 45°, avem ca triunghiul AA;1DA;2 este isoscel si

are masura
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R(vV3-1)
R

B .
Atunci A[AgAgAlgAll] = w =

dreptunghic = h = 2z = 5

V3-1

(R+RV3)-R- R1+V3)W3-1) R
5 2 = (L+ \/2(\[ ) = - Cum A; si A7 sunt diametral
opuse, triunghiul AA; AgA; este dreptunghic, deci distanta cautata este lungimea seg-
AgA
mentului A;4g. Avem cd A1 A7 = 2R si m(£LA7A14q) = W = 15°. = A1 Ag =
2 (1 3 2 6
A A7 - cos 15° :2R-£ z £ :R.M.
2 2 2 2
besin A ksin A
554. Fie S aria lui ABC. Avem ci S = CS;H . Notdm k = bc = S = 51211 <
k-1 k b .
- =3 Asadar, Spee = EC si se obtine pentru sinA =1 < m(4) = g, adica
atunci cand ABC' este dreptunghic in A.
AB-A BCsinC - B BC?
555. Fie S arialui ABC. Avem S = 5 ¢ = C’smC2 CoosC = 20 sin C' cos C
_ (]2t 9 _BC’2t 1 —181 1 94 36
= — tgzcosir = ——tgz e 5T -="fF =%
1!

556. Fie E i D picioarele inaltimilor duse din varfurile B respectiv A pe laturile opuse.

Se observa, ca patrulaterul DH EC este inscriptibil, de unde se obtine ca unghiul AHB =

DHE este suplementar unghiului C, care este la randul lui suplementar unghiului A + B.

AH AB
Aplicam teorema sinusurilor in triunghiul AHB. Avem ca = = — .
sin(§ —A) sin(A + B)
AH AB AB
Asadar, avem ca = — = — = 2R, unde pentru ultima egalitate
cos A sin(r — C) sin C
am folosit teorema sinusurilor in triunghiul ABC = AH = 2Rcos A = — cosA =
sin
4 3 4
BCctg A. Cum cos A = 3 =sinA = 3 = ctgA = 3" Deci, avem ca AH =6- - = 8.
R . R bsin C
557. m(C)=m— (m(A)+m(B)) = g Fie S aria triunghiului. Avem cd S = a s;n .

Raza cercului in care este inscris triunghiul este egald cu raza cercului circumscris.
b c
sin A sin B sin C

. . 1 . . . . A .
2Rsin B. Prin urmare, s = §4R2 sin Asin Bsin C. Mai raméne agadar sa calculam sin A:

Aplicim acum teorema sinusurilor:

= 2R = a = 2RsinA,b =

sinA—sin5—7T—sim(z—i—ﬁ)—sinzcosﬁ—i—sinﬁcosz—1 Q ﬁ Q—M
U120 T 6. 47 T 6 4 4776 2 2 2 2 4
Asadar,S:%-16~M‘Q~§:M:3+\/§.

4 2 2 2
558. Folosind relatia cos(2t) = 1 —2sin® ¢ scriem ecuatia in forma 1 —2sin’t = sint <

2sin? t4+sint—1 = 0. Cu substitutia = = sin ¢ giisim ecuatia pitratics 2224z —1 = 0, care
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1 1
are solutiile z; = 5 sixg = —1, de aceea 2sin?t+sint—1=0 < sint = 5 sau sint =
. 1 T U
—1. In intervalul [0, 27] ecuatia sint = = are doud solutii (t; = s sito = F)’ iar ecuatia
3
sint = —1 o singura solutie (t5 = g) Deci in intervalul [0, 27] ecuatia cos 2t = sint are

trei solutii.

559. Inlocuim sin®z cu 1 — cos?z => f(z) = 2cos’ 2 — 11 cos® & + 5. Notdm cos? z =

t,t € [0, 1], si gdsim valoarea minimi pentru functia de gradul al II-lea f(t) = 2% —11t+5.

P A 81
Valoarea minima este Pl
a
1 5
560. Ecuatia se rescrie ca % logg;, » cosx + logcosxsinx} = 1o Cu notatia t =
1 5 . . 1 1 2 .
logg,,cosx = t + 7= de unde obtinem solutiile ¢ € {5,2} = sin- ¢ = cos“z si

sin? z = cos! z.

i
561. Pentru z € (5,77), avem sinx > 0, i cosz < 0, deci sin2x = 2sinx - cosz < 0 i

sinx > cosx, deci , sunt false. sin2zx — 2sinz < 0 < 2sinz(cosz — 1) < 0, ceea
ce este adevarata, pentru ca in intervalul dat sinz > 0, iar cosz < 0 < 1. Deci este
adevarata, iar @ este falsa.

562. tgx —sinx = Sy

—sinxzsinx-( —1):0<:)sinx:05aucosa::1,

cos T CoS T
adica in intervalul dat avem solutiile: = € {0, 7,27} sau « = 0. Deci, in total avem trei
solutii: « € {0, 727}

3 1 1
563. Daci sin A + sin? A = 3 = sinA = 3 +1—sin’A = sind = 5 + cos? A.

1
RidicAnd la pitrat, avem egalitatea sin? A = cos* A + cos? A + 1 = 1—cos?A =
1 3
cos* A+ cos? A+ 1 = cos® A+2cos? A — = = 0. Ridicim expresia la puterea a doua, de
5
unde obtinem cos® A+4cos® A+ 3 cos* A—3cos? A+ — = 0. Putem observa ci numerele
5 9

a,b,c,d,e pot fi urmatoarele: a =1,b=4, c = 37 d=-3,e= 6

564. Expresia data este echivalentd cu 6 sin x cosy—6siny cos x = 0, adica sin(z—y) = 0.
™ ¢y
Cum z,y € (0, 5), rezultd cd x —y = 0.

565. Grupand termenii, avem sin z+sin 5z = 2 sin 3x cos 2z si sin 3z+sin 7z = 2sin 5z cos 2z,

deci ecuatia devine 2cos2z(sin3z + sinbz) = 0, adica 4cos2zsindxcosz = 0. Cum
T To.m
0,7}, le 3 solutii 0, & si ~.
T c [ 5 |» @vem cele 3 solutii 0, - si -

566. Grupand termenii din membrul drept obtinem — sin4x — sin 2z = —2sin 3z cosz.
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. . . o . c o . . ™
Atunci avem ecuatia echivalenti (cos x +sin 3z)? = 0, adici sin 3z = — cosx = sin(z — 5)

3 k
cu solutiile z = 2 —|—k7r keZsix= or + % k € 7. Astfel —% este o solutie a ecuatie,

3 b
este adevarata, iar solutia 3 € [g 2} deci e falsa. Observam ca pentru a

doua multime de solutii cos 8z = cos (37 + 4km) = cos3m = cosm = —1, asa c& nu toate
3r 3 Tm 11w 7

solutiile verifica afirmatia . Solutiile din intervalul [0, 27] sunt g, %, g, ?ﬂ-, n si

15

T @ e adevarata.

7

567. Cum sinz si cosz € [-1,1] = cos’z < cos?

z si sin't z < sin® x, iar prin

insumarea celor dou# inegalititi obtinem ci sin” z 4+ cos™ z < 1. Cerinta ne ofers egal-

itatea, deci au loc egalitati in ambele inegalitati de mai sus. Obtinem astfel sistemul

sinz = sin” sinfx- (sin®z —1) =0 )
& . Dacd sin®z = 0, atunciz € {kn|k €
cos? z = cos™ x cos?z - (cost?2x —1) =0
. v . 5 . . .
Z} sicos’z =1= cosx € {£1}. Dacd sin’zx =1 = sinx = 1 si cosz = 0, deci ambele

solutii verificd intregul sistem si sinz + cosz € {—1,1}.
8371 427w

568. Pentru inceput, identificam in ce cadrane se afla = si bx: = € (W7 T) =
3m 2 83m 42 3m
(8 + 587+ ;) 5xe(7ﬂ,?ﬂ):(41w+g,42w) (407 + =, 407 + 2m), dar din

periodicitate, obtinem ca = e in primul cadran, iar 5z in ultimul. De aici, sinx, cosz > 0,

deci e falsi. cosbz = /1 —sin?5z = é ( 3 3) e adevarata si e falsa.

17

64 161
cos 10z = 2cos?5x —1=2- 289 —-1= f@,@ adevarata.

569. Notam cu a = sinx si b = cosz. Cum z € (0, g) = a,b>0. m =sin2z =

2sinxcosxz = 2ab. = m > 0gi b = 2ﬁ Din formula fundamentala a trigonome-

2
m m .
triei avem ci a? + b2 =1 = ad? —1—4—2 =1-a* = a4—a2+T = 0. Privita
ca o ecuatie de gradul doi in variabila a?, aceasta are discriminantul A = 1 — m?2, si

1+£v1-—m?2 1++v1—-—m?

o . y . m
solutiile ay , = — 5 sunt pozitive. Daca @ = {/ —————, atunci b = — =

2 2a
2-vV1—+v1-m2
V2 . Dar obtinem astfel ca a > b, ceea ce nu convine din ipoteza. Daca

2
1—v1—m?2 . m f\/1+ 1—m

a= — 5 atunci b = 20 = . In acest caz, observim a < b
a
.. a 1—-v1—m 1—\/1—
si ajungem la: tgx = — = = .
b 1+ V1 —m2 m
570. Ecuatia este echivalentd cu cos2x - (4cos2x — 7) = 0. Dacd 4cos2zx — 7 =
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0 = cos2x = — > 1, deci nu exista solutii in acest caz. Daca cos2x =0 = =z €
{ Z + kj ke Z} { (26 + Dm ke Z}, adica varianta e corectd. Acum verificam
celelalte grile: ; = k E

2co8?r — 1 = 51n2x = cos’z = % = |sinz| = |cosz], adevirata. Din

1 1
sinz| = — > -, falsa.
[sina| = —= > 2. [D]

571. Ecuatia este echivalenta cu (1 + v/3)sinz + (1 — v/3)cosz = 1 + /3. Vom folosi

T
2tg—
formulele pentru sin si cos in functie de tangeta unghiului injumatatit: sinx = 7296
1-— tg R 2tgf
sicosx = 7323 Inlocuim acum formulele in ecuatie si obtinem: (v/3+1)——=— ST +
1+tg— 1+tg—

(V3- 1) tgm =1+3. Cunotat1at—tg2 avem: 2(v/3+1)t+v/3—-1—(v3-1)t? =
1+tg
2

1+\/§+(1+\f)t2, de unde ajungem la \/gtz—(\/g—&—l)t—i—l = 0, pentru care A = (\/g—l)2

T 1

1 solutiil tt1 = —,ty = 1. Pentru tg— = —

si solutiile sunt ¢; 30 t2 entru tg 7

tgg =1 = z¢€ {g+2kw\k ez}. — ac {g—i—Qkﬁr\k eZ}u{g+2lm|keZ} —
V3

sina € {7, 1}.

= z € {g + 2km|k € Z}, Pentru

1 2
572. Folosim formula pentru cosinusul unghiului dublu si obtinem ca: y
1 4 1 6 1 8
+oosdw = +cosbr + T+ cos 1:, adica cos 4x + cos 6 = cos 2x + cos 8x. Din formula

2 2 2
de transformare a sumei in produs, obtinem ca ecuatia e echivalenta cu 2 cosx cosbx =

2k
2cos 3z cosbr = cosbx-(cos x—cos 3z) = 0. Daci cosbx =0, x € {:I: + l|k‘ Z}

10
4k +£1
= {(10)7r|k € Z}. Dacé cosxz — cos3z = 0, 2sinzsin2z = 0, € {kn|k € Z} sau

km
€y —=lkeZs.
{5z
573. Folosind formula pentru unghiul dublu avem ci cos2z = 1 — 2sin®z, si deci in

VA . 9 . 9 COST
membrul drept raméane sin“ z - ctgr = sin” x -

- = sinz cosz. Atunci ecuatia devine
sin x

-cosz = sinz - (cos’x — 5cosw + 2) = 0. Daci sinz =

1
0 = x € {knlk € Z} . Daci cos’x —5cosx +2=0 = (cosz — 2)(cosx — 5) =0.
1
Cum |cosz| <1 = ecuatia cosz = 2 nu are solutii. Pentru cosz = 3 — x €

{ig + 2kn|k € Z}. Solutiile care ne intereseaza sunt ({kw|k € Z} U {ig + 2kwlk €
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ZY) N[0, 107] = {0, 7, 27 — g o, 21 + g,377,47r - g dm,...,10m — g 107} care au suma
1 1 314
egald cu m-[(1+2+3+. .. +9+10)+2-(2+4+6+8)+10—§] = 7r~(55—|—2~20—|—10—§) =5
574. Pe intervalul (0, g) functiile sin si cos sunt pozitive si concave. Din inegali-
+y >

. .. . . . . PNV _ .z
tatea lui Jensen si inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica: sin
r+vy > COS T + COs Y

> 4/sinzsiny > 0sicos 5 = 5 > /cosxcosy > 0. inmultind

r+y r+y
CcOoS B

1 1
sin(z + y) > 2\/2 sin 2z - 3 sin2y = 4/sin2zsin2y. Dar, din ipoteza sin(z +vy) <

v/sin2zsin2y. Rezulta ca are loc egalitate in inegalitate, si deci, si In inegalitatile

sinx + siny
2

cele doud inegalitati, obtinem: sin

> /sinzcoszcosysiny | -2 =

T
folosite = sinx = siny, cosx = cosy. Dar z,y € (0, 5) = z =y, adica

. .o . ™ . . . -
este corecta. Solutie alternativa. Pe intervalul (O, 5) functiile sin si cos sunt pozitive,

deci partea stangs a inegalititii este pozitivd. Ridicand la patrat se obtine: sin? (z+y) <

sin 22 sin 2y < sin? x cos? y 4 2sin x cos y sin y cos z 4 sin® y cos? & < 4sin x cos x siny cos y
. . 77 .

& sin®(z —y) < 0 < sin(z —y) = 0. Dar x,y € (O, 5), deci x = y, adica este

o . o o o ™ .. .
corecta. Pentru varianta @, observam, ca daca x = y € (0, 5), atunci sinx 4 siny =

3 T
2sinz > V3 < sinx > 7\2[ S x € (g, 5) Deci inegalitatea nu este adevarata pentru
. T
orice x,y € (0, 5)

1
575. Din formula de transformare a produsului in suma avem ca sin  sin 5z = 5 (cosdx —

cos4xr — cos 6 cosdx 4+ cosbxr  cosx
f—i—cos 6x = ctgr & 5 =

ca o < . .. CoOST
Folosim Inca o data acelasi set de formule si ajungem la cosx cosbx =

cos 62). Atunci ecuatia devine —.
sinx

- < cosa -
sin ¢

1

(cosbx — S—) =0. Dacd cosz =0 = z € {g + kw|k € Z}, de unde avem solutiile

sin
N 3m m w37

—. Daca cosbx = = sinzcosbr =

in intervalul [—2m,27] sunt :

n 62 + sin 4 27 27272 sinz
sin 6z + sin4x
1 = — = 1, adica sin6x + sindx = 2. Cum sinz € [-1,1],Vz € R =
4 1
sindx =1 x:MmGZ R
= 12 = z € 0. Intr-adevar, daci ar exista m si
. (Adm+ ) '
sin6x = 1 sz,meZ
4 1 4 1
n astfel incat ( ni; ) = ( m;— )ﬂ-, am obtine ca 8n+2 = 12m + 3, imposibil deoarece

membrul stang reprezintd un numér intreg par, iar cel stdng un numar impar. Atunci

solutiile finale sunt doar cele obtinute in primul caz, in numaér de 4.

si b) - cos(a—b
576. Pentru a si b, expresia este egald succesiv cu E(a,b) =4 - St (a.—|— ) C?b(a ) =
sin 2a - sin 2b
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Asin(a+b) - cos(a — b) _ sin(a+b)- sinasinb + cos acos b
1
cosacosb sinasinbd

577. Ecuatia din cerintd are discriminantul A = (24++/3)2—4-2v/3 = 7—4V/3 = (2—/3)?
2+ 3+ (2—3)
4

= sin(a + b) -

2sinacosa - 2sinbcosb sin a cosasinbcos b

) = tga + tgb + ctgb + ctga.

3
si solutiile x1 o = ,decizy = 1sizy = g Cazul I: sina =1, cos 3b =
3 2 3
V3 e {E—i—ka‘keZ} sibe d+ + M ezl Cagul I1: sina = i,
2 2 18 3 2

2

nEZ} sib e {m mGZ}.

Observam ca pentru n =0 si m =1, se obtine a = b = 5

2
cos3h =1 = a€{§+2kwkeZ}U{;+2nw :
. 1 . A . . . [ 3 2
578. Folosind ctger = e O notand ¢ = tgr, obtinem ecuatia echivalenta t° + ¢ —
g

™

10t + 8 = 0. Se observa ca t = 1 este radacina, deci s& factorizdm cu (¢ — 1), si anume:
3124262 -2t —8t+8=0=t3(t—1)+2t(t—1)—-8(t—-1)=0= (t—1)(t*+2t—8) =
0=(t—1)({t—-2)(t+4) =0. Dacd t=1: = tgx =1, deci x € {g + knlk € Z}. Daca
t=2: = tgx = 2, deci z € {arctg2 + kn|k € Z}. Daca t=4: = tgx = —4, deci
x € {—arctgd + kn|k € Z}.

3
579. Notam 4z = t, astfel transforméand inecuatia data sindzx < - in sint <

3 L . < . . .
—. Inecuatia sin(z) < a are solutia generald reuniunea intervalelor (—m — arcsin(a) +
27k, arcsin(a) + 27k), unde k € Z. Astfel:

2k7r7rarcsin<\g§> <t<arcsin<\£§>+2k7r@2k7r7rW<t<§+2k7r¢>

3
2% L N N N L AL
—T— = T < = ——e e << =t —— 8 —— << —+—.
Ty 3 T T 12 1272 723 12772
0 T m
Deoarece 1 € (O, 5)7 1< 3 si functia sin este crescatoare pe intervalul (O, 5), rezulta
3
ca sinl < sing = g, deci este adevarata. Si @ este adevarata pentru ca
3 V3
n—=-1<—.
sin 5

580. Au loc urmatoarele relatii: tg <arcsin =

V3

1
COS | arcsin——
( V3 ) 3

—_

. 1 1

Sin arcsin—— E—
1 ) ( \/§> _ V3 V2
2 )

]__

2tg <arctg>
4
tg <Qarctg2> = = —; arcsin(sin7) = arcsin(sin(7 — 27)) = 7 —
1

1 )
— tg2 <arctg2> 3

27, deoarece 7T—27 € (O, g) ; arccos(sin4) = arccos (cos (4 - g)) = 4—%, deoarece 4—
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.3 .3 . .3

sin (2 arcsin ) (arcsm ) cos <arcsm 5) unde sin (arcsm 5) =
9 \/ 25— 9 16 4 .3

cos arcsm 1— —= —_—= —= — gin | 2arcsin—= | =
25 25 25 5 5

3 4
55 25
T x T
582. x € (0, 5) — 5 (07 Z) = cos§ > sin 5" Folosim urmatoarele rezultate

ot
(SR

x x
teoretice V1+sinz —+1—sinz = sin§+cosf —

(smg + cos 7) =1+4sinz
( 2

z 2
smf—cosf) =1-—sinx

‘ T n T ( T ;v) 9 T
sm——cos— —sm— cos — — (cos = — sin = 2sin —.
2 2 2 2 2 2

583. =z € (0,71') = x -sinz > 0, astfel putem folosi inegalitatea mediilor: M, > M,.
12

- + 48x sinx
Obtinem *SML

2

> /12 - 48 = valoarea miniméa a expresiei este 48. Aceasta

. A . 12+ 4822 sin’ x . 1
valoare se poate atinge atunci cand derivata functiei ————— — =0 < x-sinx =
T-sinx

2
584.  Din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem ci: (rsinz + tcosz)? <
(sin?x + cos?z)(r? + t?) = (r> + t?) = rsinz + tcosz < 2+ t2. Solutie alterna-

tiva: rsinz + tcosz = Vr2 4+ t3( *s1nx+ *cosx) = VrZ2 4+ t?sin(z +
t
arcsin ———=) < vr2 4+ t2.

V2 +t2
sinx

585. Egalitatea in inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz se obtine pentru: —— =
r

cos T r - 0 r
; = = tgzx. Inlocuind =z = 3 obtinem: 1= \f <= r = /3t. Solutie alter-
nativa: rsinz + tcosz = Vr2 + t2(———=sinz + cosx) = Vr2 + t2sin(z +
. \/7 \/7
arcsin ———) = valoarea maxima se atinge cdnd sin(z + arcsin ———) = 1. Daca
72 42 72+ t2 .

T T
consideram asadar x + arcsin ——— = arcsinl = —, cum © = —, avem arcsin ——
’ r2 4 ¢2 2 3 m

™ t

= —, deci —— = = <= 4t? = r? +t? < r = +/3t. Observam astfel ca

6 Ve 4+ t2 2 \[

varianta este corecta.

586. Se folosegte urmétoarea observatie: 4 cosz - cos(60° — z) - cos(60° + ) = cos 3z,

1
deoarece 4 cos z - cos(60° — ) - cos(60° 4+ x) = 2 cos x - [cos 120° 4 cos 2z] = 2 cos x - (—5 +
2cos?z—1) = 4cos® x—3 cosz = cos 3z. Astfel, 4 cos 6°-cos 54°-cos 66° = 4 cos 6°-cos(60—

6)° - cos(60 + 6)° = cos(3-6°) = cos 18°(1). Analog se obtine 4 cos18° - cos42° - cos 78° =
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4¢0s18° - cos(60 — 18)° - cos(60 + 18)° = cos 54°(2). Inmultind identitatile (1) si (2), avem
16 cos 6° - cos 66° - cos42° - cos 78° =1,

u+t+v=1 1 1
587. Fie u = sinz,v = cosy => => cosy = §,sinz =-—=>x=

(_1)m% +mm,m € L,y = ig + 2nm,n € Z.

588. tg(89°) = tg(90° — 1°) = ctg(1°) =

t (o) 18(887) =8 (90" —2°) = ctg(2") =

1
2 (2°) si asa mai departe. In mijloc avem termenul tg(45°) care este egal cu 1.Prin
g (2° '
inmultire se obtine ca S = 1.

589 '31_.(z>_~<z>_£. 3\ _ (r-T) -
. Sin 1 = sSm |7 4 = Sin 4 = D) , COS 4 = COS | T 1 =

s V2
—eos (7)== ) )
590. g<2<7r;»sm(2)>0;w<4<§:»sin(4)<o;§<6<2ﬂ;»sm(6)<0

591. sin (1?(?) = sin (271' + %) = %, sin (7;) = sin (27r + g) = sin (g) = ?

11 3 3 2 11 2 5
592. Tﬂ = 27 + Zﬂ, cos (I) = —g, cos (471-) = —g; g = 27 +
T cos (E) =0, cos Ty
2’ 2/ 7 2)
593. Folosim formulele sin(m —2z) = sin(z), sin(r+2z) = —sin(z), sin(2r —x) = — sin(x).

2
594. Avem LAOB — g /BOC = g /COA = ZAOB + /BOC = g Astfel tri-

unghiurile AOB si BOC sunt echilaterale (deoarece sunt isoscele cu un varf de masura
g), de unde triunghiul ABC' este isoscel cu laturile AB = BC' =1 si cu unghiul ABC de
LU 2T
masurd, —.
3

595. Deoarece x € [O, g}, rezulta ca sinx > 0,cosx > 0 gi astfel sinz+cosx > 0. Atunci

|sinz+cosz| = |sinx|+|cosz| < sinx+cosz = sinz+cosz < 0 = 0. Deci toate valorile
ale lui x € [O, 5} sunt solutii. Prin urmare, solutia ecuatiei este @
3

596. sin(z — ) = —sin(r — z) = —sin(z) = 7

597. cos(180° 4 6) = — cos(#). Asadar: cos(240°) = cos(180° + 60°) = — cos(60°). Deci:

1
cos(240°) = —3
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117 3
598. — € 5

11 2
- ,27r), adica este in al patrulea cadran, deci: sin 77T < 0. Unghiul KW

este in primul cadran (intre 0 si g), deci: sin %T > 0. Unghiul %T este 1n al doilea cadran
(intre g si ), deci: sin g > 0.

599. Observam ca 5 radiani este intre 37” si 2m: 3% ~ 4.71 radiani, 27 ~ 6.28 radiani.
Deci, 5 radiani se afld in al patrulea cadran.Astfel: cos5 > 0. Analog, v/8 radiani este in
al doilea cadran, intre g si 7, astfel: cos/8 < 0.

600. Folosim identitatea sin 2z = 2sin x cos x. Mai intai, determinam cos x folosind iden-

. : o o 3 .
titatea trigonometrici: sin®x 4+ cos?z = 1. Substituind sinz = 5 cos?x =1 —sin’z =

2
3 9 16 4
1-— () =1 —. Prin urmare: cosz = ig. Deoarece x € (%,ﬂ'), rezulta ca

5 25 25
4 3 4 —24 24
s = ——. Atunci sin 2z = 2si s =2-—- | —= | = —— Astfel, sin(2z) = ——.
cos T 3 unci sin 2z sin x cos T 3 ( 5) T sin(2x) 5%
5 3 =5 3
ter=-2 =°."2__°
YT TIT s 0 T
o 1
601. Stim ca cosz = — si folosim identitatea trigonometricd: sin? z 4+ cos?z = 1 Sub-
2
stituim valoarea lui cosz: sin?z + ( —= ) =1; sin®z + 1 =1;sinz=1— 1 = .
' 5 ' 25 ’ 25 25’
V24 3 V24
sinxz = j:T. Cum z € (77, 271-), sinz este negativ, deci: sinz = 5 Acum de-
C e . . . V24
terminam sin 2z folosind formula de dublu unghi: sin2x = 2sinxzcosz = 2 - e

()5

“5) T

602. tg (127T> =tg (H)ﬁm 27r) =tg (%) = %; cos <1?6>7r) = cos (%) = ?

603. Unghiul 169° este in cadranul al doilea (intre 90° si 180°). In acest cadran, functia

cosinus este negativii. Unghiul 220° este in cadranul al treilea (intre 180° si 270°). In
acest cadran, functia cosinus este negativa. Unghiul 324° este in cadranul al patrulea
(intre 270° si 360°). In acest cadran, functia cosinus este pozitiva.

604. Inlocuim x cu 7 — z in ecuatia initiali: 2f(7 — z) 4+ 7f(x) = 8sin(r — z).

Stim ca sin(m — x) = sina, deci: 2f(7 — ) + 7f(z) = 8sinz. Avem acum doua ecuatii:

2f(x)+7f(r—x) = 8sinx si 2f(r—x)+7f(x) = 8sinx. Multiplicim prima ecuatie cu 2 si
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a doua ecuatie cu 7: 4f(x)+14f(m—x) = 16sinx si 14f(r—x)+49f(x) = 56 sin z. Scaddem
prima ecuatie din a doua: (14f(r—z)+49f(x))—(4f(x)+14f(m—z)) = 56 sinx— 16 sin x.
45f(x) = 40sinz = f(z) = i—g sinz = f(z) = g sinz. Prin urmare, functia
care satisface ecuatia datd este: f(z) = g sin .

605. Inlocuim # cu 27 — z in ecuatia datd: 5f(2r — x) + f(x) = 8cos(2w — x)

Deoarece cos(2m — x) = cosz, obtinem: 5f(2m — x) 4+ f(x) = 8cosz Astfel, avem doua

5f(x) + f(2m — ) = 8cosx
ecuatii: . Adunénd cele doud ecuatii: 6f(x) + 6f(27 —

5f(2m —x) + f(x) = 8cosz
xz) = 16cosz = f(z)+ f(21 —2) = gcosx. Scézand ecuatia (2) din ecuatia (1):
Af() —4f@2n—2) = 0 — f(z
F() + flom — o) = 5 cos: 2f(x) =

606. Inlocuim z cu —z in ecuatie: f

~

= f(2r — x) Substituind f(z) = f(2r — z) in

4
cosx = f(z) = 3 COS .

w| oo

2 —x)+4f (27 +x) = 5cos(—x). Avand in vedere

—~

cd cos(—x) = cos(z), obtinem: f(27m —x) +4f(2r + ) = 5cosx.

f@rm+ax)+4f(2r —xz) =5cosx
Astfel, avem doua ecuatii: Notam f(27 + x) cu a

f@r—z)+4f(2r+2z) =5cosx

a+4b=>5coszx
si f(2r — ) cu b. Deci, ecuatiile devin: . Scadem prima ecuatie

b+4a=>5coszx
din a doua: (b+4a) — (a +4b) = 0 & 3a—3b = 0 < a = b. Inlocuind a = b

in prima ecuatie, obtinem a = cosz < f(2r + x) = cosz. Inlocuim z cu z — 27
f@2m+ (z —27)) = cos(x — 27) & f(x) = cosz.

607. Cel mai mic numér pozitiv T pentru care cosy = cos(y + 7)) pentru orice numar

real y, adica perioada functiei cos este 2m. Astfel cosy = cos(y + 27),Vy € R. Alegand
y = 3x, avem ca @ este adevarata.

608. In egalitatea F(z) = E(x + T) < cosz + sin2z = cos(z + T) + sin(2z + T)

inlocuim pe rand valorile x = 0 si x = —. Se obtine: cos0+sin0 = cosT +sin7T < 1 =

v
2
cosT +sinT; (1). cosg + sinm = cos (g + T) +sin(r+7) < 0= —sinT —sinT &
sin7 =0. (2). Din (1) si (2) avem sinT = 0 si cosT = 1. Cel mai mic numér pozitiv T’

pentru care au loc simultan aceste conditii este T' = 27.
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n
609. Dezvoltarea sumelor rezultd in expresia » sin(a+k) cos(b+k) —sin(b+k) cos(a+k)
k=0

si, cum sin(a + k) cos(b + k) — sin(b + k) cos(a + k) = sin(a + k — b — k) = sin(a — b),
valoarea expresiei este, de fapt, (n 4+ 1)sin(a — b). Cum a — b = g, obtinem varianta @

ca fiind singura corecta.

2 =

DN | =

3
610. Ridicim ecuatia la patrat. sin®z + 2sinzcosx + cos? x = 3 = sin2zx =

ST . . . y y N 1 -
T € {12, 12} Mai trebuie verificat daca au aparut solutii noi cu ridicarea ecuatiei

T T 1 — cos(m/6
initiale la patrat. Prin calcule simple obtinem ca sin — + cos — M +

12 12 2
1 6 2—-+vV3 2 3 3
+C025(7T/ ) = \/ 3 V3 + \/ ;_\[ = \/; (ultima egalitate se poate verificare
0 ridi litatii la ptrat.) si 57rJr o . (7r 7r)Jr (7r )
rin ridicar itatii rat.) sin — — =sin|{=-— — ———) =
p carea egalitatii la patrat.) s 15 T8y =sin(3 — 13 cos (5~ 13
3
cos 1% + sin % = \/; . Deci ambele solutii obtinute sunt solutii ale ecuatiei initiale. Ast-
fel, 22 = 5.
T2

611. S, =sin(x)cos((n—1)x)+sin(2z) cos((n—2)x)+- - -+sin((n—1)x) cos(z) Dar suma

se mai poate scrie: \S,, = sin((n —1)x) cos(x) +sin((n — 2)x) cos(2z) + - - - +sin(z) cos((n —
1)x). Adunand cele doud expresii avem 25,, = [sin(z) cos((n—1)z)+sin((n—1)x) cos(x)]+
[sin(2x) cos((n —2)x) +sin((n — 2)x) cos(2z)] + - - - + [sin((n — 1)z) cos(x) + sin(x) cos((n —

1)x)]; 25, = sin(nz) + sin(nz) + --- + sin(nz) (un total de (n — 1) termeni) Asadar

(n—1)
2

28, = (n — 1)sin(nz) si S, = sin(nx).

612. Produsul cerut este egal cu ctg(41°)-ctg(42°)-ctg(43°)-ctg(44°)-ctg(45°)-ctg(46°)-

ctg(47°) - ctg(48°) - ctg(49°). Folosind ctg(90° — ) = tg(x), rescriem: ctg(90° — 41°) =
tg(41°), ctg(90°—42°) = tg(42°), ctg(90°—43°) = tg(43°), ctg(90°—44°) = tg(44°)
Folosind cele de mai sus, produsul de calculat devine ctg(41°)-ctg(42°)-ctg(43°)-ctg(44°)-
ctg(45°) - tg(45°) - tg(44°) - tg(43°) - tg(42°) - tg(41°). Cum ctg(45°) = 1 si tg(45°) = 1, cal-
culul devine: ctg(41°)-ctg(42°)-ctg(43°)-ctg(44°)-tg(44°) - tg(43°) - tg(42°) - tg(41°) = 1.

613. Inmultim expresia ceruti cu cos(10°): 16sin(10°) cos(10°) sin(30°) sin(50°) sin(70°).

Folosind identitateasin(2A4) = 2sin(A) cos(A), expresia devine 8sin(20°)sin(30°) sin(50°)
sin(70°). Observam ci sin(70°) = sin(90° — 20°) = cos(20°), astfel expresia devine

8sin(20°) sin(30°) sin(50°) cos(20°) = 4sin(40°) sin(30°) sin(50°). Cum sin(50°) = cos(40°),
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folosind din nou formula pentru dublarea argumentului, avem 2sin(80°) - sin(30°). Pro-

2sin(80°) - sin(30°)
cos (10°)

614. Observam ci produsul contine termenul sin(0°), iar sin(0°) = 0. Prin urmare,

dusul cerut este egal cu

= 25sin(30°) = 1.

produsul cerut are valoarea 0.

615. Deoarece tg(180° — z) = —tg(x), pentru orice valoare = pentru care expresiile sunt

definite. Observam ca pentru fiecare unghi x in intervalul 1° < x < 89°, existd un unghi
180° — z in intervalul 91° < z < 179° astfel incat: tg(180° — x) = —tg(x). Prin urmare,
pentru fiecare termen tg(z) unde x este in intervalul 1° la 89°, existd un termen core-
spunzator tg(180° —z) unde 180° —z este in intervalul 91° la 179°, astfel incat: tg(180° —
x) = —tg(z). Astfel, suma tuturor termenilor poate fi grupatéd in perechi de termeni care
se anuleazd reciproc: (tg(1°) +tg(179°)) + (tg(2°) + tg(178°)) + ... + (tg(89°) + tg(91°)).
Fiecare pereche tg(z) 4+ tg(180° — z) = tg(x) — tg(z) = 0. Astfel, intreaga sumi este 0.

616. Vom folosi identitatitile trigonometrice tg(90° — ) = ctg(x) si tg(x) - ctg(x) = 1.

Grupam termenii produsului in perechi, astfel (tg(1°) - tg(89°)) - (tg(2°) - tg(88°)) - ... -
(tg(44°) - tg(46°)) - tg(45°) Termenii din fiecare parantezd se inmultesc la 1, agadar pro-

dusul final este egal cu 1.
1 — cos(2z)
2

1—cos(22)\> ., 1 — 2cos(2x) + cos?(2x)
————2) ;sin*x =
2 4
1 + cos(4x)
2

617. Folosim identitatea: sin®z = . Astfel, pentru sin* z, avem sin*z =

1+ cos(4x)

. Stiind c# cos?(2z) = 5

1 —2cos(2z) + 4 3 — 4 cos(2x) + cos(4x)
= s T = .

8
3 —4cos (E) + cos (E)
Calculim fiecare termen: sin? (5) = 4 27, &in4 5 =
3 3 5 5
3 — 4cos (I) + cos (277) » (57r> - 3 — 4cos (I) + cos (;) » (77r) -
<) = =

; sin
3 —4cos ( ) - 3
. Inlocuind valorile cos (f) =0, cos (2> =0, cos ( )
0, cos 71 = 0 si cos (E) = @ Ccos 31 = —Q cos 51 = —@ cos 71 =
’ 9 ) = U¢ i)~ 2 £)" £)- 2 i)

V2 <7T):34'2+() 3_2\/2 i

B Astfel, fiecare termen devine sin®

avem sin® z =

b
D~
_|_

(@)

%
/N

|5
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V2

2
so1 (22) 4o 3-4.(-Y2) 40
2 _ 3422 (5T _ 2 C34+2v2
8 8 B 8 8

S t 13
g uma este egald cu 3 3

8
3+2\/§+3—2¢§_ B-2v2)+(B+2v2)+(3+2v2)+(3-2v2) 12 3
8 8 . 8 B 8 2’
618. inmul‘gind expresia cu 2sin > se ajunge la suma telescopica 2S5 sin 5=

V2
3-4.Y2 19
7 3-9V2 3-92v2 3422
sin4(7r>: 2 _ \f. \f++\[+

(2k — 1)z (2k + 1)z x 2n+ 1)z . nx . (n+ 1)z
cos — cos oS = — €08 ————  sin — sin ————
n 2 2 _ 2 2 _ 2 2
2k=1

2 2 2

Alternativ, suma se poate calcula folosind formula lui De Moivre, dupéa ce se observa ca
et — 1
e—1
619. Notam cu S = 16 cos20° cos 40° cos 60° cos 80°. inmultim expresia S cu sin 20°

este egald cu partea imaginard expresiei y ;. ; € = —1,unde e = cosz+i-sinz.

obtine: S - sin20° = 16 cos 20° cos 40° cos 60° cos 80° sin 20°.  Folosind formula pentru
dublarea argumentului, membrul drept se observa a fi egal cu 2sin(160°) - cos(60°). Cum
sin(160°) = sin (20°), afldim ca S = 2 - cos(60°) = 1.

620. Deoarece sin(360° — z) = —sin(x), oricare ar fi x, grupati cate doi, termenii din

suma se vor anula reciproc, dupa cum urmeazé: sin 1°+sin 359° = 0, sin 2° +sin 358° = 0,
sin3° 4+ sin357° = 0, ... sin 179° + sin 181° = 0, sin 180° = sin 360° = 0. Deci, suma tu-

turor termenilor este: S = 0.

1 V3

sin10°  cos 10°

1 V3

sin10°  cos 10°

621. Pornim de la expresia S = . inmultim aceasta expresie cu

sin 10° cos 10°: S - sin 10° cos 10° = ( > - 8in 10° cos 10° gi obtinem S -

sin10° - cos10° = cos10° — v/3sin10°. Acum, multiplicind aceasti egalitate cu o se
ajunge la %~S~sin 10°-cos 10° = % (cos 10° — v/3sin 100) , de unde %S'sin 10°-cos 10° =
1 V3 . L : 1 . : .
5 cos 10° — 5 sin 10°. Simplificand, ajungem la 1 S - sin20° = sin(30° — 10°). Deci
S =4.

1 1 1
622. Avem cosz +sinz = /2 ( cosx + —=sin x) Observam ca — este egal cu

V2 V2 V2
T . . T . . ™ LT .
cosz sicu smz. Deci: cosx +sinz = \@(coszcos:qustsmx) = cosz+sinxr =

V2cos (m— %)
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3 . _ . 3 1
623. Folosind formula sin® z = w, avem: 35~ 1gin3 (;) =1 (3"”‘ sin (;)

—3k=1gin (3%1) ) Se aduna relatiile pentru k£ = 1,2,...,n. Fiecare relatie este de

1
forma: 3*~!sin® (;k) =1 (3’“ sin (;) — 3k=1gin (35_1 )) Adunand aceste relatii de
1
lak=1panila k=mn obtinem 3 ,_,3¥ !sin® (3%) =1 Y ory (Sk sin (3%) — 3kt
- sin (3,{—71) ) Observam ca termenii din suma se anuleaza partial, dupa cum urmeaza

ot () = 7 (37 (57) - sina)
Soh_y 38 tsin (Sk 1 3" sin 3n sinz ).

1
624. Pentru a simplifica expresia cosz — V3sinz, incepem prin a o Inmulti cu 5 Se

1 1 3
obtine —~(cosz — V3sinz) = 5 08T — TSinx. Aceasta poate fi scrisa ca 5 08T —

. ™ . LT . . . .o
— sinz = Cosmcosg — sinzsin 3 Prin urmare, folosind o formula trigonometrica

5 1 V3 . T . ) L )
cunoscuts, putem scrie — cosx — —-sin@ = cos (+ 3 ) §i expresia originald devine

cosx — V3sinz = 2 cos (a:+ %)

1 sin2
625. Pentru orice y cu proprietatea ci siny # 0, are loc cosy = 3" L

- . Folosim
siny

1 sin (E)
1/,

72% Astfel, avem cos (g) =3 m,
2

. x . x
1 (*) 1 sin (T) .
oS (E) = —. 72; ... COS ( < ) NV Inmultind toate aceste relatii,
4 2 sin <§> 2" 2 sin (i)
4 ) 2n
obtinem cos (£> - cos (f) ©...-COS (£> = —- ﬂ. Rezultatul final este
' 2 4 n 2" gin (ﬁ)
21’L
COS (5) + COS (Z) ... COS (27) B sinz
1 N TN
o )
sin on

626. Similar cu problema precedenta, pentru valorile y cu proprietatea ca siny # 0,

%\R

x
aceasta identitate pentru y = 5

1 sin2
avem cosy = 3" ﬁ Astfel, daci folosim pe rand y = z,2z,4x,...,2" 'z avem:
siny
1 sin2 1 sin4 1 sin8 1 sin (2"
cosx = 7'81.11 I, cos 2r = 7.S%n L cosdx = f-s?n L .. cos (2"’1x) = 7M
2 sinz 2 sin2x 2 sindx 2 sin (2" lz)
. . . . ne1l 1 sin (2"x)
Inmultind toate aceste relatii, obtinem cos z-cos 2z-cos 4z-. . .-cos (2 x) i T
sinx
627. Sa observam ca 16sinx - cosx - cos2x - cosdx - cos8r = 1 <= sinlbzr =

1. 16z € {(-1 )k-arcsin1+k7r|k€Z} = 16x€{(—1)k-g+kw’k€Z}. x €

{(~1F- &

32+—|keZ}
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k=0 =u1=-— |2 27]
327r 2m s
k=1 > T=—g 5—56[—27r,27r]
A :le 607#:617# o 2] = 32 : 2 = 16 solutii
k=31 :>x—i21 3%2—71-—3%1—# [—2m, 27]
k_32 =2 o _657%2¢[ 2 2 ]
= =—+4+—=— T, 27
32 - 32 o 32 o
T E T et
k=-2 = —3—2—52—3—26[2w,27r]
a0 ma T 60r 597 ¢ Lom 2n = 32 : 2 = 16 solutii. In con-
327T 3%27r 3(2337T
k=-31 éz:;ﬁ ;47%—2:g37?;—2 € [—2m, 27]
k=-32 :>x:3—2—§:—3—26[—27r,277]

cluzie, exista 32 de solutii.

628. cos’z +cos’2r =1 = cos’2z =sin’z = cos?2z —sin’z =0 =

= (cos2x —sinz)(cos2x +sinz) = 0 = cos2z — sinz = 0 saucos 2z + sinz = 0.

Cazul 1: cos2zx —sinz =0 = 2sin’z +sinz —1=0 —
1 5
sinx=—-=uzx¢€ {(—1)k Iy kﬂ"k € Z} = E, o solutii cand k € {0,1}.
— 2 6 6° 6
sinz = —1 fals pentru x € [0, 7]
Cazul 2: cos2z +sinz =0 = 2sin’z —sinz —1=0 =
sihne =1 = z¢€ {(—1)’f T kﬂ"k € Z} — T este o solutie pentru k € {0,1}
1
sinz = —3 fals pentru x € [0, 7.
& . " . m™  Sm wm 3w
In concluzie, suma solutiilor distincte este 5 + < Ta=%

629. det(A(x)) =2-1-3+0:0-3+22-2.2—3-1-2—0-2-2—0-22-3 = 3x+42? — 3z =

422 =16 = 2® =4 — x=+2 = solutiile sunt [C|i[D].

630. Diagonalele unui romb sunt perpendiculare si se intersecteaza in mijloc. Mijlocul

)-eb

Ecuatia dreptei BD care trece prin M este

1 -2
segmentului este AC: M (;3, 3%() (2, Panta dreptei AC este myac =
—2-3 5 2

= . BD 1L AC = -.
31 2 — MBD = g

1_
y-35=

(r —2)= 42— 10y —3=0.

(S8 )
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631. P(3)=3%>-a-32-3-34+a?>+2=27—9a—9+a?+2 = a® — 9a + 20. Folosind

7~ = 9, deci solutia corectd este
-1 y-1_ z(z-1)—yly- ) (x—y)lx+y-1)
r Ty xy '

Relatia lui Viete pentru sumsi, obtinem a; + ay = —=2

632. Avem zxy =

A Dacd xxy =0, atunci (x —y)(x +y — 1) =0, deci z = y sau « + y = 1. De exemplu,
x =3,y = —2 verifici x xy = 0 dar = # y. Fals.

B Pentru z = y obtinem z xy = 0 ¢ R*. Fals.

- —1 - —1
C Dinzxy = (z-y@ty-1) siyxx = y=—o)yt+o-1) = —(z xy), rezultd ca
xy yx

pentru orice x,y cu x xy # 0 avem x xy # y x x. Adevarat.
2—-3)(2+3-1 —-1)(4 2
D2*3:< )2+ ):< )():_,

2.3 6 3
EIEDRE
Apoil*(2> = 3 3 _3 3
3 (2 2
3 3

Asadar, variantele si @ sunt corecte.

633. Deoarece a,b € (0,1), avem Ina < 0 si Inb < 0, deci log, b = 2% > 0. Notim

Ina

= g Adevarat.

t = log, b > 0. Atunci log, a = %, iar conditia din enunt devine ¢ > % inmul‘pind cu

t > 0, obtinem ¢? > 1, adicd t > 1 (deoarece ¢ > 0). Asadar, log,b > 1 = log, a. Cum

functia log,, este strict descresciitoare pentru a € (0,1), rezulta ci b < a, deci raspunsurile

corecte sunt si .

3 16 9
634. Deoarece x € |, o ,avem sinz < 0. Dinsin?z =1—cos?z =1— — = —,
2 25 25
. . 3 . . 3 4 24
obtinem sinz = —% Atunci sin(2z) = 2sinzcosz = 2 - =) 7 5) =5 Asadar,

varianta este corecta.

635. Unghiul dintre doi vectori este ascutit daca si numai daca produsul lor scalar

este pozitiv, deoarece i - ¢ = |4 - |0] - cos(a), iar |ul,|T] > 0, deci semnul produsu-

lui scalar depinde doar de cos(a), care este pozitiv pentru « € (0°,90°). Calculam

S

¥=1-m+(-3)-1=m—3. Conditia @ -7 > 0 devine m — 3 > 0, adica m > 3, deci

raspunsurile corecte sunt si .

636. Binomul se poate rescrie ca (2z1/% + 3x*1/6)6. Termenul general al dezvoltirii este

6-k k 12-2k—k 4k

6 6 )

Ty = (2) L L Exponentul lui = este
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4—k
Pentru termenul in 2! punem —— = 1, de unde k = 2. Coeficientul este (g) -24.32 =
15-16 - 9 = 2160. Asadar, varianta este corecta.

637. Pentru z = 1, avem li/m1 flz) =13 = 1si li\‘m1 f(x) = 0, deci f nu este con-

tinua in x = 1. Asadar, afirmatia este falsi. In ceea ce priveste derivatele laterale

5 _ f(h) = f(0) .0 . h*=0
— . 10) = — — 10) =
in x = 0, avem: f1(0) = }L% o %1;% A 0, f4(0) }lblg}) h

Jim h? = 0. f1(0) = f4(0) = 0, deci f este derivabild in 0 si f'(0) = 0. Afirmatia

este adevarata. f(—1) =0 # —1 = —f(1), deci f nu este impard si afirmatia este

falsa. f este marginita cu un singur punct de discontinuitate, deci este integrabila. Avem:

2 0 1 2 471
. 1
/ flx)dz = / Od:c+/ 3 d:17+/ Odx = {x} =-. Aﬁrma@ia@ este adevarata.
-2 -2 0 1 4 0 4

638. Tangenta este paraleli cu axa Oz atunci cand f/(z) = 0. Avem f(z) = Inz—(lnz)?,

deci f'(z) = 1 — 2Inz — 1=2Inz * Copditia f’(z) = 0 este echivalentd cu 1 —2Inz = 0, de

unde Inz = % si x = y/e. Asadar, varianta @ este corecta.

639. lim 1_.620896 = lim L~ cosz = lim 1 = ! = 1 Asadar,
=0 sin’ gz 20 (1 —cosz)(1 +cosx) 2—-01+cosxz 1+1 2

solutia corecta este .

640. Scriem zParctgx = 2P - % cx =Pt w. Deoarece lim,_, ¢+ arcxﬂ =

(limitad fundamentald), limita cerutd este lim, o+ 27T - 1 = lim,_ o+ 2PT!. Aceasta

apartine intervalului (0,00) dacad si numai dacd p + 1 = 0, adicd p = —1. Rezultad

A ={-1}, deci A este finita si A C Q. Asadar, afirmatiile corecte sunt si @

a b
641. Fie X = . Calculam:
c d

a+2c b+2d 2a+b 3b
AX = . XB=

3a+4c 3b+4d 2c+d 3d
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Din AX — X B = 41, obtinem sistemul:

—a—b+2c=4
—2b+2d=0
3a+2c—d=0
3b+d=4

Din ecuatia (2): d = b. Inlocuind in ecuatia (4): 3b+b = 4, deci b = d = 1. Inlocuind

b =1 in ecuatiile (1) si (3) obtinem —a + 2¢ = 5 si 3a 4+ 2¢ = 1. Scazand, 4a = —4, deci
-1 1

a=—1sic=2 DeciX = , iar suma elementelor este —1+1+2+1 = 3.

2 1
Asadar, solutia corecta este .

642. Notam z = a + bi, z = a — bi. Calculam (2 +4)(a + bi) = (2a — b) + (a + 2b)i

si (1 —3i)(a—bi) = (a — 3b) + (—3a — b)i. Adunand, obtinem (3a — 4b) + (—2a + b)i =

3a—4b=2
2 — 3i, de unde sistemul . Din a doua ecuatie b = 2a — 3. Substituind:

—2a+b=-3
3a — 4(2a — 3) = 2, deci —ba = —10, adici a = 2 si b = 1. Astfel z = 2 4+ i

|z| = VA +1 =+/5. Asadar, varianta | B | este corecti.
643. C(z¢,y.) € d= x. = 3 — y.. Aria triunghiului ABC este:
ra ya 1 2 0 1
A=3llzs yp 1f|=z|| -2 2 1| =220 +0-6+2y— 2| = 3|-2 -2y =

ro yo 1 3=Ye Ye 1
= |-1 — y.|. Din conditia A = 2 obtinem | — 1 — y.| = 2, deci y. = —3, iar x. = 6 si

produsul este —18, sau y. = 1, iar ., = 2 si produsul este 2. In concluzie, variantele

corecte sunt si @

644. Notim a=BC =37, b=CA=7,c=AB =4.

. . . 2 27 2 —_ . - .
Din teorema cosinusului: cos A = te—a” — 4941637 _ 28 _ 1 gqo0f A = 60°, iar E
2bc 274 56 27 )
este adevarata.
P — o _ V3 & : _ : . __a 3BT _ 37 _ 111
Apoi sin A = sin60° = 5 si folosim a = 2RsinA: R = 51— = pyev v il B
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deci este adevarata.

Asadar, afirmatiile corecte sunt si .

645. Exprimam totul in functie de xﬁ7 xﬁ: ﬁ = iz@, ﬁ = §E+§ﬁ, m =

AB+2BC = 2AB+2AC. Atunci NG = AG—AN = LAB+LAC 5i NM = AM—AN =
%1@4%—30@. Observam ca W = % m, deci M, N, G sunt coliniare. Asadar, afirmatiile

corecte sunt , si @

646. Ecuatia este definitd pentru cosz # 0. Scriem tgx =

sinx

ez, sin2r = 2sinxcosx

si inmulgim cu cosz: sinz(1 + 2cos?z — 3cosz) = 0. Rezultd sinx = 0 sau 2cos? x —
3cosx+1=0, adicd (2cosz —1)(cosz —1) = 0. Din sinz = 0: = € {0, 7,27} (3 solutii).
Dincosz = §: « € {, 37} (2 solutii noi). Cazul cosz = 1da x € {0,27}, deja numarate.
In total 5 solutii. Asadar, varianta @ este corecta.

647. Punctul A(2,—2) nu apartine dreptei  + y = 10, deoarece 2 + (—2) = 0 # 10,

deci cateta situata pe aceasta dreapta este BC. Din B € x +y = 10 si yp = 4 obtinem
B(6,4). Fie C(c, 10 — ¢) un punct pe aceeasi dreapta. Unghiul drept este in C, deci
CA 1 BC. Dreapta BC are panta mpc = —1, deoarece x + y = 10, deci dreapta C'A
are panta mca = 1, deoarece my - mg = —1. Ecuatia dreptei CA prin A(2,—2) este:
y+2=1-(x—2) = y = x— 4. Punctul C este intersectia dreptelor z + y = 10
siy=x—4,deciz+(x—-4) =10 = 2z =17y =3, deciC(7,3). Asadar,
BC =/(7T-6)2+ (3 —4)2=/1+1=+/2si varianta corects este .

648. Calculdm derivata: f'(z) = cosz + e~*. Pentru orice z € [0, %] avem cosz > 0 si

e~ >0, deci f'(x) > 0, ceea ce aratd cd f este strict cresciitoare pe interval.

A doua derivata este f”(x) = —sinx —e™*

. Pentru orice z € [0, %] avem sinz > 0 si
e~ >0, deci f”(z) < 0, agadar f este concava.

Verificim semnul: f(0) =sin0 — e = —1 < 0, deci nu este adevarat ci f(x) > 0 pentru
orice .

Mai mult, f (g) =1-e"2 > 0. Cum f este continua si strict crescitoare, iar f(0) <

o< f (g), ecuatia f(x) = 0 are exact o solutie in [O, g]

Asadar, afirmatiile corecte sunt , si @
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dx
649. Efectuam substitutia t = Inz, deci dt = —. Pentru z = 1, avem ¢ = 0, iar pentru
T

dt ot 1 . T
= arcsin —| = arcsin 5~ arcsin0 = .

V4 —t2 2,

1
r =e, avem t = 1. Integrala devine: /
0
Asadar, varianta corecta este .
650. Notam g; = a si ragia ¢. Din go + g4 = 10 rezulta aq(1 + ¢*) = 10, iar din

2
90+9¢) _ 10 e
l+q+q¢> 7

7¢% — 10¢®> — 3¢ — 10 = 0. Se verificd ¢ = 2, de unde a = 1 si g3 = ag®> = 4. Asadar,

varianta este corecta.

g1+ ge+g3 = Trezultd a(l +q+¢%) = 7. Impértind, obtinem

1 1 1
651. Integrim prin parti cu u = arctgz, v/ = 5 deci v = et —;.I(a) =
[ arctgz]® N /“ dx arctga LT /“ dx Desco om i fractii
— = - — ————. Descompunem in fractii
i r | 1 z(l422?) a 4 1 z(l+22) P ’
1 1 T “ dx 1 “
imple: ——— = — — —~_ Atunci: ——— = |lnz— -In(1+2%)| =
simple Py P g unci /1 w12 [nx 2n( +z7) 1
[ x ¢ a 1 arctga i a )
In——| =In——— —In—. Cand a — oo, — 0 8i ——= — 1, deci:
L \/1—|—x2]1 V1+a? V2 a " V14 a?
1
lim I(a) = Z +0—1In 75" Z +In V2. Asadar, varianta corect este .
a—r o0
n
1
652. Notam a, = nz — Z V. Aplicdm Stolz-Cesaro (b, — 00, b, strict
k=1 k k=1
n n—1
1 1
n Z ——(n-1) —
St ) li anp li Qp an—1 1 k=1 \/E k=1 k
crescator): lim, oo — = lim,_ s = lim, 00
b, T by = bpg - Vn
n—1 n—1
oo . . 1 1 1
Numaratorul diferentei este n - — + — =n+ Z ——. Deci raportul devine
nooo vk =1 vk
n—1 n 1
vnt+ ) — —

Aplicam din nou Stolz-Cesaro pentru lim,, s, =

N
— lim vVn+1l++/n
\/» n— o0 \/m
1+2=23. Asadar, varianta este corecta.

—1 1
—= - “7%7

[

lim,,— 00 = 2. Prin urmare limita ceruta este

Tz

653. det(A(x)) =22+ 0+ 222 — 32 — 0 — 0 = 222 — 2 = 6. Rezolvand ecuatia de gradul

3
al Il-lea, obtinem z1 = 2 i xo = —3 Asgadar, afirmatiile corecte sunt si .
654. Centrul de simetrie al patratului este reprezentat de intersectia diagonalelor AC

— 1-2 1
si BD. Panta dreptei BM este mpy = IM T UE = —. Stiind ca BM L AC,
TNy — B 1-3 2

obtinem mac = —2. Ecuatia dreptei AC devine AC : y —yy = —2(x — zpy) = AC :
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y—1=-2-(z—1) = AC:-2x+2—-y+1=0 = AC :2x+y— 3 =0. Asadar,

varianta este corecta.

655. P(2) =0 <= 2°4+a-2°-52+a*-3=0 < a’+4a-5=0 < a; = —5,a3 = 1.

Asadar, suma solutiilor este a; + as = —4, deci varianta corecti este .
-1+1 n -1+1
-1 -1
z+1 +1 +1 1
+ Y =¥ + T
x x Y
y * z,Vr,y € R* deci varianta este corecta. In privinta variantei , obtinem
2+1 3+1 141 341 2 2+12 14
1x(2+3) = 1*<; + ;) = 1x(142) = 143 = %jui gt

1 3 3 EX
deci varianta este corecta. Pentrue € R*, xxe =e <

r+1 e+1
+ =
z-(x+1)+e-(e+1)
xe

656. Pentru x = —1,y = —1 obtinem z xy =

= 0 ¢ R*. Agadar,

varianta este incorectd. Observam ca z xy =

e <—
e x

= <= 2’+ar+telte—a?e=0 <= 2?2 (1—-e)+z+e’+e=

0,Vx € R*. Pentru ca aceasta egalitate sa aiba loc pentru orice valoare reala nenula a lui
x, este nevoie ca toti coeficientii polinomului sa fie 0, insa cel al lui « este 1. In consecinta,

Fe € R* astfel incat x « e = z, Vo € R*, deci afirmatia @ este falsa.

1 Inb
657. Cum a® > b =— b-lna > a-lnb — E>HT - Varianta
a
1 Inz) -z —Inz- 2’
este corecta. Fie f : (0,1) — R, f(z) = e Obtinem f'(x) = (Inz) x2 nrr
x x

1-1
#,x € (0,1). Deoarece z € (0,1), avem Inx < 0, deci 1 —Inz > 0 si 22 > 0, deci
x
f'(xz) > 0,Vx € (0,1), adica functia este strict crescitoare pe (0, 1). Impreuns cu faptul
ca f(a) > f(b), aflam ca a > b. In concluzie, varianta este adevarata, In timp ce
gi @ sunt false (a > b = Ina > Inb).
658. sin’z+cos’z =1 — E4—c052316 =1 = cos?z = 14 Stiind ca = € (z 7r)
' B 169 B 169 2" )7
12 9 16
obtinem cosz = 3 sin?y 4 cos’y =1 = % +cos’y =1 = cos?y = o5
4
Stiind cd y € (O, E), obtinem cosy = 5 Deci, cos(z +y) = cosz - cosy — sinx - siny =
IEOPIR T S I
135 13 5 65 13 65
b2 + % —a?

659. Aplicand Teorema cosinusului pentru unghiul A, obtinem cos A = e
c

36 4+ 16 — 64 12 1 1
+T =~m=-"1 Apoi, calculdm AB-AC = |E|'|zﬁ"COSA =4-6- (—4) =
—6. Asadar, variantele si @ sunt corecte.

(n+3)! (n+2)!

5
n _ 3 _ _
660. 5Ci.y = AL, &= 5. —r = T g (D +2)(n+3) =

Deci, varianta este corecta.
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nn+1)(n+2) <

este corecta.

. . oa . a
661. S, (a) este o progresie geometrica cu ratia 5 & primul termen 5 = Sy(a) =

-(n+3)=n <= 5n+15=06n <= n = 15. Deci, varianta

| Ut

a
2

a\" a\"
S B e o) e = o1 = (@) o

2
a\"m a
. (1 — (5) ) =5 deci varianta este corecta.
—a

Agadar, lim S,(a) = lim
n—oo
Pentrua =2,5,(2) =1+1+...41 =n-1 — o0, deci Sy, (a) nu este marginit, Va € [—2, 2],

n—oo 2 — @

iar afirmatia este falsi. In privinta variantei , consideram S, y1(a) — Sp(a) =
ntl B k n+1
Z (g) —Z (%) = ;nﬁ' Pentru a = 0, Sp41(a) — Sy (a) = 0, deci girul nu este strict

n k n
crescitor, Va € [0,2], iar afirmatia este falsa. Sp,(—2) = Z <_22> = Z(—l)k.

k=1 k=1
o1
1 hﬂm o n par | 1
Deci, lim ———————— = ("7 = lim —— =0,
n—00 Sp(2) + Sn(—2) lim 1 1 impar n—=00 Sy (2) + Sn(—2)
n—soom —1’

deci afirmatia @ este corecta.

662. f'(z)=a (¢ -lnz+z- -(lnzx))-3=a-(Inx+1) -3 =a-Inz+a— 3. Asadar,

f'(ve)=0 <= a-lnyet+a—-3=0 %—&—a—?):o <= a = 2. Deci, varianta

E este adevarata.

Vet +xr+2-2 . 24+r+2—14

663. lim ————— = lim =
r—1

z?—1 a1 (22 — 1) (Va2 + x4+ 2+ 2)

(x—1)(z+2) ) (x+2)

3
lim = lim = —_ =
=1 (x — 1) (z+1)(Vr2 +x+2+2) =1 (z+ 1) (Va2 +z+ 2+ 2) 2-4

Agadar, varianta @ este corecta.

3
-

664. Avem lim arctgr = T

T—y00 2
0, p < 0, Oa p < Oa
1 P — : P, _ s
xlgroloat =41, p=0, = £1£Iolox arctgr = o1 p=0,
+o0, p>0 +oo, p>0

In concluzie, p =0 = A = {0} C Q, deoarece limy_, o 2P - arctgz € (0,00). Deci,

variantele si @ sunt corecte.
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665.
a b 1 0 a b a b
Fie X = € My(R). AX = =
c d 0 2 c d 2¢ 2d
a b 2 0 2a b 3a 2b 30
XB = . = , lar AX +XB = =
c d 0 1 2c d 4c 3d 0 3

In concluzie, a = 1,b = 0,c = 0,d = 1 si suma este 2, deci varianta B este corecta.

666. (3+i)z+ (1 —20)2=11—4i <> (3+4)(a+bi)+ (1 —2i)(a—bi) =11 -4 —

3a+3bi+ai—b+a—bi—2ai—20=11—-4i < 4a—3b+i(2b—a) =11 —4i —
4da—3b =111 20 —a = -4 = —4a + 8b = —16. Adunand cele 2 ecuatii, obtinem
50 = -5 = b=—1. = a =2. Asadar, |z| = v/22 + 12 = /5, iar varianta corecta
este .

667. a5+a10=70 = a1+4r+a1+9r =70 = 2a1+13r=70. a1 +as+...+a15 =

(a1 =+ a15) . 15
2
ecuatii, obtinem r =10 = 2a; + 130 =70 = a; = —30. a3 =a1 +2r = -304+20 =

600 = = 600 = 2a; + 14r = 80. Calculand diferenta dintre cele 2

—10, deci varianta este corecta.

668. Notam cu d; dreapta pe care se afla latura AB, deci dy : 5z + 12y — 2 = 0.

Fie dy dreapta pe care se afla CD, cu dy : 5z + 12y + ¢ = 0, deoarece AB || CD. Fie

1 1
P0,yp) €di = 5-0+12-y,—-2=0 = W= = P<0,6> € AB. Aplicand

formula distantei dintre un punct si o dreaptd pentru punctul P si dreapta ds (tindnd cont

de faptul c& d; || da, deci distanta dintre aceste 2 drepte este aceeasi, indiferent de punctul
1

[5:04+12- = +¢| 2+

V144 + 25 13
¢ = —28. In concluzie, variantele corecte sunt si @

=2 — ¢ = 24 sau

din care este calculatd), obtinem d =

669. Avem AABCDZQAAABD:18 — AAABDZQ.

AB - AD -sin (BAD) 2.9 1
2 6-6 2

m(BAD) = 30°, deoarece unghiul este ascutit, deci varianta corectd este .

Scriem Aaapp = — sin (@) = Obtinem ca

670. M, N, P coliniare <= J\ﬁ = am,a € R. Scriem W = ]\ﬁ + ﬁ =
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SAB+2BC = L AB+ > AD. Avem MP = MA+ AP = AP~ M = AD+ DB > AB =
E—I—xlﬁ—;ﬁ = (x — 3) E—I—E Deci, W = am — « (;E + iﬁ) =

2 3 4 1 2 4 1 2
Z)AB4AD &= a S=1 = a=-sia =12 = - =g 2 =
(x 3> + « 1 «a 3@104 3 T 3 33 T 3
10
T = 5 — varianta este corecta.

COS™

671. ctgx + 2sin2x =4cosx <= +4sinxcosz —4cosx =0 <=

sinx

<— cosx |4sinx +
sinx

4) =0 <= cosz = 0saudsin®z —4sinz+1=0 =

(2sinz —1)2 = 0 = 2sinz — 1 = 0. Pentru cosz = 0, cu z € [0,27], obtinem
T 9T

173 oy 1 — si l . se
X . SINxY = SINT = — o —_—, —
2 6’6

27 2
deci varianta corecta este .

}. Obtinem 1n total 4 cazuri,

672. d || AC = mAC:md:—;AC:y—yA:mAc~(a:—xA) — AC :

3 3 9 16 3 7
—4 = —- AC 1y = ——oz — - + — AC 1y = —= —.
y 1 (x+3) = AC :y 22 4+4 = AC :y 4x+4
AB 1 BC — mac -mpe = —1 = mpe = —. BC:yfyB:ch“(I*:CB) —
4 4 32 4 26 .
BC’:y—2:§(x—8):>BC:y=§x—§+2:>BC:y:§x—§. Scriind
3 7 4 26
ecuatiile dreptelor AC gi BC in punctul C, obtinem yo = —4%c + 1 sl yo = gxc -3
~ . . 3 7 4 26
Egaland cele 2 ecuatii, obtinem _ZIC + 1= gzc - § <— —9zx¢c + 21 = 16z¢c —
0 26
104 <= 252¢c = 125 <= x¢ = 5. Deci, yo = 33 = -2 = (C(5,-2).

AC = \/(vc — 24+ (yo —ya)2 =64 +36 =10. BC=\/(zc —2p)2 + (yc —yp)%2 =

A AC-BC 10-5
vV9+16 =5. In final, Axapc = 5 = 5

673. g(z) =0 <= =z = 2. Altfel, g(x) > 0,Vz € [0,3] \ {2}., Asadar, h(z) = 0 cand

= 25, deci varianta corecta este @

x =24l h(zx) =1, cind x € [0,3] \ {2}. Fiindca C111/11112 h(z) = 1, dar h(2) = 0, deducem
cd h nu este continué pe Intreg intervalul [0, 3], deci afirmatia este falsid. In ceea ce
priveste afirmatia , observam ca Vx # 2, h este constanta, deci limitele laterale exista
gi sunt finite: il/(m2 h(z) = :ll\mz h(xz) = 1, deci afirmatia este adeviratd. 0 < h(x) <1,
deci h este marginita, iar singurul punct de discontinuitate este 2. Cunoagtem faptul
ca orice functie marginita pe un interval cu un numér finit de puncte de discontinui-
tate este integrabild pe acel interval, deci afirmatia este adevarata. Functia h are

F(x)— F(2
o primitivda F <— F'(2) = 0 <= hmM

r—2 T —2
F(z) — F(2) = /2 h(t)dt = /2 1dt =t

= 0. (1) Pentru = > 2,

= x — 2. Obtinem, astfel, o contradictie cu

T
2
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(1), deci h nu poate avea primitive pe [0,3]. In concluzie, varianta @ este incorecta.

1
674. f'(x) = —— +sinx, iar ¢ € [0,7] = sinz > 0. Deci, f/'(z) > 0 si f continua,
x

+1
1
agadar, f strict monotona, iar varianta este corectd. f'(z) = —m +cosz =
x

" 7r> B 0 1 ! 1 147 ( 7r)2

—) = - = - - - >2 = (1+4=) >4 =
/ (3 cos Tia\Z 2 <1+ﬁ)2 T3 +3

1 1

1 1 1
—s < - = " (z) > - — - =- >0 = afirmatia este adevarata.
(1 " z) 4 3 2 4 4
3

1 A
Observam ca f”(0) = 0, f” (f) > 0,8 f'(7r)=—-1- s < 0. In concluzie, f nu
™
este nici doar concava, nici doar convexa pe Intreg intervalul [0, 7], deci variantele si

@ sunt false.

I |
675. Folosim substitutiat = 3z4+1 = dt = 3dx. Integrala devine I = 3 / —  —=dt =
4

3 Vi
3 1
25 25 1 1 9 9
1 t 1 1 = —-= 1 t2 2
z — - —)dt== t2 —t 2 |dt==-| 5 — =—
9/, \Vi Vi 9 J4 913 1
2 2

25

= 8. In concluzie,

4
afirmatia este adevarata.
m s
1 2 4 d 4 d
676. cos’r = Lhcoscy = I = /4796 = /4 S Folosim
2 o 1+1+4cos2z o 2+ cos2x

1
substitutia t = tgx = «x = arctgt, decidr = mdt. Integrala devine I =

1
1 1 1
1 1 1 1 t
. dt:/ —dtz/ ——dt = —arctg
/O 2+1—t2 t2+1 0 22 4+241—1¢2 0o t2+3 V3 V3
1+¢2
1 . i 1
— arc — =
\[ g\[ 3 6 6\[

677. Avem f(logy4) = 3108341 _ glogsd = glogs 12 _glogs 16 Oy glo8. @ = zvz € R} =

0

Asgadar, varianta este corecta.

f(logy3) =12 —16 = —
678. Cum ABCD este paralelogram, obtinem direct BC' = AD = 1si CD = AB = 2.

In ABCD,BC = 1,CD = 2 si m(é) = 60°, deci din Teorema cosinusului obtinem

BD? = BC? + DC? — 2BC - DC - COS(@) =5—-2=3= BD = /3. Analog, aplicand

Teorema cosinusului in AADC, obtinem AC = /7.

/ 2n _ / 271
679. Amplificand cu conjugata, obtinem lim /n - (vin + V(Wi + 2" +v/n) =
n—00 Vn 42"+ /n
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2" 2" n
lim vn- —— = lim V/n - . Cum lim — = 0 si
n—)oof ,/n+2n+\/ﬁ n—)oof 271/2(\/%_’_ 271:1) n—oo 2 '
2"1
on/2

= 2"/2 limita devine lim /n-2"/? = +oo.
n—oo

! -1
680. Numirul submultimilor lui A cu 2 elemente este 2 = ( nQ)' 5 = n(n2 ) =
n—2)!-

21 <= n(n—1) =42 si cum n € N obtinem n = 7, de unde rezulta varianta

681. Rescriem ecuatia ca 2%* — 2% -3%.3 =4-3*. Notdim 2° =a > 0si 3° = b > 0 si

ramanem cu a® —3ab—4b* = 0 <= a® +ab—4ab—4b* =0 <= a(a+b) —4b(a+)

0 < (a—4b)(a+b) =0. Avem, asadar:

Cazul T: a — 4b = 0 <= a = 4b, deci 2% — 4.37 x:log2(4-3$) —
2

T lon,3

1 —logy 3

Cazul IT: a + b =0 <= 2% = —3%, evident imposibil. (2)

Asadar, (1) si (2) implica afirmatiile si .
TA+ TR

682. Fie F' € (AC) astfel incat F' - mijlocul lui AF'. Avem zp = —5 si

logod+x-logyd <= z=2+2-log,3 <= z =

o= YATYF i 4 — F'(7,33). De asemenea, ob-

2 ’ 2
< < .. . Tc+ T . +
servam cd F’ este mijlocul lui CF, asadar avem zp = eror si ypr = u,

2 2
4 18
deci 7 = Z€H 2 33 _ YO TI® . 5(10,48). Fie M mijlocul lui AB. Avem

TA+ TR YA +YB . zp+1 yp +3
Ty = ——— siyy = ————, deci zpy = 5 JYM = 5 (1). De aseme-

2
nea, F este mijlocul lui M A si avem zp = w,yzg = ym tya
6,ynm +ya = 12 = M(5,9), de unde rezultd B(9,15). Cum G este centru de greutate
TA+xB + TC Yya+¥yB + Yo 141049

, = — P = —, e
Ya 3 Ta 3 Yae

14+ xp 18 — 3+ yr

adica xpp + x4 =

in AABC, z¢ = .
3+48+15 20
— = G(§,22).

" 1
683. In AABC avem (DE),(DF) si (FE) linii mijlocii, deci Aanppr = 1 ApraBC.

D YD 1 2 1 1
1
Avem AApgr = §|A|, unde A = |z, yp 1/=|-2 5 1/=10-8+1-5+2-8= -8,

zrp yrp 1 1 4 1
deci AApgr =4 = Aaac = 16.

684. Realizam schimbarea de variabila ¢ = sinz, dt = cos zdz. Capetele de integrare vor

V3/2 V3/2

3 dt 1 dt 1 V3/2
fio, % si integrala devine / i1 / ——— = —2arctg 2z
0

1« s
N o T3 %
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685. Observiim ci f(0) = 1, deci A € Gf. Panta dreptei AB este map = YB —Ya _
B — XA

7—1 5 K / /

3°0 = 3. Cum AB este tangentd la Gf in A, avem f'(0) = map = 3. f'(z) =

(ac + az 4+ 1)'( x2+1)—(x2+agc+1)(\/m)/_ P +ata ,deci f/(0)=a=3
o INCESYE T

686. Fie M = AC N BD. Cum ABCD paralelogram, M este mijlocul lui AC, deci

A+ 20 YA + Yo 247 142 9 3
_ Zatzc ~_YATYC e M(f 7)
avem Ty 5 YM 5 — Im 5 ,yz\f_ 5 = f 279
x x
Evident, cum M este si mijlocul lui BD, inlocuim xp; = %wwf = W’ de
- - =3
unde obtinem D(5,0), deci BD : TTIE _ YT BDpid—z=2"" —
g —2Zp  YB—YD 3
BD:12-3x=y—3 < BD :3zx+y=15.
sin « 1 . .9 2 )
687. Avem = - <= 2sina = cosa <= 4sin“a = cos“a = Hsin“a =
cos o 2
. 9 . . . 5 . g 4
1 < sin“a = 7 5l cum sina < OWa € (m,27), avem sina = — deci cos” o = 5
1 245
Cum tga = 2 obtinem cosa = —?\f. Cum sin(2a) = 2sinacosa si cos(2a) =
4 3
2 2

cos” a — sin” v, obtinem sin(2«) = 5,005(204) =z
688. Construim patratul AB’C’D, unde B’ este simetricul lui B fatd de A si D’ este simet-

ricul lui C fata de D. Atunci vom avea AB-BC = AB-AD = |ﬁ|~|B.C}'|-cos @) =0.

AB-CD — AB - AB — |AB|- |AB'| - cos(BAB') = —1. AB-BD — AB - AC' —

—
|zﬁ| - |AC| - cos(BAC/) =1-V2- —g = —1. Fie C" simetricul lui C fatd de B.

— — — 2
AB-DB=AB-AC" = \ﬁ| -|AC"| - cos(BAC") =1-V2- g = 1. Asadar, afirmatia
este singura afirmatie adevarata.

689. Avem S = b;(2'° — 1) = 1023b1, deci S : 11. Cum 1023 nu este pétrat per-

fect, singura varianta in care S ar putea fi patrat perfect este atunci cand b; are forma
1023k%, k € Z. Asadar, S ar avea forma (1023k)? si cum 1023 : 31, varianta este
adevarata. Evident, cum 1023 este impar, produsul 1023b; va fi: par, pentru b; par;

impar, pentru b; impar; deci varianta @ este, de asemenea, adevarata.

1 3 -1
690. Fie A matricea sistemului. AvemdetA=|-1 -2 1|=-4+a+3—-2+6—a=
1 a 2

3 # 0, deci este falsa si este adevarata. De aici deducem ca sistemul este compat-
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ibil determinat, deci are solutie unica. Afirmatia este, evident, falsd (se inlocuieste

a in ultima ecuatie din sistem). Solutiile sistemului se pot determina folosind metoda

T = Goa 1 3 -1
lui Cramer si avem: y:deAtyA ,unde A = |q -9 1|=-4—-ad>—-6+4—
2= goia —2oe 2
1 1 -1
66 —a=—-a’>-Ta—6. Ay=1|-1 ¢ 1|=2a—2+1+a+2+2=3a+3si
1 -2 2
1 3 1
Az=1|-1 -2 gq|l=4—a+3a+2—-6-—0a>=—a®+2a. Cum detA = 3, avem
1 a -2
x—l—y—|—2z:_a2_7a_6+?;)a+3_2a2+4a:_3a;_3:—a2—1<0,careveriﬁcé
aﬁrma‘gia@.
691. =z = 7o~ '. Obtinem o~ ! = b23d . Asadar, x = 23 d
3 4 1 2 3 1 4 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
= CAvemz? =z.x = . —
3 4 1 2 4 2 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3
b2 . Deci, singura afirmatie adevarata este .
3 2 4 1

692. Functia f + g este rezultatul adunarii a doua functii continue, deci este o functie

continud. Putem exprima aceastd functie astfel: Pentru z > 0, (f + ¢)(z) = 2z si pen-

tru z < 0,(f + g)(z) = 0. Cum pentru z < 0 functia este constant, aceasta nu este
monotona pe R. Pentru f vom verifica derivabilitatea in x = 0. li;r%)w =
T X
lim =20 1 jar i 28 O 220
z 0 T N0 xT N0 T
derivabila in & = 0, deci nu este derivabild pe R. Functia f - g se poate exprima astfel:
—2%, daciz <0 . —(f. 2 _

z?,  daci x > 0. /0 r /0 r

o i 9@ = (f-9)(0) . 2?0
N0 xT z\0 xT

=1, de unde deducem ca f nu este

0,

=0, de unde deducem ca f - g este derivabila
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inz=0.

693. Dacd = = 2 este asimptota verticald pentru graficul lui f, avem f(2) = 0, deci

4a+2b4+8 =0 <= 2a+b = —4. De asemenea, dacda ¢ = —2 este punct de

ax? 4+ bz + 8 — 2ax? — bz —ax® +8
extrem local, 4zawemS f'(-2) = 0. fl(z) = PR —— PR ——
f'(—2) = ___fets =0=>a=2. Cum2a+b=—4sia=2 vom avea a + b = —6.

ar? +br + 8 , ’
2 2
694. lim f(z) = lim mamr lim rhmo_ lim — = 0. Asadar, y = 0 este
T—00 T—00 er T—00 er z—o0 e¥ ’

asimptot# orizontald pentru G5 la +00. Avem f'(z) = (22 + m)e™® — (22 + mz)e ™ =
e~ (—2% + (—m +2)z +m). Deci, f'(z) =0 < —2%+ (=m + 2)z +m = 0. Discrimi-
nantul acestei ecuatii este A = m? —4m + 4+ 4m = m? + 4 > 0Vm € R, deci f va avea
exact doua puncte de extrem local Vm € R.

695. U LU <= 4(p+5)+2-10=0 < 4p+20+20=0 < p= —10.

_ 3
696. Avem map = 2294 _ 3 _ V2 Cunoastem faptul ¢& map = tgaag, unde
B — TA 4 3

3
aap este unghiul format de AB cu axa Ox si cum arctg 5 = 30°, deducem ca unghiul
format de AC' cu axa Ox poate fi: Cazul I: aqc = aap +m(ﬁ) =90°, deci AC : x =1.
~ 3
Cazul II: aac = aap — m(4) = —30°. tg(—30°) = —g, deci AC : y—0 =

—?(:c—l) = AC:3y=—V32+V3 <= AC:y+ 3z =3

1 0 0
697. Avem A3 =A-A-A=| 2 —1 0 | Avem det(A3) = 8, deci Tr(43) +
—24 =21 -8

det(A3) = -8 +8 = 0.
Si1=x1 +22+ 23 =—1;

698. Pentru f, avem Relatiile lui Viéte: ¢ Gy = g2 4+ 2123 + 2925 = 10;  Notdm cu

53 = X1T2x3 = —2.
11— ) —1- ) 11—
Sy expresia cerutda. Avem: Sy = (22 + 73) + (21 + 25) + (21 + o) =
To + T3 1+ T3 xr1 + 2o
1 1 1 1 1
~( + + )-3=—( + + )-3= +
To + I3 xr1 + I3 xr1 + o —1—1’1 —1—1’2 —1—563 ].+£E1
1 . . . Sy +251+3
+ ) —3. Aducem la numitor comun si obtinem Sy = -3 =
14+2z0 142z3 ’ ' 0 S3+Sy+51+1
1n . 13
8 8
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1 1 1
2
699. Aria ciutatd este A = / |f(z)|de = / T o= / dz. In
et +1 41
1 -1 0
prima integrald, pe intervalul [—1, 0], efectudm schimbarea de variabila = —z,dz = —dz
0

2
—XT
si vom avea / (=2) (—dx). Cum 22 este functie pard, (—z)? = 22 si integrala va deveni

e T 4+1
1 1
== ot [ e =
o 0
1
/ 6+1 /xzdx: :1.
et +1 3
0

0

1
1

700. Notam ¢ = — si limita devine L = hm(l cost)/~Int — tlirr(l)(l—cos )~ nt Folosim
X —

t —1/Int
identitatea 1 — cosz = 2sin? (%) si obtinem L = hH(l) (2 sin? (7) . Calculand
1 t
InL, avem In L = lim —— (2Sln ( )) =Inlim-—-———- (ln2 + 21nsin <7)) Cum
t—0 ln t—0 Int 2

nt t
t — 0, avem limita remarcabila hH(l) T = 1 care este valabila si pentru ok si ramanem cu

. 1 . 1 2lnt In2
lnL:ln%g%—E(an—kﬂn(i))—}%—K (2lnt— 1n2)—2%—m+m——2.

Deci, L=e¢"2 = —.
&2

701. f(10g2 3) _ 4log23 _ 210g2 3+1 2210g23 _ 210g2 3+log, 2 _ 210g29 _ 210g26. Cum

a'%8® =z, Va € R}, avem f(log,3) =9 — 6 = 3.

. VW3-V D)(Vr + 3+ Va +1)
702. mlgngoﬁ(\/z+ f\/:chl)_zhﬁn;O T3t VTl

r+3—x—1 2
prail ) 2,
x—)oo/%( 1434 l—i—l) 2

x x

703. Avem AB || CD si AD || BC, asadar AB = CD = 1si BC = AD = 2, de unde

rezulta imediat ca afirmatia este falsd, iar afirmatia adevirati. In AABC, avem
AB=1,BC =2sim(B) = 7; Teorema cosinusului = AC? = BC?+ AB?—-2-BC-AB-
cos B <= AC? =3, deci AC = /3. Analog, pentru BD, aplicim Teorema cosinusului
in ABCD, unde BC =2,CD =1si m(CA') = 2% si obtinem BD = /7.

n(n —1)

704. Numirul submultimilor lui A cu (n — 2) elemente este C" 2 = C2 = 5

n(n—1)

avemTzlo < n

, deci
2_-n—-20=0. Cumn >0=n =5, asadar n € (2,6].

705. Scriem ecuatia ca 22 — 2% . 5% .5 = 6 - 5%%. Notam 2° =a > 0si 5% = b > 0 si
raméanem cu a® — 5ab—6b* =0 <= a*+ab—6ab—6b> =0 <= a(a+b) —6b(a+b) =
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0 < (a—06b)(a+b) =0. Avem, asadar:

Cazul : a —6b = 0 <= a — 6b, deci 2% — 6-5° «= x:log2(6.5w) — 7=

log, 6+ -logy5 <= x=141logy,3+z-log,5 <= = iﬂziig (1).

Cazul IT: a + b =0 <= 2% = —57, evident imposibil. (2)

Asadar, (1) si (2) implica afirmatiile si @
706. Fie E' € (AB) astfel incdt F - mijlocul lui AE'. Avem zp = w

’ 1 ’ 3 4
yp = w’ deci 3 = ﬂﬁ ] AN E'(5,9). De asemenea, ob-

2 2 2
x x
servam cd E’ este mijlocul lui BE, asadar avem xp = % sl ypr = w, deci

3 6 |
5= 218 + ,9 = YB & <= B(7,12). Fie M mijlocul lui AC. Avem zp; = %

1 3
%7 deci zpy = JSC2+ Y = &(1) De asemenea, F este mijlocul

x x
lui MC si avem xzp = M,yp = w adica zpr + x¢c = 8,yym + yo = 36.

2
. 3
Inlocuind cu rezultatele din (1), obtinem ge 2+
3zc+1=16,3yc +3 =72 < ((5,23). Cum G este centru de greutate in AABC,

Ta+Tp+xc ya+ys +yc 1+7+5 3+12+23
IG:—WG:#@IG:TWG:#
G(E §)

37 3 .
707. In AABC avem (DE),(DF) si (FE) linii mijlocii, deci Aapgpr = 1 Apapc.

si yy =

zo+1

+ o = 8§, + yo = 36, deci

zp yp 1 1 5 1
1
AvemAADEF:§|A|,undeA: zp yp 1|=|-4 4 1|=4-8+30-244+20-2=

zr yr 1 6 2 1
20, deci Aaper =10 = Aaapc = 40.

708. Efectuim schimbarea de variabild t = cosz, dt = —sinxzdz. Noile capete de inte-

. . . O dt Lode 17
grare devin t = 1, respectiv t = 0 si avem — = = arctgt’ = 1
1 0 0

1+ 2 1+12
709. Observam ca f(0) = 1, deci A € Gf. Panta dreptei AB este map = Y5 " Y4 _
rp —TA
3 — 1 o N 7 /
0" —2. Cum AB este tangenta la Gf in A, avem f'(0) = map = —2. f'(z) =

/
1 —|—a<xe*$2) =1 —|—a<ei$2 = 2x2e*$2), deci f'(0) =1 —l—a(eo -2-0- eo) =-2 =
l+a=-2=a=-3.

710. Fie M = AC N BD. Cum ABCD paralelogram, M este mijlocul lui AC, deci

—245 143 3
#ayM:% — Ty = - 7yM:%:>M<7a2>

avem ) =
2 2
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Evident, cum M este si mijlocul lui BD, inlocuim xp; = w,yM = w, de
— — -3
unde obtinem D(1,1), deci BD : T8 YTV Bpia-2=2"" —
B —TD YB — YD 2

BD:2x—-4—-y+3=0 <= BD:2x—y—1=0.

1 1
711. sina + cos’a = 1 <= sin2a+ﬁ =1 < sin®a= 6 Avem « € (m,27),

V15

deci sina < 0, de unde deducem sina = - = este adevaratd. Avem sin(2«a) =
V15
8

7
2sinacosa = , de unde este falsi. cos(2a) = 2cos?a — 1 = ~3 = este

sin «
adevarata, iar tga = = V15, deci @ este falsa.
cos

2_p- 1
712. U |V = gz% = 8 -8=-6 = p=_.

713. Avem by = 3by,b3 = 9by,by = 27by,b5 = 81by. Deci S =b1(14+3+9+27+81) =
121b; = S : 11. De asemenea, S = (11\/5)2 si cum by € Z, afirmatia este adevarata.
Fie by = 2k + 1,k € Z. Atunci, S = 121(2k + 1) = 242k + 121 si cum 242k este numér
par, iar 121 impar, urmeaza ca afirmatia @ este si ea adevarata.
11 -1
714. Fie A matricea sistemului. Avemdet A=1{1 2 —1|=2—a—-142—14a=2#0,
1 a 1
deci este adevarata. De aici deducem ca sistemul este compatibil determinat, deci are
solutie unica. Afirmatia este, evident, adevaratd (se inlocuieste a n ultima ecuatie

din sistem). Solutiile sistemului se pot determina folosind metoda lui Cramer si avem:

Azx
T= et A a 1 -1 1 a -1

y = Ay unde Az =|0 2 —1|=ad*+2a+1=(a+1)* Ay=|1 0 —-1|=—2a
det A

_ Az 1 a 1 1 1 1
Z= det A

1 1 a
siAz=11 2 0ol=0a>-2a+1=(a—1)> CumdetAd = 2, avem = +y + 2z =

1 a 1

(a+1)2—-2a+ (a—1)2
2
are solutii reale (discriminantul este -3).

, care verifica afirmatia @ daca a®

—a+ 1 =0, ecuatie care nu

715. Intr-un grup inversul unui element este unic. Avem ocx =7 <= x = 0~ '7. Ream-
intim ca inversa unei permutari se determina citind permutarea de pe linia a doua inspre
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L 1 2 3 4 . 1 2 3 4
prima linie si obtinem o™~ = , deci avem x = 07 T =
4 1 2 3 4 1 2 3
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
= . Avem z? =
2 1 4 3 1 4 3 2 1 4 3 2 1 4 3 2
1 2 3 4
= , de unde rezulta ca afirmatia @ este adevarata.
1 2 3 4

716. f este continua si derivabila pe R* ca restrictie de functii elementare continue si

derivabile. f derivabild in ¢ = 0 = f continud in x = 0, adicad f(0) = lim,\ o f(x)

. _ . _ . bx . _ _ .
limg ~o f(x). Avem f(0) = l,i{‘r%)f(x) = il{‘rbe +2sinz =140 = 1. }z%f(x)

lim sin(az) = lim sin(az) a = a, de unde deducem a = 1. De asemenea, f este derivabila
z 0 x z 0 axr
sinx 1
mxr =0 < lim 7f( )= f(0) = lim 7‘]((36) — f(O) lim —& = lim ST Yo
z 0 x—0 z\0 x—0 z /0 x z 0 2
i S95% ~ Lrn lim —sinz _ 0. Tim f(z) — f(0) ~ lim e 4 2sina — 1
z 0 2x z 0 2 z\,0 x—0 z\,0 T
, bx | b 2
A li{% w = b+2, de unde deducem b+2 = 0, adica b = —2. Deci, a+b = —1.
x
717. Punctele de extrem local la distanta 1 fata de axa Oy pot fi doar x = 1 sau v = —1.
3

2

Avem f'(z) = —— 2218 v e R Deci, /(1) =0 <= a=—3,f/(—1) =0 <>

(z2 +1)vVa2 +1
a = 3, de unde rezulta varianta .

718. Avem f'(z) = xsinz, deci f'(2) =0 < z=—m,2 =0sauz =nx. Cum f'(z) >0

pe (—m,0), dar si pe (0,7), x = 0 nu este punct de extrem local pentru f, iar f este strict

1"

crescitoare pe [—m, w]. Avem f (z) = sinz + zcosz, deci f (z) = 0 <= z = 0.

r () <0 pe [-m 0] si f (x) > 0 pe [0,7], de unde deducem x = 0 punct de inflexiune.

719. Putem folosi faptul ca toate triunghiurile create de varfuri si centrul hexagonu-

lui (pe care il vom nota cu O) sunt echilaterale. Avem astfel AB - BC = AB - AO =
|AB|-|AD)-cos(BAO) = 1-cos & = L. Folosind doar laturile hexagonului avem AL-CD =
AB . AP = |ﬁ|.|(75|.cos%” :_%. AB.DE = OC-OF = [0C] - |OF| - cosm = —1.
AB.-EF =ED-EF = |ﬁ|.\ﬁ\.cos%”:i.

2
—~ = ~1
720. Ecuatia dreptei AB este TTI4A _ YT YA <~ AB : a: =¥ <—
Tp—TA YB — YA 4 2
z 1 1 1 . .
AB 1y = 5 3 Avem mup = 3 = mgp = 2 deci CD va avea ecuatia de forma
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1
y==x+n < x—2y+2n =0. Cunoastem AB = /42 + 22 = /20 = AD = v/20. De

2
1+2 2 1
asemenea, AD este distanta de la A la latura C'D si avem AD = [+ 2n] = [2n + 1] =
' V1414 V5

V20 = |2n+1| = V100 = 10, deci 2n+1 = 10 sau 2n+1 = —10, adici n = § saun = — 3.

Asadar, ecuatia dreptei CD poate i CD :z —2y+9=0sau CD : 2z —2y — 11 = 0.
1 3 6

721. Avem A% = |0 4 10|, iar det(A?) =1-4-9 =36 si Tr(A?) =1+4+9 = 14,
0 0 9

deci valoarea expresiei cerute este 22.
.T2+£173 I1+I3 xr1 + X9
+ +

722. Notam Sy = . Avem:
€ T2 €3
g — xow3(xe + x3) + T1w3(xy + x3) + T1w2(21 + T2)
0 T1X2X3
2 2 2 2 2 2
= z3(@y + 1) + @a(21 + 23) + 2 (23 + x3). Scriind Relatiile lui Viete, avem: S; = z1 +
T1X2T3

To + a3 = —1, So = T129 + 2123 + X223 = 6, S3 = T1T223 = —2. Cum 33% + x% + :C% =
—11 — a3 —11 — 23 11 — 22

52 -28,=1—12=—11, avem Sy = z3( z3) + s > 73) + 71 1)

11 _ 3 3 3
- (w1 + 72 +z3)2 (i + 25 +I3). Cum z1,72 si 3 sunt radacinile lui f, avem
f(x1) + f(x2) + f(x3) = 0, adicd ¥ + 23 + 23 + 27 + 22 + 22 + 65, + 6 = 0, deci

—115;—-11 11-11
sc‘;’ + mg + ajg = 11. Revenind, raméanem cu Sy = ! = =

-2 -2
/2 /2 0 /2
723. Aria cautata este A = |f(z)|dz = O g = BT et C.Oﬁdx.
e* +1 e*+1 et +1
—7/2 —7/2 —r/2 0
In prima integrala, pe intervalul [— g, 0} , efectudm schimbarea de variabila x = —z,dx =
. cos(—x) . o
—dx si vom avea T_H(fdx). Cum cos este functie pard, cos(—z) = cos(z)
e
/2
w/2
. . cos () oo PV
si integrala va deveni —— 1da:. Revenind in calculul ariei, ramanem cu A =
e xr
0
/2 /2 w/2 /2
3 1 w/2
/ cos(x) dx + / BT G = / cosa:(e + / cosxdx = sinx =1.
e"* 41 r 41 e +1 0
0 0 0

724 Reamintim criteriul radicalului pentru un sir (x,) de numere pozitive, care e

v . o . Ln41 . VR .
o consecintd a lemei Stolz-Cesaro: dacd exista lim , atunci exista lim {/x, si

n—oo I, n—oo
L .z . . (n+ 2) .(2n+2) n"
nhﬁrrgo Y, = nl;rrgo . Calculam asadar nhHHgO (1) . RS T =
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Jim P ()

4
.
725. Avem f(1)=1+1+1=3sig(3)=6+1="T.

726. Avem A =m? —4m =m - (m —4), deci A < 0 daca si numai daci m € (0,4).

2 2
727. Avemm lim (\/n2+2n—n> = lim L lim —— =1.
n—o0o n~>ooq/n2+2n_|_n n—o00 1+2+1

728. Mijlocul segmentului AC este punctul D(2,—2). Lungimea medianei BD este
V32142 =5

729. Vectorii sunt coliniari, daca % =35 & a-b=0,deci este adevarata. a =1,b =6
satisfac aceasta relatie, deci si este adevarata. este conditia perpendicularitatii,
deci este falsa.

Din definitia produsului scalar # -4 = VaZ +4- Vb2 +9 - cos(:?,-zf). Daca aceasta ar fi
egald cu Va2 +4-v/b? + 9, atunci Cos(x:,?j) =1& m(x:,\gj) =0« 7| ¢, deci si @ este

adevarata.

730. a® = (\/2+\/§—\/2—ﬁ>2=2+x/§—2\/(2+x/§)-(2—\/§)+2—\/§:

4 — 2y/4 — 3 = 2. a fiind numar pozitiv, raspunsul corect este .

731. Avem f(—2) =|—2|> =8si f(2) =222 = 8. Pe de altd parte, f(z) > 0 pentru

orice z € R si Imf = [0, +00), deci functia nu este nici injectiva, nici surjectiva.

732. Observam ca si punctul O se afa pe dreapta d. Atunci dreapta d coincide cu dreapta

ON. Deoarece triunghiul este dreptunghic in N, avem ON L MN. Rezulta ca panta

1
dreptei M N este myy = ——— = —2, astfel ecuatia dreptei M N este y—4 = —2(z—3) &
mq
MN : 2z +y— 10 = 0. Punctul N se afla pe dreptele d si M N, astfel obtinem N (4,2).

733. f(n) =3 (1) +1=—2.
734. f(r) =1 & 3cosa+(2cos?z—1) = 1 & 2cos? 2—1+3 cos v—1 = 0. Folosind notatia

cosz = t, obtinem ecuatia: 2t? + 3t — 2 = 0. Rezolvand ecuatia avem A = 9 + 16 = 25,
1 1
iar t1 = —2gite = 5 Ecuatia cosz = —2 nu are solutii, iar ecuatia cosz = - are doua
2
solutii in domeniul lui f, adica in intervalul [0, 27]. Acestea sunt {g, g} Deci avem 2

solutii.
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In(si ¢
735. Aplicand de doust ori regula lui L'Hopital, lim 20 _ - ctgr
e—z (m—2x)2  oni —4(rm — 21)

[NE]

. -1 1
= hm S .9 = —=.
z—% 8sin‘x 8

736. Fiew € Ssi |w| = [w| = Vw - @ = r. Din ecuatia data rezulta ci r® = |242i| = v/23,
deci 7 = /2. Pe de alti parte, W w? = r?w = 2w, de unde avem 2w = 2+ 2i, deci singura
solutie a ecuatiei date este w =1+ 1.

737. Determinantul sistemului este (a — 1)2, deci sistemul este compatibil determinat

pentru a # 1 cu solutia z = y = z = 0 si compatibil nedeterminat pentru a = 1. Daca
a = 1, adunand primele doua ecuatii constatam ca 2z = 0, deci z = 0 indiferent de

valoarea lui a.

b
. - N = N ¢ = 2R = " 2 = \/6 =
sin A sin B sin C' sin A sin B

V3
2

738. Aplicam teorema sinusurilor:

c
sin C'
obtinem cid A = 45°; B = 60°, deci C' = 75°.

. Triunghiul fiind ascutitunghic

2
= 24/2. De aici avem sin A = g, sin B =

739. Sunt doua drepte care satisfac cerintele problemei: prima este paralela cu dreapta

AB si trece prin C, a doua trece prin mijlocul segmentului AB si prin C. Panta dreptei

AB este map = g% = —%. Deci ecuafia primei drepte cautate este y+1 = —%(x -3) &

1
6
x+ 2y —1 = 0. Mijlocul segmentului AB este M(4,2). Dreapta a doua este dreapta

z-3 y+1 y+1

MC: @x—?):T(:)?)x—y—lO:O.

"4-3 241
740. Cum AD este bisectoarea unghiului W, conform teoremei bisectoarei rezulta ca

gg—jgéBD—gDCéBj—gD?. Atunci@—/@:g(m—/ﬁ)) =
%B:gﬁ—&—zﬁ Deci,ﬁ:%ﬁ—i—%ﬁ.
1

w/3
741. Cuschimbarea de variabild cos x = t, se obtine / sin z-In(cosz) dz = / Intdt =
0 1/2

2
742. Primul numar cu patru cifre este 1000 si ultimul 9999, deci in total sunt 9999 —

1 1 1
(tlnt — t)‘ y =_-In2- 3 deci raspunsul corect este .
1/2

1000+1 = 9000 astfel de numere. Deoarece dintre trei numere consecutive exact unul este
9000
divizibil cu 3, rezulta ca sunt exact = de numere din multimea S care sunt divizibile

cu 3.
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743.  Operatia este comutativd deocarece z +y + |t —y| = y+ = + |y — z|. Pe de

alta parte (1%2)*3 = 14+2+[1 -2[+3+[1+24+[|1-2/-3 =7+1 = 8si

1£(2%3) =14+2+3+12-3|+[1-(2+3+(2-3|)| =7+ |1 -6 = 12. Pentruz = y = i
1 1 . < ;

avem x xy = 1 + 1 +0 < 1, deci este falsa. Deoarece x *y > x pentru orice z,y € G,

operatia nu admite element neutru.

744. Deoarece il{% flz) = ;1{% —linsc = il{% __i = 0, rezulta ca afirmatia este

adevarata.

Deoarece f'(x) = —1 —Inz oricare ar fi z € (0,00), rezulta ca afirmatia este falsa, iar

afirmatia este adevarata.

Deoarece "' (x) = —é < O oricare ar fi x € (0, 00), rezultd cd afirmatia @ este adevarata.

745. Tabelul de mai jos rezuma variatia functiei f.

x| 0 1/e 00

r@ s+ 0 - -
N T VRV

1 1 1
Deoarece 0 < 3 < —, rezultd cd numarul solutiilor ecuatiei f(z) = 3 este 2.
e

746. Ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul (a,—alna), a € (0,00) este y+alna =

(=1 —Ina)(x — a). Punand conditia ca tangenta sd treacd prin punctul (0, 1), obtinem
a = 1. Prin urmare, dreapta d are ecuatia d: y = —z 4+ 1. Rezulta de aici ca afirmatiile

si sunt adevarate, iar afirmatiile si @ sunt false.

747. Functia f este concava, iar dreapta d : y = 1 — x este tangenta la graficul lui f in

punctul (1,0). Tinand seama ca graficul unei functii concave se gaseste sub tangenta la
grafic in orice punct, rezultd ci numaérul real minim a pentru care f(x) < a — x oricare
ar fi z € (0,00) este a = 1.

Alternativ, studiind variatia functiei g(z) :=  — 2 Inz — a pe (0,00), se arata ca inegali-
tatea g(x) < 0 oricare ar fi z € (0,00) are loc dacd si numai dacd a > 1.

1
748. Notand a := / f(t)dt, avem 2f(—x)—f(2) = 6—3ax?® oricare ar fi x € [—1,1].(1)
—1

Punand —z in locul lui z in relatia (1), obtinem 2 f (z)— f(—z) = 6—3az® oricare ar fi z €
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[-1,1].(2) Scizdnd membru cu membru relatiile (1) si (2), gdsim f(—z) = f(z) ori-
care ar fi x € [~1,1]. Aceasta egalitate impreuna cu (1) implicd f(x) = 6 — 3ax?
oricare ar fi z € [-1,1]. Inlocuind in relatia din enunt, deducem ci 6 + 6 — 3az® =
12 — 6ax? 4 32%(12 — 2a) oricare ar fi € [—1, 1], de unde 9a = 36, deci a = 4. Drept
urmare, avem f(x) = 6 — 1222 oricare ar fi z € [—1,1]. Rezultd de aici cd afirmatia

este falsa, iar afirmatiile 7 si @ sunt adevarate.

749. Avem f(1)=143—-2=25i f(2)=4+6—-2=28.
750. Avem A = (m+1)? —4m =m? +2m + 1 —4m = (m — 1)2, deci A = 0 daci si

numai daca m = 1.
751. Panta dreptei cautate este egala cu panta dreptei d, adica cu mg = %

752. Vectorii sunt perpendiculari, dacd 4- 0 =0<a-b+1-(-3)=0<a-b—3 =0,

deci , sunt adevarate. este falsa pentru ca daca b = —3a, atunci v = —3u, deci
vectorii sunt paraleli. @ este tot falsd, pentru ci din nou obtinem cd v = —3u, adica

vectorii sunt paraleli.

753. d? = (\/2+x/§+\/2—¢§>2=2+\/§+2\/(2+¢§)-(2—\/§)+2—\/§=

44 2v/4 -3 =6. Cum a > 0, raspunsul corect este .

754. Limita este o nedeterminare de tipul 1°°, deci avem

2n

9 2n—17 3507
2

1 —e.

( T on 1) ] ¢

. 2n+1\" . 2 " .
nhiﬁ‘o<2n—1> _nhlréo<1+2n—1> = Him

755. Avem f(—1) = (—1)® = —1si f(1) = =12 = —1. Pe de alta parte, f(z) < 0 pentru

orice z € R si Imf = (—o0, 0], deci functia nu este nici injectiva, nici surjectiva.

756. Coordonatele punctului P sunt de forma (z,0) deoarece P este pe axa Ox. Astfel

-2 1 1
1
A(MNP) = §|A| =10, unde A = | 2 5 1| =|—4z — 12| = 2|2z + 6. Deci
z 0 1

|22 4+ 6] = 10, de unde coordonatele punctului P pot fi P;(—8,0), P(2,0).
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757. f (%) - g +0.

758. f(z) = 1 < sinz + (1 — 2sin®z) = 1 & sinz(l — 2sinz) = 0 < sinz = 0 sau

1
sinx = 3 Ambele ecuatii au cate doud solutii in domeniul lui f, adicd in intervalul [0, 7].

5
Acestea sunt {O, , %, g} Deci avem 4 solutii.

7r
759. Deoarece lim arctg = 3 limita este o nedeterminare de tipul oo - 0. Putem scrie
T—r00

s
5 —arctgz
1

x

L= lim x- (g — arctg a:) = lim si aplicand regula lui ’'Hospital obtinem

xTr—r00 T—r00
__1
. 1722
L = lim 7?5 =1.
T—00 ——
xz

. ¢ o . N . 1. . .
760. Ecuatia are sens daca si numai daca = > 0 si z # 1 In acest caz, prin logaritmare

1
putem transforma ecuatia in una echivalenta: [ ————— |log, x = log, 4 + 4log, .
’ 1+ logyx

Introducand notatia y = log, x, putem transcrie ecuatia de mai sus in ecuatia echivalenta
1
% = 1 + 4y, de unde obtinem ecuatia de gradul doi 4y* + 4y + 1 = 0, deci y = —3
Yy
L 1
Prin urmare, singura solutie a ecuatiei date este v =4 2 = 3

761. inmul‘pind ecuatia a doua cu 2 si adunand rezultatul la prima ecuatie, rezulti

. 55 R ) L 11
cd 5X = |  |. Observam ca (5)~! = 3, prin urmare X = 3-5X = )
6 3 4
- R 51 2 2 5 1 41
det X =1. Pe de altd parteavem Y =2X—| | =| | —| [=[_ |,
6 2 6 4 2

deci det Y = 4. Prin urmare, det X - detY = 4.

762. Avem ci DN = AN — AD = mAC—AD = m(/@—i—ﬁ)—zﬁ = mzﬁ—&-(m—l)m

si DM = m — ﬁ = gﬁ —ﬁ. Punctele D, N i M sunt coliniare daca exista k € R*
astfel incat DN = kDM & (mfgk)z@: (1fmfk)/m<:>m: gk sil-m—k=0.
3

2
De aici obtinem k = R iar m = 5

763. Observam ca ry = MA=MB = /(t —1)2 4+ 1.

Pentru ¢t = 0, avem ca r, = v/2, deci este adevarata.
Pentru t =1, r, = 1 ¢ (v/2,1/10), deci este falsa.

Minimul razei r; se realizeaza pentru ¢t = 1, si aceasta valoare este 1. Deci este falsa.
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Pentru t = 2, 7w = MB = MA = /2, iar AB = 2. Astfel din reciproca teoremei lui

Pitagora rezulta ca @ este adevarata.

a 242 ¢ ¢
764. Aplicim teorema sinusurilor: — =3 = _ . De aici obtinem ca sin B =
sin 45° sinB sinC

V2

2
—C, adica este adevaratd, si sin C' = o Pe de alta parte sin C' = sin(180° — (45° 4+
a a

V2

—(cos B+sin B). Inlocuim in relatia precedenta valorile obtinute

B)) =sin(45°+ B) =

2
2 2
din teorema sinusurilor pentru sin B si sin C, obtinem ca % = % (COSB + 3C>, de
a a
2 sin B
unde cos B = g — i = é. Atfel, tgB = Z)I;B =2, deci este adevarata.

Alta solutie pentru a calcula cos B: aplicam teorema cosinusului odatd pentru unghiul A,

2
adicd a? = % + (2\?‘:) —2'0'2\{))§CCOS450<=>G2262 <1+8—2-2ﬂc-ﬁ> =

9 3 2

5 2v/2c
a? = —c2. Pe urma aplicam aceeasi teorems pentru unghiul B, si obtinem c& ( \3[ > =

9

8 5
a’>+c*—2a-c-cos B & §62 = §cz+c2—2a-c'cosB = _§82 = —2q-c-cos B < cos B = 3£
a

4
dx 4
765. A = —2v5 — ’ =2

Vem/l N N

766. Primul numar cu patru cifre este 1000 si ultimul 9999, deci in total sunt 9999 —

1000 + 1 = 9000 astfel de numere. Prin urmare S este format din % = 4500 de perechi
disjuncte de forma (2k,2k + 1) si din fiecare astfel de pereche exact un element este par,
deci numarul elementelor pare din S este 4500.

767. Operatia este comutativa deoarece |[x —y| = |y—z| si z+y = y+z. Pe de alta parte

[1-2]| _3‘ s ‘1— 23] 4
8 ] 4 4 2
(152) li-&-zl 30 _ o 3511*(2*3) %:%:6:§.Pen’cru
173 —1—3‘ 3 ‘1"‘ 2+3 5

orlcem>y>0avem:v—y < x4y sipentru orice 0 < z <y avem y — z < x + y, deci
|2 —y| < @ +y pentru orice z,y € (0,+0c0). De aici Im yl < 1 pentru orice z,y € (0, +00).

Din aceasta inegalitate rezulta ca operatia nu poate sa admita element neutru.
Inz l

768. Deoarece lim rlnz = lim —— = 1
z\0 z\,0 > N0 — =

= 0, rezultd ca li{% f(z) =0= f(0),

deci afirmatia este adevarata si afirmatia este falsa.
Deoarece f'(x) =2z Inz(1 + Inz) oricare ar fi « € (0, 00), rezultd ca f’(x) > 0 oricare ar

1
fixe (07 ), deci afirmatia este falsi. De asemenea, avem f'(z) > 0 oricare ar fi
e
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x € (1,00), deci afirmatia @ este adevarata.

769. Tabelul de mai jos rezuma variatia functiei f.

x| 0 1/e 1 00

fly|o + + 0 - — 0 + +
f@y|o 2~ 2 1fe N Ny 0 N S 4o

Din tabel rezultd ca numarul punctelor de extrem local ale lui f este 3 (punctele 0,1 /e si

1 sunt puncte de extrem local).

770. Pentru orice € (0,00) avem f”(z) =2 (In’z + 3Inz + 1). Ecuatia t> +3t+1 =0

are doud radacini reale distincte t; si t5. Drept urmare, ecuatia f”(z) = 0 are radacinile
x1 = e’ gi x5 = e'2, ambele in (0,00). Cum f” isi schimba semnul in x1 §i 72, rezulta ci
numarul punctelor de inflexiune ale graficului lui f este .

771. Ecuatia dreptei d este d : y —e? = de(r —e) < y = dex — 3e?. Rezulta de aici

ca afirmatiile si sunt adevarate, iar afirmatiile si @ sunt false.

/2 /2 /2
cos(x+ % cos(z+%—Z% cos(x+ Z)cosZ
772, Avem / de: / de: / ( 5) 6
sin (er %) sin (z+ %) sin (:17+ %)
~7/6 —m/6 —7/6
N T\ i T w/2 w/2 s bw
+ 3 & 3 =
de:mszdnsm(m+ﬁ) +Sjnz.x :i.lnSI.nTGr
sin (x—|— g) —r/6 6 /6 2 sin ¢
1 (7r n 7T> o
2 2 6 - 3 . —6n—1
n243n42 w,2+3n+2.%

2 n/3 ~+3n:
-3 1 —6n—1 6n—1
773. Avem lim noondt 2 = lim 14— =2 =

* —1—arct
774. Aplicand de doua ori regula lui L’Ho6pital, obtinem lirr}) w =
T— X

775. Tangenta la graficul functiei f in punctul de abscisd x = 0 are ecuatia y — f(0) =

f(0)(x —0). Avem f'(z) = 3e3* + 2, f(0) = 2 si f/(0) = 5. Prin inlocuire obtinem
y — 2 =5z, adica bx —y+ 2 =0.

776. Prin inlocuire directd in formuld obtinem: y + 1 = 3(x — 1). Un calcul simplu ne

409



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

conduce la ecuatia dreptei, anume: 3z —y — 4 = 0.

77T, Din ipoteza se deduce imediat ci unghiul A/2 se afld in cadranul 4, ceea ce

inseamna ca sinusul este negativ gi cosinusul este pozitiv. Prin urmare, avem sin 3=

1—cosA 4 . A 14+cosA 3
s = n timp ce cos 3=V 5 =% , ceea ce Inseamna ca afirmatiile

A i B sunt adevarate, iar celelalte doua sunt false.

1 — 2
778. Conditia de paralelism a celor doi vectori se rescrie astfel: — = (ai;). Dupa
a

prelucrare vom obtine: a(a + 2) = 3 sau a? 4+ 2a — 3 = 0. Aceasti ecuatie de gradul al
II-lea, admite solutiile a = 1, respectiv a = —3.
779. Pentruk € {0,1,...,1011}, coeficientul lui #* din dezvoltarea binomului (14 )t

este CFy,, deci suma coeﬁcientilor puterilor impare este S = Ciqy, +Ciyy +--- +Clort.

Din relatia Cf = C; =" avem S = ~ (011011 +C1o1Y + Cy11 + CIo8 + -+ + CI04 + C?ou)

1 1
5 (C?Oll + 011011 + -+ 01181111) = 21011 21010 unde am folosit Z Ok n
k=0
780. Termenii din sum4 sunt in progresie aritmetica (a,,), cu primul termen a; = 1, ratia

r=4gix=a,=a;+ (n—1)r, unde n € N* este numéarul de termeni din sumi. Fie S,
2a1 4+ (n—1)r
f'n

suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice. Atunci S,, = =2n2—n.

uuuuu

nefiind numar natural. Deci © = a;6 =1+ (16 — 1) - 4 = 61.

781. Solutia 1.: Din (1 —i) = v/2(cos T —isin %) si 2022 = 8 - 252 + 6 avem

2022 2022 2022 6 6
(1— i)2022 =2 (Cos T_ isin : 77) _ gloil (cos Zﬂ _isin Z’) _ 210112',

4
Solutia 2.: Avem (1 — i)2022 = [(1 — 4)2]1011 = (—-2¢)1011 = 210111011 = Deoarece
1011 = 4-252+ 3 avem 101 = (§4)252.43 = 1252, (—j) = —i i rezulta (1 —i)2022 = 210114,
Fl
782.  Cu schimbarea de variabila ¢ = sinz, df = cosxdx si / cos e ———dx =
sin? —|— 1

/o \/t%ﬁ ln(t+\/t2 )‘ 111(1—!-\[)

783. Deoarece m = lim f@) =2gn= lim(f(z) —2z) = lim (Va?+2z —z) =

r—oo I r—00 xr—00
2z . 2 < s ox
= lim ————— =1, rezulta ca raspunsul corect este .

m ———
z—=00 \/x2 + 20 + T T—00 1+2+1
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1 : n 1 :
784. Suma Riemann: lim — (e% 420 + ... —|—ne?) = lim f(%e% + %e% +...+
n—oo N n—oo n
1 1
Len)= / xe” dz. Integrala se calculeaza cu formula integrarii prin parti: / ze® dzr =
0 0
1 1 1 1
ze” —/ emdx:(xew—ew)‘ =(z—-1)e"| =1
0 0 0 0

3
785.  Conform proprietatilor vectorilor avem ﬁ = F—/>1 + zﬁ = —3@ + 51@ si

3 1
ﬁ:a+ﬁz 7(1@4’@)4’51@: 7E+§1@, deci FE = 3CE sau echiva-
lent, ﬁ = 2ﬁ7 deoarece ﬁ = F?—F C@

a
. A in(A — B) = sinAcosB —sinBcosA = - ———— '
786 vem sin( ) = sinAcos Sin 5 €S R 2ca 2R

B2 4 2 — g2 1 1
% = qpa(20” = 2%) = 55-(a® = 1) si sin(A + B) = sinC = %. Rezultd
sin(A—B) a®>—b?

Sn(A+ B) =z Tinand cont de conditia a > b > ¢ rezulta ca variantele ,

si @ nu pot fi adevarate.
A+ B+C =180°,

787. Din ipotezele problemei, deducem sistemul de ecuatii . Din
A+C=2B.

acest sistem rezulta imediat ca B = 60°.

a
sin60°  sinA’ de unde v3a =

2bsin A. Ridicand la patrat, obtinem 3a? = 4b2 sin® A. Dar, conform ipotezei, 3a® = 2b2,

Pe de alta parte, din teorema sinusurilor obtinem ca

deci din relatia de mai sus deducem ca sin A = 72, deci A = 45°, de unde rezulta ca
C = 75°. Astfel, afirmatiile A si B sunt adevarate, in timp ce afirmatiile C si D sunt
false.

Observatie. Din conditia 3a? = 2b? rezulta a < b. Astfel dupa ce am obtinut B= 60°,
putem elimina C si D deoarece A < 60° < C. Cum A si B sunt echivalente datorita

egalitatii B = 60° si exista cel putin un raspuns corect, A si B sunt adevarate.
788. Notand y = v/z2 + a, ecuatia devine 2y? — 3y — 2 = 0. Aceasta are solutiile y; = 2
1 .

siys = —3 Pentru y; = 2, avem V22 + a = 2, de unde z? = 8 — a, care are solutie daca
1 1

si numai daca a < 8. Pentru y, = 5 avem vz2 +a = 5 de unde 22 = —é — a, care
1

are solutie daca si numai daca a < ~3

789. Determinantul sistemului este A = —12 — 4qa. Sistemul este compatibil determinat
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daca gi numai daca A # 0, adica a # —3. Deci

790. Dintre 11 copii arbitrul poate fi ales in Cf; = 11 moduri. Din cei 10 copii ramasi

echipa X de 5 jucitori poate fi formata in C7, = 252 moduri. Dupa formarea echipei X
raman 5 copii care formeaza echipa Y. Deci 11 copii pot forma echipele X, Y si arbitrul
in 11-C7, = 11252 = 2772 moduri.

2(z? — 1)

791. Din faptul cd f/'(z) = , oricare ar fi z € (0,00), se obtine c& functia f

este strict descrescdtoare pe intervalul (0, 1] si strict crescatoare pe intervalul [1,00). De
asemenea, ili% flz) = ml;rrgo f(x) = oo, de unde rezultd, in particular, cd afirmatia
este falsd. Punctul 1 este singurul punct de minim global al functiei f, iar f(1) =1+ m
este valoarea minimé a functiei f. Dacd m + 1 < 0, atunci ecuatia f(z) = 0 are exact
doua solutii reale, deci afirmatia este adevarata. Functia f nu este injectiva pentru
nicio valoare a lui m, prin urmare afirmatia este falsd. Avem f(xz) > 0 oricare ar
fi x € (0,00) dacd gi numai dacd m + 1 > 0, adicd dacd si numai dacd m > —1. Prin
urmare, afirmatia @ este adevarata.

792. Din tabelul de variatie al lui f rezulta ca f/(—1) = f/(1) = 0. Cum f’(z) = 3ax?+b,

avem 3a+b = 0. Pe de altd parte, avem i f(—1) = —a—b+c¢=10, f(1)=a+b+c=2.
Rezolvand sistemul 3a+b=0-a-b+c=10a+b+c=2, se obtine a = 2, b = —6, ¢ = 6, deci

|ZL‘ |’| |C| °

3 m\O 3z2

794. Fie O centrul hexagonului. E =2 @ ﬁ =2 O? ﬁ =2 07 @ =

O? — O? Rezulta a = 1, b = —1, deci b — 2a = —3. Raspuns corect

793. Din regula lui 'Hopital: hm

2 —-1+2-2
795.  Se calculeaza coordonatele punctului D prin zp = xBlj_ ;C = +3 =
2 —-542-1 .
lsiyp = yBQ—:_ lyc = —g = —1, deci obtinem D(1,—1). Inaltimea din varful
3—-1
B este perpendiculara pe dreapta AC cu panta mac = 1-3 = —2, de unde panta

inaltimii m = — = - inél‘gimea trece prin punctul B(—1,—5), de aceea are ecuatia

mac
1
—(r+1) < z—2y—9 = 0. Distanta de la punctul D(1,—1) la dreapta

2
r—2y—9=_0ested= (-2 (-1 9] ZEZ%.
1+ (—2)2 NEE

y+5 =
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796. Dupi calcularea determinantului ecuatia se poate scrie in forma x® — 14z + 20 =

23 —4r — 102 +20 = (z — 2)(x +2)z — 10(x — 2) = (z — 2)(2* + 2z — 10) = 0, ceea ce ne

conduce la x = 2 sau 22 4+ 2z — 10 = 0, adici z = —1 + V11 sau & = —1 — V/11.

2 1
797. Se observa usor ca x = 4k — 1, unde k € Z. Ecuatia devine [x—?!)—} _— 1_

k+1

4k +1
{ + < k+1, asadar —1 <

4
] = k. Ultima identitate este echivalenta cu k <
k < 2. In acest caz k € {-1,0,1}, deci S ={-5,-1,3}.

798. Avem 1%x2 =1gi 1%x4 = 1. Operatia * fiind comutativa, numarul e € Z este

element neutru daca si numai daca pentru orice z € Z avem z xe =xe —xr —e+ 2 = x,
adica x(e — 2) = e — 2. De aici rezultd cd e = 2 este element neutru. Un numaér intreg
este simetrizabil in (Z, *) daci i numai daci existd 2’ € Z astfel incat za’ —z—a2'+2 = 2,
adicd 2/(z — 1) = x. De aici rezultd cd numai z = 0 si © = 2 sunt simetrizabile in Z.

799. Avem f(x+vy) =alx+y)+bsi f(x) L f(y) =ar+b+ay+b—1, de unde

obtinem b = 1. Mai departe, avem f(zy) = axy + 1 si f(x) * f(y) = (ax + 1) + (ay +
1) — (ax +1)(ay +1) = 1 — a®xy, de unde obtinem a? + a = 0. Deoarece f este bijectiva,
avem a # 0, deci a = —1.

800. Pentru orice n € N avem 2™ > 2" V 2 € [0,1], deci I,, > I,,11. Asadar, sirul

(I)nen este monoton descrescator.

1
Pentru orice n € Navem e ™ <1V € [0,1] = 0< 1, < / zdx = 1
0 n

lim I,, = 0. Integrand prin parti, (n + 1)I, = z"tle™®

n—oo

1 1
+/ 2" tle %y = e ! 4+
0 0

I,+1¥ n € N. Tinand cont de limita anterioard, lim nl, = e~ '. Relatia anterioars poate
n—oo

N/ e! 1 . - -
fi rescrisd, —— = + V n € N. Tinand cont de limita anterioara, avem

Iy (TL+ 1)In+1 n+1

. I
lim o= 1.
n— 00 TL+1

801. In paralelogramul ABCD fie AB = a, AD = b,(a > b), BD = d;, AC = dj,

m (@) = o. Utilizand teorema cosinusului avem d7 = a® + b*> — 2abcosa,ds =
a? + b® + 2abcos o, = d? = 34 — 30cosa,d3 = 34 + 30cosa, de unde rezulti rela-

tia d? +d3 = 2 (a2 +b2) = 68. Pe de altd parte d? - di = 342 — 30% - cos® o, deci
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342 — 322 2-66 33 V33
cos® o = 302 = o Cum « este unghi ascutit deducem cosa = B

802. Intr-adevir coordonatele (z,y) al punctului de intersectie al dreptei d cu axa

ar+by+c=0 ar+c=0
Ox reprezinta solutia sistemului liniar — —=

y=20 y=0

c
Ty, + T,

~ ¢ lar coordonatele mijlocului M al segmentului [My M) sunt xpy = — =

y=0,

b—c b+ec 2¢

- c ym, +ym, 040

a 5 a_ — 2a =——siyy = 5 =—= 0. Astfel este adevarata.
a

a
Panta dreptei d este -3 # 0, deci d nu poate fi paralela cu axa Oz, adicd afirmatia

este falsa.

Coordonatele punctului de intersectie al dreptei d cu axa Oy reprezinta solutia sistemului

ar+by+c=0 z=0
liniar <= c deci este adevarata.
z=0 -
y - b7
b—c
01
a
1 bt e 1 |e b—c b+c
AAMleNZ\A\,undeAzi B o1 . Dar |A|:§- AR o + . =
a
c
0—-1
b
1 ¢ 2b c
25 2l = lal deci @ este adevarata.
5 3 2n22+3n;r1 %(n-ﬁ&) 1
—2n — —2n—3
803. A li 14+ ——— —e =2,
Ve ( +2n2+3n+1) ¢ e
e® —cosz 27e®” + sinx
804.  Aplicand regula lui L’'Hopital, ob{inem lim ——— = lim —————— =
z—0 x z—0 2x

. 22 n 1 sinxz 3
im (e — . = —.
z—0 2 x 2

805. Avem f(0) =1si f'(x) = (x + 2)e” pentru orice z € R. Ecuatia tangentei in P la

graficul lui f este y — f(0) = f/(0)x adicd y = 2z + 1. Prin wmare Q € dsi S & d.

806. Produsul scalar a doi vectori nenuli perpendiculari este 0. Deoarece trapezul este
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dreptunghic, avem AB | AD, AD | DC gi de asemenea AC' | BD, din conditia data.

807. Prin inlocuire directd in formula obtinem: y — 1 = 2(x — 1). Un calcul simplu ne

conduce la ecuatia dreptei, anume: 2z —y — 1 = 0.

808. Din ipoteza se deduce imediat cd unghiul A/2 se afld in cadranul 3, ceea ce Inseamna

¢ e i e . . A 1—cos A
ca atat sinusul cat si cosinusul este negativ. Prin urmare, avem sin Bl = — — =

4 A [1+cos A 3
— in timp ce cos 2 =" % =% ceea ce inseamna ca afirmatiile si

sunt adevarate, iar celelalte doua sunt false.

809. Din (1 +4) = V2(cosT +isinZ) si 2022 = 8- 252 + 6 avem (1 + i)*9** =

2022 2022 2022 6 6
V2 (cos 1 T + ¢ sin 1 7T> — ol011 (COSI + 2sin I) = —210y " deci partea
imaginars este egald, cu —21011,

Solu_tia 2.: AVem (1_'_2')2022 — ((1+i)2)1011 — (22')1011 — 21011(2'3)337 — 21011(_2)(_1)336 —

2101 () deci partea imaginara este egald cu —201%,

810. Inecuatia logy (5z +3) > 1logs (z — 1) este definitd pe domeniul maxim D =
(1,400), pe care putem efectua transformarile echivalente

1 1
51og3(5:c+3)>§1<)g3(x—1)<%>53;+3>:c—1<:>4x>—4<:>9c>—1,

adica x € (—1,400) N D = (1,+00), aratand ca réspunsul corect este doar cel de la

punctul .

811.

Fie a1 primul termen gi r ratia. Din cele doua conditii obtinem sistemul de ecuatii

2a1 +7r =16

19a; + 171r = 361.

Sistemul are solutia a; = 1, » = 2, deci raspunsurile corecte sunt si .

2

812. Efectuam schimbarea de variabild ¢ = cos®z. Atunci dt = —2coszxsinxdx si

Ed . 1 1
/zﬂd :/ Ld7§=ln(1—|—t) =In2.
0 0

1+ cos?zx . 1+t 0
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2% — (22 + 22) —2x
813. Avem lim f(z)= lim —————+ = lim ——— = —1.
m—)oof( ) =00 g+ /22 + 2z T—00 x4 /12 4+ 21

1
814. Calculam limita sirului folosind integrala Riemann. Avem lim — (e% + 2%en +
n—,oo M,

1//1\2 2\ 2 2 1
+n2e¥) = lim —((—) er + (—) er 4+ ...+ (E) e?) = / z?e” dz. Integrala

n—oo N n n n 0
1 1
v -2 re®dr =
0 0

1
se calculeaza cu formula integrarii prin parti: / z?e®dx = z’e
0

1 1 1 1
(z2%e” — 2xe™) ‘ +2/ e”dr = (22" — 2we” +2e%) | == (2% — 22+ 2)e” | = e — 2.
0 0 0 0
1
815. Conditia de paralelism a celor doi vectori se rescrie astfel:g = P Dupa
a

prelucrare vom obtine: a(a + 1) = 2 sau Aceastd ecuatie de gradul al II-lea, admite

solutiile a = 1, respectiv a = —2.

1 1 1

4
816. + os? 150 = = = 16. Deci este falsa iar

sin? 15° sin? 15° cos2 15°  sin? 30°

este adevarata.

1 1 cos 30°
= = 8v/3. Deci este adevarata iar @ este falsa.

sin215° cos215°  sin2 15° cos? 15°

BC AC
smA _ snB

817. Din teorema sinusurilor avem Inlocuind, obtinem sinA =

A
2 sin B sin 7 Aplicam formula lui sin pentru argument dublu si scoatem factorul co-

A A

mun. Astfel obtinem 2sin Z|eos5- sinB | = 0. Cum A este unghi Intr-un triunghi,

A A A

sin ) # 0, de unde cos 7= sin B. Tinand cont de cos 7= sin

2|

™
5~ si de faptul

b

ca triunghiul este ascutitunghic obtinem g -5 = B, adica A 4+ 2B = 7. Dar cum
A+ B+ C =, obtinem B =C, deci AB = AC.

818. Notind z? +x — 1 = y, din conditiile de existenta pentru radicali avem y > 0, si
putem scrie ecuatia data in forma /y + 4+ ,/y = 2. De aici rezultd ca /y +4 =2 — \/y,
de unde prin ridicare la patrat obtinem ecuatia y + 4 = 4 — 4,/y +y, adicd y = 0. Prin
urmare, 2 +x — 1 = 0, de unde rezulti ca ambele solutii sunt reale si suma solutiilor

ecuatiei din enunt, este —1.
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Solutia 2.: Putem scrie urmitoarele implicatii: Va2 +z+3 + Va2 oz —1 =2 —

VaZ+z+3+Val+r—-1=2 Va4 +3=2

V4 z+3—-Ve2+zr—-1=2 Vri4+xz—-1=0

= 2?2+ 2 =1 = suma solutiilor este —1.

4
224 r+3—Vr2+z—1

819. Determinantul sistemului este A = 4 — a. Sistemul este compatibil determinat

daca si numai daca A # 0, adica a # 4. Deci este adevarata. Sistemul Cramer are
solutia

r=A /A= BB 5

y:Ag/A: 6a—24 - —6

4—a

Z:A3/A:4Ea :0,

deci este falsi. Adunénd cele 3 ecuatii ale sistemului avem (a — 4)z = 0. Daca
a # 4, atunci sistemul este compatibil determinat. Daca a = 4, atunci doar 2 ecuatii sunt
independente i se obtine imediat solutia t =5+ 2, y = -6+ 2, z € R. Deci este
adevarata, iar @ este falsa.

Alternativ, pentru a obtine raspunsurile si @, se aplica Teorema Kronecker-Capelli

pentru a ardta ci sistemul este compatibil pentru orice a € R.

820. La volan poate fi agezatau a numai o persoana care detine permis de conducere, deci

una dintre cele 3 persoane. Pe cele 6 locuri ramase trebuie agezate celelalte 4 persoane.
Ele se pot aranja in A = 6-5-4 -3 = 360 moduri. In total persoanele pot fi agezate In

3+ A =3-360 = 1080 moduri.

z)— f(0
821. Functia f este derivabild in 0 deoarece lirr}) M =0 € R. Se observa ugor
r—r Xr —
cd f este strict crescitoare, deci este gi injectivd. Cum f este continua, lim f(z) = —c0
r—r — 00

gi lim f(z) = oo, rezultd cd f este surjectivi.
xr—ro0

822. Din tabelul de variatie al lui f rezulta ca f'(0) = f'(2) = 0. Cum f'(z) = a —

c
(x—1)%’
Rezolvand sistemul

avem a—c = 0. Pe de alta parte, avem i f(0) = b—c = =5, f(2) = 2a+b+c=T.

a—c=0 b—c=-5 2a+b+c=T,
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se obtine a = ¢ =3, b= -2, deci |a| + |b] + |¢| = 8.
823. Se aplica regula lui ’'Hopital si teorema fundamentala a calcului integral:
12 .
Jy sin Vidt ) 2osinx 2

lim *%———— = lim = —.
N 3 N0 3z2 3

cD AC
824. Din teorema bisectoarei avem k = BD - 4B Deoarece AC' = /25 + 144 = 13,
13 13
ro + EIB 43 Yo + EyB 20
AB = /9+16 = 5, obtinem zp = —2— = —siyp = ——2>2— = ——,
9 9
13 13
1+ — 14—
+ 5 5
23
rp +yp = 9 deci raspunsul corect este .
825. Cu notatiile din enunt, utilizaindteorema cosinusului avem d7 = a? + b* —

2abcosa, d5 = a® + b* + 2abcos o, de unde rezultd relatia di + d3 = 2 (a® + b?). Astfel
sunt adevarate relatiile de la punctul si @

826. Observam ca x

T
! — cos (W) < 14z, > 0 pentru fiecare n € N,n > 2.

2
Asadar an < x, pentru fiecare n € N,n > 2. E cos (%) = g si o = cos (Z) .

T V2 1 T
cos n Calculam zy = cos(4) - cos (§> =5 5(1+cos (Z)) =
2
\f\/ \/ 1+ —. Sau putem observa ca 4/1+ g > 1 > xs. @ Fie
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n € N,n > 2. Scriem succesiv

T T T
2"z, = 2cos (ﬁ) - 2cos (%> -...-2cos (W) ,

. T s T e . ™
2nxn sin (W) —= 2cos (ﬁ) . 2cos (W) -...-2cos (72n+1) sin (72?“_1) y

" . T _ s . T
2"z, sin (W) = 2cos (ﬁ) - sin (F> ,

. s LT
2"z, sin (2n+1> = sin <5> .

Obtinem 2"z, sin ( ) = 1 pentru fiecare n € N;n > 2.

77
2n+1
827. Dupa calcularea determinantului putem scrie ecuatia f(x) = 0 in forma 23 —8x—8 =
23 —dr—4r -8 = (x—2)(x+2)z —4(z+2) = (x+2)(2* —22—4) = 0, ceea ce ne conduce
laz=—-2saua’—2z—4= 0, adica x =1+ Vhsauz =1—+/5. Astfel, raspunsurile

corecte sunt si .

828. Se observa usor ca x = 3k — 1, unde k € Z. Ecuatia devine [

x+1| =z+1
-3

3k L . . y 3k 5

> = k. Ultima identitate este echivalenta cu k < > <k+1 asadar 0 < k < 2. In

acest caz k € {0,1}, deci S = {—1,2} gi varianta este adevarata.

829. Avem 2%x3=2gi 1%x2 =2, deci este adevarata. Operatia * este comutativa,

asociativa, e = 3 este element neutru, dar 2 x x = 2 pentru orice x € R, deci 2 nu este
simetrizabil. Prin urmare este adevarata, iar @ falsa. Submultimea [0, 4+-00) nu este
parte stabila, deoarece, de exemplu, 1 %5 = —1 ¢ [0, +00), deci este falsi.

830. Fie 0 # a + biv/2 € R, deci a,b € Z. Elementul a + biv/2 € R este inversabil

daci si numai daca existd x + yiv/2 € R astfel ca (a + biv2)(z + yiv/2) = 1. Egalitatea

ar —2by =1
este echivalents cu (az — 2by) + (ay + bx)iv/2 = 1 i apoi cu sistemul

bx+ ay=0.
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Determinantul sistemului cu necunoscutele x,y € Z este a? + 2b% > 0, deci este un sistem

Cramer. Acesta are solutii intregi daca si numai dacs a? 4 2b? = 1, adici a = 1 si b = 0.

Deci singurele elemente inversabile ale lui (R, +,-) sunt 1 si —1, de unde rezulta valorile

de adevar de la raspuns.

Solutia 2.: Elementul z = a + biv/2 € R\ {0} este inversabil in corpul (C,+,-), avind
1 1 a — bin/2 _ a . /2

. | o1 — _ = — - .
inversul z a+ biv2 a? + 2b2 Zro? 2o

Prin urmare, z este

a W2
1
a2+ 202 gz 1 o2

inversabil in R daca gi numai daca pentru a,b € Z, numerele sunt si
ele intregi, deci daca si numai daca b =0 si a = *1.

831. Fie n € N*. Din faptul cd 0 < z"e® < a” - e, oricare ar fi € [0, 1], rezulta

1
e e
0<I, < / 2" edr = ——. Asadar 0 < I, < ——, oricare ar fi n € N*, de unde se
0 n+1 n+1
obtine ca nhﬁrr;o I, = 0. Afirmatia este deci falsa si adevarata.
Folosind formula de integrare prin parti, se obtine, pentru orice n € N*, egalitatea I, 11 =
e — (n+ 1)I,, deci nl,, = e — I, — I,,41, oricare ar fi n € N*. Tindnd cont de faptul ca

lim I,, = 0, prin trecere la limita cu n — oo in egalitatea de mai sus, rezulta lim nl, =e,
n—oo n—oo

deci nh_}IIOlo nl, > 2. Afirmatia este deci falsa si @ adevarata.
832. Fals. a-(-1)+b-0+c=c—a>0aa-1+b-0+c> 0, deoarece a este

cateta iar c este ipotenuza unui triunghi dreptunghic.

b—c
+b-0+c¢
lb—c+c| b
Adevarat. Avem: dist(M,d) = = =-.
Va?+ b2 Ve2 c

a -

b—c
+b-0+c=b—c+c=b>0.

Fals. a -

@ Adevarat. Avem: dist(E,d) - dist(F,d) =

a
la-(=1)4+b-04¢| |a-14+b-0+¢|

lc—al|-|c+a| |c2—a? b

VEJE | & &

833. 7 x5, 1 sunt in progresie geometrici <= 3 = y/z?-1. Cum z; este pozitiv

=2, =23 = A =0=a? =12 Cum z; si x5 sunt pozitive suma lor va fi una pozitiva

decia < 0= a=—2V3.

T 2n +1 . o . .
834. ntl - < 1 = =z, este strict descrescator. Cum sgirul este strict de-
Tp 2n + 2
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screscator ¢i x, > 0Vn € N = =z, este marginit. =z, este monoton si marginit, deci

convergent.
-2
oivE] TEvE

_ va _ V@ _ =z
835. lim (m ﬁ) — lim <1+ 2*/5) — lim (1+ 2‘/5) -
X

—2a

lim e##ve = ¢Me=® 3s = 72,
Tr—r00
(smx)
2

. sinz xsinx x x
836. Cum lim =1=lm——=1lim—%— =lim ——

z—=0 T z—0e? +e % —2 z—0er +e % —2 z—=0e® + e~ T — 2
L’Hépital . 2x L’Hépital . 2

= lim— =" lim — =1
z—0e? —e™ % z—0e? 4 e~ %

837. Pentru ca doi vectori sa fie coliniari, @ = av. Cum @« = —i + 35 si ¥ = 2i — 67,
. 1, o . C o .
U= —gu = coliniari. este fals deoarece pentru a = —2 si b = 3 cei doi vectori

au aceeasi lungime. |i| = Va2 +32 = V22 +b2 = |[0] = a = Vb? — 5, b> > 5. Astfel,
pentru orice b? > 5 existd un a astfel incat lungimea celor doi vectori este egald. Folosind

conditia de perpendicularitate a doi vectori: a-2+3-b =0 = 2a = —3b.

838. AC = AB+BC =1+~ ﬁ 7+ (AE+ED) = 7+7) 7+%7.

839. Prima conditie este ca logaritmii sa fie corect definiti si lg(bx + 11) A0 = x €

11 . 2lg(z+3)
—— —{-2}. At — =1 <= 2] 3) = lg(b 11) «—
(-5 ) - -2 A, ZETED (e +3) = lg(5o + 11)
(x+32%=5zx+11 < 22 +2-2=0 < z=1.

840. \/:c+374\/9c—1+\/9c+876\/x—1:1:\/(\/x—172)2+\/(\/x7 —-3)2=

Wz —1-2)|+[Ve—1-3DacdaVz—-1>3 = (Vr—-1-2)+(Vzr—-1-3) =
1l = 2y/z—1-5=1 = Vz—1=3 = 2=10. Daci2 < Vz—-1<3 =
(Vr—1-2)+B3—-+Vz—1)=1 (adevirat) = =z € (5,10). Daci Vz -1 <2 =
2-Vz-D+B-Vr-1)=1 = 5-2/r—1=1 = Vor—-1=2 = z =5

Prin urmare, solutia finald este [5, 10].

841. Pentru a afla numéarul de moduri in care putem alege doua puncte distincte din

M, folosim 0721 = 2!,(3!_2)! = n(n2—1).

842. Determinantul sistemului este egal cu: d = 2(a — 2)2 = pentru a = 2, determinan-

tul este egal cu 0. Pentru a = 2, sistemul este compatibil nedeterminat, de unde rezulta

faptul ca admite mai multe solutii.
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843. Cum z este in cadranul IV = sinz < 0 si cosz > 0 sin’z 4 cos’z =

r=1-a> = cosz = \/1—a2; sin2z = 2sinzcosz = 2a/1 — a?;

r—sin’x = (1 —a®) —a® =1 - 2d?

1 = cos?

cos 2z = cos?

844. AB =./20, BC =+/10, AC = /10 . Deci, triunghiul ABC este dreptunghic

isoscel.
845. Drepte sunt paralele <= mg, = mg,; Mg, = 1_7m'md = 2-m
' 3Im—7"" 2m-5
846. mapg = E :1 = mpc = —3.
3—-0 3
847. 1imM: 1imx+2-e%:1 lim (f(z) —x) = lim ((
T—o00 I r—o00 I T — 00 T— 00

1

o1
lim (m(e% -1)+2- e%) . Luam separat limita: lim w(e%—l) = lim z- <e T )
T—>00 r—r00 T—>00
In(e) = 1 Deci limita finald este 1 +2 = 3. = y = x + 3 este asimptota.

V1= 22 .=
B 1 :r+(:c+a)\/17

848. Derivata lui f(x) este: f'(z) = T2 — Ecuatia tangentei In
-z

punctul de abscisd zg = 0 este: y — f(0) = f/(0)[x — 0] = y — f(0) = f(0)x Daca
f(0) = a si f/(0) = 1, atunci ecuatia tangentei devine: y —a =z = y = 2 + a Cum
punctul (—2,5) apartine dreptei, avem: 5 = —2+a = a = 7 Deci, ecuatia tangentei
este: y=x+7.

849. Notém37cos2x:t:>2sin2xdx:dt:>/ ﬂdx: 7/ —dt =
0 3 —cos2x 2 )9t

1
5 In 2.

2
<1
850. I = %dx Notdm /z = ¢, de unde \/xdz = dt. Atunci, integrala
1 X

e e
devine: I = / In(t?) - 2dt = 4/ Intdt¢ Folosim integrarea prin parti: /lntdt =
1 1
tInt —t. Asadar: I = 4[tlnt —¢]] Calculim la limite: I = 4[elne—e— (1ln1—1)] =
4[e — e+ 1] = 4 Prin urmare, valoarea integralei este I = 4.

851. Observam ca dacd Inmultim prima ecuatie cu 2 rezultd cea de-a doua ecuatie cu

un rezultat diferit (22 + 4y = 6 = 1 # 2). Sistemul nu are solutii.

852. Cum z — [z] reprezintd partea fractionara a lui z, care apartine intervalului

[0,1) = f(x) apartine intervalului [-0.5,0.5). Functia este periodicd, cu perioada 1,

deoarece adaugind 1 la x, x — [x] rAméne neschimbat. Totodatd, functia intersecteazi
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axa Oz atunci cand = — [z] = 0.5 = singurul raspuns corect este .

b a®+bc ab+bd

a
853. Fie X = in My(Z) = X% = . Rezolvand sistemul in
c d ac+cd be+ d?

Z, obtinem doua solutii: a =b=c=d=1sia=b=c=d=—1.

854 WZQ N ””D:‘L?W:O — yp = —3; Asadar,
-2

D(4,-3). Ecuatia dreptei AB este: — = yil = x + 2y — 4 = 0 Distanta de la
|4+ 2(—3) — 4| |4 —6 — 4| 6 .

unctul D(4, —3) la dreapta AB este: d = = = —. Aria
P *.-3) P o VIZt 2 NG V5
triunghiului ABD este: Aria = T = 3; Aria paralelogramului este 3 -2 = 6.

855. Prin calcul obtinem (cos a + cos b)? + (sin a +sin b)? = cos? x + sin® 2 + cos? y +

sin? i + 2(cos x cosy + sinzsiny) = 2 + 2 cos(a — b).

Cum 2 cos? g =1+ cosxz = 2cos? =2 - + cos(a — b). Egaland cele doud relatii

obtinem: 2+ 2cos(a —b) =1+cos(a —b) < cos(a—b)=1<a—-b= 2k + 1)m k € Z.

(multiplii impari de )

a b
sinA  sinB  sinC
5 7 V2 V2

Snde — snC = sinC = BT Exista 2 valori posibile pentru unghiul C: arcsin q0

856. Aplicand Teorema sinusurilor in AABC, avem:

, deci

V2 V2
si 180° — arcsin BT Fie # = arcsin % Pentru primul triunghi, avem B = 45°,C =
0, A = 135° — 0, iar pentru cel de-al doilea triunghi, B = 45°,C = 180° — 0, A = —45° +6.

2
%, 0 > 45° si 0 < 135°, de unde deducem ca afirmatia este
V2

7V2
falsa, iar afirmatia este adevarata. Avand sinf = 1—\0[, deducem imediat cos 6 = 10
V2

Pentru primul triunghi, sin A = sin(135° — 0) = sin 135° cos @ — sinf cos 135° = (— .

\/é)_(_ﬁjx/i):lJr? ’

Evident, avand sinf =

= —. Pentru cel de-al doilea triunghi, sin A =

10 2 10 010 5
V2 2 2 2 7 1 3
sin(f — 45°) = sin 0 cos 45° — sin 45° cos ) = (1—\0[ . g) - (% : %) =0 10" 5
Asadar, sin A € §% Revenind in Teorema sinusurilor o« _ b _ i
sadar, s £ F (- Reve eorema sinusurilor, —— = —— = ——= 3
4
vom calcula latura a pentru fiecare dintre cele doua triunghiuri. Mai intai, sin A = R

. 5 8v2 .o 3 . 5 62
decia=2— = —= =42. A oi, smA:f,dema:—:—:?)\/ﬁ7 de unde
J2 2 P 5 J2 2

rezulta ca afirmatia @ este si ea adevarata.
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2x 2z

857. f'(z) = o f este crescitoare < f'(x) > 0Vz;Notdm: g(x) = o

Stim ci:—1 < ¢'(x) < 1 Astfel: —1 —m < f'(z) <1 — m. Pentru ca f'(x) > 0, trebuie
ca: —1—-m>0=m< —1.

6 , (1 14 1,
, A° = Demonstrarea prin inductie ca A™ = =

0 4 0 8 0 27

858. A% =

tr(A™) =14 2" si det(A™) = 2"; Asadar, limita nh_{rgo m =1

859. zxy = (z+a)(y+a)+1—a? deci este comutativi. Daca * admite element

neutru, atunci: t*e=ze+ax+ae+1l=z=e+a=1lae+1=0=a(l—a)+1=

1
0=a?’—a—-1=0;A>0= a poate lua doua valori;e = ——;
a

860. Calculand derivatele de ordin unu, doi si trei: f'(z) = e* —e™* — 2z, f’(x) =
et +e T =2 f"(x) =e" —e ", Astfel, f/(0) = f"(0)=0= adeviarata.

Pentru a verifica dacd x = 0 este punct de extem analizim derivata a doua f”(0) = 0.
Fiind zero, analizdm derivatele superioare: f"”'(x) = e* —e™*, f(0) =0 f""(x) = * +
e, f""(0) =2 > 0 ceea ce indicd un minim local la z =0 = falsa.

Pentru a studia monotonia functiei f’, observam c& f”(z) = e*+e *—2. Cum e*+e % >
Ve € R = f"(x) >= f’ strict crescatoare = adevarata.

Cum f"’(z)=e®*+e *—2>Vrsi Jim " (x) = +o0 = @ adevarata.

e

861. I, = / (nz)"*t" de = [x(lnx)nﬂ}j —(n+ 1)/ (Inz)" dz = e — (n +
1 1

DI, = Iny1 + (n+ 1)1, = e.Pentru z € [1,¢], avem: In(z) € [0,1] = (In(z))""' <
(In(z))" = I,41 < I,;Din relatia I,,;1 + (n + 1)I,, = e obtinem I,, > % si i1 <
n
=1, < . = . <I, < _c = lim I,, = 0 inmultim cu n si obtinem
n-+ 2 n+1 n -+ 2 n+1 n—oo ’ ; ’
ne ne .
) <nl, < ] énlingonln:e;

862. Diagonalele patratului se afla pe axele de coordonate = patratul este rotit cu 45°

fatda de axele = si y. Astfel, coordonatele varfurilor patratului se afla la ( + %, 0) si
@
V2

astfel: |x| + |y| < % Pentru fiecare k € [1,00), existd 4k puncte care satisfac ||+ |y| =

V2

k, datorita simetriei patratului. Astfel numarul de puncte interioare péatratului este:

<0, + ) Punctele cu coordonate intregi care se afla in interiorul patratului satisfac
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Z 4k = 2n(n+1), unde n = [%} = N, = 2n(n+1)+1 (datoritd punctului din origine).
k=1

3
Pentru a =3 =n = [ﬁ} =2= N3 =4-3+1=13. Pentru a verifica existenta unui
a pentru care N, = 41 sau N, = 67, rezolvim 1+ 2n(n+1) =41 = n(n+1) =20,n €
Z=n=4= a¢c {4v2,5v/2}, respectiv 1 + 2n(n + 1) = 67 = n(n+1) = 33,n € Z deci

nu avem solutii intregi.

863. Centrul de greutate G are coordonatele (1,2), iar ecuatia dreptei OG este y = 2,

deci este adevarata.

864.  Avem #(2,4) L a@(—1,1), dacd produsul scalar al celor doi vectori este zero:

v-d=-2+4+4- % =0, deci este adevarata.

—

Vectorul ¥ este paralel cu (17, 19) sau &(—1, —1) daca componentele lor sunt proportionale:

t 2 19 . ¢ t2
=10 St = 7 si — = — <t =1. Astfel , sunt adevarate.

Vectorul & nu poate fi un multiplu de d(0,1) deoarece A(t, 2) = (0,1) implicd t = 0, deci

@ este falsa.

865. TFie C(x,y) cel de-al treilea varf. Din formula pentru aria triunghiului obtinem

x y 1
—l—4 0 1| =24saux+ 5y + 4 = 18. Daca alegem semnul + obtinem ca cel de-al

1 -1 1

treilea varf este pe dreapta x + 5y — 4 = 0, in timp ce, daca alegem semnul —, el se afla
pe dreapta x + by + 12 = 0. Astfel, afirmatiile si @ sunt adevarate, in timp ce
afirmatiile si sunt false.

866. Dreapta se intersecteaza cu axa Ox in <ib, O) si cu axa Oy In punctul <0, 2:)

Triunghiul fiind dreptunghic, aria sa este egald cu semiprodusul catetelor, adica avem:

1 26 2 2b2
2 = 2 % e ae de unde obtinem b? = ac, adicad numerele a,b, c sunt in progre-
a c ac

sie geometrica. La fel sunt i numerele a, —b, ¢ (desigur, nu cu aceeasi ratie!). Astfel,

afirmatiile si sunt adevarate, in timp ce afirmatiile si @ sunt false.

1
867. Cum 2%~ 3 < 0 pentru orice x < —2, legea de corespondenta a functiei f se

rescrie
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1

—50+ 3, dacd z € (—o0,—2]
[TR=R, f(z)=1{z+3, daca z € (—2,1)
3 — 2z, daca z € [1, 00).

Faptul ca singura afirmatie adevarata este rezulta imediat din analiza graficului
functiei f.

Chiar si in lipsa graficului, folosind proprietatile functiei de gradul I se deduce cu usurinta
cd f((—o0,—2]) = [4,00), f((=2,1)) = (1,4), f([1,00)) = (—00,1]. Functia f este bijec-

tiva deoarece pentru orice element b al codomeniului R exista un unic « € R astfel incat

f(z) = b. Pentru b € (—o0,1], acest unic x este z = —— € [1,00), pentru b € (1,4),

x=b—3¢€(-2,1), iar pentru b € [4,00), r =6 — 2b € (—o0, —2].

868. Varful parabolei asociate unei functii g : R — R, g(z) = az® + bz + ¢ (a,b,c €

b A
R 0) est tul V[ ——,—— ).
, a # 0) este punctu ( 5 4a>
Fie m € R*. Pentru functia f,, avem A = (2m+1)? —4m(m+1) = 4m? +4m+1—4m? —
b 2 1
4m = 1. Abscisa varfului parabolei asociate este xy = —— = amtl
A 2a 2m

1
W= T T Conditia necesara si suficienta pentru ca varful parabolei asociate
a m

functiei f,, sa se gasesca pe dreapta de ecuatie 2+ 3y +6 =0 este: 2.2y +3-yy +6 =
2 1 1 1
mt 3- (—4) +6=0 < m= —33 Asadar, raspunsul corect este .
m

, iar ordonata este

0 & 2.

a 1 1

869. Determinantul sistemulul este |1 ¢ 1| = (a — 1)27 deci sistemul este compatibil

1 1 1
determinat daca gi numai daca a # 1. Pentru a = 1, scazand prima ecuatie din a doua,

ajungem la concluzia 0 = 1, deci sistemul este incompatibil in acest caz.

1 1 1 1
Alternativ, pentru a = 1, avem doi determinanti caracteristici: =1 =

)

1 2 1 4
3, deci sistemul este incompatibil. In concluzie, si @ sunt adevarate, iar celelalte
afirmatii sunt false.
a®+1 2a

870. Avem A% = . Din A? = O, obtinem sistemul a? +1 = 0 si
2a a’+1
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2a = 0, care nu are solutii in R. Pentru a = 0 avem A2 = A = I,, iar pentru a = 1 avem

2 2
A? = , deci afirmatiile adevirate sunt , si @
2 2
3'rt.+1 3
" 3t
871. Aceasta afirmatie este adevarata, deoarece ntl (n;f)! = <
Tn (nt 1) n+2

1 pentru orice n € N*. De asemenea x, > 0 pentru orice n € N*  ceea ce implica

Xy > Tp41 pentru orice n € N*. Sirul (z,),en- este descrescitor.

3 9
Aceasta afirmatie este falsi, deoarece z; = 3 > 1 (de asemenea x5 = G > 1,
27 > 1)
T3 = — .
Y
9 . o o . Tn+1 . 3
Aceasta afirmatie este adevarata, deoarece lim = lim =0

n—oo Iy, n—oo N + 2 B
@ Aceastd afirmatie este adevarata, deoarece pentru n > 3, n € N* are loc 0 < x,, =
3333 3 3 (3
< -=-1-

n—2
a2 tru c
2345 T Th+1-2 4> » pentit ca

3
1 < Z,pentru oricen > 3, n € N*.

n—roo

n—2
Folosind lim <) =0, obtinem lim z, = 0.
4 n—oo

2a

2 2a
(1+ a ) 1 =%,
r—a

. ™ .. . . .
873. Deoarece lim arctg = 5 limita este o nedeterminare de tipul oo - 0. Putem scrie
T—r00

o0 \ T — a T—00

872. Avem lim <$+a> = lim

s
5 —arctgz
1

x

L= lim x- (g — arctg :1:) = lim si aplicand regula lui I’Hospital obtinem

Tr—r00 T—00

. T 1aL2
L= lim % —1.
00 — =
x2

874. Functia f este continui in 1 dacd si numai daci a +2 = b. In ipoteza cii a+2 = b,

functia f este derivabila in 1 daca si numai dacd 4+a = 1. Prin urmare, f este derivabila
in 1 (deci pe R) dacd gi numai dacd a = —3 g1 b= —1.

875. Triunghiul este dreptunghic, astfel aria este semiprodusul catetelor, adica A = 6.

(Dacd nu se observa ca triunghiul este dreptunghic, atunci aria se poate calcula dupa

3+4+5
formula lui Heron.) Semiperimetrul fiind p = % = 6, obtinem r = A = 1. Raza
p
b 3-4-5 5
R este jumatatea ipotenuzei sau se calculeaza din relatia R = Z—j =16 — 2 Astfel

raportul este %, adica este adevéarata, iar , si @ sunt false.

876. Punctul M fiind mijlocul laturii AB avem J\ﬁ = %ﬁ Din relatia /ﬁ = 2/@
rezulta ca C’.}>’ = ﬁ Astfel obtinem: m = ]\ﬁ + Eﬁ = %@ + kB?; ]\7? =
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MB+BC+CP = %E+ﬁ+ﬁ = %A_B>+@+(A_B>+@) = g,ﬁwﬁ. Relatia
W = 3W nedadk=2<k= % Deci @ este adevarata, iar celelalte sunt false.

877. Functiile logaritmice sunt definite pe multimea numerelor pozitive, de aceea este

necesar sa fie 3+ > 01 3 —x > 0, adich = € (—3,3). Rezolvam ecuatia folosind
1 logs(3 —x)

1
proprietitile logaritmilor: logs v'3 + = +1logg(3 — ) = 3¢ logs(3+1z)2 + oz, 0 =
3

1 1 logs(3 — )
393 log3(3+x)+f
leB4+2)3-2)=3'29—-22=3s 2% =6 o= +V6. Multimea solutjilor ecuatiei
este S = {—/6,16}, fiindcd £v/6 € (—3,3).

2
1
878. Conditia de existenta a radicalului este 2 +x +7 > 0, sau echivalent (x + 2) +

= % < logs(3+x)+logs (3—x) = 1 < logs[(3+x)(3—=x)] =

27 .
T > 0, deci # € R. Inlocuind y = 22 + z + 4 in ecuatia originald, obtinem y = 2,/y + 3.

Prin urmare, y?> = 4y + 12, de unde y € {6,—2}. Pe de alta parte, y = 2% + x + 4 =

2 4
ecuatia z? + & — 2 = 0, care admite solutiile ; = 1 si 25 = —2. Din explicatiile de mai

2
1 15 15
(x + > +— 2> R deci numai solutia y; = 6 convine. Pentru aceasta valoare obtinem

sus rezulta ca ecuatia originala admite exact aceste doua solutii, deci produsul solutiilor
este —2.
Alternativ, dupa stabilirea faptului ca solutiile ecuatiei date sunt solutiile ecuatiei de

gradul doi z? +  + 4 = y;, putem ajunge la concluzia finald firsd rezolvarea acestei

ecuatii, cu ajutorul formulelor lui Viete: z1x9 = —2.
879. Pentru orice x < 0 avem |z° — 22| = 2%|z — 1| = —2% 4+ 2? 5i max{2?, 2} = 2%, deci
f(z) = 2* — 23 + 2% + 2. Pentru orice z € [0,1] avem |23 — 2%| = 2%|z — 1| = —2% + 22

§i max{z3 2} = 23, deci f(z) = 22 + 2. Functia este continud in 2o = 0 deoarece

lin%) f(z) = lir% f(z) = f(0) = 0. De asemenea, functia este derivabila in zy = 0 deoarece
T—r r—r
<0 >0

f1(0) = f4(0) = 1. Ecuatia tangentei in O(0,0) este y = = (prima bisectoare).

880. Fie g: R — R, g(z) = 2* — 102% + 2021. Atunci ¢/(z) = 4z(2? — 5). Rezultd ci

functia g este strict descrescatoare pe (—oo, —\/5], strict crescatoare pe [—\/57 0], strict
descrescatoare pe [0, /5] si strict crescitoare pe [v/5,00). Rezulta ca A = [v/5,00).
881. Consideram functia f : (0,00) — R, definitd prin f(z) = 2?(1—Inz) = 2% —2? Inz.

Evident, f este derivabild pe (0,00) si f'(z) = (1 — 2Inz). Tabelul care sintetizeaza

428



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

variatia lui f este prezentat mai jos.

x 0 Ve e +00

O R
f@ 1o /7 e/2 N0 0 N0 N\ —o0

Din tabel rezultd ci ecuatia f(z) = a are doud solutii distincte x; € (0,+/e) si respectiv

x9 € (ve,e), dacd si numai daca a € (0,¢e/2).

1 .
COS E‘ = \/m = § Intrucat = € 51,37T ; de-
2 2 5 2
om 3w

Y Y o . . . . .
ducem ca 5 €| —,— ], adica 5 este in cadranul trei, unde functia cos ia valori negative.

882. Avem, Inainte de toate,

472
Asadar, afirmatia este adevarata, celelalte trei sunt false.

883. Din teorema cosinusului avem ¢ = a® + b? — 2abcos C' = 170 — 26 - cos C, unde

1-tg?§ 14 5 5 .
cosC = 1+tg2%: 1+% = I3 deci ¢ :170—26~1—3:16O:>c:4\/10, deci

2tg S 12
este adevarata si este falsa. sinC = _8y 22 astfel este adevarata.

1+tg2¢ 13
bsin C 1 12
Aria (ABC) = % =3 13-1- 3= 6, deci @ este adevarata.
884. Ecuatia este echivalentd cu ecuatia 1 — 2sin?z + asinz — 2a + 7 = 0 sau

2sin’x — asinz + 2a — 8 = 0. Fie t = sinz. Suntem condusi la ecuatia de gradul al
doilea in t: 2t> — at 4 2a — 8 = 0.. Discriminantul ecuatiei este A = a> —4-2- (2a —8) =
a® —16a + 64 = (a— 8)2.. Solutiile ecuatiei sunt, dupa cum ne putem convinge imediat,
th =24ty = %4. Cum sinusul este mai mic sau egal cu 1, in modul, prima solutie nu
convine, prin urmare, pentru a ecuatia originala sa aiba solutii, este necesar si suficient
sd avem |to| < 1, adicd |a — 4| < 2 sau 2 < a < 6, ceea ce inseamnd ci afirmatia
este falsd, In timp ce este adevarata. Daca a = 5, atunci obtinem sinz = 2 iar
solutia generald a acestei ecuatii este x € {(fl)k% + krlk € Z}, asadar afirmatia

este adevarata, iar @ este falsa.

885. Ecuatia se scrie (z — 1)(22 4+ 2 + 1) = 0, deci a® + a + 1 = 0 (rddécini cubici a
11 2 1

unitdtii). o) =1=lof =1=la/=11+=+ 5 = % — 0 € R, deci[A] este
a o« a

adeviratd si este falsa. Pe de alta parte a??! = (a®)%7 .02 = a? = —a — 1, deci
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este adeviratd. (—a) este raddcind pentru ecuatia 2% = —1, deci (z +1)(22 —2+1) =0
si astfel (—a)? — (—a) + 1 = 0. In consecinti @ este adevarata.

886. Ecuatia dati este echivalenti cu (z +1)(z +3) = 0. Observim c& @ este o solutie a

acestei ecuatii daca gi numai dacd a este numar impar si (@ + 1) sau (a + 3) este divizibil
cu 3. In concluzie, solutiile distincte ale ecuatiei date sunt §, g, 9 si 11.

Alternativ, se poate ajunge la concluzia de mai sus si prin inlocuirea celor 12 elemente
ale inelului in ecuatie.

887. Pentru x = y = 2 numitorul se anuleaza, deci este fals. Fie z,y > 2; avem

x4y —4>0;n plus, se calculeazd ci zxy >2 < (z —2)(y —2) +2 > 0, decieste

T 17
adevirat. Avem 3 (3%3) = 3% 3= %" deci este fals. Avem 4%z =z & 4o —2 = 22,
ceea ce evident nu are loc pentru orice x > 3, deci @ este fals.

/3
888. Cum functia de integrat este para obtinem I = 2V/2 / V1 — coszsinxdz,
0

3
— /3 2
decifz%/i(l—cosx)? . =3

889. Se studiazi semnul derivatei f'(z) = e* —

7 cu ajutorul functiei h: (—1,00) —

1
R, definite prin h(z) = z + In(1 + x). Din A'(z) = 1 + 12 > 0, Vo € (—1,00),
x

rezultd cd functia h este strict crescitoare. De asemenea, h(0) = 0. Prin urmare,

h(z) < 0,Vx € (-1,0), si h(z) > 0, Vz € (0,00), sau, echivalent, z < In l—ll—x’ Vo e
(-1,0), sixz >In 1—&-%’ Vz € (0,00). Tindnd cont de faptul ci functia exponentiala este
strict crescatoare, rezulta e < H_%, Vo e (—1,0), sie” > 1—&-%7 YV € (0,00). Prin
urmare, f'(z) < 0, Yz € (—1,0), f(0) = 0si f'(x) > 0, Vz € (0,00). Concluzionim
cd functia f este strict descrescitoare pe (—1,0] si strict crescitoare pe [0,00), de unde
rezulta ca functia f nu este injectiva, nu are puncte de maxim global si ca punctul 0 este
singurul ei punct de minim global. Cum f(0) = 0, se obtine ca 1 +In(1 + z) < e”, Vx €
(—=1,00) \ {0}, ceea ce aratd ca afirmatia este adevarata.

890. Distanta AM + M B este minim4, daca si numai dacd M se afla pe segmentul AB.

Dar M fiind si pe axa Oz rezultd {M} = OxNAB. Ecuatia dreptei AB este z+2y+2 = 0,
de unde o = —2. Analog, din {N} = Oy N AB se obtine f = —1, iar MN = /5, adici
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doar @ este adevarata.

891. Stim ca 1+ ...+ 100 = 5050, deci ca sa obtinem 5044 trebuie sa scidem o suma

egala cu 6. Dar suma 6 poate fi obtinuta in 4 feluri: 6,1+ 5,2+4,1+ 2+ 3.

L g2n 4 p2n+42 1 1
892. Pentru orice n € N* avem I, + [,,41 = /0 BT dz = /0 22"dx = 1
! 1
Pentru orice n € N* avem 0 < [,, < / 22"de = ——— , deci lim I, =0.
0 2n+ n—o00
. " . 1 1
Pentru orice n € N avemllnﬂ < I,, deci 21I,, > 1In + 141 = G = I, > e
121, IL,+ly1=—+ = 1, — = I, . Drept ,
si 11 < dp+tilpgq o1 +1 < in 12 < I —2 rept urmare
! <I,< ! = r <nl, < n = I I L
avem ——— n nl, < —— im nl, =-.
4n + 2 4n — 2 4n + 2 4n — 2 n—00 4
1 1 1 1 1 1 10
893. f(8) = 1Og8 5 + 10g2 g = 10g23 5 — 10g2 8 = g 10g2 310g2 2= —g -3 = —g
r+1l,z> -1 r—1l,z>1
894. |z+1| = Je—1 = . Astfel, vom trata 3 cazuri
—xrx—1l,z< -1 l—-z,z<1

pentru z. Cazul I: x € (—oo0,—1). Ecuatia devine —z — 1+ 1 —x = 4, deci © = —2.
Cazul II: z € [-1,1). Ecuatia devinez +1+1—2 =4 < 2 = 4 - Fals. Cazul III:
€ [1,00). Ecuatia devine x + 142 — 1 = 4, deci = 2. Asadar, multimea solutiilor este

S = {-2,2}, iar suma elementelor este 0.

— —4 1
895. may = Yo —ya T2 4. AH | BC, deci mag -mpc =—1=mpc=—-.
TH —TA -1 4
20257 20227 3w s 3w 3
896. cos 6 = cos ( 5 + 6) = cos (3377T + 5) = cos <3367r + 2) = cos 5 =
0.
- - 2 .7 e = e 2 -z 9
897. @ =2i—xj si b=xi— 8j sunt coliniari & — = = Szt =16 < x € {—4,4}.
r  —

898. Notam cu ¢ € N ratia progresiei geometrice. Atunci, b = a-¢,c = a - ¢*> =

a(14+q+q?) = 21. Cuma,b,c € N, Dy; = {1,3,7,21}. Dacia = 1,¢*+q+1 = 21 & ¢ = 4,
deci (a,b,c) = (1,4,16). Daci a =3, ¢* +q+1 =7 & q = 2, deci (a,b,¢) = (3,6,12).
Daca a =7, ¢ = 1, dar conditia a < b < ¢ nu va fi respectata. Daca a = 21, ¢ = 0, ceea

ce este imposibil. Asadar avem doua progresii geometrice, ambele cu ratia numar par.

. 1—sin" THospital .. —n-sin" lz-cosx . nsin" 2%z n

899. a, = lim ———— = lim - = lim — = —.

T COS?x rz—Z —2-sinx-cosx =T 2 2
2

VAtI-ya 1 i (nt1-n)
Asadar. i - — = lim Yo~ =
sadar, i V(Y@ =van) = lim v = I e T e
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tgrx—x 1
¢ 1/2? ¢ _r r a2 Lo tgr—a
—_ —_ m 5
900. lim (“) — lim (Hw)tgfc x _m s
z—0 x z—0 T
tg T — T I'Hospi tg2r+1-1 1 tg 2
Avem lim 6%~ % IHogpital lim tgrwtl-d = — lim 8 T _ —. Asadar, rezultatul
z—0 a3 z—0 32 3250 2 3 i

final este el/3.

901. f derivabila pe R < f continua R. f este continud si derivabila pe R* ca restrictie

de functii elementare continue si derivabile. f este continud in z = 0 & li{‘% fx)
x

li = . L = 1li t -1 = -1. 1l =1 b =b.
T f(z) = f(0). lim f(z) = lim arctg x Jim f (2) Jim az +
f(0) = b, deci f continud pe R implicd b = —1. f este derivabild in x = 0 < f,(0) =
) — f(0) . arctgzr—1+1 . arctg x

(0). £4(0) = tip LSOy arctgr Z1EL = 1.f5,.(0) =

f4r(0). £5:(0) S == 5 lim . lign —— fa,(0)
— 1

lim M = lim M — lim &% = a, deci f este derivabila pe R < a = 1.
N0 r—0 z\0 X z\0 T

Asadar, a + b = 0.

902. Construim punctul R astfel incat R este simetricul lui @ in raport cu P, iar

NR || MP. MN-MQ = |[MN|-|MQ|-cos NMQ =2-2.0=0. MP-NQ = NE-NO =
|ﬁ|~\m|-cos (g+f) — 0. MN-MP = |m\-|m\-cosm:2-2\/§~cosg =4.

2
903. Consideram O un pol arbitrar ales in plan. Notam cu 74 vectorul de pozitie

. TA+TE+7TD

al punctului A, raportat la polul O. rq; = ————. Din regula triunghiului,
E;)—i—A—Gl):?E)(:)A—d:@—E{: 7TB>+7T§_2T—A>. Tot din regula triunghiului, avem
77+m:7"_M> @F/f =7 —7A. Cum M este mijlocul lui BD, o= %(@JMTD)),
deci m = r_]g—;—r_ﬁ —TA= W = g . m = A—G1> Din regula triunghiului,
maiob’ginem@—l—m:@ém:@—@:@+@+@;m_@_mj =
7‘_(;);77{. Deasemenea,7T4>+@:7“_C>:>@:7“_8~—7§>:>CTG2>:%-ﬁ.

904. Dacd z = a + bi,a,b € R*, avema—l—bi—t—% = a—&—bi—f—% =
o bit 22025a ~2025bi _ g4 20250 ( _2025b)_ . €R p_ 20250

a?+v  a?+b? a? + b? a? + b? a? + b?
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2025 2025
0O&b- |1~
( a? +b? a? + b2
deci |z| = Va? 4+ b? = 45, asadar Vz € M \ R*, |z| = 45, deci este adevarata, iar @

=0, de unde a? + b? = 2025,

)O. Cum b # 0, avem 1 —

este falsa (|z| = 45 nu implicd z € R*). este, evident, adevaratd. Consideram z € M

202 202 202 202 202
025.t+ 0t5: 025 i255:2+ 0z5€M, deciesteadevératé.

905. Ecuatia admite 2 solutii reale distincte < A > 0. A = 400 — 4m - m = 400 — 4m? =

si notam t =

4-(100—m?) = 4(10—m)(10+m). Dacam € {1,2,...,9} = A > 0. Dacam > 10,A < 0,
iar daca m = 10, A = 0. Asadar, m poate lua 9 valori.

40
906. Ecuatia se rescrie 3° (3724371 +1+43) = 27 (2+42%) & 3°. 5 =2 0e

3%-4 =2%.9. Logaritmém si obtinem In(4-3%) =In(9-2%) © Ind+zn3 =h9+zsh2 <

(2—2)(In2 —In3) =0, de unde obtinem = = 2. Afirmatiile corecte sunt si @

1—¢2
907. Folosim substitutia ¢ = tg g = x = 2arctg t,dz = 2 - mdt. cosT = T
V3/3
. . V3 : 1 2
iar capetele de integrare devin 0 si —. Asadar, integrala este -+ ——dt =
3 ;E"‘ t2+1
0

V3/3 V3/3 V3/3

2 dt = 2 dt = ( ! + ! )dt = —In(1 t)\/g/3
/1—752 - / (1-t)+t) / 1—t  (+e "~ T ‘0 *
0 0 0

In(1 +t)’;/§/3 ~— In <1 - ?) +1In (‘f + 1) = In(2 + V3).

908. Rescriem ecuatia astfel: sin?(2x) + cos?(x) = sin® 2 4 cos® z < sin?(2z) — sin x =

3
0 < (sin(2z) —sinz)(sin(2x) +sinz) = 0. Cazul I: sin(2z) —sinz = 0 < 2sin % cos = =

0. Daca sing =0, avem = = 0 sau ¢ = 27, dar = € [0,n]. Daca cosg—x =0,z =
sau x = 7. Cazul II: sin(2z) + sinz = 0 < 2sin 3; cosg = 0. Daca sin 3; = 0, avem
T = 2% Daca cosg = 0, = 7. Solutiile sunt, asadar, x € {O, g, 2;T,7r}.

909. Daca A este punctul de intersectie atunci cadnd x € [0, 1], atunci A(¢,t). Daci B

1 1
este punctul de intersectie atunci cind x > 1, atunci B(z,t) = t = — =T = \/;,
x

deci B <ﬁ, t). Deducem astfel A'(¢,0), B/ (1,0). Asadar, AA' =t, AB = % —t, de

unde Asapp = Vi —t2. Ne dorim s maximizim aceastd valoare atunci cind ¢ € (0,1).

1 1
Consideram functia g : (0,1) — R, =/z-22¢(@x)= —=-20=0 — =22 =
onsideram functia g : (0,1) g(x) = Vr—z.¢'(x) N x N x
1 1
doyr =1 = Vad = 1 =z = ﬁ, iar acesta este punctul de extrem in care obtinem
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valoarea de maxim (f’(xz) > 0 cand z € (0,

2\1@> si f'(z) < 0 cand z € (2\1@1>)

1 T 1\> 392
Valoarea de maxim este, deci, — | = — = .
g <2€’/§ ) \V 292 (2% ) 8

910. Notam d3 : 11z +3y —7=0,d4 : 122 +y—19=0sidy : a1z + b1y +¢c1 = 0,ds :

a22 + boy 4 co = 0 cele doua drepte care trec prin M si sunt situate la distanta V2 fata de
Nay +3ypr —7=0

A, M(xp,ym) € ds, M(xar,yn) € dy, deci . Rezolvand acest
1220 +yp — 19 =0

sistem obtinem M (2, —5), deci este adevarata. Cum M € dq, 2a1 — 5b1 +¢1 =0 =

_ |3a1 —2by +Cl| _ |a1 +3b1| _

¢1 = bby = 2ay. Analog, ¢y = bby = 2,2. d(4,d;) =
Va3 + b3 Va3 + b3
\ﬁ = \al + 3b1‘ = \/5 a%er% 4 (a1 + 3b1)2 = 2((1% + b%) =4 a% +6a1b1 + Qb% =

2a2 + 2b? < (a; — Tby)(a; + by) = 0. Avem pentru cele 2 drepte: a; = 7by = ¢; = —9b;

si ag = —by,co = Thy. De aici, dy : Tx +y—9=0,dy:x —y—7=0.

. rA+ 20
M = -
911. AB € Oz = B(zp,0). M este mijlocul lui AC, deci 2 = C(5,8).
_ya+yc
YM = ——(—
2
rB+xp
. .. . M = 2
Cum M este si mijlocul lui BD, = D(6 — zp5,8). ABCD este
_YB+YD
2
romb, deci AC L BD. AC = (xre —x4) - 7 + (yo — ya) - 7 — 47 + 87. Analog,

BD = (6 — 225)7 + 87, deci 4(6 — 225) + 64 = 0 = xp = 11. Obtinem AC —
. 4v/5-8v/5
V(@0 = 24)> + (yo = ya)® = 4V5, BD = 8V5, deci Aupop = ————

912. f(x) > 0,z € [0,2]; f(2) = 0si f(z) < 0,z € (2,4], deci nu putem avea o axi

=16 -5 = 80.

de simetrie verticald (paralelda cu Oy). Dacid M (a,b) ar fi centrul de simetrie, atunci
fla+2x)+ fla—x) =2b, Vx € [0,4]. Observim cd f(2+z) = —zv4d — 22 = —f(2 — ),

adica f(2+ )+ f(2 — ) = 0, de unde deducem c& M (2,0) este centru de simetrie.

2—-x
913. Calculam derivata functiei: f/'(z) = (-1)Vdx — 22 4+ (2—2) ———= =
’ Vix — a2

—(4z — 22 2 —1)? 2(x% — 4x +2
(o —2)+(2-a) = (= vt ) Punctele de extrem sunt solutiile ecuatiei

Vadz — 22 Vaxr — z2

44 2v2
f'(z) =0, adicad 12 = T\[ = 24 /2, ambele situate in intervalul (0,4). Analizand

semnul derivatei, obtinem: f’(z) > 0 pentru = € [0,2 — v/2) U (2 4+ v/2,4] si f'(x) < 0

pentru z € (2 — /2,2 + v/2). Prin urmare, f are dou# puncte de extrem in interiorul
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intervalului (z = 2 & /2) si doua puncte de extrem la capetele intervalului de definitie

(z = 0 minim local, z = 4 maxim local). In total, sunt 4 puncte de extrem local.

(2 —x)Viz — 22,2 €]0,2)

914. |f(z)| = . Notand cu I integrala initiala,

(x —2)Vdx — 22,z € [2,4]

4

2
I= /(2 —z)Vdx — 22dx + /(33 —2)V/4z — 22dz. In I, efectuim schimbarea de vari-
0

2

11 12
abila t = 40 — 2%, dt = 4 — 2zdx = 2(2 — x)dx si avem [; =

4z — x2)3 ’4 :
Y| ==, deci ] = —.
3 2 3 T
915. Daci A este matricea sistemului, atunci det A = a? + 5, deci Va € R,det A # 0.

(4z — 22)3 ’2

3 = % Analog,

0

L=-

11
De fapt, det A = 0 & a = +i/5. Alegem minorul principal =a—2# 0, de unde
2 a

minorul caractersitic este (a— 1) # 0 daci a = +iv/5. Asadar, sistemul este incompatibil

in cazul in care a = +iV5 = la| = V5. Daci am avea x +y + z = 0, avand, simultan,
a—3 . 1
2a—2) Y T 2—2y

(2—a)-z+(-1-a)-y=1,deunde a® —2a+3=0=a ¢ R.

z+4+y—z =1, obtinem z = Dar, de asemenea, obtinem

916. Z;( este generat de T, deci un morfism va fi complet determinat de f (/1\) € Zs. In

Zs, toate elementele au un ordin care divide 5 si cum 10=0 (mod 10), trebuie sa avem
f(10) =10- f(1) =0 1in Zs. Astfel, pentru orice z € Zs, avem 10-z = 0, deci f(1) poate
lua orice valoare din Zs. Asadar, existd 5 morfisme. Daci f(1) = 0, atunci Im f = {0}
(identitatea din Zs). Daca Im f are cel putin douad elemente, atunci existd a € Im f,
a # 0. In Zs, orice element nenul are un multiplu egal cu 1 (deoarece grupul este ciclic

de ordin 5).
917. Avem AB - AD — |AB|- |AD| - cos120° = 12— — 1. BA.BC =

L

1 1
|ﬂ|-|@\-cos60°:2~15:1. Efyﬁzﬁfﬁz|ﬂ|-|ﬁ|-cos60°:1~2-§.
BA.CD = BA-BA=|BA|-|BA| - cos0° = 1.

— 4
¥s— Y4 _ 3 Cum ABCD dreptunghi, AD 1. AB = mag-map = —1=
I — XA

918. map —
3 3
map = ~7 Asadar, AD :y —ya =map(z —z4) < AD:y—-2= —Z(x— 1) =
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AD :3x+4y—11=0.

919. U LV <= 200+4)+20=0 <= 4b=—8 < b= 2.

920. Ecuatia se poate rezolva clasic, calculand inversa primei matrici. Insa, in acest caz,

1 X2 2 0 23?1 2.2?2
fie X = ,cuxy,Tre, 3, ry € R Avem X = =
T3 X4 2 4 201 +4x3 2x0 + 41y
2 2 1 1
, deci obtinem X = , deci suma elementelor lui X este 2.
0 4 44
1 2 3

921. Notam cu A matricea sistemului. Avem det A = |1 —2 | = 4a+ 20, deci pentru

3 2 1
a = —b, sistemul poate fi compatibil nedeterminat sau incompatbil. Pentru a = —5, gasim
1 2 1
minorul principal m, = = —4 # 0. Atunci, Mcaracteristic = |1 —2 a| = 4a =
1 -2
3 2 2
—20 # 0, deci sistemul este incompatibil. Daca det A = 16, atunci avem a = —1. Sistemul
Ax
T =
detA
este compatibil determinat si se poate rezolva folosind Metoda lui Cramer: A?il
det
Az
~ detA

1 2 3 1 1 3 1 2 1
Avem Az =|q -2 aq|l=4Ay=|1 a a|l=12siAz=|1 —92 4| = —4. Asadar,

2 2 1 3 2 1 3 2 2
lutia sistemului est ( 1 3 1 )
solutia sistemului este (z = -,y = -, 2 = —— ).
’ YT 4
. 2 x 1 . 2 1 T € T cosa . z2e®. 2
922. lim (1 + 27e”)T=cosz = lim [(1 +z% )m‘zex} = lime T—eos = 2,
x—0 x—0 x—0
2pn P Qe 2@
Observatie: lim _LTe [LHpital, M L'Hopital
z—01 —cosx z—0 sin x
. 2(e® + we®) + 2xe® + x2e”
= lim -9,
z—0 COs T

923. f este continud pe R — {0,1} ca restrictie de functii elementare continue. f este

continud in z = 0 <~ alcl}%f(x) = il{%f(a:) = f(0). Avem alfl}r%)f(m) =1,f(0) =1

si h{‘% flx) = li{% ae™® 4+ be” + cx (e —e ") = a+ b, de unde deducem ci a +b = 1.
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Analog, f este continud iIn z = 1 <= lim f(z) = lim f(z) = f(1). Avem f(1) =
x 1 N1

2 _
e, lim f(z) = lim ae™"+be” +cx (e" —e ") =ae '+bet+cle—e ') = S per &2
x A1 z 1 e e

a+be® +ce? —c
e
Asadar, suma a+2b+c=1+1=2.

si h\‘]rn1 f(z) = e, de unde deducem c& a+be?+ce* —c = €2, deci b+c = 1.
x

2V2

1 8 3
924. sinz = 3 deci cos? z = 9 Cum z € (W, ﬂ-) ,cosx < 0 siobtinem cosz = ———.

2" 2 3
1 —2v2 42 8§ 1 7
sin(2z) = 2sinzcosz =2 - 3 T\[ = —T\[. cos(2x) = cos® x —sin®x = 579°9
ey ST 1
& cos T 22"
. . . . . . TA+TE
925. Fie M mijlocul lui AE si N mijlocul lui BD. Avem zp = g oYM =
vatys <= M(—2,4). De asemenea, E este mijlocul lui MC, deci zg = w,yE =
w <= ((—6,0). D este mijlocul lui AN, deci zp = xA—ng,yD = yA—;yN,
N(8,2). Totodata, N este mijlocul lui BD, deci zny = w,yN = w, B(12,0).
Coordonatele centrului de greutate G sunt (IA + Iif i IC, vat yif + yc), G(2,2).
100 100
926. Suma primilor n termeni ai progresiei este Z an = Z(al + (n—1)d) = 100a; +
n=1 n=1
50 50
4950d. Totodata, suma termenilor pari este Z Qop = Z(al + (n—1)d) = 50ay + 2500d.
n=1 n=1

100a; + 4950d = 200
Asadar, avem sistemul: = 100a1 + 4950d — 2(50a; + 2500d) =

50a1 + 2500d = 200
—200 < —-50d = —200 = d = 4 = a1 = —196, de unde rezulta ca afirmatiile si

sunt adevarate.

927. Al treilea termen al dezvoltarii este T3 = (—1)2-C2 - (271)* - (x

14lga
2

)2 =10-23.

eIt = 10 g 73T — 10000 = 272H18% = 1000 <= (-2 +1gz) - lgz = 3. Notim
1

t=lgasiavem 2 — 2t —3=0 <= t=3saut=—1, deci z € {1—0,1000}.

928. Efectuim substitutia t = vz + 1 = 2 = t* — 1 si ecuatia devine /#2 — 1 — 6t + 10+

VE2—146t+10=6 <= /(t—3)2+/(t+3)2=6 < |t—3|+]|t+3|=6. Ob-

servam cd [t —3|+|—t—3| = [t —3|+[t+3| =6 = [t —3—t — 3| = 6, deci avem egalitate

in inegalitatea triunghiului. Deducem ca ¢t — 3 si —t — 3 au acelasi semn sau unul dintre
ele e zero, deci si @ sunt adevarate.
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—2z 3V1—22 —4x 25
929. f'(z) = 3+4- = =0 <= 3WV1l-a2=dz < 2% =",
f(z) 2v/1 — 22 V1 — 2 9

3 3 3
deci * = £—-. Cum f continud, f crescatoare pe [—1,5], f descrescatoare pe [5,1],
f(=1) = 73,f(§) = g, f(g) =5si f(1) =0, obtinem ca valoarea maxima a lui f este

5, iar cea minima —3, de unde b — a = 8.

1 1
d d
930. / + = / & Folosim descompunerea in fractii sim-
o B3+az2+ar+1 o (x+1)(2241)
1 A Bz +C
ple: = + s JAB,CeER= A2+ 1)+ (Bx+C)(z + 1) =

(z+1D)(2241) z+1  22+1
A+B=0

1 < 2*(A+B)+2(B+C)+A+C=1={pB1c=0 ,deundeobtinem A=C =

A+C=1

1 1 ! dx | z—1
~ B = ——, deci integrala devi I —— _ dr =
2’ g CeCt Hitestasa evme/o B+t r+1 /02(17+1) 2(x2+1)x
1 O 11 1 1 1] 1
-1 1‘—7 —~ dz+> | ——dz=-In2- > In(z? 1‘ Zarct =
3 @+ 2/0 x2+1x+2/0 = g2 - g+ D]+ qurctgr]
1 1 T In2 ~«
“In2—-In2+ - = —= 4 —.
g e T gMEt T Ty . .

X xr
931. D este mijlocul lui BC = ap = “2 1€ o0 = YBTYC . 0(2.3). Atunci

2 2

ra ya 1 3 4 1
1
avemAAABczi-\ALundeA: rg yp 1|=12 1 11=34+6—-84+2—-8-9=

o Yo 1 -2 3 1
—14 = Apapc = 1.
932. f(1) =0,f(0) =0,deci 1 € S. f(—=1) =2,f(2) =2, deci -1 ¢ S. f(z?—2) =

—-1++5

5 , deci exact 2

z* — 22% + z, polinom ce are riddcinile 1 = 0,29 = 1,234 =
numere irationale exista in S.

933. Notam z = a + bi,a,b € R. 22 = a® — b? + 2abi =i <= 2ab = 1sia?—b> = 0.

1 2 1
Daci a = b, atunci a? = 3 = a = ig. Daci a = —b, a? = —3 ¢ R. Asadar,
2 2 2 2
avem doua numere care respecta conditia data: z; = g + ig,zg = —g — zg
5 . W2 V22 V2 5 W2 V22 V2
=— = — - —+ —=0. =4 —4+—-—=0.
Gtz =5 -5 -5 T3 (22 +%2) 2 T3 Ty T
- - —~ 1 : - 1 .
934. Limita de rescrie nh_}rréon - ; m = nh_)ngon . ; o 7}1—>120n .
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n n
1

1 1
= lim —- ———— . Fie functia f : [0,1] = R, f(x) =
S g e T fnetin 10,1 B0

ﬁ’ f continua si integrabila pe R. Pentru fiecare n se considera diviziunea
x x

A, = (0,12 ... 221 1) a intervalului [0,1] si & = (£, 2,...,222 1) sistemul de

Y no n ’ n’n’ n ’

puncte intermediare asociat diviziunii A,. Pentru fiecare n, termenul z, este suma

Riemann asociatda functiei f, diviziunii A, si sistemului de puncte intermediare &,

1
adicd ©, = oa,(f,&n). Avem hm [|An]] = lim — = 0 si, cum f este integrabila,
1 1 1 ey 1 1 )

I W) = di=[ ——do= [ ——da= 1)2de =
Jm oa(f.6) = [ feps /OIQHQC+1 v= [ e [ )
(x+1)71 ‘ 1 1
=r-7 1==.

-1 0 2+ 2

935. Aria multimii plane cuprinse intre graficul lui f, axa Ox si dreptele de ecuatii
1 1 2 2
x 4 +1 1
= —1six =1 este xdx:/idx:/ — dx =
/4|f( ) 1 Va2 41 VE2 41l Va2l
1 1 1
/ vVa?z+ lde— / \/9627 = (im x2+1+§ln(x+ xQ—l—l))‘ 1—1n( x? 4+ 1+

x)‘l_l =g+§l 1+\f)+£+71 (V2+1)~In(1+v2)+In(v2+1) = v2-In (1+\/§)_

936. Din regula triunghiului, E + 53 = Xﬁ, deci afirmatia este adevarata. Cum

ABCD este romb, obtinem B? = E, 178 = E si cum, din ipoteza, BE = 2-EC, FD =
3. FC, rezulta imediat ca afirmatia este adevarata, iar este falsa. Din regula tri-

unghiului, mai rezulta si Cﬁ' + ﬁ = C—I?' = ﬁ*" = E? — ﬁ & E—I% = %ﬁ — iﬁ

937. Vom calcula lungimile laturilor triunghiului folosind formula

AB = \/(zp —x4)2 + (yB — ya)? si obtinem AB = 15, AC = 13 si BC = 14. Cum

AB 15
AD este bisect AABC, aplicim T Bisect e = A0 = 13
este Dbisectoare 1n C ap 1cam eorema isectoarei Sl avem DC AC 13

15
Notam BD =z = DC = 14 — z. Avem: 14$ =33 < 13z = 15(14 — 2)
-z
210 15
13z =210 - 15 = —=—.
x T = T =g 5

938. Cum f: (Zg,+) — (Z12,+), trebuie si avem f(8) = 0 (mod 12) <= 8f(1) =0
(mod 12) <= 2f(1) = 0 (mod 3) <= f(1) = 0 (mod 3), deci obtinem f(1) € {0,3,6,9}.
Cum f(5) = 9 = 5f(1) = 9. Pentru f(1) = 0,5f(1) = 0 # 9 (mod 12). Pentru
f(1) =3,5f(1) =15 # 9 (mod 12). Pentru f(1) = 6,5f(1) = 30 Z 9 (mod 12). Pentru
f(1) =9,5f(1) =45 =9 (mod 12), deci varianta este adevarata.

939. Aplicam In expresiei si obtinem Inz — In2024% = lny — In2024Y <= Ilnz —
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21In 2024 = Iny —yIn 2024. Notam a = In 2024, iar expresia este Inx —ax = Iny — ay. Fie

f:(0,00) = R, f(z) = Inaz — ax. Ecuatia noastra implica, deci, f(x) = f(y), cu z < y.

1—ax 1

1
Avem f'(z) = - —a. f'(z) =0 =0 <= ar=1 < =

. Cum f este
continua si f(f> = —1Ina — 1, obtinem c& f este crescitoare pe (0, ﬂ si descrescatoare
pe E,Jroo). Asadar, o ecuatie f(x) = ¢ va avea mereu cel putin doud solutii, una in
intervalul (0, ﬂ si cealalta in E,—i—oo). Cum z,y € R, iar ¢ poate lua o infinitate de
valori, cd ecuatia f(z) = f(y) are o infinitate de solutii, deci afirmatia este adevarata.
Daca y = 1, atunci vom avea Inz = a(z — 1), ecuatie care o solutie in intervalul (0, 1],
deoarece whj{)h () = —ocosi f(1) =0, iar f este crescatoare pe acest interval.

940. Observam ca pentru a > 0, sirul este cresciator si nemarginit superior, deci este
divergent. De asemenea, pentru a < —1, x; = xo(1 4+ 2), ambele numere negative, deci
x1 > 0, iar astfel sirul va deveni crescator si nemarginit superior, deci divergent. Pentru
a = 0,(z,) = 0, deci limita sa este 0. Pentru a = —1,2; = 0 = (z,) = 0, deci limita
sa este 0. In final, pentru a € (—1,0), observam c& sirul este cresciator, dar marginit
superior de 0, deci va fi convergent (conform Criteriului lui Weierstrass). In final, solutia
este {—1} U {0} U (—1,0) =[-1,0].

x x x
941. Pentru coordonatele centrului de greutate avem —2 = zg = Tat Tt o =

3
2—-3 247
7;_ xc’ respectiv b = yg = yat y:f tye _ 24 3+ YC . De aici se obtine C(—5,6).
— 5—2 3
942. Panta dreptei AG este mag = ye — YA _ = ——. Panta dreptei perpen-
Ta —TA —2-2 4
. -1 4
diculare pe AG este m = —— = —.
mac 3 ) . ,
943. Aplicand regula lui L'Hopital, = lim S 00 — ¢S _ ) & ZCOSTHIMT
z—0 x x—0 2z
. e¥+sinx +cosx
lim =1.
z—0 2

AB - AC -sin A 8-3-sinAd
= =

944.  Aria triunghiului ABC este: 6 = Asapc = 5 5

1 —
sin A = X deci m(BAC) € {30°,150°}.
e e /3 / 3 €
945. Aria multimii din enunt, este egald cu/ |f(x)|da::/ (3) Inzdr = Elnx —
1 1

1
/ex?’ 1 e 1 2°
Y ldr=o 2.
. 3z 3 3 3
1

946. Observim usor ci = = 1 nu este solutie. Deoarece logy, ¥ = k-logyr © = k'ﬁ =
084

¢ 1+ 2

1 9
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1
log,, 2

= log, x pentru orice z € (0,400) \ {1}, ecuatia datd este echivalentd cu ecuatia
4log, x = 2, care admite solutia unica z = v/2 € (1, 2].

947. Avem m € S daci si numai daci 4(m? + 1)2 — 4(m + 1)* < 0. Inegalitatea este

echivalenta cu inegalitatea m3 +m?2+m >0, ori m(m2 +m+ 1) > 0. Ultima inegalitate
este Indeplinita daca gi numai daca m > 0.

948. Schitand graficul functiei, putem observa ci 1) f este crescdtoare; 2) f(0) =

1
f (2> = 1, deci f nu este injectivd; 3) nu existd x € R asfel incat f(z) = 3, deci f

nu este surjectiva.

949. Laturile BA si BC' ale dreptunghiului fiind perpendiculare, avem ﬂ . B? =0.

T

Folosind teorema lui Pitagora in triunghiul ABD obtinem c¢& BD = VAB? + AD? =

—_— AB 4
V16-3+16 = /64 = 8. Astfel cos(ABD) = BD — g = ? Atunci BA - BD =
V3

BA-BD-cos(A/EE):4\/§~8-7:48.

950. Dreptele d; si dy sunt paralele, daca coeficientii lui = si y in ecuatiile dreptelor d; si

1 _
ds sunt proportionali, adica 1 = —(2m3— 3 < 2m—3=3m+3 < m = —6. (Altfel,
. . o1 m+1
dreptele d; si ds sunt paralele, daca pantele lor sunt egale, adica 33 3 &Sm=—6).
m—

Dreptele ds si d3 sunt paralele, daca coeficientii lui = i y In ecuatiile dreptelor ds si d3 sunt
m+1 —(2m—3)

1 sm+l==-2m?+3m<2m?2—-2m+1=0.
m

proportionali, adica
Discriminantul acestei ecuatii fiind A =4 — 8 = —4 < 0, ecuatia nu are solutii reale, deci
nu exista m pentru care dreptele ds si d3 sa fie paralele.

Toate cele trei drepte sunt concurente dacad sistemul de ecuatii format din ecuatiile

dreptelor admite o singura solutie. Pentru aceasta, mai intai determinantul caracter-

1 -3 2
istic al sistemului trebuie sa fie 0: | +1 —2m + 3 4 |=0e5m?—9m+4=0.
m 1 m+1

Discrimantul acestei ecuatii este A = 1 > 0, deci obtinem doud valori reale pentru m,
respectiv m € {1,4/5}. Conform si pentru aceste valori ale lui m dreptele nu pot
sa coincida, deci dreptele sunt concurente pentru doua valori ale lui m.

951. T fiind mijlocul segmentului SR este imediata relatia din , iar este falsa.
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Afirmatia nu este adevarata deoarece vectorii nenuli P§ si Q?’ au sens opus.

Pentru vectorul 1%7 avem 1%7 = 11@ = l(ﬁ + ﬁ) = l(ﬁ + %@) = %{ﬁ +
}(]?})2 + ]@)} ( ﬁ f@) deci @ este adevarata.

30
952. Egalitatea data este echivalenta cu = , deci z(z+1) = 30, de unde
(z—1)! (z+1)!

rezulta ca x = 5, deci si sunt adevarate si @ falsd. Numerele Cgi; si C¢ 4y Sunt

corect definite pentru orice y si este adevarata egalitatea (y + I)Cgiyl = 6C¢ 4y deci

este falsa.

1k
953. cos(3mz) =0 < 3z € {g + krlk € Z} S re {6 + g\k € Z}. Dar ne intereseaza

doar numadrul solutiilor din intervalul (0,2023), astfel ciutam numarul solutiilor intregi al
1k 1 1

inecuatiei 0 < G + 3 <2023 & —5 < k <6069 — 3 Numarul acelor k € Z, care satisfac

inecuatiile precedente este 6069, deci @ este adevarata.

954. Determinantul sistemului este 6a, deci daca a # 0, atunci sistemul admite o singura

solutie. In acest caz, scizand prima ecuatie din ultima obtinem ay = a, deci y = 1.
Daca a = 0, atunci prima si ultima ecuatie coincid si sistemul este compatibil nedetermi-

nat.
) ) ) " 2ngn Tt ]
955. Folosind inductie matematica, putem arata ugor ca A™ = . Afirmatia

0 "

@ nu este adevarata pentru ca doud puteri consecutive ale lui ¢ nu pot fi reale.

1 in 1 In (14 e"
956. Avem lim 111(1 —I—Gn) sin — = lim S - lim M = 1, deoarece, In baza
n—oo n n—00 = n—oo n
In(1+e" x
regulii lui I’Hopital, avem lim M = lim © =1
T—00 €T x—oo |1 + e®
JaFT va+l
957. Cu schimbarea de variabila vz +1 =t, I(a) = | ot (t%fff)t = 2arctg ¢ =
1
o T i
2arctg va+ 1 — . Rezulta ca I(2) = 25 5= 6 gicd lim I(a) = 3
a—00
5
958. Avem lim f@) =1, lim (f(z) —z) = lim <az+a:c—|— x)
r—00 I T—00 T—00 £/
2?2 +1 x 4 )
=lm (———-2z+a + a, deoarece hm vVat+1—2x)=0.
CE—><>O( x?2+1 VaZz +1 \/x2+1 (Ve )

—3x+a

(Jc2 + 1)V +1
d este mqg = f'(0) = a. Rezulta de aici ca afirmatiile , si @ sunt adevarate, iar

959. Prin calcul se obtine imediat f'(z) = Drept urmare, panta dreptei
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afirmatia este falsa.

960. Consideram functia definita prin g(z) = 2® — 32 + a. Atunci f are trei puncte de

extrem local dacd gi numai daca ecuatia g(x) = 0 are trei radécini reale. Tabelul de mai

jos rezuma variatia functiei g.

T | —o0 -1 1 00

g'(x) + + 0 - - 0 + +
g(@) | o0 S a2 N0 N\ a—-2 S o0

Din tabel reiese c& ecuatia g(x) = 0 are trei rdd&cini reale daca si numai dacd a +2 > 0

sl a — 2 < 0, adica daca si numai dacd a € (—2,2).

961. Conditia (zxy)*z = x*x(y+*z) este echivalenta cu egalitatea (a—2023)(z—2023)+a =

(a — 2023)(x — 2023) + a, care este indeplinita pentru orice z,y € R dacd si numai daca
a = 2023. Astfel este adevarata si @ falsa. Pentru a = 2023 observam usor ca 2024
este element neutru , deci este adeviratd. Pe de altd parte, (R, *) nu poate fi grup

deoarece 2023 nu este inversabil, deci este falsa.

962. Deoarece wl;rgo flz) = xEIPOO f(z) =1, rezulta cad graficele si nu sunt ale
functiei f. Pe de alta parte, ecuatia f(x) = 0 are doar solutia = —1, deci graficul lui f

nu poate fi decat @

963. Folosind notatiile obignuite pentru un triunghi ABC' putem presupune ca a > b > c.

Atunci m(A4) = 2m(6) sib=c+1, a=c+2, ce N*. Din teorema sinusului avem:

c+2 c - c+ 2 c - c+2 c o c c+2
= = = cosC = .
sinA sinC sin2C  sinC 2sinCcosC  sinC 2c

(1)

Pe de alta parte din teorema cosinusului obtinem

a2 +0* -2 (c+2)?+(c+1)2—c? 2 +6c+5
cosC = = = (2)
2ab 2(c+2)(c+1) 2(c2+3c+2)
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Din relatiile (1) si (2) rezultd ecuatia:

c—|—2_02+6c—|—5

c _62+3c+2@CS+502+8C+4203+602+50<:>02—3c—4:().

De aici avem A =9+ 16 =25sic12 = 3—f2t5 Deci ¢; = 4 si co = —1 < 0. Astfel laturile
tringhiului sunt ¢ =4, b = 5 si @ = 6. Perimetrul triunghiului este 15.

b
964. Folosind conditiile date, putem scrie a = b —r,c =b+r si a — 1 = —, respectiv
r

br—r2—r =b
c+4 = b-r. Astfel ajungem la sistemul de ecuatii Adunand ecuatiile
b+r+4 = br.
de mai sus, obginem ecuatia > —4 = 0, de unde r € {—2,2}. Pentru pentru r = —2
2
obtinem b = —— iar pentru r = 2 obtinem b = 6. Progresiile date a,b,c sunt 4,6,8,
; 28
respectiv =, —=, ——.
37 3
121%3 1 12133 1
965. ——-— = 2022+ - deci ™ = 20227 + %. sin (20227r + %) = sin% =5
2 -1 -3) 3+1+4
966. Coordonatele centrului de greutate sunt: G( all ?))+( ), + 3+ ) =

G (3, i) . Mijlocul segmentului AG are coordonatele: F (2 + (;2/3)’ 3 +28/3> =

2 17
Fl{=-,—).
55)
2
967. Multimea solutiilor este: {arcsin 37 arcsin 5}’ multime cu doua elemente.
968. Din conditia de existenta a radicalului avem 22 -3 >0 si 22 — 5 > 0, deci
x € (—00, —V/5] U [V/5,+00). Prin ridicare la patrat obtinem z? — 3 = (2? — 5)? <=
22 =3 =2 —1022 + 25 < z* —112% + 28 = 0. Prin introducerea notatiei y = 22
ecuatia anteriora se poate scrie in forma y? — 11y + 28 = 0. Aceasta ecuatie are solutii
y1 = 4 si y2 = 7. De aceea solutiile ecuatiei 2% — 1122 + 28 = 0 sunt 7y = —2, 25 = 2,
23 = —/7 si 24 = /7. Dintre aceste solutii numai z3 si x4 satisfac conditia 22 — 5 > 0,
deci ecuatia v/22 — 3 = 22 — 5 are doua solutii si 7 sunt false, iar adevarata. O
solutie este negativa, deci @ este falsa.
969. Ty = CE,2"%075 .55, 0 < k < 300.
Pentru ca termenii sa fie rationali este necesar k sa fie divizibil atat cu 2 cat si cu 3, deci

k divizibil cu 6. Asadar k € {0,6,12,...,300}. Sunt 51 de termeni rationali.
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Fn 1 Fn
970. Observam ca A" = * , unde (F,)n>0 este sirul lui Fibonacci definit

Fn Fn—l
prin Fp = 0, Fy = 1 i F,41 = F, + F,_1, Vn > 1. Suma elementelor in A™ este
Spn = (Fny1+ Fn) + (Fn + Fre1) = Fuyo + Fry1 = Frys. Prin urmare S5 = Fg = 21.

8 5
Rezultatul poate fi obtinut si prin calcularea matricelor A2, A* si A% =

5 3

x .
971. Avem x1 > 219 > 323> ...>nx, = 0<z,< L= lim z, = 0.
n

n— oo

972. Functia f este continua pe intervalele (—oo, 0) si (0, 00), deci trebuie studiata conti-

nuitatea in punctul z = 0. Avem lim f(z) = lim e = 0, lim f(z) = lim (2* +2+a) =
z /0 z\0

z /0 N0
a = f(0). Folosind definitia continuittii cu ajutorul limitelor laterale, deducem c& o = 0.
1

973. Tinand cont de faptul c& f'(z) = m, obtinem ecuatia tangentei y— f(9) =
z

f’(9)(x—9)<i>y—2:%(fo)@Inyxfw:O.

974. 4-sinz-cosPx — 4 - sin?

2

r-cosx =14 4-sinz-cosx- (cos’x —sinz) =1 &

k
2~sin2x-cos2x=1<:>sin4x=1<:>4x6{g+2kﬂ'|keZ}@xe{g—i—?ﬂ-|k‘EZ}.

Deci afirmatia este adevarata iar , si @ sunt false.

975. Punctul C este simetricul lui A fata de O, deci avem zp = w & 3 =
0 —4
%ﬁlzt*:ﬁ@yo:w 4:%®y0:12.Pan‘ca

dreptei C'D este egala cu panta dreptei AB, adica este 3. Deci ecuatia dreptei CD este
y—12=3(x—-6) & 3z —y—6=0.

1 1
976. Functia f are perioada 2 deoarece pentru orice z € R avem f <x—|— 2) =

2 (x+;) - [2 <x+;>] =2x+1—[2x 4+ 1] = 2z — [22] = f(x). Aceasta aratd si

ca f nu este injectiva si nici surjectiva, deoarece imaginea functiei f coincide cu imaginea

1 1
restrictiei lui f pe intervalul [0, 3], deci 2 ¢ Im f. Cum f(g) =1 si f(—3) =2, functia f
nu este para.
977.  Se stie ca i*F = 1,44+t = j §4+2 = 1 j*+3 — _j pentru orice k € N. Con-

sideram sumele intermediare:

51 =1+ 2%+ 33 +4i* =2 — 20,
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S =5i° + 615 4+ 77 + 88 =2 —2i,

s505 = 201732017 + 201842018 + 201972019 + 202042020 = 2 — 2;.
Avem Sop20 = $1 + S2 + ... + 8505 = 505(2 — 2¢) = 1010(1 — ), deci Sap20 nu este un
numar real, iar |Sope0| = 1010v/2 € R\ Q, adica |Sap20| este un numar irational.

Scriem Saggo = Sag20 +2021i29% 4202212922 = 1010(1—14) +2021i — 2022 = —1012+ 1011,

deci partea imaginard a lui Sag22 este egald cu 1011, iar |Sag2z2| = \/(—1012)2 + 10112 #
1011.

978. Fie (z,y) € R? o solutie pentru acest sistem. Dacd notdm cu A = logyys = si

B = logg, y, atunci din prima ecuatie deducem A+ B =0 = B = —A. Folosind a doua

1 1 1 1
ecuatie deducem A B-ata= 1, deci A =2si B = —2. Agadar, log,y; z = 2, deci
x = 2252 = 15, Similar, logg, y = —2, deci y = 6472 = 2712,

Obtinem atunci ci expresia cerutd logs, (z°) — logsgy = logso(15'% - 2!2) = 12, deci

raspunsul corect este .
T 2z
3 3 x .
979. Putem transcrie ecuatia in 6 - <2> -1 = <2> . Notand t = (%) , obtinem

ecuatia de gradul doi ¢ — 6t + 1 = 0, cu solutiile t; o = 3 & 2v/2. Daci t; = (%)yl si
x1+T2
ta = (3)"™, atunci <2> =t -ty =9—8=1, deci 2y + 25 = 0.
13
980. Distanta de la A la dreapta data este d = 127(1)2 = 2. Diagonala a doua
+ —
a patratului trece prin punctul A si este perpendiculara pe diagonala datd. Prin urmare

dy:y—1=(=1)(z —3),deci d2 : x + y — 4 = 0. Aria patratului este egald cu jumatate

(2v2)?
2

din patratul lungimii diagonalei, deci = 4. Punctul C(1,3) este simetricul lui A
in raport cu diagonala data.

981. Din teorema medianei deducem ca AM? = # — “4—2. Folosind ipoteza AM = ¢

deducem a? 4+ 2¢? = 2b%. Deci raspunsul este fals gi raspunsul este adevarat. Uti-
lizand in relatia anterioara, teorema cosinusului pentru latura AB obtinem 3a = 4bcos C.

Deci afirmatia @ este adevarata si afirmatia falsa.

. . 1 1 . sin“x—=x . sinx—x . sinx+x
982. Prin calcul: lim S| = lim — = lim 5 im - =
0 \ T sin® x z—0 g2sin®z z—=0 z2sinx z—0 sinx
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. sinzx—=x . —sinz . —cosx
21lim —— =2 lim — - =2 lim - =
-0 x2sinx x—0 2sinz + 4x cosz — z2sinx z—0 6cosx — 6rsine — x2cosz
3 1 1
983. Din faptul ca f'(z) = —— — ——— =0 entru orice x € R, rezulta ca functia
P @) =1 ~ 152 P k

™
f este constantd pe R. Prin urmare, f(z) = f(0) = 5 pentru orice z € R, de unde rezulta
imediat ca doar afirmatiile si @ sunt adevarate.

984. Consideram functia f : R — R, definitd prin f(z) = xe*, Vo € R. Avem
f'(z) = (x + 1)e* pentru orice x € R. Tabelul urméator rezuma variatia lui f.

T | —00 -1 00

F(x) R
@] 0N N L S

1 1 1
Cum —— < —= < 0, din tabel reiese ca ecuatia xe® = —3 are exact doua solutii.
e
BA" CB  AC
BC CA AB

AB'C’, A’BC'" ¢i A’B'C sunt egale cu a(1—«)Aapc. Rezultd Aapor = Aape —3a(l—
B N 1 1
a)Aapc, deci Awpc =1-3a(l—a) 3a23a+13<a> +o¢ { 1] .

985. = «a € [0,1]. Din formula ariei cu sinus, ariile triunghiurilor

Asbc 2 4 4’
986. Functia f : R — R, definitd prin f(t) = et2, este continud, deci admite prim-
fltgxetZdt . F(tgz) — F(1)

itive. Fie F imiti lui f. A lim —— = lim —————~ =
itive ie F' o primitiva a lui f vem xl_r)rl% f1Ctg$et2dt a:l—>mg Fletes) — F(1)

im fltgz)(1 + tg?x)
e=% f(ctgr)(—1 — ctg?x)
987. Rescriem relatia datd astfel: sin(B) — sin(C) = cos(C) — cos(B). Transformam

- C B+C . B—-C . B+C
cos = 2sin 2 sin > sau

¢ = 0 se obtine B — C' = 0, deci

diferentele in produse si obtinem: 2sin
B-C ( B+C . B+C
cos —

sin 5 5 sin 5

B—
) = 0. Din sin

B B+C B+C
triunghiul este isoscel. Relatia cos —; —sin ;— = 0 poate fi rescrisa cos ;— =

B+C
sin (W _ 2t ) de unde B+ C = 27 deci in acest caz triunghiul este dreptunghic.

2 2

1 1 2 /
988. Seobservécéan—<\/1++\/1++~~+ 1+n> pentru fiecare n €
n n n n

N*. Fie f: [0,1] — R, f(z) = v/1+ z. Pentru fiecare n € N* se considera diviziunea

1 2 -1 1 2 -1
A, =(0,—,—,..., n ,1) a intervalului [0,1] §i &, = (7,7,...,71 , 1) sistemul de
n’'n n n’'n n

puncte intermediare asociat diviziunii A,,. Pentru fiecare n € N* termenul a,, este suma

447



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

Riemann asociata functiei f, diviziunii A,, si sistemului de puncte intermediare &,,, adica

. 1
an = oa, (f,&,). Intrucat lim ||A,|| = lim — = 0, integrabilitatea functiei f implica
n—o00 n—oo n
1
1 1 2 E% 2
= lim o, (f,&) = / f(z)dz = / V14 axde = g(l +2)2| = 5(2\@* 1).
0
Rezulta ca doar afirmatia este adevarata.
2
989. Se observa ca dreptele d; si do sunt perpendiculare avand pantele mq = 3 si
3
my = —3 si nu trec prin punctul A. Astfel celelalte laturi ale dreptunghiului trec prin

A &i sunt paralele cu dq, respectiv dy. Dreapta paraleld dusa prin A la d; are ecuatia:

2
2 —3y—13=0sauy+3 = 3(36 — 2). Dreapta paraleld dusé prin A la dy are ecuatia:

y+3:f%(sc72) sau 3z + 2y = 0.
2 o 2
990. Matricea sistemului si matricea extinsd a sistemului sunt A = |4 —1 5|,
2 10 1

2 a 21
respectiv A= |4 —1 5 1|.Avem det(A) = 6a — 18 =0 daca si numai daci a = 3,

2 10 1 1

deci sistemul este compatibil daci o # 3. In cazul cind a = 3 avem rang(4) = 2 si

rang(A) = 3, deci din teorema Kronecker-Capelli urmeaza ci sistemul este incompatibil

pentru o = 3.

1 3
991. Pentru z = 1 siy = 3 expresia din numitor este 0, deci este fals. Daca

0 <z,y<1,atunci zy > 0 i (1 — 2)(1 — y) > 0; adunand, obtinem 2zy —z —y+1 > 0;

de aici rezulta usor ca 0 < z xy < 1, deci este adevarat. Din conditia x xe = =
. . o 1 . <

pentru orice z € (0,1) obtinem ci elementul neutru este e = 2 deci este adevarat.

1
Din z x 2’ = 5 obtinem 7’ = 1 — z, deci @ este adevirat.
2022
1 1
992. Facem schimbarea de variabila z = T Atunci dx = 2 dt si /

.
2022

Inz

1+x2dx -
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mE . 2022 ol 2022 I 2022 I 2022 |
ny d / ny / —In / n / nx
|- ) dt = dt = —dt = — ——dt = — ——dx.
L/1+tg< ﬁ) 2 +1 t2+1 t2+1 1+ a2
2022 1 1 1 1
2022 2022 2022 2022
2022 |
. nx
In consecinta, avem / ——dx =0.
1422
7053
993. Fie ¢ ratia progresiei geometrice. Rezula cd qry = yz si qyz = zzx, adica

¢*xy = zx. Prin urmare, z = ¢%y, deci si sunt adevarate. Pentru y = 1,

x = 2 gi z = 4 conditiile cerute sunt satisfacute, y si z sunt patrate perfecte iar x nu este,
deci raspunsurile si @ sunt false.

2 B 2n—1 2 . 2n—1
994. Fie n € N*. Atunci xn:/ 2o -édx:_l/ 2w .
0o \2+x (2+ x)? 4 )y \2+=z

2
2-a\' 1 (2-a\"
242z v 8n \2+x 0
si sunt adevarate.

995. Din proprietitile de bazi ale progresiilor geometrice avem E = 4r% +4r + 1 =

1 -
= Intrucat 184 = 8-23, rezulta ca doar afirmatiile
n

1
(2r 4+ 1)%. Rezultd ci r = —o ceea ce invalideaza afirmatia . Avem mai departe:
a 1
f12] _ [r3] = 3 deci este adeviratd. asas + 2a1as + agas = as(az + 2a1 + ag) =
a9

-1 1 .
aor®(apr® + 2ar + ag) = air®(r* +2r +1) = a3 - 351 < 0, ceea ce contrazice .
1 : . . < os
Unlpy1 = a2-r = —ia% < 0, pentru orice n € N, ceea ce Inseamna ci @ este adevirati.

| —3a + 1
Vvio
a4+ 2]

Distanta de la punctul P(0,a) la dreapta ds este data de: d(P,ds) = . Conditia ca

V10

996. Distanta de la punctul P(0,a) la dreapta d; este datd de: d(P,d;) =

cele doua distante sa fie egale este Indeplinita pentru a € {_Z’ 5}

997.  Inlocuind si simplificAnd obtinem ecuatia de gradul doi 22 — 10z +9 = 0, cu

radacinile 1 si 9. Convine doar solutia x = 9, din cauza conditiilor asupra aranjamentelor

si combinarilor, x € N,z > 6.
1

k
998. Ti1 = Cloy (V@)™ 7" (1) ( 5 > = (—1)Clpgy 2™ 8,
NE3
2021 -k k
Din ecuatia —5 T F = 6 rezulta 7Tk = 52009, deci k = 1435. Astfel coeficientul

binomial este Cg37 care este egal cu C555; .

999. Pentru a verifica egalitatile vectoriale de mai sus, incercam sa transformam mem-
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brul stang al egalitatii astfel incat in el sa apara vectorii din membrul drept.

Astfel, pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul ﬁ + 1@ =
C@—I—CﬁscriemB+E:E+Cﬁ+ﬁ+@:@+@+2m.

Pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul m + ]@ = 6>
scriem qu@ = m+B_N>+ﬁ+Dﬁ = %/@Jr%B?Jr%C@Jr%m =
%(E + B? + @ + D—1>4) = ﬁ Pentru a verifica veridicitatea relatiei vectoriale de
la punctul E—I—B?:zﬁ—l—l?ascriemﬁ—i-ﬁ:ﬁ: E—&—D‘g Pentru a
verifica veridicitatea relatiei vectoriale de la punctul @ E + B? = lﬁ + Cﬁl scriem

AD + BC = AB + BD + BC = BD + AB + BC = BD + AC.

(n+1)(n+2)---(2n) an (n+1)(n+2)---(2n)

1000. Avem a, = , deci =
nn An+1 nn
1 n+1 1 n 1 N
(nt1) _<1+> PF L Reultdex lim 2 = € <1,
(n+2)---(2n)2n+1)(2n + 2) n) 2(2n+1) n—00 Up41

deci lim tnt1 > 1 si prin urmare lim a, = co.
n—00 Oy n—o00
4 4

1001. Folosind proprietatile logaritmilor, avem: logs 16 = 4logg 2 = log, 6 =TT logy 3"

. . 3 3 3logsy 3 2a
D 1 =1 27 =31 3= = = = log,3 =

in relatia a = log;, 81297 10519 T T+ 2logs2 2 +logy3 | 22T 3o

4 4 4(3 —
Prin urmare, obtinem logs 16 = = 5 = ( a).
I+logy3 14 2% 3+a
1002. Se wverificd ugor ca —1 < 196_:-31 < 1 pentru orice z,y € (—1,1). Avem
Yy
(zxy)*z = f:xz—izyjiy;: =z x (y % 2), deci este adevdratd. Pe baza aces-
1 1 1 7

tei formule calculam 3* (§ * g) =5 deci este falsid. Din x * e = = pentru orice

x € (—1,1) obtinem ci elementul neutru este 0, deci este falsd. Pentru z € (—1,1),
din egalitatea x x 2’ = 0 obtinem ca simetricul lui x este 2’ = —x, deci @ este falsa.

1003. Functia f este continud pe (—o0,0) si pe (0,00), iar lim z* = lim bz® = 0 = £(0).
x—0 z—0
<0 >0
Deci, f este continud pe R. Dacd a =1 gi b = —1, atunci functia f : R — R este definita
2t +1, x€(~00,0],
prin f : R = R, f(z) = Evident f este strict descrescitoare
—z3, x € (0, 00).

pe (—o0,0], respectiv pe (0,00). Fie z1 € (—00,0] g1 22 € (0,00), deci 21 < x2. Atunci

flxy) =2f4+1>1>0> f(xy) = —x3. Prin urmare, f este strict descrescitoare pe R.
Daci a = 1si b = —1, atunci lima* +1 = f(0) = 1 # lim —2® = 0. Deci, f este
z—0 z—0
<0 x>0
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discontinua in 0.

Oricare ar fi @ € R, avem lim f(x) = oo si oricare ar fi b € (—00,0), avem lim f(z) =
r—r—00 Tr—00

—o00. Asadar, pentru a € R,b € (—00,0) avem lim,_, o f(x) # lim,_00 f(2).

1004. Stiind ca z si y apartin cadranului III, diferenta lor este in intervalul (_E E),

272

1 4v/3 169 3v3
astfel @ este falsd. Avem sinz = —4/1 — i —T\f, siny = —/1— 196 ~ _17\4('
113 4/3 3v3 1 T /3
Astfelcos(xfy)—?~ﬁ+7~ﬂ—§:¥xfy€{ 3 3} Dar sin(z —y) = *5*,

deci x —y = 7. Astfel , si @ sunt false iar este adevarata.

1005. Afirmatia este falsd, pentru cd f,(1) = 1, sau pentru ca f,(2) = 0. Afirmatia

este fals, pentru cd lim f,(1) = 1. Afirmatia este adevarata, pentru ca subsirul
n— oo
(fgk (4))’c este crescator, deoarece for(4) = (—2)%F = 4% iar (4’“)1C este sir crescator.
>1 >1
Afirmatia @ este falsd, pentru ca subgirul (fgk (4))k> are limita klim far(4) = oo, iar
>1 —00

subsirul (f2k+1(4))k>1 are limita kli_)ngo fory1(4) = —oo.

VB b e
sinA /3  sinC
2

“l%

1006. Teorema sinusurilor implica = 2, deci sinA =

,b=c=

Triunghiul fiind nedegenerat m(;{) # 120°, deci m(zzl\) = 60°. Astfel m(a)
3

&
ws
N

V/3, deci triunghiul este echilateral. Perimetrul este 3v/3. Aaapc =

P'; ‘

1 . . . .
r=s (lungimea razei cercului inscris).

1007. Fie A(1l,y) € dy, B(x,1) € dy, unde z,y € R. Dacia O, A, B,C sunt varfurile

unui patrat cu diagonala [AB], atunci O_1>4 . O? =x+y=0si (ﬁ — 04 + OB. Asadar,
A(l,—z), B(z,1)siC(14+z,1—z),undex e R. C €d:x+y=2. \ﬁ| =V1+a22y/2>
V2. Apacs =1+22 > 1.

1008. Functia f este derivabild pe R\ {—2, 0}; ea nu este derivabild in punctele -2 si 0,

pentru cé valoarea derivatei in aceste puncte nu este finitd. Pentru z € R\ {2, 0} avem

~Y@+2? Az +4

 fla) = 3¢/x%(x +2)2 3% 22(x + 2)2(Vat + Y22(x +2)2 + {/(z + 2)%)
f'(=1) =0, f'(x) > 0, oricare ar fi z € (—oo0,—1) \ {—2}, si ’(x) < 0, oricare ar fi

x € (—1,00)\ {0}. Prin urmare functia f este strict crescatoare pe intervalul (—oo, —1] gi
strict decrescitoare pe intervalul [—1,00). Se obtine c& punctul —1 este singurul punct de

extrem local al functiei f (este un punct de maxim global) si cd functia f nu are puncte
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de minim global.

Functia f fiind strict descresciatoare pe intervalul (0, 00), rezulta ca f(5) < f(3), de unde
se obtine I3+ 7 < 235.

1009. Fie C un cerc din C cu centrul M(zpr,ynr). Deoarece d este mediatoarea

segmentului [AB], raza lui C este r = d(A4, M) = d(B, M), deci, avem r = d(A, M) =

\/ 5(y3; — 6yam + 10). Aceasta este o functie convexd, iar minimul ei se obtine pentru
yn = 3. Deci, cea mai mica raza a unui cerc din C este /5. Prin urmare este falsa
iar este adevarata. Daca cercul C intersecteaza fiecare axa de coordonate in exact un
punct, atunci centrul lui, M, este la distante egale fata de cele doua axe. Cum punctele A
si B sunt in primul cadran si cercul trebuie sa fie in primul cadran, adica centrul cercului
are coordonatele M = M(r,r) cu r > 0. Dar M este pe dreapta d, deci r — 2r = 2
si obtinem o contradictie cu r > 0, deci este falsa. Triunghiul ABD este isoscel si
dreptunghic, deci centrul cercului circumscris este mijlocul ipotenuzei, adica este punctul
01(6,2). Dar O; € d, deci @ este adevirata.

1010. Matricea X care verifica (1), dacd existd, este matrice coloand de forma X =

T
1:2 . . o . v v 192 .

. Rezulta imediat ca varianta de raspuns este adevarata. Pentru ca X din
T3

L4

(2) s4 fie o solutie a ecuatiei (1) este necesar si suficient ca (1, 72,23, 74) € R* si fie o

solutie a sistemului de 3 ecuatii liniare cu 4 necunoscute

201 4+ 3axs + 13 — 24 =1
T+ 2x9 +ars +2x4 =1 - (3)

T, 4+ o+ 43 +3x4 =1

Matricele
2 3a 1 -1 2 3¢ 1 -1 1
A=11 2 a 2 siAd=|1 2 a 2 1
1 1 4 3 1 1 4 3 1
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sunt matricea sistemului (3), respectiv matricea extinsd a sistemului (3), iar Teorema

Kronecker-Capelli ne spune ca sistemul (3) este compatibil daca si numai daca rang A =

rang A. Cum minorul =5, ,,decupat” din prima si ultima coloana a lui A, este
1 2
nenul, rang A > 2. Putem borda acest minor in dou& moduri pentru a obtine un minor de
2 1 -1 0 0 -1
ordinul 3allui A. Avem | 1 ¢ 2 cl-%gcs 5 a+2 2 |=-7(56—a—2)="7(a—3).
C21C3
1 4 3 7 7 3

Daci a € R\ {3}, atunci rang A = 3 =rang A si astfel afirmatia este adevarata.

Daca a = 3, pentru a stabili rangul lui A mai trebuie calculat minorul de ordinul 3

9 3.3 —1 2 9 —1 0 7 -7
11—21 11=T1
1 2 2 |=|12 2 |"Z"]0 1 -1["F"0
lo—I3
1 1 3 11 3 11 3

Rezulta rang A = 2 si pentru a afla rangul matricei A trebuie calculat minorul sau de

ordinul 3 (care este, in acest caz, singurul minor caracteristic corespunzitor minorului

2 -1 1 1 -1 1
2 -1 c1—cs
principal al sistemului (3)) |1 2 1| ="10 2 1| = —1. Acest
1 2
1 3 1 0 3 1

minor fiind nenul, rang A = 3 # 2 =rang A. Asadar, sistemul (3) si, implicit, ecuatia (1)
au solutii dacé i numai dacd a € R\ {3} iar este falsa.

2 3a 1 0 3a—2 -7
- 5

1 2 4 :ol;éf 0 1  a—4 :0(:)3a2—14a+15:0<:>a6{373}.
2—t3

1 1 4 11 4

Cum pentru a = g ecuatia (1) are solutie, sistemul (3) fiind compatibil, afirmatia @

este falsa.

i 1 (sinz4cosz—1)tgx L
1011. Avem ¢ = lim [(1 + (sinz + cosz — 1)) S‘”*“’”‘l] = ¢”, unde
=7
. sinx , . . . . sinx +cosx—1 .
L = lim (sinx + cosz — 1) = lim sinz - lim ——— = 1, cu ajutorul
T % COST e Py cos T
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regulii lui L’H6pital. Drept urmare, avem ¢ = e.

1012. Din ecuatia data obtinem x = 2y + 1. Expresia data se poate scrie ca 6y% +4y+1,

1 1
y € R, care isi atinge valoarea minima pentru y = -3 Obtinem v = 3

1013. Conditia existentei unui punct comun este echivalenta cu conditia ca sistemul

a b c

format de cele trei ecuatii cu doud necunoscute sa fie compatibil, adicd: A= |p ¢ | =

c a b

0. Daca addugam coloanele 2 si 3 la prima coloana si scoatem factorul comun (a + b+ ¢),

1 b ¢

ecuatia de mai sus se poate scrie (a+b+c)|1 ¢ | = 0sau (a+b+c)(ab+bc+ca—a®—

1 a b

b — ¢?) = 0. Astfel, determinantul se anuleazi dacd unul dintre factori se anuleaza, ceea
ce Inseamna ca primele doua afirmatii sunt adevarate. Mentionam ca a doua afirmatie se
poate realiza doar daca a = b = c.

Pe de alta parte, se poate verifica imediat, prin calcul direct, cid determinantul este egal
cu A = 3abc — a® — b3 — ¢3, deci i cea de-a treia implicatie este adevirati. Daci
sau au loc, atunci relatia din @ se poate realiza numai pentru a = b = ¢ = 0, dar
numerele fiind nenule putem afirma ca @ este falsa.

1014. Deoarece F' este o primitiva a lui f, deducem cd F este derivabila si F'(z) =

flz), Ve e R. Cum f(x) < 0, Vo € R, rezultd ca F este strict descrescatoare pe R.
Atunci avem F(4m? —12m+5) > F(3m? —6m —4) = 4m? —12m+5 < 3m?* —6m —4 =
m? —6m+9<0= (m—3)%<0. Insi, pentru m € R avem (m — 3)2 > 0. In consecinti
(m —3)? =0, de unde m = 3.

1015.  Functia f este un morfism de grupuri intre grupurile (R,+) si (C*,-) daca

si numai dacd f(x +y) = f(z) - f(y) pentru orice z,y € R. Fie z,y € R. Avem:
f(z+y) = cos (z+y)+isin (z+y) = (cos x cos y—sin z sin y)+i(sin x cos y+cos zsin y) =
(cos & +isin z) - (cos y + isin y) = f(x) - f(y). Astfel este adevarata.

Functia f nu este injectiva, deoarece, de exemplu, avem f(0) = f(2n).

Pentru orice # € R, avem |f(z)| = v/cos? z +sin® 2 = 1. Deci orice element din C* cu
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modulul diferit de 1, de exemplu 2, nu apartine imaginii lui f. Deci functia f nu este
surjectiva.

Morfismul de grupuri f este un izomorfism daca si numai daca f este bijectiv. Pe baza

sau , afirmatia @ este falsa.

1016.  Cu notatia cosz = t € [—1,1] inecuatia 2cos?z > cosx + 1 devine 2t? —
t—12>0, cu solu§ia t e (—oo,—%] U [1,00), de unde cosz € [—1,—%] U {1}, adica

3
in parte: 2020m = 1010 - 27 € S;

2
S = <U {W + 2k, 2 4 2k7r}> U{2l7r|l € Z} . Verificam fiecare varianta de raspuns
keZ

20217 = 1010 - 27 + 7 € [25 + 20207, 4% + 20207] C S;

[20187 2020m] _ [2n 4 336. o7, 4% 4 336 27] C 5;

@ 20 € (67r,67r + 2;) Intr-adevir 20 < 67 + 2” este echivalenta cu 3 < w gi 67 < 20
este echivalentd cu w < 3,33.... Ambele fiind adevarate, numarul 20 este in intervalul

(677,677 + %’T) . Dar (67r, 67 + 2?“) NS =a, deci @ este falsa.
Vit + sin(t?)

1017. Aplicand regula lui L’Hospital = hm 7/ (Va+sin(z ))dx:tlggo %\/%

2

g .
1018. Dup# inmultirea primei ecuatii cu z obtinem az* 4 bz + c2? +dz = 0. Din aceasta

scidem a doua ecuatie pentru a obtine az*

—a = 0. Deoarece a # 0, trebuie sa avem
z* = 1. Radacinile unititii de ordinul patru sunt urmatoarele: 1,7, —1, —i. Putem obtine
toate acestea cu exceptia 1 dacit alegem a = b = ¢ = d = 1. In acest caz ambele ecuatii
devin 2% 4+ 22 4+ 2z +1 = 0. Pentru z = 1 trebuie s& avem a + b+ c+d = 0, si gisim foarte
ugor astfel de a,b,c si d = —a — b — ¢. Deci toate cele patru valori pe care le-am gasit

sunt valori posibile ale lui z.

1019. Toate cele patru raspunsuri rezulta imediat dintr-o schita a graficului lui f.

Alternativ, dacd zg € (2k—1,2k+1), k € Z, avem ‘Lli?;() flx)= ‘Lli?;o | —2k| = |xg—2k| =
f(xo), deci functia este continud pe Ugez(2k — 1,2k + 1). Pentru zg = 2k — 1, k € Z,
avem ;1%}) flz) = ;}rrﬁ) |z —2(k—1)| = ilfc?o flx) = ;il;lg |x — 2k| = 1 = f(x0), deci functia
este continua pe R. Astfel, si @ sunt false.

In 2g = 2k, k € Z avem fi(zo) = =1, fi(xo) = 1, deci functia nu este derivabild pe
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multimea {2k : k € Z}. In zo = 2k — 1, k € Z, avem f/(z0) = 1, f)(x¢) = —1, deci
functia nu este derivabild pe multimea {2k — 1 : k € Z}. Deci, functia nu este derivabild

—1, daca zg € (2k — 1,2k), A
pe Z si pentru orice zg € R\ Z avem f'(zg) = In

1, dacdzg € (2k,2k+ 1), k € Z.

concluzie, este adevarata si este falsa.

t t 2 / t
1 1 1
1020. Din / T dz= f/ &dx = —arctg(z® +1)| rezultd ca
o Tt 422242 2 Jo (241241 2 0
t
b [ T
t—oo o ot 4222 4 2 8
2 2x-1 2 20 — 1
1021. Calculam derivata functiei f: f'(z) = = - 3:37 = —- < , care
3 Vaz—-1 3 Ylz—-1)(x+1)
este definitd pe multimea R\ {—1,1}. Facem tabelul de variatie al functiei f.
T -1 3 1
21| ———— — ———— 0 444+ + ++++
Va2 -1 |++++ 0 —-—-——- — ———— 0 ++++
ffle) | === | ++++ 0 ——=—— | ++++
@) | NN\ S AV v
Din tabel reiese ca punctele de extrem local ale functiei f sunt 1 = —1, x5 = % sixzg =1.

Deci functia f are 3 puncte de extrem local.

1022. Din teorema sinusurilor avem a = 2Rsin A, b = 2Rsin B, ¢ = 2R sin C. Folosind

teorema medianei, obtinem: m, = a < m2 = a* & w = a* & 5a® —
202 — 2¢? = 0 < 5sin? A — 2sin? B — 2sin? C' = 0 < 5sin? A + (cos 2B — 1) + (cos 2C —
1) =0 < 5sin® A + cos2B + cos2C = 2, deci este adevarata. Daca si ar fi
adevirati, atunci adunand primele doui relatii obtinem: 10sin? A = 0 < sin? 4 = 0 <
sin A = 0, imposibil in triunghi. Deci este falsad. Din teorema medianei si din teorema

2

2 — 5% — 2bccos A & 4bccos A =

cosinusului avem: a? = b? 4+ ¢ — 2bccos A < a
3a?> < 16R?sin BsinCcos A = 12R%*sin? A < 3sin? A — 4sin BsinCcos A = 0, deci
este adevarata. Daca presupunem ca si @ este adevarata atunci avem din si
@ ca: % sin BsinCcos A = Z sin Bsin C cos A(= sin? A). Deci sin BsinCcos A = 0,
de unde putem avea cazurile: sin B = 0 = B = 0, imposibil in triunghi; sinC = 0 =

C = 0, imposibil in triunghi; cosA = 0 = m(/Al) = 90°, nu este posibil pentru ca
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in triunghiul dreptunghic in A, mediana din A este juméatate din ipotenuza BC, adica
a
Mg = ok contradictie cu ipoteza m, = a.

1023. Fie P intersectia laturilor neparalele AD si BC, AB = a,CD = b. Din asemanarea

triunghiurilor PAB, PM N si PDC rezulti pentru arii relatiile A, = Apap = Ma?, A; =
Apyn = M2, Ay = Appe = A%, cu A > 0. Din ipoteza problemei rezulti ci cele trei arii
formeazi o progresie aritmetica, adica 2A1% = \a® + \b?, adici | = \/“QQE

Alta solutie. Pe langa notatiile pentru baza mare AB = a, pentru baza mica CD = b, fie
inaltimile trapezelor ABM N, MNCD: z respectiv y.

A(ABMN) = AMNCD) = 2ABCD) _ latle  (b+Dy _ (a+b)@+y)

2 2 2 4
b+1 A
Din prima ecuatie avem: x = ( —: )y Inlocuind aceasta in a doua ecuatie si efectuand
a
a2 + b2

calculele, obtinem ca [? = >

conform calculelor de mai sus este adevarata.
. vab = \/M < a=>b,dar a > b, decil # Vab;
. =/ “2+b2 a“’ este adevarat pentru a > b;
@l: i <1/a'—2|- ,pentrua>b, decil#%
a? + b2 )
Din inegalitétile mediilor +—— + <Va b< 2 5 valabile petrua,b > 0,a # b
rezulta cd afirmatiile de la puntele si @ sunt false, iar cea de la punctul | C | este

Q-
IS

adevarata.

1024. Pentru un n € A, notdm y numdrul cifrelor sale. Dacid z = (n — 6)/10, atunci

obtinem egalitatea 4(10z + 6) = 6 - 10v~! + x, adicd 13z = 2(10v~! — 4). Numdrul
10v~1 — 4 are forma 99...96, deci e divizibil cu 3. Din (3,13) = 1 rezulta 3 | z, deci si
3| n. Observam ca x trebuie sa fie par. Deci n se termind in 06, 26, 46, 66 sau 86 si rezulta
ci 41 n. Presupunem ci y = 8, deci 13 | 107 — 4, ceea ce este fals. Se constatd ci ecuatia
in z gi y are solutia (particulard) y = 5 si & = 15384. De aici rezulta cd n = 153846 € A.

1025. Scriind Relatiile lui Viete, avem S7 = x14zo+x3 = —asi So = x1x9+T1T3+T203 =

8, adicd 27 + 23+ 23 = a® —16. Avem 27+ 23 +23 < 0, adicd a®> —16 < 0, deci a € (—4,4).

1026. Pentru ca x1, xo si x3 sunt radacini ale polinomului f, este valabil urmatorul sistem:
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3+ ax? +8r1 +3=0
23+ axd +8z,+3=0 Din relatiile lui Viete, cunoastem faptul ca 27 + 2% + 23 =
T3+ ari +8r3+3=0
S% —28,. Prin adunarea egalitatilor din sistem, deducem ci x3 + 3 + 23 = —a®+24a —9.
Cum 0 nu este radacina a polinomului, putem inmulti adecvat cu fiecare dintre radacini
i+ ax? + 822 + 3z1 =0
egalitatile din sistem si obtinem: 23+ axd + 822 + 32, =0 Analog, prin adunarea
x4+ axd + 813+ 3w3 =0
egalitatilor din sistem, obtinem faptul ca x7 + 23 + 73 = a* — 324 + 12a + 128. Deci,
avem xf + x4 + 23 — (23 + 23 + 23) = a* + a® — 32a% — 12a + 137. Se poate observa prin
calcul ci 2 este radicind a polinomului X4 + X3 — 32X2 — 12X + 128, deci egalitatea
x} 4+ 23 + 23 — (23 + 23 + 23) = 9 are loc pentru a = 2.

1027. Aplicand regula triunghiului, avem Mz\j; = m + ﬁ si M?’ = M§ + ﬁ Din

relatiile date in ipoteza, rezulta imediat urmatoarele egalitati:

AN = 2 a¢
k+5

MA-__ Y aB
kE+1

MB - —"_AB
kE+1

5 - U5

Inlocuind in relatia 2W = J\ﬁ7 avem 2( - E + > ?’

kE+1 k+5 ) k+

T I8

de unde rezulta k = 3.
1028. Fieg: R = R, g(z) = f(z) —a, ¢'(z) = f'(x) = e‘””(a:2 — 2 — 3),‘73: eR
= g(z) =0 <= € (2?-22-3) =0. Cum e® # 0, avem : 2> — 2z — 3 =

0. Deci, 21 = 3, x3 = —1. Avem: lim g(z) = lim (e’” <x2—433—|—1) —a) =

r—r—00 T—r—00

T—r—00 Tr—r00

. 1 9 . R T (2 _ _
lim (e“’ (z +4m—|—1)> —a = —asi mlgrolog(ac)— lim (¢” (z° — 4z + 1) —a) = oo.

1
Totodata, g(—1) = - (14+4+1)—a = §—a sig3)=¢e*(32-4-3+1)—a=e*-2e*—a.
e e
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T —o0 -1 3 +o00
g'(x) | + 0 0 + o .
Pentru g, avem: Asadar, din sirul semnelor lui
gz) | —a %—a —2e-a o0
Rolle | — + — +
—a <0
) 6
Rolle: ¢ 6 _ >0 Deci, a € (0, - ).
e — (&
—2e3 —a <0
. . o ) 1
1029. Scriem raportul ST descompus in fractii simple: TR =
A B Cx+D i i i
T+ 1 1 1 1
. Obti — de — — dx —
2—2 T zr2 ! 2214 ’mem/xh 32 / o 32/x+2$
0 0 0

1
}/ 1 ~In3 arctan(3)
8 ) x2+ Y 16 '
0
1030. Functia f este de doud ori derivabila pe R, deci M = {a € R | f'(z) =

4322 +a) > 0,Vx € R} = [0, +00).

1031. (Adaptare dupi o problemi din Folclorul Matematic) Din 22 +2z+1 = 0, impértind

1
cu z, avem z + — = —1. Tot din 2% + z + 1 = 0, iInmultind cu z si inlocuind 22 + z = —1,
z

2023 | inlocuim 22023 = (23)6™ . 2 si rdmanem cu

avem 2> = 1. Deci, in relatia z 503
z

1
z+—-=-1
z

1032. Matricea sistemului si matricea extinsa a sistemului sunt

2 a 0 2 2 a 0 21
A=| 4 -1 a+2 5 |,respectivA=| 4 -1 a+2 5 1
2 10 -5 1 2 10 -5 1 1

Minorul matricei A de ordin 2
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este nenul i poate fi bordat in doud moduri la un minor de ordinul 3 al matricei A. Sa

consideram minorul

d=|4 a+2 5|°="14 a+2 1 |=2(-a—2+5)=2(3-a).

Daci a # 3 atunci d’ # 0, prin urmare rang A = 3 =rang A si, conform Teoremei
Kronecker-Capelli, sistemul dat este compatibil. Dacd o = 3 atunci, pentru a decide care
este rangul matricei A (si, implicit, compatibilitatea sistemului dat) trebuie sa calculdm

celalalt minor de ordinul 3 ce se obtine din bordarea lui d:

0 —21 3 |=2-(-21+21)=0.

Aceasta aratd ca d este minor principal si, echivalent, rang A = 2. Cum minorul carac-

teristic corespunzator lui d este

2 2 1 0 2 1
45 19292 5 1]=(-2)2-1)=-2#0.
2 1 1 011

Fie folosind teorema lui Rouché si constatand cd acest minor caracteristic este nenul,
fie aplicand teorema Kronecker-Capelli si constatind cd rang A = 3 # 2 =rang A, de-
ducem ca sistemul dat este incompatibil. Deci sistemul dat este compatibil daca si numai
dacd o« # 3. In particular, daci a = —5 # 3 atunci sistemul este compatibil. Asadar,
afirmatiile si sunt adevarate, iar si @ sunt false.

1033. Functia este de doud ori derivabild pe R si derivata a doua f”(z) = 2(1 —

1 — 322
a)——————=

2+ 1)
rezulta a < 1.

are radiciniile z = + Conditia cerutd se scrie f”(0) > 0, de unde

-
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1 1
1034. 3 /(\ersmx Ydz| < 7 (/ fdx+/ |smx|dx> < ( t3/2+t> — 0,
cand t — oo.
1
1035. Facem schimbarea de variabila t = 1 — —, dt = —fdx = lim n / t"dt =
n n—oo n—1
n+1
lim — (l> =0.
1036. Rescriem ecuatia ca 4log, 2 + Tlog, 2 =9log, 2+ Olog, 2° Notam acum log, 2 =

1 1 1 /180
a,a € R. Avemca4a+4——9a+9— <« 180a’—5=0 <— — =+ = = 46. Cum
a a

a

— =log, x = = = 2%%. Suma solutiilor este o1 care sunt prime intre ele, lucru care se
poate verifica cu algoritmul lui Euclid. Asadar, suma ceruta este 4097 + 64 = 4161.

1037. Functia f este un morfism de grupuri intre grupurile (R,+) si (C*,-) daca

si numai dacid f(x +vy) = f(x) - f(y) pentru orice z,y € R. Fie z,y € R. Avem:
flea +y) = cos(z + y) + isin(z +y) = (cos xcosy — sin xsin y) + i(sin x cos y +
cos zsin y) = (cos ¢ + isin x) - (cos y + isin y) = f(z) - f(y). Functia f nu este
injectivé, deoarece, de exemplu, avem f(0) = f(27) = 1. Pentru orice z € R, avem
|f(z)] = Vcos? z +sin? z = 1. Deci orice element din C* cu modulul diferit de 1, de
exemplu 2, nu apartine imaginii lui f. Deci functia f nu este surjectiva. @ Morfismul
de grupuri f este un izomorfism daca gi numai daca f este bijectiv. Pe baza sau ,
afirmatia @ este falsa.
-3 15 a

b
1038. Fie A = si X = . Avem (det(X))? = det(X?) = det(A) = 0,
-1 5 c d

de unde det(X) = 0, deci este adeviratd. Din ad = bc obtinem ci tr(X?) =
a®? + d? + 2bc = (a + d)? = (tr X)2. Din relatia anterioara rezult ca (tr X)? = tr A = 2,

de unde tr X = +v/2, deci este falsd. Ecuatia matricela se poate scire sub forma

a?+bc=-3
bla+d) =15
cla+d)=—
d? +bc = 5.
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Utilizand relatia ad = be ecuatjia se transformé in X -tr X = A. Din tr X = ++/2 obtinem

ca solutiile ecuatiei sunt X = :I:%A, deci si @ sunt false. Observatie: Problema

poate fi rezolvata si cu teorema lui Cayley—Hamilton.

1039. Folosim substitutia t = —22 — dt = —2xdx. Integrala devine —% fo etdt. =
—1 -1 —

Shf = = ) = b () = b 4

1040. z € (-0,3]. V3—ax—2 =-10 < /3 — 2 =z — 10. Conditiile de compati-

bilitate: z > 10. Cum (—o00,3] U [10,00) = (. Deducem c& ecuatia nu are nicio solutie,
astfel raspunsul corect este .

1041. Inlocuind si simplificind obtinem ecuatia de gradul doi z2 — 10z +9 = 0, cu

radacinile 1 si 9. Convine doar solutia x = 9, din cauza conditiilor asupra aranjamentelor
si combinarilor, i.e., z € N,z > 6.

1042. Pentru a calcula coordonatele centrului cercului circumscris, este suficient sa

cunoastem ecuatiile a 2 dintre mediatoare. Putem calcula cu usurinta mijlocul segmentu-
lui AB si obtinem punctul M (8,3). Fie d mediatoarea lui AB. dLAB, deci mq-map =
—1, de unde obtinem mg = % Cum M € d, avem ecuatia dreptei d : x — 2y — 2 = 0.
Analog, obtinem ecuatia mediatoarei segmentului AC, dy : = + 2y — 12 = 0. Centrul

o . C . < . )
cercului circumscris se afld la intersectia celor doud drepte, de unde obtinem O(7, 5)

1043. Fie C un cerc din C cu centrul M(zpr,ynr). Deoarece d este mediatoarea seg-

mentului [AB], raza lui C este r = d(A, M) = d(B, M), deci, avem r = d(A, M) =

V5(y3; — 6yar + 10). Aceasta este o functie convexa, iar minimul ei se obtine pentru
ym = 3. Deci, cea mai micd razi a unui cerc din C este v/5. Prin urmare este
falsa, iar este adevarata. Daca cercul C intersecteaza fiecare axa de coordonate in
exact un punct, atunci centrul lui, M, este la distante egale fata de cele doua axe, adica
M = M(r,r). Dar M este pe dreapta d, deci r — 2r = 2, o contradictie cu r > 0, deci
este falsa. Triunghiul ABD este dreptunghic in A si isoscel , deci centrul cercului

circumscris este mijlocul ipotenuzei, adica (6,2) € d, deci @ este adevarata.

1 1 1
1044, VE-T+VE < 2Vk < VE+VETT = o > o > oo

2Mn+1—2 "
E:%%

Insumand dupa k si folosind criteriul clestelui, rezulta ca:
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2yn 5
N
1045. Pentru este ugor de vazut ca B_5+1=121=9 # 11, deci este

2 7
La acest rezultat se poate ajunge si prin incercari: 52 = 25 =

1 1
falsd. Pentru ca p(14) = 14 (1 — ) (1 — ) =6 si (5,14) = 1, avem din teorema

~

lui Euler ci 56 = 1.

—

11, 5 = 125 = 13, 5* = 625 = 0, 5° = 3125 =

~ —

3, 55 = 15625 = 1 Avem deci:
518 — 562+ — (562.5 = 12.5 = 5 # 1, deci este falsi. Pe de alta parte:
52021 — 5533645 — (5/%’)336 .55 = 1336 . 55 = 55. Dacd am avea 5° = 5, atunci ar
insemna ci 25 = 55 .5 = 56 = T, deci 25 = T, ceea nu este adevirat. Deci 5° #* 5, prin
urmare este falsi. In ceea ce priveste @, avem: 5123 + 5210 — 5m3 + 5635 —
(5A6)20 534 (5%)35 = 120.53 4 135 = 126 = 0, deci @ este adevarata.

1046. Observam ca x = —1 este radacina a impartitorului, de unde rezultd din teorema

lui Bézout ca restul este egal cu 0.

1047. Stim ci sin?(90° —n) = cos? n. Grupand sin?(90° —n) +sin®n = 1, rezultd 44 de

1 91
perechi la care se adauga sin® 90° = 1 si sin? 45° = ok rezultatul fiind egal cu 5

1+ 4. 40 L . 1 1
1048. lim V2 vn StolzGesaro ;) . = lim =
1049. Realizam schimbarea de variabila v = 1 — ¢, du = —dt si integrala devine

1 1
1

991 _ 2)d :/ 99,1004, — )
/Ou( w)du Ou udu = 7oo0s

1 & k2
1050. Observam ca termenul general a,, se poate rescrie astfel: a,, = — E 1- () .
n n
k=1

Asadar, a, reprezintd suma Riemann asociata functiei f : [0,1] — R, f(z) = V1 — a2,
diviziunii A, = (O L ") si sistemului de puncte intermediare &, = (1 . 2).

YT nY o n

Cum f este integrabild, rezulta ca sirul (a,)nen~ este convergent si avem c& ! = lim a, =

n—oo
/Of(:r:)dx:g- 1—x2+§arcsinx’O:%
AC AB AC AB
B _AA+)-AB _yA+X-yB AC B
)\-AC.ziquB—/\~C'B:>AC— T yC = T .CB—)\:>AC'—
ACBo S =X = AB=)-AC. = AB = X\?.CB.Insi, AB= AC+CB =

A2 .CB = \-CB + CB.Cum CB reprezinta lungimea unui segment = CB > 0 =
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1+
M.CB=\X-CB+CB |:CB.A2:A+1.A2—A—1=0AL2=7\/5, dar

1+5 AA+ )\ AB

A >

0 = A= 5 =—> Revenim la relatiile initiale: AC = T si AB =2-

1+X—AA 1 ) 5—1 2 5—1 2(1+ X)) —yA
+ (a1 Vs ) V5ot _ Vel p 204N -pd
1++5 2 2 1+v6 1+ A

24+14+V5-Y y 2 6+2v5—y

—~2:(2+\f—7)' = .= (AB + yA)? —yB =
1++/5 2/ 145 1++/5 ( vy

6—2¢5+y(¢5—1)+§+5f—6

6+2v5  1+v5 4 145

1052.  Stiind ca h(z) — x este tot o functie polinomiala de gradul 3, din enunt ob-

servim ci 1,2 si 3 sunt radacini ale acesteia. Ea se poate scrie sub forma: h(z) —x =

a-(x—1)(x—2)(x—3), unde a € R este un coeficient. Cum h(4) =a-3-2-1+4=6=

1 1
a=5=h(6)= 55 4-3+6=26h(16) = 926.

1053. Separam egalitatile astfel: z - log,(b) = % si eb - logy(a) = % dupa care le

2
inmultim: e - ab - (log,(b) - log,(a)) = %. Cum log, (b) - logy(a) =1 = ab = g.

1054. det(4) = y- (1 — 2z) =pentru z = % sau y = 0 avem det(A) = 0. Cum

pentru orice y # 0, avem un minor de ordinul 2 nenul format din primele 2 linii si
1+2x O 4x
coloane, rezultd ci rang(A) =3 <= z # 3,y € R*. A% = 0 y? 0 ,

2 0 1+22
x,y € R = det(A?) = y?[(1 + 2x)? — 8z].

1055. Presupunem ca avem deja n numere. Pentru numarul n+ 1, exista trei posibilitati

(2023, 2024,2025) = 3A,,. Dacd numarul anterior a fost 2024, trebuie si excludem posi-
bilitatea de a avea 2025 pe pozitia n + 1. Numarul de cazuri de exclus este egal cu A,,_1,
deoarece reprezinta situatiile in care avem un sir valid de n — 1 numere, urmat de 2024.
Astfel, relatia de recurenta finala este A1 =34, — A,—1,n > 1.

1 1
1056. Ridicand ambii membrii la patrat, obtinem sin® z = = <= sinz = +—. Cum

2 V2

1 1
doar sinx = ——— € (—1,0) = siny = ———. Astfel, =—1.
7 (=1,0) =7 fo)

1057. Stiind c& numaérul de cifre a unui numar = este egal cu [lgx + 1] = aplicdnd

Stolz-Cesiro, obtinem lim L2+ 1184+ 1]

<
Jim ot 1 Cum (n+1)1g4d < [(n+1)lgd + 1] <
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1)lg4 1)lg4+1 Nlgd+1

(n+1)lgd+1 = pim 2FDBE [0 Dlgd+l] o (ndDlgd+1
n—oo 2n+1 n—oco on+1 "3 oo o+ 1

Deoarece atat limita din partea stanga a inegalitatii, cat si cea din partea dreapta a ine-

1
galitatii sunt egale cu 3 lgd = L =1gV4.

1058. Fie a unghiul dintre dreptele d si d’, unde d are panta m, iar d’ are panta m/'.

: — | m—m’ ) _ Ca 2 7 2
Atunci tga = mme . Pentrud : 20 4+3y —7=0=d :y= -0+ =m = —3.
tgdh® =1 = mEE | = |3mt2 . m # 3. relatie care are loc, fiindca altfel dreptele ar fi

7%m 3—2m 2 ’

perpendiculare. Cazul 1: 3m+2=3-2m <= m=1=d:y+3=1(z-2) < d:
r—5y—17=0. Cazul 2: 3m+2=2m—-3 <= m=-5=d:y+3=-5(r—-2) <
d:5cr+y—7=0

1059. Ecuatia tangentei in x = 1 este y — f(1) = f'(1)(x — 1). Deoarece tangenta

trebuie sa fie perpendiculara pe dreapta y = —x + 5, produsul pantelor lor trebuie sa fie
—1. Panta dreptei date este —1, deci f/(1) = 1. Cum f/(z) = 423 + 2(k — 2)z + 3 =

442k—-2)43=1 <= 2k+3=1 < k=-1.
Tty
14+ 2zy

1060. Se verifica usor ca —1 < < 1 pentru orice z,y € (—1,1). Avem

(xoy)oz= vty+(1+ay)e

S ltay+(z+y)z
1 1 13

1
mule calculdm 2° (5 o 5) =T deci | B | este falsd. Din zoe = x pentru orice z € (—1,1)

obtinem ca elementul neutru este 0, deci este adevaratd. Pentru x € (—1,1), din

=z0(yoz), deci este adevarata. Pe baza acestei for-

egalitatea x o 2’ = 0 obtinem ca simetricul lui = este 2’ = —x, deci @ este adevarata.

1 2 1
—1++v41

1061. P, Q, Rsunt coliniare < |3 1 1|=0=28*+B8-5=0= B2 = 1

B g1

1062. Deoarece i* = 1, Ty = i+ (—1)+(—i)+1 = 0. Orice n, multiplu de 4 va fi egal cu

0. Tog = Tog+i7"+i% = 0+i+(—1) =i—1# —1—i. Taoas = Too24+i2°%% = 0+i = Th01-

Tsr =T + 037 =0+ # —i.
Ja

1063. Folosim substitutia ¢t = \/x = dz = 2tdt. Integrala devine (2t - ' — 2¢")
0

1 1
1064. Rescriem prima ecuatie y = —; + 3 si a doua y = g + 3 Pentru infinitate de
a
" L 1 1 3
solutii, pantele trebuie sa fie egale: — = - = a=——.
’ 2a 3 2
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1065. Conform enuntului, putem crea graficul regiunii, unde linia verde reprezinta

ecuatia y = 3, care imparte regiunea delimitata in doua regiuni cu suprafete egale.
Y

4 y=4

B 4
Astfel,/ \/gjdy:/ Vydy =4 /33 =16 = B = V16
0 B
2

1066. LZ:3x:>x2=3x(x—2):>—2m2:—6x:>x(x—3)=O:>a::03au

x=3. Deci S=35si P=0.

ag = 4-as a1 +5r=4-(a; +2r) a1 + 5r = 4ay + 8r
1067. <= <

a9 = aq4 + 30 a1+ 9r =a1+3r+ 30 6r=30=r=5
a1 + 25 =4a; +40 = a; = —5.

1068. Pentru ca f sa admita primitive, este suficient ca numitorul s nu se anuleze

niciodata, adica ecuatia mcosx +n = 0 sa nu aiba solutii reale. Stim ca —1 < cosz <1
pentru orice = real. Deci, trebuie s& avem: mcosz + n > 0 pentru orice xz. Cea mai
restrictivd conditie apare cand cosz = —1: -m +n >0 = n > m. Asadar, pentru ca
functia sa admita primitive, este necesar ca n > m. In caz contrar se poate observa ci f
nu are proprietatea lui Darboux pe R, deci nu poate avea primitive pe R.

2b—3
1069. Distanta de la punctul Q(b,0) la dreapta d; este datd de: d(Q,d;) = | 7 |
b1

Distanta de la punctul Q(b,0) la dreapta dy este data de: d(Q,dz2) = . Conditia

V5

2
ca cele doud distante sa fie egale este: [2b—3|=|b+ 1| = b= 3 sib=4.

1070. In orice triunghi DEF are loc relatia tgD +tgF +tgF = tgD - tgE - tg F.

Asadar, % + Z +tgF = % . % -tg F = tg F = —2. Folosind relatia cos? F +sin? F = 1
si tan F' = sir;l}*;’ obtinem cos® F = % Cum tgD = % < 1lsitgk = % < 1, rezulta
ca unghiurile D, ' sunt mai mici de 45°, deci unghiul F' este mai mare de 90°. Asadar,
cos F' = —g.
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1071. f este definitd pe (—oo, ¥/2] = nu exista limita spre co. f este descrescitoare pe

—322
tot domeniul de definitie, deoarece f'(z) = < 0. z = V/2 este singurul punct

2v2 — a3

de extrem.

1
1072.  Folosim substitutia s = ¢ = ¢ = s'/3, dt = 5372/3035 si avem ci t° =

(51/3>0 = B si V213 = V2-5 = (2- 95V = /t5\/2—t3dt = /55/3(2—

1 1 1 /2
5)1/2 (352/3ds> i /51(2 - 5)1/2ds. Simplificand, integrala devine I = g/ s(2 —
’ﬂ?’
s)l/2ds. Facem acum substitutia: w = 2 —-s = s = 2 —w,ds = —dw. Ast-
1 2—n3 1 2—n3
fel, integrala devine: I = §/ (2 — w)wl/de =3 (2 — w)wl/de. Cum
0 0
1/4 P 2-n’
(2 —w)w'/? = 2w'/% — w?? rezulti ci integrala devine I = 3 <3w3/2 - 5w5/2> =
0
1/4 2 1/4 2
3 (3(2 _ n3)3/2 _ 5(2 _ n3)5/2)' Asadar, L = ngrfloo Z <3(2 _ n3)3/2 _ 5(2 _ n3)5/2>
1/4 2 - 1
Notimz =2—-n3= L= lim = | -2%% — 22°/2 ) = — lim 20V22 — 6V2% = —c0.
T—00 3 5 15 z—o0
1
1073. z+ — =2cos 112 <= 2% —2zcos 1% + 1 = 0. Ecuatia de gradul 2 are radéacinile
z
T T T .. 7 1 _ T
z=c08——+isin— siZ=cos — —isin—. Cum |z| = 1, avem — = Z = cos — —isin —,
27 12 12 z 12 12
deci 2% + — :cosi —|—z'sinz —|—cosE —isinE = QCOSz =1
41 -3 3 3 3 3 1 )
1074, Jigm REERT =) g i SRS e L snzow
x—0 ch x—0 x—0 IL"3 x—0 1 x—0 x?’
x>0 x>0 x>0 x>0 @ x>0
. sinx —x L'Hépital ,. coSx — 1 L'Hépital ,. —sSinw 1 . sinx
lim —— =" lim ——— = lim = ——, deoarece lim =1.
z—0 333 z—0 3.’1,‘2 x—0 6x 6 z—0 X
x>0 x>0 x>0
1 "Hépita L 1 inr — 1
lim o PRl 2 lim (—z) = 0. Asadar, lim Inz(sine — z) =0-(—=)=0
r—0 L z—0 —% z—0 ’ z—0 2 6
x>0 T x>0 x x>0 x>0

1075. 42’ +dry+yP 20—y =0 <= (2z+y)2z+y) — 2z +y) =0 <

(2 +y — 1)(2x + y) = 0. Acest produs este zero, cind una dintre paranteze este
zero(parantezele nu pot fi simultan zero, deoarece sunt numere reale distincte). Daca
2z +y —1 =0, avem ca M apartine dreptei d; de ecuatie d; : 2x +y — 1 = 0. Daca
2z +y = 0, avem ca M apartine dreptei d; de ecuatie dy : 22 + y = 0. Se observa ca
pantele celor doua drepte sunt egale, deci ele sunt paralele. Prin calcul se poate verifica

ci (0,1) € dy si ca (0,0) € da.

et + el—u e2ute

ew

1 U 1 u
1076. Cu substitutia: u = x—2024 integrala devine: :/ L —; :/  du=
0 0
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1 e2u 1 2(1—v)
/ ————du. Cu schimbarea de variabild v = 1 —u avem I = / 7dv =
o € “+e 0 (32( v) + e
1 2 1
e e 1
—————dv= ———dv=1—1,deci [ = .
/0 e 4 2+ " /0 e el el 2
Solutie alternativa: Facand schimbarea de variabila x — 2024 = 2025 — ¢t = dz = —dt,
2024 02025t 2025 [2025—t | t—2024 _ ot—2024
obfinem: [ = /2025 20251 | ot—2024 (=dt) = /2024 20251 | ot—2024 dt =
2025 2025—¢ | ,i—2024 2025 t—2024 2025 1
/ 62025—t . et—2024 de — / 20251 a0z 4t = / dt-I=1I=g.
2024 € +e 2024 € te /2024 2
aty
+z
1077. Fiex,y,z € (—1,1). (mxy)*z = ( Ty Jkz = HIzer _rrytztave
1+ay 1+ 502 lHayt+arztyz
ztytztzyz y+z
1+yz 1+yz x + x
: = =zx*(y*z2),Vo,y,z € (-1,1). 2x0= ——— = — =z =
Itaytaozt + .
“Mfi 2N t- ly—f—yzz 1+z2-0 1
0+ . + (=
To 2T o« x, Vo € (—1,1), deci 0 este element neutru. = * (—x) = 2t () =
1 140z 1+ z(—x)
0= % = (—x)xx, Vo € (=1,1). Asadar, ((—1,1), %) este un grup. Presupunem
cd ”+” admite un element absorbant, pe care il notdm cu a. Atunci: Vo € (-1,1),
Tka=a*T =0a = 1a—:—ac =a= a’r =z = a’> =1 = a € { £1}, care nu apartin
ax
-~ 1 5 5
multimii (—1,1), deci ”*” nu poate avea element absorbant. 3 * 3=7= 7
6
. L 1 1 2 arctg % 1
1078. Folosim substitutia v = - —= de =—=dt = I = —  mdt =
t t2 () 2 B
2\t ¢

2
arct 1
L 1+27tg+tt2dt' Adunam expresiile pentru I si folosim faptul ca arctg u+arctg 2= 3

2 1 2 2
arctg x + arctg - s 1 m 1
Vu > 0. = 2] = Tdr = —- - drx=Z. do —
" /é 1+ 22 + 22 1T / 2ror 12 /; (x+1)2 .

=

2
ro by _omflo2y 3 1
2 xz+1|,  2\2 3/ 12712 4
3
1079. Folosim substitutia ¢ = sinx = dt = cosxzdx = I —/ —dt =
1-1—92?2
farctﬂ
3T

1080. f(3) — f(1) = 2(40m + n) care este par. f(z) — f(y) = m(z* — y*) + n(z —

y) care este divizibil cu (z — y).

1081. Functiile sinz,cosz € [—-1,1] = 5sinx + 3cosx este o valoare finitd, in timp

ce lim 2?43z +5=oo. In concluzie, L = 0.
xr—r0o0

1082. Panta dreptei m este datd de tangenta unghiului pe care dreapta il face cu axa

468



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

Oz. Stiind ci unghiul este de 45°, avem: m = tg(45°) = 1. Inlocuind in ecuatia generali:
y—3=1(z—2).

1083. Se observa ca f(z) = f(—x) = agk+1 =0, iar ag + a1 + ... + a0 = f(1).

b)
1084. arctg(tg %) = arctg(tg (7 — %)) = arctg( — tg %) = arctg(tg(—%)) = —%,

deoarece —— € (— E, E) si arctg(tgz) = x, Vo € (— s g)
6 272 BD .
1085. Folosind teorema bisectoarei, avem: el = 9 Atunci, lungimea AD este data
Vsl Y I 1 z
de: AD = 7A + 2 7Ai§. Simplificand termenul: - = g si 9 - = l
1+3 1L+3 1+3 16 1+3 16
Astfel, avem: A23 = %Ag + 1—7614(z
2x(x +5) - (Sufl - Tz—4 2 1) — —4
1086, L= lim 2@ G —F) ) 20(6r 4 D) (@4 5)(Te—4) _ o
=5 2x(x +5)- (22 —6x+5) 2=5 2x(z+5)(r—5)(zr—1) z—5
5% — 29z + 20

Observam ca 5 este o solutie a numaratorului. Impartind

2z(x+5)(x —5)(z — 1)

o . (x —5)(bx —4) . 5x — 4
torul 1 -5 L =1 =1 =
numératorul la (2 = 5) = 255 22(z + 5)(x — 5)(x — 1) =95 2z(z + 5)(z — 1)
21
400

1 f
1087. Scriem 251857 = 22 80827 — 43 Jog Gl =3 - Sr? =a? 4 2% - 24 &

234622 —4r —24 =04 (v+6)(z —2)(z+2) = 0 = ecuatia are o singuri solutie reald

pozitiva.
| |
1088. Rezolvam prima ecuatie W ga:)l = 9(y — i'_'_ ] Syy—az+)=9y—2) s
5 8)! 8)!
y—z+1=9 & y=co+8. Inlocuim in a doua ecuatie (fc'+8') = 15m ==
119,y = 127.

1089. det(A)=1#0=rang(A) =2 A2 =-L=A’=-A=At=1,= A5 =Ade

unde rezultd, prin inductie, ci A** = I, A%t = A A*+2 — [, A*%+3 — _ A Deci nu
existd k € N astfel incat A¥ = 24. Apoi A2024 = A156 — [, dar A7 = A, A3 = — A,
X(2024,—1) = A+ I, = det(X (2024, —1)) = 2 = det(B3). In fine, det(X (150, 30)) =
det(—Iz — 30A) = 901, iar det(30B3) = 900 det(B?) = 1800.

R T
1090. In limitd se observd suma Riemann asociata functiei f : [0,1] = R, f(z) = thT,
diviziunii A,, = (O7 %, - "771) si sistemului de puncte intermediare &, = (%, e %)

Functia este continua si deci integrabila, asa ca limita din enunt este egala cu integrala lui
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1 « kw Vo nx ! 1 4 7x 1
S s L A I S
fpe[,]nggon];gM /0 B dr= | (e r=(~te x|

4
——1.
i

1091. Notam numirul complex z cu a+bi = Re(62% —3i+2) = Re(6(a+bi)* —3i+2) =

60 —6b%+2,Im(7ixz—22%2) = Im(7ix(a—bi)—2(a+bi)(a—bi)) = Im(7ai+7b—2a*—2b%) =

7a,6Im(z)? = 6b> = Re(62® — 3i +2) — Im(7i ¥ 2 — 22 * 2) + 6Im(2)? = 6a® — Ta + 2

21
Egalémcu7¢6a277af5:0éazﬁsaua:fl

12°
V2

. 2 2
1092. Inmultim relatia cu %: T(SinB +cos B) = g(sin C' + cos C). Folosind iden-

V2

2 2
titatile trigonometrice: g sin B 4 5 cos B =sin B -sin % +cos B - cos % = g sinC' +

2
TCOSC = sinC-sin%+cosC’~cos% = sinB-Sin%Jrcostzosg = sinC~sin% +

cosC - cos% = cos (B — %) = cos (C — %) Cum functia cos este para, avem: B — % =

C’—% sau B—g :—(C—%). Primul caz: B—% :C’—% — B=C.In

acest caz, triunghiul este isoscel. Al doilea caz: B — % = — (C — %) == B - % =

—C+ % = B+C= g In acest caz, triunghiul este dreptunghic.

1093. Cum a; = l,a3 = —1,a3 = 2,a4 = —2,... deducem formula generala pentru
-5 daca n este par,

termenul a,, = . Demonstrand prin inductie: Pentru n =1,

L"THJ daca n este impar.

avem: a; = 1, echivalent cu a; = L%J = |1] = 1. Presupunem c& formula este adevarata

|

pentru n = k. 1. Cazul k+1 impar: Daca k+ 1 este impar, atunci k este par — ap = —

Atunci, pentru n = k+ 1, avem: apy1 = ap + (k+1) = — | 5] + (k+ 1)..
E+2] |k+14+1

2 | 2
k+1

2. Cazul k + 1 par: Daca k + 1 este par, atunci k este impar = ap = L?J . Atunci,

Conform formulei: ap41 = { J , ceea ce este corect.

pentru n = k+ 1, avem: apy; =a — (k+1) = %
. k+1 . .. o .
Conform formulei: ax41 = — {2J , deci cel mai mic numar pozitiv n pentru care

a, > 200 este 399.

1+ zg‘;fc cosx +sinx

n/2 1 _ sinz 3 i
1094. I = / — ST gy = / wdx. Folosim schimbarea de variabila
0 0

1
1
t =cosx +sinx = dt = —sinx + cosxdx = integrala devine / n dt = 0.
1

1095. Fiez € C, z = cosg + ¢sin g Conform formulei lui De Moivre, expresia ceruta

470



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

este chiar Re(z + 2% +2°). 27 = -1 <= 27T4+1=0 < (2+1)(20 -2+ 24 — 234+ 22

241)=0 <= 26422 +22 41 =254 42 <= 2(5+22+2)+1=22+22+2

1 1 1—cosZ +isinZ 1
P+ 4+2=:L. = — = 7 7:Re( ):
2 l—z 1 —cosZ —isinZ 2—2cos 7 1—2z
1 —cos% 1
2—2cosT 2
: - 1 1 . (* Ing 1
1096. Folosim substitutia * = - — dxr = ——dt = L = lim — . —dt =
t 12 avoo 1 L 41 2
. ¢ Int 1 . ¢ Int
_all)rglo N ti‘;‘l tfzdt——alingo N mdt—-[x — L—O
C VBr A 1-VT . \Brr1-VT B+ 1+VT
1097. L=1lim ——— = lim .

. 3 3
= lim = .
=2 \Br+ 1+V7  2V7

1098. 0 <sin?z,cos?z <1=1<80° T <8 1< 450°e < g goose _ ysin®e _

sin? x = cos? 2 = 0 imposibil. Ecuatia nu are solutie.

1 2x 2
1099. log.((¢c™*)%)—log, (—3> log, (b*)+log, (%)Jrloga (C—> = —x?—z+6log, blog, ¢
c * a

x

+2xlog, c— 3z log, cb+2log, c = (2log, c —x)(3log, b+ 2+ 1). Ca ecuatia si prezinte o

1 1
ridicing dubld = 2log, ¢ —a = 3log, b+ +1 =0 = log, ¢ = log, (5) +log, (;73) N
1 1
2

cCC=—=>a=——=.
ab3 c2b3

7\" 7\"
1100. Alegem x = g Atunci avem: ({) + ({) = 1. Aceasta devine:
2 - <2> =1 <2> =3 Deci: 2 2 = 27! Prin urmare, n = 2 este singura
solutie.

Cayley-Hamilton
— A

1101.  det(4) =0 2= 94 = A" = (-9)"'A. Daca B = A =

det(B) = 0 = B" = (Tr(B))" 'B. Fie B = R 08p —
= = . = ,x,y,2,t € C= (Tr(B)**B =
z i

A e (z+1)22% = Tr(A) = -9 = ecuatia B*** = A are 2024 solutii in My(C) si 2 in

M (R).
1102 1 < L == /1 1 dz < /1
. T
In+1—2|+2024 ~ |n— x|+ 2024 o In+1—z|+2024 0
1 1
mdm = I,41 < I,. Folosind Teorema de medie, obtinem m
1 1 .

1
tinua 0,1] = dk € [0, 1] astfel incat ——dr=7——7-——. 1
continua pe [0, 1] € [0,1] astfel inca /0 =] 5 2024 x 1 2024 n
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1
concluzie nh—>H;o m =0

1103. Fie functia f: R = R, f(z) =2 —In(1 +z). Avem ca f'(z) = ;57 >0, Vz > 0,
deci f este strict crescatoare pe (0,00). De asemenea, se observa ca f(0) = 0, deci din
monotonia lui f rezulta ca f(x) > 0, Vo > 0. Stim ca 2,41 = f(z,), Vn € Nsi cum zy > 0,
prin inductie se poate demonstra ci x,, >0, Vn € N = 2,11 — 2, = —In(1 +z,) < 0,
Vn € N, deci (z,,)nen+ este strict descrescator. Cum (2, )pen+ este si mérginit inferior de

0, rezulta ca sirul este convergent. Pentru a-i afla limita, pe care o vom nota cu [, putem

trece la limita in relatia de recurentd si obtinem: | =1 —1In(1+41) < [ =0.

. X1+ X2+ -+ Tp Cesaro-Stolz .. Tpt1 . .
1104. lim noSESALOSIOV iy L i Tpy1 = lim x, =0
n—oo n n—soon+1—n n—o00 n—o0

1 ceodin esaro-Stolz . R i
1105. lim In {122, .2, = lim In (2125 ... 25) Cesarostolz o <M> _

n—o0 n—00 n n—oo T1...-Tp

lim In(z,41) = —0c0 = lim Yxixs...2, =0.

n—oo n—oo
b c sin A+sin B +sinC
2R = =

1106. Din t i ilor: = = =
1n teorema Sinusurilor SiIlA sin B SiIlC a+ b +ec

3R = sinA +sinB +sinC = %, unde cu R am notat raza cercului circumscris si cu

p semiperimetrul triunghiului ABC. Inlocuind, obtinem p = 6. Ne putem folosi de

abc
formula R = s unde s este aria lui ABC, pentru a afla raza R. Aria o aflam din
S

formula lui Heron: s = /p(p—a)(p—b)(p—c) = V6-3-2-1 = 6. Asadar, avem ca

3-4-5 5 12
R= 16 2 si deci sin A+sin B +sinC' = =
— — -1 —
1107. AB: T7rA _ YA = z :u — 2x—-3y+7=0 <=
Tp—TA  YB—Ya 3 2
2 7 — — -1 -0
y=-x+—-,CD: rote _ Y7 Ye <= z Y <~ 6xr—9y—6=
3 3 Tp — TC YD — Yo 9 6
2 2
0 — y = gm -3 Cum map = mcp = 3 avem cd AB||CD. Analog se
AB+CD)-h
poate ardta mac # mpp, deci ABCD este trapez. Aapcp = %, unde
6-1-9-3—-6 27 9
h=d(A,CD) = | I AB = \/(za —2p)*+ (ya —yB)? =

V6292 Vi3 VI3

9-4v13

V13; CD = \/<$C —xp)? + (yC - Z»/D)2 = V117 =3vV13 = Aapcp = W = 18.
1108. Folosim metoda integrarii prin parti v = cos(3z) = du = —3sin (3z),v" =

1 1
e = = —3 e = I = cos (3z) - <3 . 63"”)

0
- / sin (3x) - e 3%dx =
-5

us
3

0
1 e . _: . . . - . .
—_ - = sin (3z) - e 3*dx. Folosim, din nou, in mod similar, metoda integrarii
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. 1 .
prin parti u = sin (3z) = du = 3cos (32),v' = e *" = v = —3 -e73% | In concluzie,
0
1 em 1 0 1 e
I= ~3~ %—Fsm(i’mf) 3 e " ) +/—g —cos (3z) - e 3dx = ~3~ %—I = I =
e +1 ’
6 1 2
1109. Notam a = sinll0 sib = cos%. Deoarece sin®a = %M avem ca
1-b 1 2 1+ cos 2F
a?="—"=224+b=1. De asemeneacos2a—+c%(a), deci b2:#5:

1+51nﬁ _1+a
2 2
0 < 2(a+b)(2a—2b+1)=0. Cum a+b#0, rezultd cd 2a —2b+1=0 <= 2a =

= 20> —a = 1. Asadar, 262 +b=1=20"—a < 2a®>—2b>+a+b=

W—1 = 20=2—4a%>-1=1-2a2 <= 4a®>—2a+1=0. Cumlloseaﬂainprimm

5-1
cadran, valoarea lui sin 1—7;) va fi radacina pozitiva a ecuatiei de mai sus, deci \[4 .
1110. Vom calcula derivatele lui f si punctele in care se anuleaza acestea:
4(42% +1) — 4 - 8w —4z? 4+ 1

"(z) = =4 ,Vz € R =0 —4a? +1 =

F@) (2% +1)2 @z " C = ['(@) = oA
1
0 <= z€ {i§}.
() = 478x(4x2 +1)2 — (—42? +1)-2(42? + 1) -8z 4732:53 — 8z + 6423 — 162
N (42 + 1)4 N (422 +1)3 N
223 — 24 4a? —
520 x:32x(‘” 3 Ve ER o ) =0 <= 2= 0sauda®—3 =0 <=

(422 + 1)3 (422 + 1)3’
et

lim f(z) = 0. Tabelul de variatie a lui f este:

o S TR
@ - - 0o + 0 - -
@)l - 0 o+ 0 — 0 4+
fl@) [0 N -1 2 1 N\ N0

Asadar, f are doud puncte de extrem global: = —1 si x = 1 si 3 puncte de inflexiune.
V2 1 V2 1 1
/ f(x)dz = -In(42*+1)] =-In9— -Inl=1In3.
0 2 0 2 2
@ 1 2
1111. Determinantul sistemului este d = |1 o+ 1 1 |=(a+3)(a?-3a+1)=

2 1 a—1

sistemul este compatibil determinat pentru o € R — { -3,
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cos(a — fB) — cos(a + )

1112. Cumssina-sin 8 = 5

, sin (x — arcsin x)-sin (z + arcsinz) =

1 . . . .
= —(cos (x — arcsinx — (x + arcsinz)) — cos (x — arcsinz + x + arcsinz)) =
1
i(cos (2arcsinz) — cos (2z)) =
x) = ( 222 + 2sin*2) = sin?x — 22, z € [-1,1]

=3 (cos (—2arcsinx) — cos (2z)) =
1

= 5(1 — 2sin? (arcsinz) — 1 + sin?

n!

(n—k.— - Y-kt 1)

1113. Dezvoltam termenii egalitatii < a=(n-k)n-—

k+ 1) (produs de 2 numere consecutive) = a € {2,6,12,...}.

1114. Pentru z = 0,y = 10 = graficul nu este corect. De asemenea, pentru

r = —2,y = 0 = graficul corect este cel reprezentat de varianta .

w-T
1115. Folosim relatia cos(, ) = Kilki si avem: 2(a = /2(a? +1). De aici

rezulti cd a = 2 + /3. Analog se obtine by = —1 si by =

l\D\OJ

1116. Pentru (1 —2?)(1 —23)(1 — 22)(1 — 23) = (a+1)(a + 3) observim ci: (1 —z?) =
4

4 4 4
1=z +z) = [Ja—a) =[J—2) - [JA+2) = Q1) - f(=1) = [J(1 = 27) =
=1 =1 =1 3

(a+1)(a+3). Pentru (1—x%)(1— x%)(lfxg)(lixi) = (a+1)?, conform calculelor de mai

sus: (a+1)(a+3) # (a+1)? pentru orice a # 2. Pentru a2 + 3+ 22+ 237 = 9— 2a, folosim
formula 3423 +25+23 = (v1+To+23+14)% —2(21 20+ 2123+ 21 Ty o3+ LTy +T3T4) =
(—=3)% — 2a = 9 — 2a. Pentru 27 + 23 + 23 + 22 = 9 — 4a, conform calculelor de mai sus:

9 — 2a # 9 — 4a pentru orice a # 0.

1117. MN = ON —OM = %(0?4—0?—0_1}4—53) Grupam vectorii OB cu (Télsi oc
cu OD: MN = % ((@ - 0—121) + (O?— @)) . Rezulti cit: MN = %(zﬁ-‘r@) @ =
(ﬁ—O? = %(O@—&—aﬁ—(ﬂ—@) Rezulta ca: ]@ = %(ﬁ—i—C"ﬁ) = %(ﬁ—@)

1118.  Functia este continua pe intervalul de integrare, aga ca aplicam Teorema de
A k? + 9k®

1119. Legea de compozitie devine: x xy = 2(z + 5)(y + 5) — 5, care este comu-

tativa. Pentru a gisi elementul neutru e, avem: x xe = 2(z + 5)(e +5) — 5 =

1 9
2(x+5)(e+5) =x+5, oricarearfix, decd 2(e+5)=1 < e+5:§:>e:—g.

Cautam un element a astfel incat: = * a = a oricare ar fi x € R. Conform legii de

compozitie date: 2(x + 5)(a + 5) = a. Deoarece ecuatia trebuie sa fie adevarata pentru
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orice z, putem simplifica: a+5=0 = a = —5. Atunci: (—10)*(=9)*---x9x10 = —5..
o] (2n)! " 1) (2 . 1 2
1120, a, = {20 _ \/”+ ”)\/(H (1+2)- - (1+2).
n!-nn n n n
- : : 1 ¢ k -
Aplicand logaritmul natural, obtinem Ina, = — E In{1+ — |. Asadar, a, reprezinta
n n
suma Riemann asociatd functiei f : [0,1] — R, f(z) = In(1+ z), diviziunii A, =
1
(O, 711, ey %) si sistemului de puncte intermediare &, = (, ey n> Cum f este in-
n n

tegrabild, rezultd ca girul (a,)nen+ este convergent si avem ca hm Ina, = / flx

n—oo

! 4 _ 4
n(z+1)dze=ln- = lim a, = —-.
0 e e

1121.  Scriem 14! ca produs de numere prime, 14! = 211 .3%.52.72.11.13. Le

grupam corespunzator = log;3(14!) = 1 + 3log;56 + 2log;538 + 2log;5 70 + log;311 +
2log3 3,log;3(14!) = 1 + 4log;3 6 + 2log;5 14 + 3log3 2 + log;3 10 + log 3 22 + log, 5 15.

1122. Functia este impara, iar intervalul de integrare este simetric = rezultatul este 0.
1123. det(A) = 16 # 0 = rang (A) = 2. Asadar det(A™) poate fi scris astfel: det(A") =

a? 402 = (det(A))™ = 16™. De aici rezulti ci a?, —2%*-aZ = (164 —b3,) —224(16% —b3) =

16 — b2, —165-16% +16%2 = 16562 — b3, <— a?4+b%4 =224(a +1%) < 2°6 = 256.
2 20
azy + b20 16

= =16"1°.
ago + b5 16%

o 1 2

1124. Determinantul sistemului este d =11 o +1 1|= (a+ 3)a(a —2) = sistemul
2 1 o

este compatibil determinat pentru o € R\ {—3,0,2}.

1125. Notam cu [ integrala din enunt. Facem schimbarea de variabila z = 7w — ¢ si

0 _ . - _ . - .
obtinem: I = / (r —?)sin () 3)( dt) = / mdt = 7T/ &dt =1,
m - 0 0

cos? (m —t cos?t—3 cos?t—3
us
_ ™ _sint _m 1 cost—/3 o —1—v3|
deci I =F [T sntodi = —% . LI |cosi=v3 4\/5(111 =13
0
1-3 ) Tl 1t V3 T V341
n = — n =———In .
1++3 43 |- 2v3  V3-1
V5—1
—1
1126. sin I _ 1 — cos? T _ V5 . Putem rescrie asadar ecuatia astfel: —*— +
10 10 4 ’ sin
7”1012‘/5 sml—0 cosl—0 T T .
— =2 = =2 <= sin-—sinx + cos — cosx = 2sinzrcosz,
cosST sinx CcosS T 10 10
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adica sin (1% + x) = sin 2z. Solutia generald a acestei ecuatii este: 110 +x =nn+(-1)"2x,

3 29

n € Z. Solutiile din (0, 7) se obtin pentru n € {0,1,3} si sunt = € 1, —W, il O
' ’ ’ 10710° 30

Tn—Tk

1127. Aflim formula generald a unui termen a dezvoltirii: Ty, = (—=1)%-37 5 -CF.

13k+2n m—7-5

= 5 . Stim din enunt ci (=1)°-37 5 - C? = —31.3003 = n = 15. Aflim termenul

13k + 30
care il contine pe 3% 1ok + 50

32 = k =10 = Ty; = coeficientul lui 777 este 37011;).

WVr+12+z) (Ve +12 —x) ) (=3—2x)(z—4)

1128. L =1 =1 =
2o (VI + 12+ 2)(a? — 16) e (z— A)(z + )(vVa F 12+ 2)
—-3—-x 7

I -
oo (z +4) (Ve r12+x) 64

1129. x; =z9+ e *° > 0, deoarece xg > 0 si analog se poate demonstra prin inductie

cdaVn eN x, > 08l zpp1 —z, =e 7 >0, deci (,)nen- crescator. Putem presupune

ca sirul ar fi marginit superior, caz in care ar fi convergent la [ € R si am putea trece

! «—= et =0, fapt care contrazice [ € R.

—x —x
: Tl . Tpte ' . e 0
Asadar, lim z, =oco. lim = lim ——— = lim (1 + y=14— =1,
n—00 n—oo I, n—00 T n—00 Tn o0

la limita in relatia de recurenta: [ = [+ e~

deci conform consecintei lemei lui Cezaro-Stolz avem lim /z, = 1.
n—oo

1 a b 1 d UV 1 a b 1 o v
1130. Fie [0 1 ¢|si]0 1 ¢ | din H3(M). |0 1 c¢|-|0 1 | =
00 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 a+d b+ad +¥
0 1 c+c € H3(M), VM € {Z,R,C}, deci “-” este o operatie pe

0 0 1

Hs(M),M € {Z,R,C}. Asociativitatea acestei operatii se mosteneste din asociativi-

tatea Inmultirii matricilor de ordinul 3 cu intrari complexe, reale, respectiv intregi.
1 00

De asemenea, elementul neutru I3 = [0 1 0| € H3(M) , pentru M = Z sau M = R.

0 0 1
-1
1 a b 1 —a ab—c
Se poate verifica prin calcul ca |0 1 ¢ =10 1 _b € Hs(M), pentru
0 0 1 0 0 1

M = 7Z sau M = R, deci orice matrice din multime va avea inversa tot in aceasta
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multime. In concluzie, (H3(R),-) si (Hs(Z),-) sunt grupuri. VA € Hs(R), det(A) =
140+0-0-0-0=1.

7 3 7 3
1131. cos | arcsin —— + arccos — | = cos | arcsin —— | cos | arccos = | —
( V50 5) ( Vv 50) ( 5)

7 3
sin | arccos — |. Folosim acum arcsin z = arccos (\/ 1— x2> siarccosx =
/50 ) ( 5) ’

sin (arcsin

7
arcsin 1-— xz), entruz € (0,1). Cum —, — € (0,1), avem arcsin —— = arccos ——,
(v p (0,1). e ) =
4 3
arccos E= arcsin 3 Asadar, cos <arcsm —— + arccos 3 (arccos 750
1

cos (arccos 3) — sin <arcsin 7> sin (arcsm ) — § — é = 3~ 28 =
5 /50 5 V50 O V50 5 54/50

5 1L V2

V50 V2 2

= arccos | cos arcsin L + arccos§ — arccos —@ = 3j
V50 5)) 2 | 4

1
1132. Pentru a determina punctele de acumulare, vom calcula L = lim (—1)" - nt ,
n— 00 ™
. . . . 1 o . 1 y .
in functie de paritatea lui n = L = 7 daca n este par si L = — daca n este impar.

Ambele valori sunt puncte de acumulare.

1133.  cos2r = 2cos’x — 1 = ecuatia devine 2cos?z — 1 + 3cosz — 1 = 0 <=

1 1
(2cosx—1)(cos z+2) = 0. Singura solutie valida este cos x = o T= =+ arccos §+2n7r =

j:% + 2nm,n € Z.

3 3
1134. lim x(E — arctg V3z ) = lim z(arctg V3 — arctg V3x )
6 T+ T—00 T+

T—r 00 i
. — e 3 . am/Barctg 25 a3
= lim x - arctg 3 = lim x - arctg = lim = ,
T—00 1+ =2z T—00 Qo + 7 z—oo 4 + T /3 4
T+ ; 4dx+m
t
deoarece lim =0 si lim actet _ 1.
z—o0 4 + T T t—0 t
_ _ 4+ L
1135. Vom afla ecuatiile dreptelor AB : TTrA _ YTYA —1& =
TB —TA YB — YA —g+ﬁ
_ 8 _ _
Y5 s 5By +3=0siAC: —— A _ YTYA 7 y4+1=0 Remi-
0— 2 Te—Ta Yo —ya

unea bisectoarelor unghiului A, care se obtine ca intersectie a dreptelor AB si AC, este

locul geometric al punctelor egal departate de aceste doua drepte. Ecuatia acestui loc ge-

5r — 5 3 Tx — 1
ometric este asadar: 25— Y3 TEYH U e o s ey e

52 —5y+3 = £(7Tr—y+1), de unde se obtin cele doua bisectoare de ecuatii z4+2y—1=10

si 6z — 3y + 2 = 0. Observam ca ecuatia @ este echivalenta cu 6z — 3y + 2 = 0.
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1136. Scriem z = x + yi; 7,y € R = |z —a|] = /(z — 4)2 + (y — 4)2 si scriem inegali-

tatea ca2 < \/(z —4)2+ (y—4)2<3=4< (x -4+ (y — 4)? < 36.

4
1
1137. Folosim substitutia © = 4 -t — dax = —dt. I = / —dt =
o 4424
rto2 1 L[t 4 1
- ——dt=--4— - ——dt=1-1 = [ =—.
4/0 442t 4 4/0 442t 2
1138. lleI:l f(z) = 1, deci y = 1 asimptota orizontald pentru Gy. lirn1 flz) =
e <1
2 . 2 . . < L
— = —oo si lim f(xr) = — = o0, deci & = 1 asimptota verticald pentru G¢. Asadar,
0- 21 0+

G admite doud asimptote. Ecuatia tangentei in x = 2 este: y — f(2) = f'(2)(z — 2)
fl(x) = ﬁ = f(2) = —25si f(2) = % = 3, deci ecuatia tangentei este: y — 3 =
—2(x —2) <= y = —2x+ 7. Observim ca f'(z) < 0, Vo € R\ {1}, deci f este
strict descrescatoare pe (—oo,1) si pe (1,00). Folosindu-ne de informatiile cu privire la

asimptotele lui avem ca: x) < xr € (—o0 st f(x) > x € o0 ecl pentru
imptotele lui f, a: f(z) <1,Vx € (—o0,1) si f(z) > 1, Vo € (1,00), deci p

a = 1, ecuatia = f(x) nu are solutie.
2

1139. lim Z i = lim EZ i -
TS (R (A B 1)2 TS (n+ k)2 (L + E)E 4 1)3

1 1
= lim — Z . Avem deci o suma Riemann atasatd functiei
TS I+ E2Y (1 + B 1)
f:[1,2] = R, f(z) = —~——, diviziunii A,, = (1,1+1,...,1+ 2) si sistemului de

x2 ¥/ (z4+1)3 ’

puncte intermediare &, = (1+ *,...,1+ 2). Cum functia f este continud pe [1,2], ea va
fi integrabila pe acest interval si limita sumei Riemann va fi asadar egala cu integrala lui

f pe [1,2]. Vom calcula acum valoarea acestei integrale: / f( ) =

— dz
/xQ{‘/ m4 /x2\4/x41+x /xQ ac34 1—|—x V(A +az4)3

1 1
- x:— A1+ 27 %) +ax77)r| =
1 335\4/(1-1-3: / (1424 % 4 (1 R 1 @ 9 1
17
V2 — ] —.
V2 16

1140. Cum 6> = ﬂ + ﬁ + Iﬁ = 6> = 3@. Deci: Iﬁ = 6>, asadar, H = G.

Ceea ce ITnseamna ca ortocentrul coincide cu centrul de greutate,deci triunghiul este echi-
lateral.

1141. Rescriem f(z) = (x+1)(2%+ (a—1)-z+1) si stim ci una dintre radacini este —1,
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iar celelalte doua radacini sunt solutii ale ecuatiei de gradul al doilea. Pentru ca ecuatia
de gradul al doilea sa aiba solutii reale, discriminantul sau trebuie sa fie mai mare sau

egal cu zero. Astfel, a trebuie si apartind intervalului a € (—oo, —1] U [3, 00).

1142. Folosind faptul ca sinx = tg x - cosz, rescriem I in felul urmator: I =
i tgx 1 . . . Y
—_— dz. Folosim, apoi, schimbarea de variabila t = tgax =— dt =
o tgx+1 cos?x

1 bt ! 1 L
dz si avem: I:/ —dt:/ dt—/ ——dt=(t—-In|t+1|)| =1—-1n2.
cos?x o t+1 0 o t+1 0

8
1143. Circumferinta este 16 < 27R = 16 & R = —, unde R este raza cercului, de
T

unde rezulta ca distanta de la centrul cercului pana la varfuri este egala cu R. R mai este

2
egal cu §h7 unde h este inaltimea triunghiului echilateral. Notam cu [ lungimea laturii

2 1 4 24 4
triunghiuluiéR:§~§<:>l:\/§R<:>l:%:>a: 8\/§P: \/3,7’23—.
™ ™ ™
a 163 P
— = P? P—=—.
P g FQa<Pir<Po=5

1144. Pentru a obtine o lege comutativa, tabla legii trebuie sa fie simetrica fata de diag-

onala principala; se completeaza fara restrictii elementele de pe diagonala si deasupra ei
n-(n+1)

2
. vy n(n+1) coqep
de n valori, rezulta ca avem n~ 2 legi diferite.

(restul vor fi simetrice), deci avem pozitii; cum fiecare pozitie poate fi ocupata

2
1145. Scriem log;(92% — 122 + 5) ca log,((3z — 2)? + 1) = pentru x = =,y = 0.

3
. o ™ 57/4sin (t — )
1146. Folosim substitutia t = x + — — dt = dz. I = —=2dt =
4 /4 sint
37/4 gintcos T — sin T cost 2 (34 gint — cost 2 (1%F 3
/ 1 1 dt:\f/ Mdt—\[(t4—ln|sinx| 4):
n/4 sint 2 Jra sint 2 Ed z

T
2v2 »
1147. Fie functia f: R — R, f(z) = cos?" z+sin®" z. Atunci, f(z) = (cos? z)?" +

(sin? 2)?" = (cos?z)?" + (1 — cos? x)?". Facem acum schimbarea de variabild ¢ = cos? x

si privim functia f ca fiind functia g : [0,1] — R, g(t) = t¥ + (1 —1)*". ¢@t) =

212"~ —2n(1 —1)?" "1 = ¢/(t) =0 <= t= 1. Minimul lui g se atinge in acest punct

1 1. on 1. on 1
{ este egal cu g(=) = (2)2" + (=) = ——.
st este cgal cu g(3) = (32" + (1) = 7y o
a b

1148. Folosim t i ilor si ietatea di t si obti et —= =

olosim teorema sinusurilor si proprietatea din enunt si obtinem: == + -3

2

:ﬁ' Inmultind cu 4R? obtinem: a? + b = ¢? Prin urmare, triunghiul ABC este drep-
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tunghic.

1149. Din Teorema Cayley-Hamilton, cum det(4) = 0 = A% = 104, deci inmultind

succesiv cu A la dreapta obtinem A™ = 10"~ !A (se poate demonstra si prin inductie).

2024

det (Z A’“) = det(A+ A%+ A%+ .+ A%20%) = det Axdet(Iy+ A+ A%+ ...+ A202) = 0.
k=1

1150. Fie functia f: R = R, f(z) =In2- 2", cu n € N. Observam c& L este definitia

derivatei functiei f, asadar, L = In2-n-z" %

1151.  Determinantul sistemului este d = |1 1 | = (a — 1)*(a +2) = pentru

1
a € R — {1,—2} sistemul este compatibil determinat cu x = y = z = part Pentru
a

1 -2 1
1 —
a=-2=4d = #% 0,d. = | 1 1 1| # 0 = sistemul este incompatibil.
1 1
-2 1 1
1 1 1 1 1 1

Pentrua=1=di=1#0=d,;=1{1 1 1/=0,deo=1|1 1 1| =0 = sistemul este

1 1 1 1 1 1
compatibil nedeterminat.
. T 1—t2 2t
1152. Folosim substitutiatg — =t, de = ——dt, cosz = ——, sitgr = ——.1 =
2 241 14+¢27 1—¢2

1 1
Va2t 1 2 3 t
. : dt =4 dt
/0 1—12 14222 1442 /0 1—t)(1+2+2-(1—12))

) T I+e? L
V3 t S 2 3 1
=4 o mdt Cu SubStltutlau:t,dUZQtdt,IZQ . mduz
1
—1 (3 (u—3)—(u—1 o S —1] 1
=2 — (u ) — (u )duz/ du—/ duzlnu =Iln- —
2 Jo (u73)~(u71) 1 u—1 1 u—3 u—3|11
1 4
In- =1In-.
4 3

1153. Maximul este atins la "mijloc”, datorita proprietatii de simetrie a coeficientilor

5n
binomiali, deci termenul cel mai mare va fi C5; .

1154, cos?z — 1+ cos2x s costy — 1+ cos2x 2: 1+ 2cos 2z + cos? 2z _
2 2 4
3 cos4dx
2 + 2cos2x + 5L 3 cos2x cosdx 3 cos2r cosdx
= 2 2 == . F = — dx =
4 s T2 T3 (=) /(8+ 2 7% )x
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sin (4z) + 8sin (2z) + 12z T 3mr+9 1
.F(7>: — = —.
32 +C 4 32 ¢ 32

1155. 36cosz+36sina —34 = 36 —36sin®z+36sinz — 34 =2 —36sin’x + 36sinz =

11 — (36sin®z — 36sinz + 9) = 11 — (3 — 6sinx)?> = cea mai mare valoare este atinsi

1
daca 3 —6sinz =0 & sinz = 3 = valoarea maxima e 121.
n n n
. n . 1 n? 1 1 o 9
k=1 k=1 k=1 n
1

in limita este suma Riemann atasatd functiei integrabile f : [0,1] — R, f(z) = o2

x
diviziunii A,, = (0, —,..., — ] si sistemului de puncte intermediare &, = | —,..., — |,

n n n n

1
asadar limita sumei va fi integrala lui f pe [0, 1]. / f(z)dx = arctg x’ =
0

i B N

0
1157. Notam cele 8 puncte coliniare cu Cq,Cy,...,Cg si cu N1, Na, ..., Nos pe cele care

nu sunt coliniare. Avem o dreaptd ce uneste cele 8 puncte coliniare, Cé * 0215 drepte de
tipul C;N;,1 <4 <8,1 <5 <25si C225 drepte de tipul N;N;,1 <¢<25,1 <5 <25=
sunt necesare 501 drepte.

1 3
1158. z = \/12(54—%1') Sz = \/12(008%4—2’5&11%) =20 =V 12(c05 E_Hbmﬁ)

s T T s 137 . 137w s 197
zl—\/12(cosﬁ+zsm 12) 12(0053—&—2 sin 12) 12<COSE+

19 s 7
+isin1—27r). 2= 12(COS€ +isin%),zf = \4/12<COSE +isin %),2223 =12
137 197 197 137 . 137 197 137 . 197

8
(Cosﬁcosﬁﬂsnf) €O g Hisin g o8 g sin g sin - = 412<COS§
s 87r) 2, 2 412( 47T+,, 47r) 2, 2_’_1
isin— ). 25 +2{=———|(cos— +isin— ). 25 +2{ + =
3r—4 3xz*—-2 3

1159. Folosind I’'Hopital, ob‘ginemL:IILH;O i3i22—1 . 7z6+3 =z

1160. AC + BD = AD + DC + (BC + CD). Stiind ci AD + DC = AC si
Eg + CA’[—)) = 33?, avem: B + Eﬁ = SB?. Prin urmare, modulul va fi: Lﬁ + Eﬁ\ =
3BC| = 3|BC| = 3-5 = 15.

1161. lim

L Y om (e
n—oo \ In (227) In (n™*) T nSoo \ 2nn?2 n2lnn

2923 = ——— COS —.

= lim 1 4 1 Cesaro-Stolz |, 1 B
n—oomn \ 2In2 nlnn n—00 (n + 1) ln(n + 1)
1162. Pentru a ajunge la functia r(x) = 4, putem aplica u de 2 ori sau v(v(u(v(u(z))))),

deci am aplicat functia v de un numar impar de ori. Nicio varianta nu este corectd =
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D]

1163. Folosim substitutia tg g =t = dx =

2 1 —¢2

mdt, COST = 1-’—7 Sl sinx =

2t ! 1 2 ! 2
—. Avem:I:/ 5 . dt:/ dt =
1+¢2 0 2.1t 4 3.2t 44 241 0 2—2t2+6t+4t2+4

1+¢2 1+¢2
! 1 ! 1 , o 3
= 5 Rt = ——————dt. Folosim substitutia u =t + - = du =
o t2+3t+3 o (t+3)7+3 2
LI 2 3 2 5 3
dt. I = / ——du = — -arctg —|. = — <arct — —arct ) Folosind
s w23 N RV PRV B V- RV
t t te ~— 9 obtinem T 2 tg —
arctg © — arc = arctg ———, obtinem I = — - arctg —~=.
¢ BT Ty N RRENE
lin’b 2?Inz
T— "Hopital
1164. lim f(x) = lim "IN = >0 = ¢ = 1, unde am folosit lim 2 Inz LHgpital
x—0 x—0 z—0
x>0 x>0 >0
1
L =0. f'(z) = 2% (22 Inz) = 2" (2zlnz +z) = 2* T2 + 1), Vo > 0. f'(z) =
3

1
0 <= 2lhz+1=0 < m:%. Avem ca: f'(z) <0, Vz € (Qﬁ) si f'(z) > 0,

1 1

Vx € (ﬁ,oo), deci f descreste pe <O, \/E> si creste pe (\/E’OO) Asadar, punctul

1
r = — este de minim global pentru f.

Ve

. o ™ 2 1
1165. Folosim substitutia r = — —t = dax = —dt. I = —dt =
2 o 1+tg™ (5 —1)

™

T 1 2 g™t R
/ — dt:/ st dt:z—/ - dt="7=1="

o 1+ 5= o tg't+1 2 o tg"t+1 2 4
1166. Lungimea medianei din A(0,0) spre latura opusd BC pentru triunghiul cu
varfurile A(0,0), B(4,0),C(2,3) este data de formula distantei intre punctele A(0,0) si

3
mijlocul segmentului BC', care are coordonatele M (3, 2). Formula lungimii medianei

3 * 35
este: AM: \/(CE]W —.’IJA)2 —|— (ij —yA>2 = (3—0)2 —|— (2 —0) = Tf

442
G (0 i 3 + , 0+ (3) + 3> =G (g, g) = ((2,1). Asadar, coordonatele centrului de greu-
tate sunt: G(2,1).

b b
1167. Folosim urméatoarea identitate / f(z)dz = / fla+b—z)dz.
7 o 7 _
I = / nB+7—z-3) dz = / In (7 — z) dz. Adunand cele
3 M[B+7—2-3)(7T-3—-7+z)] 3 ln[(7—x)(x—3g]

7 — _ 7
doua ecuatii pentru I, obtinem 21 = / In (7 — )(= 3)]d:c = / dr = x‘ =4 =
3 (7 —=)(z —3)] 3 3

I=2
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1168. Dezvoltam legea de compozitie astfel: zxy = e(@=2)nu=2) 1 9 de unde observim

ca * este comutativa. Fie ¢ elementul neutru al acestei legi, adica: = * ¢ = z. Conform
legii de compozitie date: x % ¢ = e(®=2)'In(c=2) L 9 Pentru ca z * ¢ = x si fie adevirat
Vr € (2,00), trebuie si avem: eM(@=2In(c=2) 4 9 — 5 = en@=2M(e=2) — 5 9 deci

eln(@=2)In(e=2) — n(@=2) " Prin urmare In(z — 2) - In(c — 2) = In(z — 2), deci In(c — 2) = 1

c=ec¢+2.
1 sin = sint
1169. lim z -sin — = lim = lim e 1
T—00 €T T—00 < t—0 ¢

1
1170. Stiind cd sina-sinf = (cos( — B) — cos(a + f3)), inmultim expresia cu sin g :

E(z) -si rz 1 T 3x n 3x 5x 5%3 n Tx
2)-8in — = = | cos = — COS — + COS — — COS — — COS — —+ cos — | .
2 2 2 2 2 2 2 2
1 5 Tz L —2cos 3 + cos
E(x) - sin 2 = = (cos L — 2cos 2 +Cos— , deci E(z) = €85 cos 3 +cos .
2 2 2 2 251115
10 10
1171. Avem zg = zatarptazc 10 siye = yatystyc _ 2 — G(*ﬂ). Deci
3 37 3 3
10
—2+4+2 10
d(G,l) = 5 | = .
V1+1 32 .
n—6 —1(n—6) 6 . gn—5 . -8 . Tg 5nh 4w
1172, T, s =C}7°-5-473 . Ty = Cp -5"7°-475, deci = = =
Tn75 5-4s3

: = 20, de unde rezultd n ¢ N.

18 9
1173. log,(1,80) = log, 0= log, F = log, 9 —log, 5 = 210g73—10g7(125)% =2b— g =
6b —a
3
. - T 2dt .
1174. Facem schimbarea de variabila t = tg 5,35 = 2arctgt = dz = 21 si ne
folosim de formulele si 2t L= Dupa simplificiri, integrala devi
im rm inr = —— = . implificari, integr in
olos e formulele sinx 1+t27cosm Ty upa simplificari, integrala devine

/1 2 ! 1 ! 1 .
7dt:/ 7dt:/ ——— = Substituim v = 2t + =

2 2 3 2
1 824t +2 A2 2t 1 e

5

1 1
deci du = 2 dt, iar integralul devine:§ / ——3 du Folosind formula standard, obtinem:
4

s ut+ g
1[t(2“>]gE1“ la limitele de int = t<5)+“
—= |arc — valuam acum la lilmitele de 1mtegrare: ——arc e .
AR -3 © V3 E\UB) T avs
1175. Notim AB = ¢, BC = a, AC = b. Avem —— ¢ @ ooy SO Falath)
b b+c (a+b)(b+c)

1, adica ¢® + a® + ab + bc = ab + ac + b + be. Aplicand Teorema cosinusului, obtinem

483



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

- 7r
m(B) = <.

(B)=3
1176.  Aplicarea regulii de inmultire a numerelor complexe scrise in forma trigono-

metrica si stabilirea faptului c& f(z + y) = f(x) - f(y), Vz,y € R. f nu este injectiva:
fle+k) = f(z), Vk € Z*. f nu este surjectivd deoarece nici un numéar complex nenul de
modul diferit de 1 nu apartine multimii f(R). [f(z)]* = 1< f(z) € {cos 2T + jsin 2k |
k€ Z} < x € {%|keZ} Presupunand ci ar exista un izomorfism g : R — C*, ar exista
a € R astfel incat g(a) = —1, prin urmare g(0) = 1 = (=1)? = [g(a)]? = g(2a), ceea ce
implicd 2a = 0, adicd a = 0. Dar atunci 1 = g(0) = g(a) = —1, contradictie.

1177. Aplicand legea de compozitie, egalitatea se restrange la (z —2)(9(z —2)* — 1) = 0,

75
deci solutiil t{277,7}.
ecCl SOu’lleSun 3 3

1178. Integrand, aflim f(x) = 22° —v/z. Avem f'(z) =0 <= 8oz =1 <= 2° =

64
_ ) 1 1 3
si cum ¢ > 0, avem f'(z) = 0 <= 2z = -. Cum f(f> = ——, lim f(z) =
4 4 8 z—0
0 si li_}rn f(z) = 400, iar f este o functie continué, avem Im f = {— 3’ +oo).

1179. Scriind Relatiile lui Viete si rezolvand sistemul de ecuatii, aflam z7 = 3,29 =

25
4,x3 = 5, deci raportul se restrange la %= 1.

1 1 1 1
1180. lim f(z)dz = lim ze®dr = lim (ex : x) —/ e’”dx) = lim (e”(m —
t—=oo J_4 —t

t—o00 ¢ t—o0 ¢
1
)=o.
—t

2 2 9 2 2
1181. A:/ |g(x)|d:1c:/ ei(x—l)dx:el(x—l)‘ —/ eldx:e“’(ac—Q)’ =e.
1 1 1

1 1

1182. Dénd factor comun, putem rescrie expresia ca (A2°%% — I,)(A* — 643 — A%) = O,.

Din Teorema Cayley-Hamilton, A2 — 64 — I, = O, si cum A este inversabild, avem
A* —6A3 — A% = O,, deci expresia este egalé cu Os.

1 o 1
1183. Limita se poate rescrie ca nh—>H§o ﬁ E \/ﬁ = nh_}n;o - ,;,1 1_7@)2
1
functia f: [0,1] = R, f(z) = ——, f continua si integrabila pe R. Pentru fiecare n se
tia f - [0,1] f@) = =1 g p
consider diviziunea A, = (0, 1,2, ... 2= 1) aintervalului [0,1]si &, = (£, 2,...,2=1 1)

‘n’n’ n n’ n ’

sistemul de puncte intermediare asociat diviziunii A,,. Pentru fiecare n, termenul z,, este

suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A,, si sistemului de puncte intermediare
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1
&n, adicd z, = oa, (f,&). Avem lim ||A,]] = lim — = 0 si, cum f este integrabila,
n—oo n—oo N
1 Uy 1
li n) = dz = | —(—=do= ! =5
nlﬁrr;ooAn(f,g ) /0 f(z)dx /0 Vi ¢ =arcsing| =
1 2
1184. Fie A matricea sistemului. det(A) = 0. Alegem un minor principal =1#
29
1 2 0

0,d. =12 9 (| =0 = sistemul este compatibil nedeterminat. Notam z = o € R =

= —= = —, deci e esia este egala cu —
x « 1 eXpresi S u .
5 Y 57 Y 2 75

1
1185. Avem 22 +2z+1 =2 <= 22+ 2+ 1 =0, impartind cu z, avem z + — = —1.
z

Tot din 22 + z + 1 = 0, inmultind cu z si inlocuind 22 + z = —1, avem 22 = 1. Deci, in
4044 4044
.z 1 . . oA 2+ 1
relatia ——-—=—, inlocuim 22922 = (2%)67 gj 24044 = (23)1348 rimanem cu ~——55>— = 2.
’ z ’ z
1186. Efectuand calculele, P este o progresie geometrica cu ratia z, deci P = z -

52024 1 2025 _

= = —1(2% = 1). Prelucrand expresia Q, Q = z
z—1 z—1
(23)675'1012 — 1.

20242028 10122025 _

1187. Aplicind Regula Triunghiului succesiv pentru fiecare pereche din suméi, vom

ramane la final cu Ag- A, + A, - Ay = ﬁ

1188. Adunéand coloanele, avem

T T2 I3 — 1 1 i) Trs — 1
xr1 zo — 1 3 :($1+1’2+l’371)- 1 x9—1 xs3 =
Tq —1 i) T3 1 To T3

(x14+x2+2x3—1)-(—1). Din prima Relatie a lui Viete, x1 +z2+x3 = 1, deci determinantul
este egal cu 0.

1189. Avem a, = 12023422023 ... 1 52023 — »2024. Cum b, este divergent, aplicand

- . 12023 | 92023 4.4 2023 . (n +1)2023
criteriul Stolz-Cesaro avem nh_}n;o 302 = nh_}rr;o (T 1)z — oz =
) n2023 + .. 1
= lim - = .
n—oo 202402023 ... 2024

1190. Din relatiile lui Viete, suma radacinilor va fi —3, iar produsul acestora va fi 4
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(gradul polinomului este un numér par, deci vom avea un numér par de relatii). De aici,

rezulta varianta .

1191. Avem f'(z) = e*(2*+22—2)+e” (22 +2) = e*(2* +4x) = e”-x(x+4),Vr € R, deci

f'(x) =0< z € {—4,0}. Cum f'(z) > 0,Vx € (—o0,—4]U[0,00), f'(z) < OVz € [—4,0]
si f continud, obtinem cd f este crescatoare pe (—oo, —4], descrescétoare pe (—4,0) si
crescitoare pe [0,00). Avem f(—4) = 6e?*, f(0) = —2,$E13100 f(z)=0si Jdlgrolo f(z) = oo,
deci * = 6e~% este punct de maxim pe (—00,0], de unde rezultd ci afirmatia este

adevarata.

™

4 1 B 1 1 1
1192. | —  dz = : dr. Fiet =tz = dt = ——du;
/0 cos(z) v /0 cos?(x) cos?(x) e e &% cos?(x) *

1 — cos?(x) 1 T 1 1
2 = = -1 = ¢ 1:7:>/ : dz =
cos?(x) cos?(x) + cos?(x) o cos?(xz) cos?(x) o
1
4
/(t2+1)dt:f.
0 3
1193. Calculam puterile matricei F' in Zs:
2 1 2 1 2:24+1-1 2-141-2 5 4 0 4
F?=F.F = = = =
1 2 1 2 1-242-1 1-142-2 4 5 4 0
0 4 2 1 0-2+4-1 0-1+4-2 4 8 4 3
F3=F?2.F = = = =
4 0 1 2 4.2+0-1 4-140-2 8§ 4 3 4
4 3 2 1 4.-243-1 4-1+3-2 11 10 1 0
F*=F3F = = = =
3 4 1 2 3-244-1 3-1+4-2 10 11 0 1

1
1194. 4 =k¥ =3=9% = k=g=p+2=-2 = p=-4

1
lim — - In(sinx + cosx) ;g

1195. Limita se rescrie ca ez—0 1

€e" = €.

1196. Rescriem ecuatia astfel: (32)*+1 —(3.2)* = 22¢ = 3242 _37.97 — 24 Tmpirtim

2\* —1+v1+36 —1+£+/37
toti termenii la 32% si notdm t = (3) >9-t=t=>t= 5 RILL 5 .
(—1+VTT)(-1—-V7T)  1-37 _

Observam ca produsul solutiilor este: t; - to = 7 = 1
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—36 2\ 2\ 2\
—_— = — t~t = — . = — = — = —J.
Bt (2) (2 - () e

1197. H = (IP“;?“R,WW??WR) —(2,1)> 4d+zz=6 = ap=2= 5+

1
Z/R =3 = =-2=R(2,-2) Apgr = = \ivP(yQ —yr)+20(yr —ypr) + r(yp — yo)| ==

1
4—15+2 *X9—45$Ap RS—QXAP rR=2x45=9
Q Q

1198. Efectuam substitutia ¢t = 22 +1 = dt = 2xdz = % = zdz. Integrala devine

1 2

/0 \/%ﬁd /tl s %/lfl/thé%[Q\/iH?:%(2\/5—2\/1) =

V2 -1.

1199. fQ)=fA+1) =fD)+f1)=2-f(1) =4 inZj = 2r=4 (mod 12) =

=2 (mod 6) = x=2,8 inZp.
1 -k 1

1200. D=|_1 k1 |==1-(k(=k)=1-1)=(=k)-(=1-(=k)=1-1)+1-(=1-1—k-1) =
11 —k

k2 —1+k—k—-1—k=-2k-2.

—2%k-2=0 = k=-1

1201. Dintre 9 copii, arbitrul poate fi ales in C} = 9 moduri. Din cei 8 copii ramasi,

echipa A de 4 jucitori poate fi formatd in C§ = 70 moduri. Dupé formarea echipei A,

raman 4 copii care formeaza echipa B. Deci, totalul modurilor este 9 - 70 = 630.

1202. Cum cos(—z) = cosx = 2/6 V(1 = cosz)(1 — cos 3z) dx
0

™

0 g 3 g 3
Folosim 1 — cosf = 2sin’ (=] = 2 2/ sinfsin—xdac = 4/ sinfsin—xdaj =
2 0 2 2 0 2 2

™

1 (% € . m 1 .7
4-7/ (cosz—cos 2z) dx = 2/ (cosz—cos2z)dr =2 |(sin— — —sin—= | — (0 —0)
2 J, 6 2°"3

0

S(L V3)_, 2-Vv3 _2-V3
2 4 ) 4 2 7
s U s V3 2m V3 o1
1203. (f)zv <7) ~<2-7)—— (T) = Y22
f 3 sin { 3 + cos 3 5 + cos 3 5 5
1+v1
1204. sinz+1—-2sin?z =0 = 2sin’z —sinz—1=0= sinz = f—l—S =
1+£3 1 1
4 =sinz=1 si sinz= 5 darsinz = —5 Duare solutii in intervalul [0, 7].
e’ —1 ro1
1205. Aplicand de doua ori regula lui L’'Hépital, obtinem lim — lim & = =.
z—0 21 z—0 2

1206. zxe=zxe+2ax+2ae+4d=u.= —4a®>+2a+4=0=2>—-a—-2=0=a=
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1+y1+16  1+V17

4 o 4
In (1
1207. lim,_,o- f(z) = limg,_,o- w =af(0)=0-0+3-02=0= a=0.

7(0) =0, f'(x) =b+6x = f1 (0)=b=b=0.

3
1-tg*§ 7 3 3
1208. cosc_@_§ 5= ¢?=104—40- 5_104—24_80:c_\/z?_
4
] . . 2. tg< 1 4 . absin C
44/5. (din teorema cosinusului), sin C' = 220 5= 5 Aria (ABC) = =
1+tg 5 2 5
4
4
1022 5 .
22

1
1209. Avem g¢(3z) = 4g(z), deci g(z) = g(iw). Calculdm integrala data: /0 g(z)dx =

1 3

3 1

/ 9(430) de = 12, g(u)du = 3. Astfel, fo u)du = 36. Pentru a gasi f1 du,
0

scadem fo du—3:>f1 u)du = 36 — 3 = 33.

1210. Primul numar cu cinci cifre este 10000 si ultimul este 99999, deci in total sunt

99999 — 10000 4+ 1 = 90000 astfel de numere. Dintre acestea, jumatate sunt impare, deci

90000

numarul elementelor din M este 5=

= 45000. Sau: prima pozitie poate fi ocupata de 9
cifre(1-9),urmétoarele 3 pozitii de 10 cifre, iar ultima de 5 cifre (1,3,5,7,9), deci in total
9-10-10-10-5 = 4500 numere

1211, (144)20% = (VZ - (cos T +isin 7)) = 21012 (cos (2024 - T) +isin (2024 - 7))
2024% =506 = 27 (mod 27) = (1+14)20%* = 21912 (cos 27 + i sin 27) = 2'912 (1 +i - 0)

— 22012'

1212. Observam ci logyx 2% = k- logy z = k - = log, . Astfel, ecuatia

_ 1
log log, 48 — log, 4
devine n -log, * = n, de unde log, z = 1, ceea ce implica x = 4. Prin urmare, multimea
S contine exact un singur element, iar acesta se incadreaza in intervalul [1,4].

1213. Fie ¢ ratia progresiei geometrice by, bo,...,by. Avem by = byg"~!. Astfel,

bibi_1 b%q21—3 Q1) Z?,=2 bibiy + bib i:EQ bfq21—3 + —blbm servam ca
1 /1—¢g2(m-1) 11— g—20m-1)
suma geometrica Z:ig bib; 1 converge la b2 (1(]—(1_2> B b%q . iﬁ -
m
)=m-1+ .
Q( ) blbm
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1214. Pentru orice n € N* avem J, + Jp11 = fo Snltffﬁ de = fol 237 de = Wlﬂ

1
Pentru orice n € N* avem 0 < J,, < / 22 dr = , deci lim J, =0.

0 3n+1 n—o00

1
Pent i € N* Jng1 < Ip,deci2J, > Jp+dpy1 = —— = Jp > —r
entru orice n avem Hl eci + i1 i I
i 2Jpi1 < Jp+dpp1 = —— = J1 < — = J, < . Drept
3 St T = g S bt 2 6n_2 P
L et o " e o lim ndy = o
urmare, avern — —— n ndy, im nJ, = = .
6n + 2 6n —2 6n + 2 6n —2 n—00 6

1215, o 1”;13%1 = o+ L Fle e, = g atunci: ey = 6o +1 = cp=n=

b, =n2-3"s lim b, = co.
n > n
n— o0

1216. p- (—2)+q-0+r=-2p+7r#0sip-2+q-0+7r=2p+7r #0,

q—r
D- +q-0+r7
dist(N, d) gzt
1S y = = = —.
P? + ¢ vz
q—r
D- +q-0+r=qgq—r+r=q#0.

lp-(=2)+q-0+7 [p-2+q-0+7] |r—2p| - | + 2p|

dist(G,d) - dist(H,d) =

Ir? —(2p)?|  1¢* —3-p?|

2 = 2

r r

1217. Determinantul este de tip Vandermonde si se descompune 1n (sin 6 — cos 0)(cos 6 —

2 2
g) (% —sinf) =0 si cum 4 € (0, g), vom obtine de 3 ori solutia § = %
1218. Avem a, = !+ 2!+ --- + nlb, = (n+ 1)!. Cum b, este divergent, putem
N+20 4. ! 1)!
aplica criteriul Stolz-Cesaro si avem lim Rt L lim (n+1) =
’ n—00 (n+1)! n—oo (n+2) — (n+ 1)!
(n+41)! . 1

lim = lim =
n—)oo(n+1) (n+1) nocon+1

A k(k+2)\ _ T RkE+2)
1219. ;ng ((k‘f‘l)Q) = ;logQ < k+1)° ) = log, (H (k+ 1)2)

k=1
% T[x+2
= = 1 2 2
= log, k=1 — k=1 = log, <2 . Zi 1) si cum nhHH;O Zi = 1, obtinem S =
11«
k=1
—1.
1220. Avem zg = w,yg = w7 asadar C'(—2,4). Pentru a

3 3
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— 4
afla panta dreptei dy, avem mac = Yomys _ = _ —1sicum diy L AC <<
To —TA —4 '
mg, - mac = —1 <= my, = 1. Analog procedam si pentru ds si ds si vom obtine
5 1 - . . o . 9
Mg, = *gvmds = In acest caz, date fiind variantele de raspuns, este suficient sa

Mg, — Mg
2 | =4. (deoarece

aflam tangentele unghiurilor «, 6, si vom avea: tana = |————
1+ mg, - mg,

unghiul este ascutit). Similar pentru 6 si vy, vom obtine tan § = 3’ tan~y = 13 si efectuand

calculele, obtinem variantele , si @ ca fiind adevarate.
1221. Divizorii lui 42 pe N sunt {1,2,3,6,7,14,21,42}. Evident, pentru ci ne dorim

ca atat suma cifrelor, cat si produsul sa fie 42, vom alege cifrele 6,7 si restul cifrelor 1.

Asadar, cel mai mic T este T'= 111---1 67, care are exact 31 de cifre.
[
de 29 de ori

1 3 1

4

1222. | :/ —23 :/ %dx. Folosim substitutia ¢t =
o (422 +4x +4)2 o ((2z+1)2+3)2

3

4

2041 = dt=2dz. [ = / ( dt. Apoi, folosim substitutia t = vV3tgu —
1

2 4 3)(3/2)

3 & 4 3 4 (5 1 1
dtzfdu.]:/ 5 3'\/;td:3/ —— =
cos? u 7r 3 cos = 1 _\3 cos
37r2(tg t+1)2 3 (0052t>2
4 /’é it = Lns T4 V3 41 20 2
= oS = —sin =— — = - = — — —,
3 z 3 3 2 3 2 3 3
1
1223. Cum 11 este prim si (3,11) = 1, avem din Mica Teorem a lui Fermat 30 = 1.

Afirmatia rezulta imediat prin calcul. De asemenea, in afirmatia 7 322_314_313 —
32_31_33=9-4-5=0. Cum 329 =3* =1, afirmatia @ este, de asemenea,
adevarata.

2

1224. sin’z +sin?2z =1 = sin?2z = cos’x = sin®2x —cos?z =0 =

= (sin2x — cosx)(sin2x + cosx) =0 = sin2z — cosz = 0 sau sin 2z + cosz = 0.
Cazul 1: sin2z —cosx =0 = 2sinzcosz —cosz =0 = cosz(2sinz —1) =0

1
} solutii pt. k € {0,1}.

sing = o = $E{(—1)k-%+lm’kez} — {77 o7

6’6

cosr=0 —= x =

bl 3

Cazul 2: sin2z+cosx =0 = 2sinzcosz +cosz =0 = cosz(2sinz+1) =0

T
cosx =0 = sz

1
sinx = -3 fals pentru x € [0, 7).

A Y
In concluzie, sunt 3 solutii distincte: {6 — f}
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21
1225. Desfacand parantezele si impartind cele doua polinoame, avem I = / 2xdx =
6

441 — 36 = 405.
2 6 2
1226. U | U «— A2 _ 0 e 2= 2mtd = m=2,
m— 2 -3 3
1 V- = 2

= — = arctg V5—arctg

4 1
1227. tg(arctg V5 — arctg —) = = —
B (arct 55 L+V5- o2 2V5 V5 NG

V5

2 . .
arctg —. Ne folosim acum de formulele arctg x = arcsin ——— = arccos
2

V5
-

2
Vz € (0,00). Asadar, arctg — = arcsin —=— = arccos ——— <= arctg =

V5 144 144 V5

arcsin 3 = arccos —.

3

Si=x1+x0+23=-—mM

1228. Scriem Relatiile lui Viete si obtinem: So = 2179 + 1123 + Tox3 = 20-

S3 = X1T2x3 = —N.
Suma din cerinta se restrange la 257 — 655 = 2m? — 120 = 2(m? — 60). Dacia m = v/60,

expresia este egala cu 0.
m

1229. Solutia I: Inlocuind in prima Relatie a lui Viete, obtinem x5 = —m + % + 1=

m A
5 Inlocuim in a treia relatie a lui Viete si obtinem n = 16.

Solutia IT: Dacd x = —% este radacina dubld a polinomului f(z), iInseamna ca: f’ (—%)

0 unde derivata este: f’(z) = 322 4+ 2max + 20. Calculim derivata in punctul z = —%:
f! (—%) =0 = m? =64. Cum m > 0, rezultd: m = 8. De asemenea, © = —2 este
radacing, deci:f(—2) = 0. de unde rezulta ca: n = 16.

m—t)sin(mr —t)

1 +sin? (7 —t)

w/ thdt—1:>2fz7r/ Lntchs:>1=f/ . Folosim
0 0 0

dt =

1230. Folosim substitutia x =7 —t = da = —dt. I = / (
0

1+sin?t 1+sin?t 2 2 —cos?t
-1
1
in continuare substitutia v = cost = du = —sintdt si avem: I = g/ ﬁdt =
1 Ut
T 1

— In u=v2 71— il In —2v2-3
2 2,2 w201 42 202 -3 |

1231. Calculand determinantul sistemului obtinem A = 9 # 0, deci sistemul este com-

patibil determinat si se poate rezolva folosind Formulele lui Cramer. Obtinem, astfel,
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1 4 29
x:—§,y:—§,z:§. Deci avem a =24,b=9 = a — b= 15.
spi 1_1/1 "Hospi - 241)2 1
1232 LlHoptal hmil;ﬂlHO:ptal lim xT (I + ) -
z—0 1—127+1 w~>0(1_l2> 1 — g2 2z 2
2
1233. Avem f'(z) = —— T < OVz € (1,+00), deci f este descrescitoare. De aseme-
22 _
4
nea, f’(z) = ﬁ > O0Vz € (1,+00), deci f este convexd pe intervalul dat.
22 _
- 11 1 1 1 1 1 1
1234. i k) = i (7_7 T T - ):
nirfoozzf() e \3 7T T T T s T3 T T T T
. ( 1 1+1+ 1 ) 3
m(—-—=-+4+- =——.
nooe\ 1 2 n ' ntl 2
1235. Folosim substitutia t = e—2 — o =e¢—-t =— dz = —dt. Avem:
e ee—t (&
= S —ar= dt— [ VS SV
o €°7t+et o €7t +et 2
|2a + 1|

1236. Distanta de la punctul P(2,a) la dreapta d; este datd de: d(P,dy) =

iar

V13

3a+5
[3a + 5| . Asadar, trebuie

V13

distanta de la punctul P la dreapta ds este datd de: d(P,ds) =
6
sd avem [2a+ 1| =13a+5| = =z € { —4,—3}.
! - 1!
1237. Avem C*7! = T G0 = M Simplificand fractiile, ine-

(xz—1)!-17 7= (z-3)!.2
14++/65

galitatea se reduce la 2° — z — 16 < 0. Solutiile ecuatiei sunt Tiz = —5 deci
1—-+65 1465

inecuatia este satisfacuta daca x €

5 T3 . Cum z € Z si x > 3 (conditie

de existentd), dintre variantele de raspuns 0b§inem x € {3, 4}.
1 2n 2k + 3n 2k +3
1238. lim — 1 = — = lim —
ninéon];( +2k—|—n> n—>oonz 2k +n n—>oon22%_~_1

Observdm c& in limitd este suma Riemann atasatd functiei integrabile f : [0,1] —

2 3 1
R, f(z) = T , diviziunii A, = (0,—,..., ®) si sistemului de puncte intermedi-
2¢ + 1 n n)’
1
are &, = —, ..., n , asadar limita sumei va fi integrala lui f pe [0, 1].
n n
1 1 9 1
/ flx)dz = / <1 + G 1) dz = (v + In(2z + 1))‘0 =1+1In3.
1239. Cunoastem i! = 4,i%2 = —1,i% = —i,i* = 1. Asadar, i' +42 + 43 +i* = 0, deci vom
avea 22025 = 1, 22026 = —1 + 1, 22027 = — L.
2024
1240. Avem zy = 0,z4541 = 4, 24k42 = —1 + 4, 24543 = —1. Deci,S = Z 2r =

506(—2+2-4) = —1012 + 1012i. § = —1012 — 10124, deci }S + S’ — 2024.
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1241 Folosi bstitutia tge = ¢ — d ogts x L =
. 0Ol0Ss1m substitutlia - = r = — S1 COS— —= ———
¢ 8% 241 2 1+ ¢2
1 _4 1 2 1
4 1+t 4 1
Iz/ 1+7f22dt=/ S 2+ th:/ fdt:Qt‘ = 2.
0 1+1;§2 o 14+t 14+t2+1-1¢ 0o 2 0

1242. 5cos(z+y)siny = sinz <= 5(coszcosy — sinxsiny)siny = sinz. Stim ca

cosz # 0, deci putem impérti egalitatea cu cosz : Ssinycosy — 5sin® ytge = tgr <

__bsinycosy  Ssinycosy < 5siny cosy

5
tgx = = S
& 1+5sin’y  cos2a+6sin’y ~ 2\/cos?y - 6sinZy  2v6

aceasta inegalitate am aplicat inegalitatea mediilor.

, unde pentru a obtine

1243. Stim ca arcsin : [1,1] — [71 T

5 2] si c& arcsin (sinz) = z, Vz € [—

. 6w in ( 67r) in ( 7r) LT 6[ ™ 77] . . 6w s
sin— =sin(mr — —) =sin(——=) si —— ——, =], avem arcsin | sin — | = ——.
5 5 577 5 2727 5 5

1244. Panta dreptei 2y — x = 1 este egala cu 3 = panta celeilalte diagonale este

—2=dy:y=—-2x+n. Cum B(7,2) ¢ di = ¢ =16,dy : y = —2x + 16. Astfel, se

27 26
observa ca D = 5) este simetricul lui B fata de dreapta 2y — x = 1. De asemenea,
o 17 11 . . . 9
se observa ca C' =5 este simetricul lui A fata de dreapta y = —2x + 16.
- 1 - 1 1 o n
1245. lim = lim ——— = lim — —_— =
"ém; V(2n —k)(2n + k) "*OO; Vdn?2 — k2 nooon kz:l Vian2 — k2
1 1 e : ) .
= lim — E ——=——. Observam ca in limita este suma Riemann atasata functiei
n—oo M k\o
k=14/4—(3)
int bile f : [0,1] — R, f(x) ! diviziunii A O1 ") sisist lui
integrabile f : r) = ————, diviziunii = —, ..., — | si sistemului
g ) I \/m7 n I n? ) n ¥
1
de puncte intermediare &, = | —,..., i , asadar limita sumei va fi integrala lui f pe
n n

[0,1]. /o f(z)dx = arcsing‘o = arcsin 3 arcsin0 = %

V2 /\/ﬁ—t
0o VV2-t—t

dt =vV2 -1 = 2I =

1246. Folosim substitutia x = V2 -t = do=—-dt. [ = dt =

V3 V3 va
/odt+/o \/\/gix_[t_\/gdt:\@_/o \/i—\\/[i/ii—t

ﬂzl:g.

22(1—2)> -2 dacaz <0
1247, f(z) =

2?(1—2)3+2 dacdiz >0
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5zt 4+122% — 9224+ 22— 1 daciz <0
f'(z) = . Avem ca f[(0) = —1si f}(0) =1,
5zt +1223 — 922+ 2x+1 daciz >0

deci x = 0 este punct unghiular pentru f. Folosind informatiile din ipoteza stim ca
f'(z) = 0 va avea o singurd radacina si anume a = 1.38342. Cum f’ este un polinom

de gradul 4 si avem cd f;(0) = 1 > 0 rezultd cd f’ va fi pozitiva pe (0,a) si negativa pe

(00,0) U (a,00). Calculam limitele lui f: EI}l f(x) = 0, ILm flx) = —c0.
T —00 0 a 0
flle)y ] = —+ 0 -
fl@) ooy 0 7 fla) —o0

Asadar, x = 0 este punct de minim local si z = a punct de maxim local.

™ T
1248. I = / sin?z - sinzdr = / (1 — cos? x) sinzdz. Folosim substitutia ¢ =
0 0

-1 1 31 2 4

cosx = dt = —sinzde = I = /1 (1 —t?)(—dt) = t'_l -3, = 9 _ 3=3
2 sin? 2z = % 1
1249. tgxr +ctgr =3 = sin2zx = 3 == . Agadar, cosdx = 9 ==
cos? 2x :8
3 3 7 1
7 (sin 2z + cos4x) = Z 573
231 artb-2wtl
b— 2z + 1) @Fo-2eF1
1250. L = lim [(1— W) 1 . Stiind ca L = €2,
T—r00 €Xr —
. 22 (a—2)+z( b 1

obtinem a = 2, iar limita devine [ = e/™ms== TR 2 i z(b+1) —

b+1

2 = 5 2 = b=23.
1251. T, — (20]30) (xQ)k(;?)QOQO—k _ (20k20)x2kx—3(2020—k) _ (20]30)x2k—6060+3k _

(P27 aPk=6060 = 5k — 6060 = 5 => 5k = 6065 = k = 2965 = 1213 Astfel co-
eficientul binomial este C3233 care este egal cu C505,.

1252. g este un morfism de grupuri intre grupurile (R,+) si (R*,-) < g(x +y) =

etV = e¥.e¥ = g(x)-g(y). Functia g este injectivi deoarece pentru orice z1, 72 € R, daci
g(x1) = g(z2), atunci e™ = e*2 implicd x; = x9. Functia g nu este surjectivd deoarece

imaginea sa este (0,+00) = ¢ nu este nici bijectiva, deci g nu este un izomorfism de

494



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

grupuri.
1253. Notam cu A = log;gpa si B = logg; b. Din prima ecuatie obtinem A + B =

. . 1 1 1 1 2 .
0:>B——A.Folosmdadouaecua@&avemZ—E—Z+Z—Z—1:>A—2$1

B = —2 = logy (a?) — logsy b = logsg (10% - 3%) = logs, ((10 - 3)®) = logs, (30%) =
rz—1 y—2

1254. Ecuatia perpendicularei este T - 3 — 2r—4y+6 =0 <=

1
z — 2y +3 = 0. Perpendiculara are panta egala cu ok deci dreapta d va avea panta
m = —2. Ecuatia dreptei d este: d:y —ya=m(zx —24) < y—4=-2(x—5) <

2o +y—14 =0.

1,— 1 ! 1- 1/3 1- 3 1-
1255. ~(BA+BD)==(G—0+d—0)=d+-d== (2¢) +2d= —c+ =d
2( + BD) 2((1 +d—0) 59+ 3 2<7c)+2 Tt 3%
., - 1 — 11— 1 1 4
BM_M—B=M=35+—, DM =-D 7(‘8+CA) ~(DC+=CB) =
147 2 2 2 2 7
4 2
35 + 458 - 2 5¢ + 253
14 7
1256. Inlocumd cu 2, respectiv 14 observam ca nu sunt solutii. Folosind notatia
= V42 = Vi2-5y+9+V12+5y+9 = 7. Notdim A = \/42—5y+9, B =
1—2y2
VP Ay 19> A4 B=Tsi A2+ B2 =22 +18 = AB = 22" Din B2 4% =
1 44
10y = B — A—% Din toate = 96y2 = 637 = 3> = 69367:>x:9—§.
Stolz—Cesaro . (n+1)n+1_nn o . n" _
1257 lman == Ty T B e

1258. Fie a,b, ¢ lungimile laturilor acestui triunghi. Din ipoteza rezulta faptul ca a+b+

¢ = 2p = 8. Fie s aria triunghiului. Din formula lui Heron: s = \/p(p — a)(p — b)(p — ¢)=
2 _a+bt+c —a+b+c a—b+c at+b-—c

T T T T T

b—c)= 25> = (—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c). Inegalitatea triunghiului ne asigura

= 165> =8(—a+b+c)(a—b+c)(a+

ca fiecare paranteza este un numaér real pozitiv si putem aplica inegalitatea mediilor:

a+b+c\® [8\° 512 2 _ 512 256
_ — —_o)< (") =(Z2) === =
(—a+b+c)la=b+c)(a+b c)_( 3 ) (3) oy 28 S =0

/256 /256
s < ET Aria maxima este asadar =7 si se obtine in cazul egalitatii a = b = c,

adica in cazul in care triunghiul este echilateral.

: T : In (cos x) w lim In(cos z)
1259. llr%(cosx) sme = hrrbe " = ¢'M*=0 Tsime - =1, deoarece
T— T—
In(cos z) L’Hopital Sin sin
. pital .. . .. o o
lim Q = lim —% = — lim 5= = 0. Asadar, limita ceruta este egala
z—0 sinx z—0 COST z—0 cos? ’

495



Rezolvari Facultatea de Matematic3 si Informatici UBB

cu 1.
72 /16 2 /16 :
t
1260. I :/ gﬁdx — M
0 z VT cos /T

dz. Folosim substitutia t = cos vz =—

sin v/z \f
dt = — 2fd$ avemI——Q/ ;dt—Q/ffdt —2In— =1In

1261. Notam cu z = gfﬁ Astfel, ecuatia devine: 22+ 2 +1=0= 2z =

—1+iV3
—a

24w —1+iV3 6 —wv3=0
2“,“]: 22\[:4+2iw:—2i2i\/§+iw¢i2w\/§:> Doar
—

w+2v/3=0

w = 2v/3 satisface ambele conditii.

x? 2 3 2 3
1262. log, (2 + 3) — 1og2 57 < 7 < log, % <log,2" & 1x+ <2"e 22 4+3<
—_— . :E

27 27 °

22 & 2% — 2z — 3 < 0 In concluzie, tindnd cont de conditiile de existentd impuse de

logaritm, = € (3, 00).

1

1263. ord(r) =3 =22 =e. Avemay =y> = zyy ' =y =z =y = y> = e. Cum

Y0361 — 32187 _ ¢
1264. Pentru ca triunghiul ABC sa fie dreptunghic in C, vectorii CA si CB trebuie

sd fie perpendiculari. Astfel, produsul scalar dintre acesti vectori trebuie sa fie zero:

17 17717
Daca x ar fi 0, atunci si y ar fi 0 deci B = C' si triunghiul ar fi degenerat.

- o 14 14
CA-CB=0=(2-z)(—2)+(3—4z)(—4z) =0=z=0sauz = — :>:>C< 56)
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Propunatori

© O NO A WN R

W0 WWWNNNNNDNNINNLNERKRRHH @B H H R -
XL, OO XN RERNR,O©O©®ONDURAWNRO

. Simion Breaz

Dorel Duca
Dorel Duca

. Patricia Manciu
. Patricia Manciu

Patricia Manciu

. Patricia Manciu

. Patricia Manciu

. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Cosmin Pelea

. Istvan Szolldsi

. Cosmin Pelea

. Hannelore Lisei
. Dorel Duca

. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Gabriela Petrusel
. Cristian Cretu

. Adriana Buica

. Natalia Rosca

. Dorel Duca

. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu
. Patricia Manciu

34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.

Patricia Manciu
Cristian Cretu
Adriana Buica
Adriana Buica
Patricia Manciu
Cristian Cretu
Patricia Manciu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Adriana Buica
Adriana Buica
Adriana Buica
Adriana Buica
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Adriana Buica
Adriana Buica
Adriana Buica
Adriana Buica
Natalia Rosca
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Rares Cotoi
Dorel Duca
Dorel Duca
Rares Cotoi
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel

68. Cosmin Pelea
69. Septimiu Crivei
70. Tamas Léaszlé
71. Dorel Duca
72. Ariana Ilies
73. Ariana Ilies
74. Rares Cotoi
75. Cristian Cretu
76. Mara lelciu
77. Mara Ielciu
78. Mara Ielciu
79. Mara lelciu
80. Mara Ielciu
81. Mara Ielciu
82. Mara Ielciu
83. Mara Ielciu
84. Mara lelciu
85. Mara Ielciu
86. Mara Ielciu
87. Mara lelciu
88. Mara Ielciu
89. Mara Ielciu
90. Mara lelciu
91. Mara Ielciu
92. Mara Ielciu
93. Mara lelciu
94. Mara Ielciu
95. Mara Ielciu
96. Mara lelciu
97. Mara Ielciu
98. Mara Ielciu
99. Mara lelciu
100. Mara Ielciu

101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.

Mara Ielciu
Mara Ielciu
Cosmin Pelea
Cosmin Pelea
Cosmin Pelea
Adrian Petrusel
Simion Breaz
Paul Blaga
Istvan Szoll6si
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel
Mara Ielciu
Andrei Marcus
Andrei Marcus
Andrei Marcus
Andrei Marcus
Andrei Marcus
Andrei Marcus
Andrei Marcus
Cosmin Pelea
Cosmin Pelea
Dorel Duca
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
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134.
135.
136.
137.
138.
139.
140.
141.
142.
143.
144.
145.
146.
147.
148.
149.
150.
151.
152.
153.
154.
155.
156.
157.
158.
159.
160.
161.
162.
163.
164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.
171.
172.
173.
174.
175.
176.
177.
178.
179.
180.
181.
182.
183.
184.
185.
186.
187.

Andrei Marcus
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Cosmin Pelea
Mara Ielciu
Andrei Marcus
Andrei Marcus
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Tudor Micu
Tudor Micu
Tudor Micu
Adrian Petrusel
Adrian Petrusel
Kajanté Sandor
Tudor Micu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Tudor Micu
Cosmin Pelea
Rares Cotoi
Cosmin Pelea
Cosmin Pelea
Adrian Petrusel
Adrian Petrusel
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Cristian Cretu
Ioana Gavrila

188

190.
191.
192.
193.
194.
195.
196.
197.
198.
199.
200.
201.
202.
203.
204.
205.
206.
207.
208.
209.
210.
211.
212.
213.
214.
215.
216.
217.
218.
219.
220.
221.
222.
223.
224.
225.
226.
227.
228.
229.
230.
231.
232.
233.
234.
235.
236.
237.
238.
239.
240.
241.
242.

. Ioana Gavrila
Hannelore Lisei
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Cristian Cretu
Dorel Duca
Dorel Duca
Cristian Cretu
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Patricia Manciu
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Mihai Iancu
Mihai Iancu
Hannelore Lisei
Stefan Berinde
Stefan Berinde
Stefan Berinde
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Sanda Micula
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Dorel Duca
Mihai Nechita
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
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243.
244.
245.
246.
247.
248.
249.
250.
251.
252.
253.
254.
255.
256.
257.
258.
259.
260.
261.
262.
263.
264.
265.
266.
267.
268.
269.
270.
271.
272.
273.
274.
275.
276.
277.
278.
279.
280.
281.
282.
283.
284.
285.
286.
287.
288.
289.
290.
291.
292.
293.
294.
295.
296.

Ariana Ilies
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Mihai Iancu
Mihai Tancu
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Florin Albisoru
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Stefan Berinde
Stefan Berinde
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Dorel Duca
Dorel Duca
Mihai Nechita
Mihai Nechita
Mihai Nechita
Mihai Nechita
Ariana Ilies

Luca Cretu
Cristian Cretu
Ariana Ilies
Mihai Tancu
Ariana Ilies
Hannelore Lisei
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Sanda Micula
Dorel Duca
Stefan Berinde
Teodora Catinas
Nicolae Popovici
Dorel Duca
Dorel Duca
Cosmin Pelea
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel
Cosmin Pelea
Mihai Iancu
Anca Grad

Anca Grad
Stefan Berinde
Brigitte Breckner
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahéaian
Rares Rahaian

297.
298.
299.
300.
301.
302.
303.
304.
305.
306.
307.
308.
309.
310.
311.
312.
313.
314.
315.
316.
317.
318.
319.
320.
321.
322.
323.
324.
325.
326.
327.
328.
329.
330.
331.
332.
333.
334.
335.
336.
337.
338.
339.
340.
341.
342.
343.
344.
345.
346.
347.
348.
349.
350.

Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Cotoi
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Luca Cretu
Teodora Catinas
Zoltan Finta
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Rares Cotoi
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Stefan Berinde
Stefan Berinde
Stefan Berinde
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
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351.
352.
353.
354.
355.
356.
357.
358.
359.
360.
361.
362.
363.
364.
365.
366.
367.
368.
369.
370.
371.
372.
373.
374.
375.
376.
377.
378.
379.
380.
381.
382.
383.
384.
385.
386.
387.
388.
389.
390.
391.
392.
393.
394.
395.
396.
397.
398.
399.
400.
401.
402.
403.
404.

Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Cristian Cretu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Mihai Iancu
Mihai Tancu
Mihai Tancu
Florin Albisoru
Cristian Cretu
Zoltan Finta
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Sanda Micula
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Brigitte Breckner
Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu

Luca Cretu
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel
Mirela Kohr
Rares Cotoi
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian

405
406
407
408
409
410
411
412

413.
414.
415.
416.
417.
418.
419.
420.
421.
422.
423.
424.
425.
426.
427.
428.
429.
430.
431.
432.
433.
434.
435.
436.
437.
438.
439.
440.
441.
442.
443.
444.
445.
446.
447.
448.
449.
450.
451.

452
453
454
455
456
457
458

. Rares Rahaian
. Rares Rahaian
. Rares Rahaian
. Cristian Cretu
. Rares Rahaian
. Rares Rahaian
. Rares Cotoi

. Brigitte Breckner
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Tulian Simion
Réth Agoston
Roéth Agoston
Roéth Agoston
Ré6th Agoston
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Toana Gavrila
JIoana Gavrila
Toana Gavrila
JToana Gavrila
Joana Gavrila
Toana Gavrila
JToana Gavrila
Joana Gavrila
Toana Gavrila
Toana Gavrila
Ariana Ilies
Cristina Blaga
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
. Florin Grigore
. Florin Grigore
. Florin Grigore
. Florin Grigore
. Florin Grigore
. Ariana Ilies

. Florin Grigore
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459.
460.
461.
462.
463.
464.
465.
466.
467.
468.
469.
470.
471.
472.
473.
474.
475.
476.
477.
478.
479.
480.
481.
482.
483.
484.
485.
486.
487.
488.
489.
490.
491.
492.
493.
494.
495.
496.
497.
498.
499.
500.
501.
502.
503.
504.
505.
506.
507.
508.
509.
510.
511.
512.

Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Florin Grigore
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Cristian Cretu
Mihai Tancu
Mihai Iancu
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Veronica Nechita
Veronica Nechita
Mihai Tancu
Cornel Pintea
Rares Cotoi
Dorel Duca
Ioana Gavrila
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Claudiu Pop
Toana Gavrila
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
TIoana Gavrila
Veronica Nechita
Veronica Nechita
Veronica Nechita
Veronica Nechita
Mihai Iancu

513.
514.
515.
516.
517.
518.
519.
520.
521.
522.
523.
524.
525.
526.
527.
528.
529.
530.
531.
532.
533.
534.
535.
536.
537.
538.
539.
540.
541.
542.
543.
544.
545.
546.
547.
548.
549.
550.
551.
552.
553.
554.
555.
556.
557.
558.
559.
560.
561.
562.
563.
564.
565.
566.

Réth Agoston
Ioana Gavrila
Rares Rahaian
Ioana Gavrila
Toana Gavrila
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Veronica Nechita
Veronica Nechita
Veronica Nechita
Cristina Blaga
Mihai Iancu
Mihai Iancu
Cornel Pintea
Cornel Pintea
Tulian Simion
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Paul Blaga
Rares Rahaian
Mihai Iancu
Mihai Iancu
Mihai Iancu
Tudor Micu
Réth Agoston
Rares Cotoi
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Gabriela Petrusel
George Lung
George Lung
George Lung
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Zsolt Szilagyi
Mara Ielciu
Cristian Cretu
Rares Cotoi
Cristian Cretu
Mara Ielciu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
George Lung
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567.
568.
569.
570.
571.
572.
573.
574.
575.
576.
577.
578.
579.
580.
581.
582.
583.
584.
585.
586.
587.
588.
589.
589.
590.
591.
592.
593.
594.
595.
596.
597.
598.
599.
600.
601.
602.
603.
604.
605.
607.
608.
609.
610.
611.
612.
613.
614.
615.
616.
617.
618.
619.
620.

George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
George Lung
Ariana Ilies
Hannelore Lisei
Ariana Ilies
Gabriela Petrusel
Cristian Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ildiké Mezei
Ildiké Mezei
Rares Cotoi
Cristian Cretu
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies

621.
622.
623.
624.
625.
626.
627.
628.

Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Gabriela Petrusel
Gabriela Petrusel

629-952. Comisie

1025.
1026.
1027.
1028.
1029.
1030.
1031.
1032.
1033.
1034.
1035.
1036.
1037.
1038.
1039.
1040.
1041.
1042.
1043.
1044.
1045.
1046.
1047.
1048.
1049.
1050.
1051.
1052.
1053.
1054.
1055.
1056.
1057.
1058.
1059.
1060.
1061.
1062.
1063.
1064.
1065.
1066.
1067.
1068.
1069.

Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Nicolae Popovici
Rares Cotoi
Cosmin Pelea
Stefan Berinde
Teodora Catinas
Rares Cotoi
Cristian Cretu
Septimiu Crivei
Kajanté Sandor
Cristian Cretu
Adriana Buica
Adrian Petrusel
Rares Cotoi
Tulian Simion
Cristian Cretu
Tudor Micu
Rares Cotoi
Mara Ielciu
Rares Rahéaian
Rares Cotoi
Mirela Kohr
Ioana Gavrila
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu

1070.
1071.
1072.
1073.
1074.
1075.
1076.
1077.
1078.
1079.
1080.
1081.
1082.
1083.
1084.
1085.
1086.
1087.
1088.
1089.
1090.
1091.
1092.
1093.
1094.
1095.
1096.
1097.
1098.
1099.
1100.
1101.
1102.
1103.
1104.
1105.
1106.
1107.
1108.
1109.
1110.
1111.
1112.
1113.
1114.
1115.
1116.
1117.
1118.
1119.
1120.
1121.
1122.
1123.

500

Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Luca Cretu
Cristian Cretu
Ariana Ilies
Luca Cretu
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Rares Rahaian
Ariana Ilies
Luca Cretu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Rares Rahaian
Mara Ielciu
Ariana Ilies
Mara Ielciu
Luca Cretu
Rares Rahaian
Luca Cretu
Luca Cretu
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Ariana Ilies
Mara Ielciu
Luca Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Luca Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Mara Ielciu
Rares Rahaian
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Luca Cretu
Ariana Ilies
Luca Cretu
Mara Ielciu
Luca Cretu
Mara Ielciu

1124.
1125.
1126.
1127.
1128.
1129.
1130.
1131.
1132.
1133.
1134.
1135.
1136.
1137.
1138.
1139.
1140.
1141.
1142.
1143.
1144.
1145.
1146.
1147.
1148.
1149.
1150.
1151.
1152.
1153.
1154.
1155.
1156.
1157.
1158.
1159.
1160.
1161.
1162.
1163.
1164.
1165.
1166.
1167.
1168.
1169.
1170.
1171.
1172.
1173.
1174.
1176.
1177.
1178.

Mara Ielciu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Mara Ielciu
Luca Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Luca Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Mara Ielciu
Luca Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Ariana Ilies
Ariana Ilies
Luca Cretu
Mara Ielciu
Ariana Ilies
Mara Ielciu
Luca Cretu
Rares Rahaian
Ariana Ilies
Mara Ielciu
Luca Cretu
Mara Ielciu
Luca Cretu
Mara Ielciu
Luca Cretu
Mara Ielciu
Rares Rahaian
Mara Ielciu
Mara Ielciu
Luca Cretu
Ariana Ilies
Rares Rahaian
Mara Ielciu
Luca Cretu
Rares Rahaian
Luca Cretu
Ariana Ilies
Luca Cretu
Ariana Ilies
Rares Cotoi
Ioana Gavrila
Ioana Gavrila
Joana Gavrila
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Cosmin Pelea
Rares Cotoi
Rares Cotoi
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1179.
1180.
1181.
1182.
1183.
1184.
1185.
1186.
1187.
1188.
1189.
1190.
1191.
1192.
1193.
1194.
1195.
1196.
1197.
1198.
1199.
1200.

Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu

1201.
1202.
1203.
1204.
1205.
1206.
1207.
1208.
1209.
1210.
1211.
1212.
1213.
1214.
1215.
1216.
1217.
1218.
1219.
1220.
1221.
1222.

Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Ioana Gavrila
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Rares Cotoi

Rares Cotoi

Rares Cotoi

Rares Cotoi

Rares Cotoi

Luca Cretu

501

1223.
1224.
1225.
1226.
1227.
1228.
1229.
1230.
1231.
1232.
1233.
1234.
1235.
1236.
1237.
1238.
1239.
1240.
1241.
1242.
1243.
1244.

Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Rahaian
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Luca Cretu
Rares Cotoi
Luca Cretu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Luca Cretu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Rares Rahaian
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Luca Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Cristian Cretu

1245.
1246.
1247.
1248.
1249.
1250.
1251.
1252.
1253.
1254.
1255.
1256.
1257.
1258.
1259.
1260.
1261.
1262.
1263.
1264.

Rares Rahaian
Luca Cretu
Rares Rahaian
Luca Cretu
Cristian Cretu
Luca Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Rares Rahaian
Cristian Cretu
Cristian Cretu
Luca Cretu
Rares Rahaian
Rares Rahaian
Luca Cretu
Cristian Cretu
Rares Cotoi
Rares Cotoi
Cristian Cretu



11

Erata

Fata de prima editie (tiparitd si online), aceastd versiune contine urmadtoarele corecturi.

Algebra

Problema 1., rezolvare: numarul de 6 cifre n € A este n = 153846.
Problema 10., enunt.
n n
Problema 19., enunt: Zf(k) in loc de Zf(n)
k=1 k=1
Problema 31., enunt logs = + logg 2 + logy; 3 + ... in loc de logs = + logg 22 + logy, 2% + ...
Problema 90., variante de raspuns: varianta a fost corectata cu valoarea corecta, iar varianta

a fost eliminata din raspunsurile corecte.

Problema 141., variante de raspuns: variantele si E] sunt, de asemenea, corecte.

Analiza

Problema 313., enunt: varianta IE] a fost corectata, in conformitate cu rezolvarea.
Problema 246., enunt: limita continea un sin in plus, la finalul parantezei.
23+

Probl 301. t: functi t, = —
roblema , enunt: functia este f(x) o S —

oL n-+1\2n
Problema 302., enunt: se cere valoarea limitei lim {e( ) I(n)]
n— oo n
Problema 302., rezolvarea a fost corectatd (se foloseste regula lui ’Hopital).
Problema 313., enunt: prima ramurd a functiei este datd prin v/1 — 22 + 1.

4sinx + 5 — /37
4sinx + 5+ /37

1
n
2237

Problema 319., raspuns: pe domeniul de definitie functia este continua, deci raspunsul este

de fapt gresit. Raspunsurile corecte sunt .

Problema 334., enunt: valoarea corecta de la IE] este [ =

Problema 319., enunt: functia corecta de la este F(z) =

2-+2
TR
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Geometrie

e Problema 414., enunt: se cere aria suprafetei colorate cu negru.
e Problema 506., enunt: conditia este m > 0.

e Problema 488., variante de rdspuns: varianta corecta este .

Trigonometrie

e Problema 585., solutie: 7 = /3.

Teste

e Problema 962., enunt: graficele lipseau, au fost acum adaugate.

e Problema 1043., enunt: lipsesc coordonatele punctelor A si B.

e Problema 1054., raspuns: raspunsurile corecte sunt .

e Problema 1070., enunt: triunghiul este oarecare, nu ascutitunghic.
¥ o . . . o 5
e Problema 1070., raspuns: riaspunsurile au fost modificate, iar raspunsul corect este —— @

e Problema 926., rezolvare: concluzia rezolvarii este ca raspunsurile corecte sunt .
e Problema 940., rezolvare: in ultimul caz se considerd a € (—1,0), iar solutia este [—1,0].

e Problema 1081., lipsea enuntul care a fost acum addugat. Dupa aceastd problema numaratoarea
a fost decalatd cu 1 in varianta actuala fata de prima editie.

e Problema 1089., raspuns si rezolvare: raspunsurile corecte sunt E]

e Problema 1263., enunt si rezolvare: grupul nu este abelian, iar ordinul lui x este 3.

503
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