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• Numere : de la concret la abstract

• Forme : Art�a
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Numere naturale ³i fracµii



• Fracµii egiptene (unitare) : 1
n , unde n este un numar natural.
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• Papirusul Rhind (sau Ahmesu, 1650 î.e.n.)
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• Conjectura Erdös-Strauss : Pentru orice num�ar natural n fracµia 4
n

este suma a 3 fracµii unitare, adic�a putem g�asi trei numere naturale x, y

³i z astfel încît s�a avem :
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Numere ³i proporµii



• Numere : naturale N, întregi Z, raµionale Q.

•
√
2 este iraµional

Prin reducere la absurd. S�a presupunem c�a

√
2 =

p

q
,

unde p si q numere naturale ce sunt prime intre ele. Din relaµia :

p2 = 2q2

deducem c�a p este par, ³i deci p = 2r, unde r este un num�ar întreg.

Atunci :

2r2 = q2

Ca ³i mai sus q este la rîndul s�au par. Prin urmare 2 divide atît p cît ³i q,

ceea ce constituie o contradicµie. �

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C
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Numere si ecuaµii



• Diophantus : orice num�ar prim care d�a restul 1 la împ�artirea cu 4 se

poate scrie ca suma a dou�a patrate perfecte

• J.-L. Lagrange : orice num�ar natural este suma a 4 p�atrate perfecte.

• Necunoscute în ecuaµii diofantice

• Num�ar algebric : soluµie a unei ecuaµii algebrice (polinomiale) avînd

coe�cienµi raµionali

• Mulµimea numerelor algebrice : Q ⊂ C.
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x2 + ax+ b = 0

• Formul�a explicit�a prin radicali, obtinut�a de S.Stevin ³i R. Descartes :

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

• E. Galois, N. H. Abel : Nu exist�a formule pentru rezolvarea prin radicali

ale tuturor ecuaµiilor de grad d ≥ 5.
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Ecuaµii si geometrie



• Teorema fundamental�a a algebrei : Orice ecuaµie polinomial�a de gradul n

cu coe�cienµi în C are n soluµii în C.

• Mulµime algebric�a : soluµiile unui sistem de ecuaµii

x5 + y5 = 1

x = a+ ib, y = c+ id, unde a, b, c, d ∈ R ; atunci

x5 = (a5 + 5ab4 − 10a3b2) + (5a4b+ b5 − 10a2b3)i,

y5 = (c5 + 5cd4 − 10c3d2) + (5c4d+ d5 − 10c2d3)i,

• Varietatea soluµiilor în R4 este descris�a de sistemul :

a5 + 5ab4 − 10a3b2 + c5 + 5cd4 − 10c3d2 = 1

5a4b+ b5 − 10a2b3 + 5c4d+ d5 − 10c2d3 = 0
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• Dou�a ecuaµii în 4 necunoscute � mulµimea soluµiilor formeaza o suprafaµa

în R4.

• Proiecµia în R3 este asem�an�atoare cu desenul de mai jos, avînd 7 pînze

sub form�a de pîlnie ce pleaca spre in�nit :
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• Pentru a compacti�ca suprafaµa, se omogenizeaza ecuaµia :

x5 + y5 = z5

³i se consider�a mulµimea soluµiilor în spaµiul proiectiv P2.

• Acum ecuaµia omogen�a de�ne³te o suprafaµ�a compact�a, numit�a curb�a

complex�a (algebric�a) pentru a pune in evidenµ�a faptul c�a dimensiunea sa

complexa este 1.
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Despre forma sau

topologia suprafeµelor



• Listing : "Topologia este teoria matematic�a ce studiaz�a acele propriet�aµi

calitative ale obiectelor ce sunt independente de m�asur�a ³i cantitate". Cu

alte cuvinte, topologia analizeaza formele obiectelor.

• Teorema lui Euler : Dac�a din numarul vîrfurilor unui poliedru convex

sc�adem num�arul muchiilor ³i apoi adun�am numarul feµelor atunci,

independent de poliedrul considerat (cub, tetraedru, icosaedru, ³.a.m.d.),

obµinem întotdeauna num�arul 2.

• Pentru alte poliedre suma aceasta alternant�a poate � diferit�a de 2, si se

nume³te caracteristica Euler χ.

• Dou�a spaµii topologice sunt homeomorfe dac�a pot � deformate unul în

cel�alalt în mod continuu, f�ar�a a utiliza t�aieturi, lipituri sau transform�ari

care s�a le altereze conµinutul.
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• Varietate topologic�a : spaµiu pentru care orice punct al s�au situat în

interior are o vecin�atate homeomorfa cu Rk, iar k se nume³te dimensiunea

sa.

• Suprafeµele sunt variet�aµile topologice de dimensiune k = 2.

• H. Poincaré a remarcat ca formula lui Euler se poate generaliza la

poliedre ce sunt variet�aµi topologice, pentru c�a dou�a poliedre homeomorfe

au aceea³i caracteristica Euler χ.

• Putem atunci de�ni genul unei suprafeµe orientabile închise ca �ind

g = 1− χ

2

• Astfel sfera are genul zero, conform formulei lui Euler ;

• Torul, sau suprafaµa unui colac, are genul 1 :
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• O suprafaµ�a de gen 2 :

• O suprafaµ�a de gen 3 :

• Putem construi în acela³i mod suprafeµe de gen g, pentru orice num�ar

natural g.
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Acum, dac�a consider�am acum ecuaµia omogen�a de grad superior :

xn + yn = zn

unde n ≥ 3 este un numar natural, asa cum apare in conjectura lui Fermat,

vom obµine o curb�a complex�a (deci o suprafaµ�a real�a) ireductibil�a neted�a în

P2, al c�arui gen g este dat de formula :

g =
(n− 1)(n− 2)

2
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Formele controleaz�a

numerele



• Conjectura Mordell : Dac�a suprafaµa asociat�a unui sistem de ecuaµii

are genul cel puµin egal cu 2, atunci nu exist�a decît un num�ar �nit de

soluµii raµionale. Dac�a genul este zero, atunci odat�a ce exist�a o soluµie

raµional�a, exist�a o in�nitate.

• Conjectura lui Mordell a fost demonstrat�a de c�atre G. Faltings în 1983.

• Ecuaµia

xn + yn = zn

are asociat�a o suprafaµa de genul (n−1)(n−2)
2 . Deci pentru n > 3 ecuaµia

lui Fermat nu poate avea decît un num�ar �nit de soluµii întregi.

• Descrierea complet�a în cazul cînd genul este 1 ³i suprafaµa este un tor (o

curb�a eliptic�a) este subiectul unei conjecturi a lui B. Birch ³i P.

Swinnerton-Dyer.
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Topologia geometric�a în

dimensiuni mai mari



• 1956 J. Milnor inventeaz�a sferele exotice în dimensiune 7, care sunt

homeomorfe dar nu difeomorfe.

• 1960 S. Smale demonstreaz�a Conjectura lui Poincaré în dim n ≥ 5.

• 1982 M. Freedman demonstreaz�a Conjectura lui Poincaré în dim n = 4.

• 1980 W. Thurston formuleaz�a Conjectura de geometrizare în dim 3 :

Orice varietate poate � decupat�a prin sfere si toruri în variet�aµi avînd o

structur�a geometric�a.

• 2003 G. Perelman rezolv�a Conjectura lui Thurston, ³i deci conjectura lui

Poincaré în dimensiune 3, folosind metode analitice, ³i anume deform�arile

metricii date de �uxul Ricci.

• Conjectura Poincaré diferenµiabil�a în dim 4 : Orice varietate topologic�a

homeomorf�a cu sfera de dim 4 este difeomorf�a cu sfera.

• consecinµa a Conjecturii Schoen�ies : Orice sfer�a de dim 3 scufundat�a

într-o sfer�a de dim 4 o divide pe aceasta în dou�a variet�aµi cu bord

difeomorfe cu bila de dim 4.
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Pot numerele descrie

formele ?



• 1955 S. Adian, 1958 M.O. Rabin : Nu exist�a nici un algoritm ce ar

permite s�a decidem c�a dou�a prezentari �nite reprezint�a acela³i grup, sau

c�a o prezentare corespunde grupului trivial cu un singur element, în

particular dac�a dou�a variet�aµi compacte de dimensiune 4 (sau mai mare)

sunt homeomorfe, sau dac�a grupul fundamental al unei astfel de variet�aµi

este trivial.

• 1955 P.S. Novikov, 1958 W. Boone : Nu exist�a nici un algoritm �nit care

s�a decid�a dac�a o varietate compact�a este homeomorf�a cu sfera.

• Categoria ϕ(M) este num�arul minim de puncte critice ale unei funcµii

netede

f :M → R

de�nite pe o varietate diferenµiabila compact�a M f�ar�a bord.

• 1946 G. Reeb : Orice varietate compact�a f�ar�a bord M cu proprietatea c�a

ϕ(M) = 2 este homeomorf�a cu sfera de aceea³i dimensiune. Deci un singur

num�ar permite s�a recunoa³tem sfera printre toate variet�aµile compacte.

• Generaliz�ari în colaborare cu D. Andrica si C. Pintea
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• 1950 C. Papakyriakopoulos : nodul trivial este singurul nod al carui grup

fundamental este izomorf cu grupul numerelor întregi Z.

• 1994 S. Matveev, J.H. Rubinstein, A. Thompson : Exist�a algoritmi care

s�a recunoasc�a sfera de dimensiune 3.

• 1989 Invarianµi cuantici în dim 3 : E.Witten, N.Reshetikhin, V.Turaev ³i

O.Viro folosind grupuri cuantice (V.Drinfeld, M.Jimbo, G.Lusztig)

• 2013 Forma (topologia) unei variet�aµi nu este unic determinat�a de

invarianµii cuantici. Num�arul de variet�aµi ce pot avea aceia³i invarianµi

cuantici poate � oricît de mare.

• Cazul generic al variet�aµilor hiperbolice este în continuare nerezolvat.

• Variet�aµi de dimensiune 4 care sunt algebrice ?
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