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e Numere : de la concret la abstract

e Forme : Artd




NUMERE NATURALE SI FRACTII



e Fractii egiptene (unitare) :

l , unde n este un numar natural.
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e Conjectura Erdés-Strauss : Pentru orice numdr natural n fractia %
este suma a 3 fractii unitare, adicd putem gasi trei numere naturale x,y
si z astfel incit s avem :



NUMERE SI PROPORTII



e Numere : naturale N, intregi Z, rationale Q.

e /2 este irational
Prin reducere la absurd. Sa presupunem ca

vi=2
q

unde p si ¢ numere naturale ce sunt prime intre ele. Din relatia :

p2 — 2q2

deducem ca p este par, si deci p = 2r, unde 7 este un numar intreg.
Atunci :
2r% = q2

Ca si mai sus ¢ este la rindul sdu par. Prin urmare 2 divide atit p cit si g,
ceea ce constituie o contradictie. [
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NUMERE SI ECUATII



Diophantus : orice numar prim care da restul 1 la impartirea cu 4 se
poate scrie ca suma a doud patrate perfecte

J.-L. Lagrange : orice numar natural este suma a 4 patrate perfecte.
Necunoscute in ecuatii diofantice

Numair algebric : solutie a unei ecuatii algebrice (polinomiale) avind
coeficienti rationali

Multimea numerelor algebrice : Q C C.

{/7+13\5/5—2\/§ V19 + 1“§/12+23 /51— 12V6 € Q
2 +ax+b=0

Formula explicita prin radicali, obtinuta de S.Stevin gi R. Descartes :

—b+Vb% — dac
2a

E. Galois, N. H. Abel : Nu existd formule pentru rezolvarea prin radicali

x1,2 =

ale tuturor ecuatiilor de grad d > 5.



ECUATII ST GEOMETRIE




e Teorema fundamentald a algebrei : Orice ecuatie polinomiald de gradul n
cu coeficienti in C are n solutii in C.

e Multime algebricd : solutiile unui sistem de ecuatii
z° +9y° =1
x=a+1b, y =c+1id, unde a,b,c,d € R; atunci
2° = (a® + 5ab* — 10ab?) + (5a*b + b® — 10a2b%)i,

y® = (° + 5ed* — 10¢*d?) + (5¢*d + d° — 10¢*d?)i,

e Varietatea solutiilor in R* este descrisa de sistemul :
a® + 5ab* — 10a®b* + ¢® + 5ed* — 10c*d® = 1

5a*b + b° — 10a?b® + 5¢*d + d° — 102d> = 0



e Doud ecuatii in 4 necunoscute — multimea solutiilor formeaza o suprafata
in R%.

e Proiectia in R? este aseminitoare cu desenul de mai jos, avind 7 pinze
sub formé de pilnie ce pleaca spre infinit :




e Pentru a compactifica suprafata, se omogenizeaza ecuatia :

25 4y = 2P

si se considerd multimea solutiilor in spatiul proiectiv P2.
e Acum ecuatia omogend definegte o suprafatd compactd, numitd curba

complexd (algebricd) pentru a pune in evidentd faptul ca dimensiunea sa
complexa este 1.




DESPRE FORMA SAU
TOPOLOGIA SUPRAFETELOR




Listing : "Topologia este teoria matematica ce studiazd acele proprietati
calitative ale obiectelor ce sunt independente de masurd gi cantitate". Cu
alte cuvinte, topologia analizeaza formele obiectelor.

Teorema lui Euler : Dacd din numarul virfurilor unui poliedru convex
scadem numdrul muchiilor si apoi adundm numarul fetelor atunci,
independent de poliedrul considerat (cub, tetraedru, icosaedru, $.a.m.d.),
obtinem intotdeauna numdrul 2.

Pentru alte poliedre suma aceasta alternanti poate fi diferitd de 2, si se
numeste caracteristica Euler x.

Doud spatii topologice sunt homeomorfe daca pot fi deformate unul in
celalalt in mod continuu, fard a utiliza tdieturi, lipituri sau transforméri
care sa le altereze continutul.
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Varietate topologicd : spatiu pentru care orice punct al sdu situat in
interior are o vecinitate homeomorfa cu R¥, iar k se numeste dimensiunea
sa.

Suprafetele sunt varietatile topologice de dimensiune k = 2.

H. Poincaré a remarcat ca formula lui Euler se poate generaliza la
poliedre ce sunt varietéti topologice, pentru cad doud poliedre homeomorfe
au aceeagi caracteristica Euler y.

Putem atunci defini genul unei suprafete orientabile inchise ca fiind

X
:17—
g 2

Astfel sfera are genul zero, conform formulei lui Euler;

Torul, sau suprafata unui colac, are genul 1 :

P
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e O suprafatd de gen 2 :

(S
a

R
-

e Putem construi in acelagi mod suprafete de gen g, pentru orice numar

e O suprafatd de gen 3 :

natural g.
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Acum, daca considerdm acum ecuatia omogena de grad superior :

unde n > 3 este un numar natural, asa cum apare in conjectura lui Fermat,
vom obtine o curbd complexa (deci o suprafata reald) ireductibild neteda in
P2, al cirui gen g este dat de formula, :

(n—1)(n—-2)

9= 9
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FORMELE CONTROLEAZA
NUMERELE




Conjectura Mordell : Dacad suprafata asociatd unui sistem de ecuatii
are genul cel putin egal cu 2, atunci nu existd decit un numdr finit de
solutii rationale. Dacd genul este zero, atunci odatd ce existd o solutie
rationald, existd o infinitate.

Conjectura lui Mordell a fost demonstrata de catre G. Faltings in 1983.
Ecuatia

(=D=2) Deci pentru n > 3 ecuatia

lui Fermat nu poate avea decit un numar finit de solutii intregi.

are asociatd o suprafata de genul

Descrierea completd in cazul cind genul este 1 si suprafata este un tor (o
curbd elipticd) este subiectul unei conjecturi a lui B. Birch si P.
Swinnerton-Dyer.
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TOPOLOGIA GEOMETRICA IN
DIMENSIUNI MAI MARI




1956 J. Milnor inventeazd sferele exotice in dimensiune 7, care sunt
homeomorfe dar nu difeomorfe.

1960 S. Smale demonstreaza Conjectura lui Poincaré in dim n > 5.

1982 M. Freedman demonstreazi Conjectura lui Poincaré in dim n = 4.
1980 W. Thurston formuleazd Conjectura de geometrizare in dim 3 :
Orice varietate poate fi decupati prin sfere si toruri in varietéti avind o
structurd geometrica.

2003 G. Perelman rezolva Conjectura lui Thurston, si deci conjectura lui
Poincaré in dimensiune 3, folosind metode analitice, i anume deformarile
metricii date de fluxul Ricci.

Conjectura Poincaré diferentiabild in dim 4 : Orice varietate topologica
homeomorfa cu sfera de dim 4 este difeomorfa cu sfera.

consecinta a Conjecturii Schoenflies : Orice sferd de dim 3 scufundata
intr-o sferd de dim 4 o divide pe aceasta in doud varietati cu bord
difeomorfe cu bila de dim 4.
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POT NUMERELE DESCRIE
FORMELE ?




1955 S. Adian, 1958 M.O. Rabin : Nu existd nici un algoritm ce ar
permite sa decidem cd doud prezentari finite reprezinta acelasi grup, sau
cd o prezentare corespunde grupului trivial cu un singur element, in
particular dacd doud varietdti compacte de dimensiune 4 (sau mai mare)
sunt homeomorfe, sau daca grupul fundamental al unei astfel de varietati
este trivial.

1955 P.S. Novikov, 1958 W. Boone : Nu existd nici un algoritm finit care
sd decidad dacd o varietate compactd este homeomorfa cu sfera.

Categoria p(M) este numarul minim de puncte critice ale unei functii
netede

f:M—R
definite pe o varietate diferentiabila compactd M fard bord.

1946 G. Reeb : Orice varietate compacta fird bord M cu proprietatea ca
©(M) = 2 este homeomorfa cu sfera de aceeasi dimensiune. Deci un singur
numar permite sa recunoastem sfera printre toate varietitile compacte.

Generalizari in colaborare cu D. Andrica si C. Pintea
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1950 C. Papakyriakopoulos : nodul trivial este singurul nod al carui grup
fundamental este izomorf cu grupul numerelor intregi Z.

1994 S. Matveev, J.H. Rubinstein, A. Thompson : Exista algoritmi care
sd recunoascd sfera de dimensiune 3.

1989 Invarianti cuantici in dim 3 : E.Witten, N.Reshetikhin, V.Turaev si
0.Viro folosind grupuri cuantice (V.Drinfeld, M.Jimbo, G.Lusztig)

2013 Forma (topologia) unei varietdti nu este unic determinatd de
invariantii cuantici. Numarul de varietéti ce pot avea aceiagi invarianti
cuantici poate fi oricit de mare.

Cazul generic al variet&tilor hiperbolice este in continuare nerezolvat.

Varietati de dimensiune 4 care sunt algebrice ?
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