NUMERE SI FORME, SAU DESPRE ARITMETICA SI
TOPOLOGIE

LOUIS FUNAR

Omul pre-istoric intelege empiric notiunea de cantitate gi implicit a numarului
ca masura a cantitatii. Daca la inceput numarul este concret, fiind asociat cu
realitatea, el devine o reprezentare abstracta odaté cu utilizarea acelorasi simboluri
pentru a numaéra lucruri complet diferite. Aceastd mutatie se accentueaza din
momentul In care apare scrierea gi primele elemente de aritmetica si continua pina
astazi.

Formele de natura geometrica au apéarut poate chiar inaintea numerelor, fiind
parte integranta din arta pre-istorica, cum se poate observa analizind modelele in
ceramicd din perioada neoliticului. Cu toate acestea, notiunea de formé a ramas
un artefact de-a lungul istoriei, pind cind matematica a evoluat suficient pentru a
o putea asimila in cadrul unor concepte moderne precum geometria riemanniand si
topologia.

Scopul acestei dizertatii este de a argumenta existenta unei dualitati fundamen-
tale intre conceptul abstract de numar si cel intuitiv de formé&. Acest principiu
transcendent constituie fundamentul unei noi metafizici si a avut un impact major
asupra dezvoltarii matematicii moderne incepind cu sec XX, care continua in ziua
de azi.

1. Numere naturale si fractii

Numarul este un concept fundamental ce std la baza constructiei aritmeticii.
Euclid (300 i.e.n.) mentioneaza ”alcatuirea compusd din mai multe unitati”, in
cartea VII din Elemente; cite unitéti sunt nu depinde de natura sau forma lor, daca
sunt lucruri sau fiinte. Ce le distinge de alte alcatuiri este numarul lor. Numaérul in
acceptiunea lui Euclid nu putea fi decit un numar intreg pozitiv (natural). Cu toate
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acestea diverse alte cantitati apar in problemele de natura geometrica abordate de
matematicienii Greciei antice, precum pi, raportul intre lungimea circumferintei
unui cerc si diametrul sau, radacina patrata a lui 2 reprezentind lungimea diagonalei
unui patrat avind latura o unitate, numarul de aur, samd.

Este de remarcat ca civilizatia babiloniana (mileniul 3 i.e.n) cunostea notatia
pozitionala ce permite descrierea numerelor mari prin intermediul operatiilor matem-
atice elementare (adunare, scadere gi inmultire).

Operatia de impartire permite introducerea fractiilor, utilizate in Egiptul antic
in special in cadrul masuratorilor, insa doar a celor ce aveau o formé particulara
numite fractii egiptene (sau unitare in limbaj modern), sau si mai precis cele de
forma:

1

)
n

unde n este un numar natural adicd Intreg si pozitiv. Astfel egiptenii foloseau
hieroglife corespunzitoare unei jumatati, unei treimi, unui sfert, unei cincimi, etc.,
si deci numai fractiile unitare, cum se poate vedea din tabelul de mai jos:
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Papirusul Rhind (sau Ahmesu, 1650 i.e.n.) contine nu doar probleme rezolvate
dar si tabele ce explicd descompunerea unor fractii ne-unitare in sume de fractii

unitare, de exemplu:

2 1.1
5 3 15

sau
2 1 1 1 1

101 101 ' 202 303 ' 606
Pare sa fi fost cunoscut acestora ca o fractie arbitrara poate fi scrisa ca o suma
de fractii unitare, insa numarul de termeni poate sa fie arbitrar de mare. Peste 3
milenii mai tirziu Paul Erdos (1913-1996) studiaza numarul de termeni necesari gi
in anii 1950 formuleaza problema urmétoare:

Este adevdrat ca pentru orice numdr natural n fractia % este suma a 3 fractii
unitare, adicd putem gdsi trei numere naturale x,y $i z astfel incit sa avem:

4 1 1 1

n o xr Yy =z

Oricit ar parea de surprinzator, aceasta probleméa elementard ale carei radacini
sunt milenare nu este inca rezolvata, desi stim c& raspunsul este pozitiv pentru
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toate valorile numarului 7 mai mici decit 107, folosind calculatorul. Afirmatia din
enunt este cunoscuta ca una din conjecturile Erdos-Strauss.

2. Numere si proportii

Pentru scoala greaca de matematica din 1.e.n. numéarul nu avea sens decit ca un
numar natural iar acesta era definit prin proprietatile sale aritmetice. Un concept
alternativ apare in perioada dintre sec V- sec II i.e.n. in geometrie, prin introduc-
erea mai intii a lungimilor (sau marimilor) segmentelor, si mai tirziu a curbelor, prin
aproximare. Nevoia tratarii unor probleme de natura practica impulsioneaza studiul
rapoartelor intre diverse lungimi (s ne aducem aminte de teorema lui Thales) si
astfel apar proportiile. Lungimile a dou&d segmente sunt comensurabile daca putem
fabrica doua baghete de lungimi egale punind cap la cap mai multe bastonage iden-
tice cu cele doua segmente, respectiv. Astfel proportiile intre marimi comensurabile
corespund a ceea ce astazi am numi numere rationale. Proportiile intre marimi in-
comensurabile reprezintd numere reale irationale.

Irationalitatea unor numere explicite precum v/2 apare deja in Elementele lui
Euclid in cartea X, insa rezultatul pare cunoscut de mai multd vreme, Platon
facind deja referire in dialogul Menon - despre virtute, estimat 385 i.e.n. la acesta.
Argumentul cel mai cunoscut este prin reducere la absurd. Daca

p
V2="~
q
atunci putem considera p si ¢ numere naturale ce sunt prime intre ele, adica nu au
divizori comuni mai mari decit 1. Din relatia:

p? = 2¢°

deducem ca p este par, gi deci putem scrie:
p =2

unde r este un numar intreg. Relatia de mai sus este echivalenta cu:
2r? = ¢2.

Ca gi mai sus g este la rindul sidu par. Prin urmare 2 divide atit p cit si g, ceea ce
constituie o contradictie.

Timp de citeva secole cele doua teorii, cea a numerelor — implicit naturale si deci
de naturd aritmetica — si cea a proportiilor — cu alte cuvinte a numerelor de natura
geometrica — evolueaza oarecum independent in lipsa unei teorii unificatoare care
sa le inglobeze pe amindoua.

Numaérul 0 apare sub forma actuald doar in sec VII, in matematica indian, si
este adus In Europa in jurul sec X prin intermediul civilizatiei islamice ce numaéra
matematicieni de prim plan. Acestia dezvolta elemente de baza ale algebrei in
sec XII, in particular conceptul de numaéar algebric pozitiv, precum si aproximarile
acestora In notatia decimald. Scoala italiand de matematicd mentioneaza deja in
sec XIV numerele imaginare, dar o constructie satisfacatoare a lor nu apare inainte
de sec XVIII. Constructia axiomatica gi riguroasa a corpului numerelor reale va fi
realizatd Insa doar in a doua jumétate a sec XIX prin contributiile esentiale ale lui
R. Dedekind (1831-1916), K. Weierstrass (1815-1897), G. Cantor (1845-1918) si C.
Meray (1835-1911).
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Astfel, au aparut mai intii multimea numerelor naturale N gi apoi a numerelor
intregi Z, ce contine in plus numerele negative. A urmat multimea numerelor
rationale Q care a permis si se defineascd cea a numerelor reale R gi, in sfirgit
multimea numerelor complexe C:

NcZcQcRcC

3. Numere si ecuatii

Diophantus, matematician grec ce a trait in sec III in Alexandria, a ldsat o
puternicd amprentd in teoria numerelor. Printre alte contributii, el a demonstrat
cd orice numaéar prim care da restul 1 la Impéartirea cu 4 se poate scrie ca suma a
doua patrate perfecte; acest rezultat intervine in demonstratia teoremei celor patru
patrate a lui J.-L. Lagrange (1736-1813), care spune ca orice numar natural este
suma a 4 patrate perfecte.

Opera sa, in mare parte neinteleasa de catre contemporani, a avut o influenta
majord in dezvoltarea ulterioard a algebrei pina in sec XVIII. Este prima data cind
se vehiculeaza ideea ca se pot folosi metode algebrice pentru a rezolva ecuatiile,
in opozitie cu metodele exclusiv geometrice folosite pind atunci de matematicienii
greci.

Diophantus introduce notiunea de necunoscutd sau numar indeterminat (arithme).
El enuntd probleme in care necunoscutele apar la puteri mai mari decit 2, pen-
tru care interpretarea de naturd geometricéd lipseste. Numarul-proportie, concret,
devine printr-o schimbare esentiala de paradigmé un numaér invaluit de mister, ab-
stract si a priori necunoscut. Un numar este revelat doar prin prisma unor deductii
logice, ca solutie a unor ecuatii. Astfel 7 este singurul numaér ce verifica:

2’ — 14z +49=0

Diophantus era interesat de solutiile intregi ale ecuatiilor. Insa multe ecuatii

simple nu poseda nici o solutie intreaga, de exemplu:
2 =2

caci v/2 nu este nici macar rational.

N. H. Abel (1802-1829) a considerat multimea solutiilor tuturor ecuatiilor al-
gebrice (polinomiale) avind coeficienti rationali gi a numit-o multimea numerelor
algebrice, uzual notata Q C C.

Nu numai v/2 este un numar algebric, ci orice combinatie de radicali de orice
ordin, cum ar fi:

U1 +1395-2V310+ V12423 /51 - 1206 ©

Pentru a rezolva ecuatiile de gradul 2, precum:

224+ar+b=0

avem o formuld explicitd prin radicali, obtinutd de S.Stevin (1548-1620) si R.
Descartes (1596-1650) in cazul general:

—b+ Vb2 — 4ac
2a
Formule asemanatoare existé si pentru ecuatiile de gradul 3 sau 4.

T1,2 =
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Insa rezultatele fundamentale ale lui E. Galois (1811-1832) et N. H. Abel (1802-
1829) aratd ca nu pot exista formule generale pentru rezolvarea prin radicali ale
tuturor ecuatiilor de gradul 5 sau mai mare. In particular, numerele formate cu
ajutorul radicalilor, adunarii, iInmultirii §i impéartirii pornind de la numere rationale
nu sunt suficiente pentru a completa multimea Q a numerelor algebrice.

4. Ecuatii si geometrie

Inainte de a afla dacd o ecuatie are solutii intregi, putem analiza solutiile in
numere complexe C sau reale R. Aceasta abordare ne reintoarce la geometrie.
Submultimile unui spatiu Euclidian determinate de un sistem de ecuatii algebrice
au fost intens studiate in cadrul geometriei analitice intre sec XVI gi XIX.

Teorema fundamentala a algebrei spune ca orice ecuatie polinomiala de gradul
n cu coeficienti in C are n solutii in C. Prima demonstratie riguroasé a fost data
de un matematician amator, J.-R. Argand (1768-1822). Urmeaza ca un sistem de
k ecuatii algebrice in n necunoscute determina o multime de solutii de dimensiune
cel putin (n — k) In numere complexe. Asadar unui sistem de ecuatii algebrice vom
asocia multimea solutiilor peste C, ce se vor numi varietati algebrice.

Sa considerdm varietatea algebrica formatd din punctele (x,y) € C? ce verifica
ecuatia:

Py’ =1
Pentru a vizualiza varietatea obtinutd in C? trebuie si identificim C cu un plan
real R? cu ajutorul unui sistem de coordonate. Acesta asociazi fiecarui numér
complex z € C, de forma z = a + ib, perechea (a,b) € R? formata din partea reala
a si partea imaginara b. Asadar C? poate fi identificat cu un spatiu Euclidian real
4-dimensional R*.
Ecuatia z° +° = 1 peste corpul numerelor complexe corespunde la doud ecuatii

reale, mai precis partea reald, respectiv imaginara a numarului complex ™ + y”
este egala cu partea reala si respectiv imaginara a lui 1, adica:

Re(z® +9°) = 1,Im(2° +4°) =0
Sa scriem x = a + ib, y = ¢ + id, unde a, b, ¢,d € R; atunci

2° = (a® + 5ab* — 10ab?) + (5a*b + b° — 10a%b°)i,

y® = (c° + 5ed* — 10c2d?) + (5¢*d + d° — 10c%d®)i,
astfel incit varietatea in R* este descrisd de sistemul:

a® + 5ab* — 10a3b? + & + 5ed* — 103d? = 1

5a*b + b° — 10a2b® + 5¢td + d° — 10¢%d® = 0

Cum avem doua ecuatii in 4 necunoscute putem sa ne gindim ca multimea solutiilor
formeazi o suprafatd in R*. Daca vrem si o reprezentim printr-un desen, aceasta
ar fi foarte asemanatoare cu desenul de mai jos, avind 7 pinze sub forméa de pilnie
ce pleaca spre infinit:
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Observam ca aceasta varietate nu este compacta doarece contine puncte din ce

in ce mai departate de origine. Pentru a o compactifica, se omogenizeaza ecuatia:
@54y =20

si se considera multimea solutiilor in spatiul proiectiv P2. Acum ecuatia omogena
defineste o suprafatd compacta, numita curba complexa (algebrica) pentru a pune
in evidenta faptul ca dimensiunea sa complexa este 1. Intersectia acestei suprafete
cu planul complex C? C P2 este exact suprafata necompactid de dinainte, si se
reprezinta grafic astfel:

5. Despre forma sau topologia suprafetelor

Termenul ”topologie” apare pentru prima data intr-o scrisoare din anul 1834 a
lui J.B.Listing (1808-1892) sintetizind unele idei sugerate de marele matematician
C.F.Gauss (1777-1855) astfel: " Topologia este teoria matematica ce studiaza acele
proprietati calitative ale obiectelor ce sunt independente de masura si cantitate”.
Cu alte cuvinte, topologia analizeazé formele obiectelor.

Prima teorema cu caracter topologic fusese demonstrata de L.Euler (1707-1782)
cu un secol inainte. Este un rezultat de o profunzime raré si de o simplitate decon-
certanta:
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Dacd din numarul virfurilor unwi poliedru conver scadem mnumdrul muchiilor
st apoi adundm numarul fetelor atunci, independent de poliedrul considerat (cub,
tetraedru, icosaedru, s.a.m.d.), obfinem intotdeauna numdrul 2.

Pentru alte poliedre suma aceasta alternanta este diferita de 2, si se numeste
caracteristica Fuler, notata x a poliedrului.

H.Poincaré (1854-1912), unul din geniile timpurilor moderne, este considerat
ultimul universalist printre matematicieni. Contributiile sale acoperd numeroase
ramuri ale matematicii, mecanicii celeste, mecanicii fluidelor si teoriei relativitatii.
Cartea sa ” Analysis situs”, aparuta in 1895, contine prima tratare sistematica a
topologiei. Majoritatea ideilor si tehnicilor utilizate mai tirziu igi au originea in
articolele sale de fundamentare a topologiei algebrice, publicate in anii 1890.

Spunem ca doua spatii topologice sunt homeomorfe daci pot fi deformate unul
in celalalt in mod continuu, fard a utiliza taieturi, lipituri sau transformari care
sa le altereze continutul. Prin urmare sunt homeomorfe mingea de fotbal perfect
sferica cu o minge pe jumatate dezumflata, cit si cu suprafata unui cub, dar nu cu
un colac.

Obiectele fundamentale in cadrul topologiei geometrice sunt varietatile topolog-
ice, adica spatiile pentru care orice punct al sau situat in interior are o vecinatate
homeomorfa cu R¥, iar k se numeste dimensiunea sa.

Poincaré a remarcat ca formula lui Euler se poate generaliza la poliedre ce sunt
varietati topologice, pentru ca doua poliedre homeomorfe au aceeasi caracteristica
Euler . Putem atunci defini genul, unei suprafete orientabile inchise ca fiind
X
g=1-5
Suprafatele sunt varietatile topologice de dimensiune k = 2. S& vedem citeva ex-
emple:

(1) Sfera are genul zero, conform formulei lui Euler;
(2) Torul, sau suprafata unui colac, are genul 1:

—

(3) O suprafatd de gen 2:

\6
ﬁ

(4) O suprafata de gen 3:
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A\
P
=~

Si putem continua in acelagi mod pentru a obtine suprafete de gen g, pentru
orice numar natural g.

T.Radé (1895-1965) prezintd prima demonstratie completa in 1925 a faptului ca
doua suprafete orientabile inchise sunt homeomorfe daca si numai daca au acelasi
gen. Aceasta este o consecinta a triangulabilitatii suprafetelor, adica a faptului ca
orice suprafatd se obtine dintr-un numar finit de triunghiuri prin lipirea lor de-a
lungul muchiilor.

Asgadar, din punct de vedere topologic, forma unei suprafete compacte este com-
plet determinata de un singur numar, genul, ce poate lua toate valorile naturale.

Daca consideram acum ecuatia omogena de grad superior:

unde n > 3 este un numaéar natural, asa cum apare in conjectura lui Fermat, vom
obtine o curbd complexa (deci o suprafati reald) ireductibild neteda in P2, al carui
gen g este dat de formula:

(n—1)(n—2)

I
6. Formele controleaza numerele

O parte importanta din rezultatele asupra ecuatiilor diofantice este punerea in
evidenta a unor legaturi strinse intre numarul si organizarea solutiilor In numere
rationale ale acestora si forma varietatilor asociate. O probleméa fundamentala in
aritmetica cere sa se arate ca solutiile iIn numere rationale ale unui sistem de ecuatii
algebrice depind in mod esential doar de topologia varietatii ce ii este atasata.

In cazul in care acest sistem determind o curbé algebrica (neteda) complexa, deci
o suprafata reala, L. Mordell (1888-1962) a emis ipoteza urmatoare:

Dacd suprafata asociatd unui sistem de ecuatii are genul cel putin egal cu 2,
atunci nu existd decit un numdr finit de solutii rationale. Dacd genul este zero,
atunci odata ce existda o solutie rationald, existd o infinitate.

Conjectura lui Mordell a fost demonstrata de catre G. Faltings (n. 1954) in 1983.
Din ce am vazut mai sus, ecuatia

are asociata o suprafata de genul w Deci pentru n > 3 ecuatia lui Fermat
nu poate avea decit un numar finit de solutii intregi.

Descrierea completa in cazul cind genul este 1 si suprafata este un tor (o curba
eliptica) este subiectul unei conjecturi a lui B. Birch (n. 1931) si P. Swinnerton-Dyer

(1927-2018).



NUMERE SI FORME, SAU DESPRE ARITMETICA SI TOPOLOGIE 9

In anul 2000, nou infiintatul institut Clay, una dintre cele mai prestigioase
institutii americane de matematicd, a lansat un apel personalitatilor ce au marcat
ultimii cincizeci de ani ai acestei stiinte. Era vorba de alegerea celor mai impor-
tante sapte probleme rdmase nerezolvate pina acum, ce se vor a fi atit motiv de
inspiratie, cit gi deschizatoare de noi directii si perspective. Pentru a-gi dovedi im-
plicarea si a rasplati eforturile celor ce s-ar iIncumeta in atacarea unor intrebéari ce
au surescitat deja generatii de cercetatori, institutul ofera un milion de dolari pen-
tru solutia fiecarei probleme. Conjectura Birch-Swinnerton-Dyer figureaza printre
cele 7 probleme alese, si este in continuare nerezolvata.

7. Topologia geometrica in dimensiuni mai mari decit 2

O parte importanta din topologia geometricéd a fost impulsionatd de Conjectura
lui Poincaré care cere sé se arate ca nu exista alte varietati topologice avind tipul de
omotopie al sferei inafara sferei. Tipul de omotopie al sferei corespunde cu anularea
grupului fundamental si a tuturor grupurilor de omologie in codimensiune pozitiva.

In 1956 J.Milnor (n.1936) inventeaza sferele exotice In dimensiune 7, care sunt
homeomorfe dar nu difeomorfe. In 1960, dupé meditatii fructuoase pe plajele din
Rio, S.Smale (n.1930) face o descoperire surprinzatoare, ce va aduce cu sine o
avalangéd de rezultate. Ideea este incredibil de simpla desi poate parea paradoxala:
este mult mai simplu de a lucra, clasifica gi intelege varietétile de dimensiuni mai
mari decit 5 in raport cu cele de dimensiuni mici, in speta 3 sau 4. In particular
tehnicile sale 1i permit rezolvarea conjecturii Poincaré in toate dimensiunile de la
5 1n sus. Concluzia plutea de citiva ani in aer, nu lipsea decit aceasta observatie
simpla dar geniald, saltul la dimensiunea 5. Ca dovada, imediat dupéa anuntul lui
Smale, fara sa aiba nevoie de detalii, J.Stallings (1935-2008) si E.C.Zeeman (1925-
2016) ofera o cu totul altd demonstratie.

Dimensiunea 4 trebuie s& mai agtepte inca 20 de ani. In 1982 M.Freedman
(n.1951) publica o solutie complicata sgi subtila, deosebit de tehnicd si dificila.
Aceasta este un adevérat ”tour de force” ce utilizeaza rezultatele scolii de topologie
de traditie americana, incepind cu anii ’30.

Anii ’80 aduc in prim plan noua viziune a lui W.Thurston (1946-2012) asupra
dimensiunii 3, in care lumea neeuclidiana joacd un rol esential. Este vorba de un
program menit sa dea o structurd geometrica canonica fiecarei varietati de dimen-
siune 3. Geometria hiperbolicd, sau neeuclidiana, ar fi cea mai prezenta. Mai
degraba complementar conjecturii Poincaré, acest program a fost partea cea mai
activa a cercetérii din ultimii douazeci de ani ai sec XX in topologie. Conjectura
lui Thurston, si deci conjectura lui Poincaré in dimensiune 3, a fost rezolvata de G.
Perelman in 2003, folosind metode analitice, §i anume deformarile metricii date de
fluxul Ricci.

Astazi problema majord in domeniul topologiei este daca orice varietate topo-
logicad homeomorfa cu sfera de dimensiune 4 este si difeomorfid. Aceasta este o
consecinta a conjecturii Schoenflies care spune ca orice sferd de dimensiune 3 scu-
fundata intr-o sferda de dimensiune 4 o divide in doua varietati cu bord difeomorfe
cu bila de dimensiune 4.

8. Pot numerele descrie formele?



10 LOUIS FUNAR

Un invariant topologic denota o procedura matematica ce asociaza fiecarui obiect
dintr-o categorie fixaté, de exemplu varietati compacte de dimensiune d, un numar,
in aga fel incit doua obiecte echivalente printr-un homeomorphism sa aibé asociat
acelasi numar. Primele exemple de invarianti numerici, numerele Betti, au aparut
odata cu fundamentarea topologiei. Acestia nu depind decit de tipul de omotopie
al spatiilor considerate si pot fi definiti pentru spatii topologice mult mai generale
decit varietatile, de exemplu pentru complexe simpliciale finite arbitrare. Relatii
de echivalentd mai fine, precum cele induse de diffeomorfisme (netede, analitice
etc) au fost considerate de-a lungul timpului, de exemplu in analiza sferelor exotice
(homeomorfe intre ele insa ne-diffeomorfe).

Pentru a descrie suprafetele compacte orientabile este suficient s& folosim un
singur invariant numeric, genul suprafetei, care coincide cu juméatatea primului
numar Betti al suprafetei. Acest invariant este complet, adici determina suprafata
in mod unic, pina la un homeomorphism.

Ce se intimpla insa in dimensiunea 4 sau mai mare? Ré&spunsul indirect este
obtinut prin intermediul notiunii de group (ne-abelian). Stim ca pentru orice grup
cu un numar finit de generatori si de relatii existd o varietate compacta avindu-
l ca grup fundamental. Pe de alta parte un rezultat celebru datorat lui P.S.
Novikov (1901-1975), W. Boone (1920-1983)si J.L. Britton (1927-1994) arata ca
existd grupuri de prezentare finitd a caror problema a cuvintului este nerezolvabila
algoritmic. Ca o consecinta, nu exista algoritmi pentru a decide dacéd o varietate
compacta este o sferd, in dimensiune 4 sau mai mare.

S.I. Adian (1931-2020) si M.H. Rabin (n. 1931) au demonstrat cd nu exista nici
un algoritm ce ar permite sa decidem ca doud prezentari finite reprezinta acelasi
grup sau sd decidem cé o prezentare data este de fapt prezentarea grupului trivial
cu un singur element, sau un grup finit, samd. In felul acesta se aratd ci nu exista
nici un algoritm finit care sa decida daca doua varietati compacte de dimensiune
4 (sau mai mare) sunt homeomorfe, sau sa decida dacd grupul fundamental este
trivial sau nu. Asadar problema descrierii unei varietéti arbitrare cu ajutorul unor
invarianti numerici devine insolubila, daca ne restringem la acei invarianti pentru
care exista un algoritm finit ce permite sa-i calculam.

Aceasta restrictie nu este anodina. Intr-adevar putem considera un invariant de
o cu totul altd natura, precum urmeaza. Categoria ¢(M) este numarul minim de
puncte critice ale unei functii netede

f+M—R

definita pe o varietate diferentiabila compacta M fard bord. Este cunoscut ca
exista multe functii netede pe o varietate M, mai precis acestea formeaza o algebra
comutativa de dimensiune infinita. Orice astfel de functie poate fi perturbata astfel
incit sa devind Morse si deci sa aiba doar un numar finit de puncte critice. Prin
urmare categoria (M) este un numar bine definit. O teorema a lui G. Reeb ne
arata cd orice varietate compactd farda bord M cu proprietatea ca (M) = 2 este
de fapt homeomorfa cu sfera de aceeasi dimensiune, deci un singur numéar permite
s& recunoastem sfera printre toate varietatile compacte. Bineinteles ca problema
calculérii acestui invariant nu este algoritmica. Astfel de invarianti au fost studiati
recent 1n colaborare cu D. Andrica gi C.Pintea de la Universitatea Babeg-Bolyai.
Dimensiunea 3 este insa un caz aparte. C. Papakyriakopoulos (1914-1976) in
anii 1950 a aratat ca nodul trivial este singurul nod al carui grup fundamental este
izomorf cu grupul numerelor intregi Z. Cunoastem deja ca exista algoritmi care sa
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recunoasca sfera de dimensiune 3 (J. Rubinstein, A. Thompson, S. Matveev). Este
atunci plauzibil s& existe invarianti care sa permita sa distingem intre varietati de
dimensiune 3.

Interpretarile geometrice ale teoriei cuantice a cimpurilor au condus E. Witten
la descrierea unei noi familii de invarianti topologici numerici ai varietétilor de
dimensiune 3. Constructia matematic riguroasa, este datorata lui N. Reshetikhin,
V.Turaev gi O. Viro si are ca punct de plecare structuri algebrice relativ complicate
ce se numesc categorii modulare. Exemple explicite au aparut in cadrul teoriei
grupurilor cuantice (V. Drinfeld, M. Jimbo, G. Lusztig).

Intrebarea naturala care se pune in acest context este dacé toti acesti invarianti
cuantici impreund descriu complet varietatile de dimensiune 3. Progresele recente
in clasificarea varietatilor de dimensiune 3 fac ca problema sa fie scindata in mai
multe cazuri, in functie de geometria subiacenta.

In 2013 s-a demonstrat ci forma sau topologia unei varietati nu este unic de-
terminatd de invariantii cuantici, ceea ce este surprinzator; mai mult numarul de
varietati ce pot avea aceasi invarianti poate fi oricit de mare, dar finit in cazul
varietatilor Seifert. Cazul generic al varietatilor hiperbolice este in continuare nere-
zolvat.

Ne putem pune probleme similare pentru cazul in care consideram varietati de
dimensiune 4 care sunt complexe sau algebrice.
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