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Omul pre-istoric ı̂nţelege empiric noţiunea de cantitate şi implicit a numǎrului
ca mǎsurǎ a cantitǎţii. Dacǎ la ı̂nceput numǎrul este concret, fiind asociat cu
realitatea, el devine o reprezentare abstractǎ odatǎ cu utilizarea aceloraşi simboluri
pentru a numǎra lucruri complet diferite. Aceastǎ mutaţie se accentueazǎ din
momentul ı̂n care apare scrierea şi primele elemente de aritmeticǎ şi continuǎ p̂ınǎ
astǎzi.

Formele de naturǎ geometricǎ au apǎrut poate chiar ı̂naintea numerelor, fiind
parte integrantǎ din arta pre-istoricǎ, cum se poate observa analiẑınd modelele in
ceramicǎ din perioada neoliticului. Cu toate acestea, noţiunea de formǎ a rǎmas
un artefact de-a lungul istoriei, p̂ınǎ ĉınd matematica a evoluat suficient pentru a
o putea asimila ı̂n cadrul unor concepte moderne precum geometria riemannianǎ si
topologia.

Scopul acestei dizertaţii este de a argumenta existenţa unei dualitǎţi fundamen-
tale ı̂ntre conceptul abstract de numǎr si cel intuitiv de formǎ. Acest principiu
transcendent constituie fundamentul unei noi metafizici şi a avut un impact major
asupra dezvoltǎrii matematicii moderne ı̂ncep̂ınd cu sec XX, care continuǎ in ziua
de azi.

1. Numere naturale si fracţii

Numǎrul este un concept fundamental ce stǎ la baza construcţiei aritmeticii.
Euclid (300 ı̂.e.n.) menţioneazǎ ”alcǎtuirea compusǎ din mai multe unitaţi”, ı̂n
cartea VII din Elemente; ĉıte unitǎţi sunt nu depinde de natura sau forma lor, dacǎ
sunt lucruri sau fiinţe. Ce le distinge de alte alcǎtuiri este numǎrul lor. Numǎrul in
accepţiunea lui Euclid nu putea fi deĉıt un numǎr intreg pozitiv (natural). Cu toate
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acestea diverse alte cantitaţi apar in problemele de naturǎ geometricǎ abordate de
matematicienii Greciei antice, precum pi, raportul ı̂ntre lungimea circumferinţei
unui cerc şi diametrul sǎu, rǎdǎcina pǎtratǎ a lui 2 reprezent̂ınd lungimea diagonalei
unui pǎtrat av̂ınd latura o unitate, numǎrul de aur, şamd.

Este de remarcat cǎ civilizaţia babilonianǎ (mileniul 3 ı̂.e.n) cunostea notaţia
poziţionalǎ ce permite descrierea numerelor mari prin intermediul operaţiilor matem-
atice elementare (adunare, scǎdere şi ı̂nmulţire).

Operaţia de ı̂mpǎrţire permite introducerea fracţiilor, utilizate in Egiptul antic
ı̂n special ı̂n cadrul mǎsurǎtorilor, ı̂nsa doar a celor ce aveau o formǎ particularǎ
numite fracţii egiptene (sau unitare ı̂n limbaj modern), sau şi mai precis cele de
forma:

1

n
,

unde n este un numǎr natural adicǎ ı̂ntreg şi pozitiv. Astfel egiptenii foloseau
hieroglife corespunzǎtoare unei jumǎtǎti, unei treimi, unui sfert, unei cincimi, etc.,
si deci numai fracţiile unitare, cum se poate vedea din tabelul de mai jos:
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Papirusul Rhind (sau Ahmesu, 1650 ı̂.e.n.) conţine nu doar probleme rezolvate
dar şi tabele ce explicǎ descompunerea unor fracţii ne-unitare in sume de fracţii
unitare, de exemplu:
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Pare sǎ fi fost cunoscut acestora cǎ o fracţie arbitrarǎ poate fi scrisǎ ca o sumǎ
de fracţii unitare, ı̂nsa numǎrul de termeni poate sa fie arbitrar de mare. Peste 3
milenii mai t̂ırziu Paul Erdös (1913-1996) studiazǎ numǎrul de termeni necesari şi
ı̂n anii 1950 formuleaza problema urmǎtoare:

Este adevǎrat cǎ pentru orice numǎr natural n fracţia 4
n este suma a 3 fracţii

unitare, adicǎ putem gǎsi trei numere naturale x, y şi z astfel ı̂nĉıt sǎ avem:

4

n
=

1

x
+

1

y
+

1
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Oriĉıt ar pǎrea de surprinzǎtor, aceasta problemǎ elementarǎ ale cǎrei rǎdǎcini
sunt milenare nu este ı̂nca rezolvatǎ, deşi ştim cǎ rǎspunsul este pozitiv pentru
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toate valorile numǎrului n mai mici decit 1017, folosind calculatorul. Afirmaţia din
enunţ este cunoscutǎ ca una din conjecturile Erdös-Strauss.

2. Numere si proporţii

Pentru scoala greacǎ de matematicǎ din ı̂.e.n. numǎrul nu avea sens deĉıt ca un
numǎr natural iar acesta era definit prin proprietǎţile sale aritmetice. Un concept
alternativ apare ı̂n perioada dintre sec V- sec II ı̂.e.n. ı̂n geometrie, prin introduc-
erea mai ı̂nt̂ıi a lungimilor (sau mǎrimilor) segmentelor, şi mai t̂ırziu a curbelor, prin
aproximare. Nevoia tratǎrii unor probleme de naturǎ practicǎ impulsioneazǎ studiul
rapoartelor ı̂ntre diverse lungimi (sǎ ne aducem aminte de teorema lui Thales) şi
astfel apar proporţiile. Lungimile a douǎ segmente sunt comensurabile dacǎ putem
fabrica doua baghete de lungimi egale pun̂ınd cap la cap mai multe bastonaşe iden-
tice cu cele doua segmente, respectiv. Astfel proporţiile ı̂ntre mǎrimi comensurabile
corespund a ceea ce astazi am numi numere rationale. Proporţiile ı̂ntre mǎrimi in-
comensurabile reprezintǎ numere reale iraţionale.

Iraţionalitatea unor numere explicite precum
√

2 apare deja ı̂n Elementele lui
Euclid ı̂n cartea X, ı̂nsa rezultatul pare cunoscut de mai multǎ vreme, Platon
fǎĉınd deja referire ı̂n dialogul Menon - despre virtute, estimat 385 i.e.n. la acesta.
Argumentul cel mai cunoscut este prin reducere la absurd. Dacǎ

√
2 =

p

q

atunci putem considera p si q numere naturale ce sunt prime ı̂ntre ele, adicǎ nu au
divizori comuni mai mari decit 1. Din relaţia:

p2 = 2q2

deducem cǎ p este par, şi deci putem scrie:

p = 2r,

unde r este un numǎr ı̂ntreg. Relaţia de mai sus este echivalentǎ cu:

2r2 = q2.

Ca şi mai sus q este la r̂ındul sǎu par. Prin urmare 2 divide at̂ıt p ĉıt şi q, ceea ce
constituie o contradicţie.

Timp de ĉıteva secole cele doua teorii, cea a numerelor – implicit naturale şi deci
de naturǎ aritmeticǎ – şi cea a proporţiilor – cu alte cuvinte a numerelor de naturǎ
geometricǎ – evolueazǎ oarecum independent ı̂n lipsa unei teorii unificatoare care
sa le ı̂nglobeze pe amı̂ndouǎ.

Numǎrul 0 apare sub forma actualǎ doar ı̂n sec VII, ı̂n matematica indianǎ, şi
este adus ı̂n Europa ı̂n jurul sec X prin intermediul civilizaţiei islamice ce numǎrǎ
matematicieni de prim plan. Acestia dezvoltǎ elemente de bazǎ ale algebrei ı̂n
sec XII, ı̂n particular conceptul de numǎr algebric pozitiv, precum şi aproximǎrile
acestora ı̂n notaţia decimalǎ. Şcoala italianǎ de matematicǎ menţioneazǎ deja ı̂n
sec XIV numerele imaginare, dar o construcţie satisfǎcǎtoare a lor nu apare ı̂nainte
de sec XVIII. Construcţia axiomaticǎ şi riguroasǎ a corpului numerelor reale va fi
realizatǎ ı̂nsa doar ı̂n a doua jumǎtate a sec XIX prin contribuţiile esenţiale ale lui
R. Dedekind (1831-1916), K. Weierstrass (1815-1897), G. Cantor (1845-1918) şi C.
Meray (1835-1911).
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Astfel, au apǎrut mai ı̂nt̂ıi mulţimea numerelor naturale N şi apoi a numerelor
ı̂ntregi Z, ce conţine ı̂n plus numerele negative. A urmat mulţimea numerelor
raţionale Q care a permis sǎ se defineascǎ cea a numerelor reale R şi, ı̂n sf̂ırşit
mulţimea numerelor complexe C:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

3. Numere si ecuaţii

Diophantus, matematician grec ce a trǎit ı̂n sec III in Alexandria, a lǎsat o
puternicǎ amprentǎ ı̂n teoria numerelor. Printre alte contribuţii, el a demonstrat
cǎ orice numǎr prim care dǎ restul 1 la ı̂mpǎrtirea cu 4 se poate scrie ca suma a
douǎ patrate perfecte; acest rezultat intervine in demonstraţia teoremei celor patru
pǎtrate a lui J.-L. Lagrange (1736-1813), care spune cǎ orice numǎr natural este
suma a 4 pǎtrate perfecte.

Opera sa, ı̂n mare parte nêınteleasǎ de cǎtre contemporani, a avut o influenţǎ
majorǎ ı̂n dezvoltarea ulterioarǎ a algebrei p̂ınǎ in sec XVIII. Este prima datǎ ĉınd
se vehiculeazǎ ideea cǎ se pot folosi metode algebrice pentru a rezolva ecuaţiile,
ı̂n opoziţie cu metodele exclusiv geometrice folosite p̂ınǎ atunci de matematicienii
greci.

Diophantus introduce noţiunea de necunoscutǎ sau numar indeterminat (arithme).
El enunţǎ probleme ı̂n care necunoscutele apar la puteri mai mari decit 2, pen-
tru care interpretarea de naturǎ geometricǎ lipseşte. Numǎrul-proporţie, concret,
devine printr-o schimbare esenţialǎ de paradigmǎ un numǎr ı̂nvǎluit de mister, ab-
stract şi a priori necunoscut. Un numǎr este revelat doar prin prisma unor deducţii
logice, ca soluţie a unor ecuaţii. Astfel 7 este singurul numǎr ce verificǎ:

x2 − 14x+ 49 = 0

Diophantus era interesat de soluţiile ı̂ntregi ale ecuaţiilor. Însǎ multe ecuaţii
simple nu posedǎ nici o soluţie ı̂ntreagǎ, de exemplu:

x2 = 2

cǎci
√

2 nu este nici mǎcar raţional.
N. H. Abel (1802-1829) a considerat mulţimea soluţiilor tuturor ecuaţiilor al-

gebrice (polinomiale) av̂ınd coeficienţi raţionali şi a numit-o mulţimea numerelor
algebrice, uzual notatǎ Q ⊂ C.

Nu numai
√

2 este un numǎr algebric, ci orice combinaţie de radicali de orice
ordin, cum ar fi:

3

√
7 + 13

5
√

5− 2
√

3
67
√

19 +
100

√
12 + 23

17
√

51− 12
3
√

6 ∈ Q

Pentru a rezolva ecuaţiile de gradul 2, precum:

x2 + ax+ b = 0

avem o formulǎ explicitǎ prin radicali, obtinutǎ de S.Stevin (1548-1620) şi R.
Descartes (1596-1650) ı̂n cazul general:

x1,2 =
−b±

√
b2 − 4ac

2a

Formule asemǎnǎtoare existǎ şi pentru ecuaţiile de gradul 3 sau 4.
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Însǎ rezultatele fundamentale ale lui E. Galois (1811-1832) et N. H. Abel (1802-
1829) aratǎ cǎ nu pot exista formule generale pentru rezolvarea prin radicali ale

tuturor ecuaţiilor de gradul 5 sau mai mare. În particular, numerele formate cu
ajutorul radicalilor, adunǎrii, ı̂nmulţirii şi ı̂mpǎrţirii pornind de la numere raţionale
nu sunt suficiente pentru a completa multimea Q a numerelor algebrice.

4. Ecuaţii si geometrie

Înainte de a afla dacǎ o ecuaţie are soluţii ı̂ntregi, putem analiza soluţiile ı̂n
numere complexe C sau reale R. Aceastǎ abordare ne rêıntoarce la geometrie.
Submulţimile unui spaţiu Euclidian determinate de un sistem de ecuaţii algebrice
au fost intens studiate ı̂n cadrul geometriei analitice ı̂ntre sec XVI şi XIX.

Teorema fundamentalǎ a algebrei spune cǎ orice ecuaţie polinomialǎ de gradul
n cu coeficienţi ı̂n C are n soluţii ı̂n C. Prima demonstraţie riguroasǎ a fost datǎ
de un matematician amator, J.-R. Argand (1768-1822). Urmeazǎ cǎ un sistem de
k ecuaţii algebrice ı̂n n necunoscute determinǎ o mulţime de soluţii de dimensiune
cel putin (n− k) ı̂n numere complexe. Aşadar unui sistem de ecuaţii algebrice vom
asocia mulţimea soluţiilor peste C, ce se vor numi varietǎţi algebrice.

Sǎ considerǎm varietatea algebricǎ formatǎ din punctele (x, y) ∈ C2 ce verificǎ
ecuaţia:

x5 + y5 = 1

Pentru a vizualiza varietatea obţinutǎ ı̂n C2 trebuie sǎ identificǎm C cu un plan
real R2 cu ajutorul unui sistem de coordonate. Acesta asociazǎ fiecǎrui numǎr
complex x ∈ C, de forma x = a+ ib, perechea (a, b) ∈ R2 formatǎ din partea realǎ
a şi partea imaginarǎ b. Aşadar C2 poate fi identificat cu un spaţiu Euclidian real
4-dimensional R4.

Ecuaťia x5 +y5 = 1 peste corpul numerelor complexe corespunde la douǎ ecuaţii
reale, mai precis partea realǎ, respectiv imaginarǎ a numarului complex xn + yn

este egalǎ cu partea realǎ si respectiv imaginarǎ a lui 1, adicǎ:

Re(x5 + y5) = 1, Im(x5 + y5) = 0

Sǎ scriem x = a+ ib, y = c+ id, unde a, b, c, d ∈ R; atunci

x5 = (a5 + 5ab4 − 10a3b2) + (5a4b+ b5 − 10a2b3)i,

y5 = (c5 + 5cd4 − 10c3d2) + (5c4d+ d5 − 10c2d3)i,

astfel ı̂nĉıt varietatea ı̂n R4 este descrisǎ de sistemul:

a5 + 5ab4 − 10a3b2 + c5 + 5cd4 − 10c3d2 = 1

5a4b+ b5 − 10a2b3 + 5c4d+ d5 − 10c2d3 = 0

Cum avem doua ecuaţii ı̂n 4 necunoscute putem sa ne ĝındim cǎ mulţimea soluţiilor
formeazǎ o suprafaţǎ ı̂n R4. Daca vrem sǎ o reprezentǎm printr-un desen, aceasta
ar fi foarte asemǎnǎtoare cu desenul de mai jos, av̂ınd 7 p̂ınze sub formǎ de p̂ılnie
ce pleacǎ spre infinit:
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Observǎm ca aceastǎ varietate nu este compactǎ doarece conţine puncte din ce
ı̂n ce mai depǎrtate de origine. Pentru a o compactifica, se omogenizeazǎ ecuaţia:

x5 + y5 = z5

şi se considerǎ mulţimea soluţiilor ı̂n spaţiul proiectiv P2. Acum ecuaţia omogena
defineşte o suprafaţǎ compactǎ, numitǎ curbǎ complexǎ (algebricǎ) pentru a pune
ı̂n evidenţǎ faptul cǎ dimensiunea sa complexǎ este 1. Intersecţia acestei suprafeţe
cu planul complex C2 ⊂ P2 este exact suprafaţa necompactǎ de dinainte, şi se
reprezintǎ grafic astfel:

5. Despre formǎ sau topologia suprafeţelor

Termenul ”topologie” apare pentru prima datǎ ı̂ntr-o scrisoare din anul 1834 a
lui J.B.Listing (1808-1892) sintetiẑınd unele idei sugerate de marele matematician
C.F.Gauss (1777-1855) astfel: ”Topologia este teoria matematicǎ ce studiazǎ acele
proprietǎţi calitative ale obiectelor ce sunt independente de mǎsurǎ şi cantitate”.
Cu alte cuvinte, topologia analizeazǎ formele obiectelor.

Prima teoremǎ cu caracter topologic fusese demonstratǎ de L.Euler (1707-1782)
cu un secol ı̂nainte. Este un rezultat de o profunzime rarǎ şi de o simplitate decon-
certantǎ:
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Dacǎ din numarul v̂ırfurilor unui poliedru convex scǎdem numǎrul muchiilor
şi apoi adunǎm numarul feţelor atunci, independent de poliedrul considerat (cub,
tetraedru, icosaedru, ş.a.m.d.), obţinem ı̂ntotdeauna numǎrul 2.

Pentru alte poliedre suma aceasta alternantǎ este diferitǎ de 2, si se numeşte
caracteristica Euler, notatǎ χ a poliedrului.

H.Poincaré (1854-1912), unul din geniile timpurilor moderne, este considerat
ultimul universalist printre matematicieni. Contribuţiile sale acoperǎ numeroase
ramuri ale matematicii, mecanicii celeste, mecanicii fluidelor şi teoriei relativitǎţii.
Cartea sa ”Analysis situs”, apǎrutǎ ı̂n 1895, conţine prima tratare sistematicǎ a
topologiei. Majoritatea ideilor şi tehnicilor utilizate mai t̂ırziu ı̂şi au originea ı̂n
articolele sale de fundamentare a topologiei algebrice, publicate ı̂n anii 1890.

Spunem cǎ douǎ spaţii topologice sunt homeomorfe dacǎ pot fi deformate unul
ı̂n celǎlalt ı̂n mod continuu, fǎrǎ a utiliza tǎieturi, lipituri sau transformǎri care
sǎ le altereze conţinutul. Prin urmare sunt homeomorfe mingea de fotbal perfect
sfericǎ cu o minge pe jumǎtate dezumflatǎ, ĉıt şi cu suprafaţa unui cub, dar nu cu
un colac.

Obiectele fundamentale ı̂n cadrul topologiei geometrice sunt varietaţile topolog-
ice, adicǎ spaţiile pentru care orice punct al sǎu situat ı̂n interior are o vecinǎtate
homeomorfǎ cu Rk, iar k se numeşte dimensiunea sa.

Poincaré a remarcat cǎ formula lui Euler se poate generaliza la poliedre ce sunt
varietǎţi topologice, pentru cǎ douǎ poliedre homeomorfe au aceeaşi caracteristicǎ
Euler χ. Putem atunci defini genul, unei suprafeţe orientabile ı̂nchise ca fiind

g = 1− χ

2

Suprafaţele sunt varietǎţile topologice de dimensiune k = 2. Sǎ vedem ĉıteva ex-
emple:

(1) Sfera are genul zero, conform formulei lui Euler;
(2) Torul, sau suprafaţa unui colac, are genul 1:

(3) O suprafaţǎ de gen 2:

(4) O suprafaţǎ de gen 3:
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Şi putem continua ı̂n acelaşi mod pentru a obţine suprafeţe de gen g, pentru
orice numǎr natural g.

T.Radó (1895-1965) prezintǎ prima demonstraţie completǎ ı̂n 1925 a faptului cǎ
douǎ suprafeţe orientabile ı̂nchise sunt homeomorfe dacǎ şi numai dacǎ au acelaşi
gen. Aceasta este o consecinţǎ a triangulabilitǎţii suprafeţelor, adica a faptului cǎ
orice suprafaţǎ se obţine dintr-un numǎr finit de triunghiuri prin lipirea lor de-a
lungul muchiilor.

Aşadar, din punct de vedere topologic, forma unei suprafeţe compacte este com-
plet determinatǎ de un singur numǎr, genul, ce poate lua toate valorile naturale.

Dacǎ considerǎm acum ecuaţia omogenǎ de grad superior:

xn + yn = zn

unde n ≥ 3 este un numǎr natural, aşa cum apare ı̂n conjectura lui Fermat, vom
obţine o curbǎ complexǎ (deci o suprafaţǎ realǎ) ireductibilǎ netedǎ ı̂n P2, al cǎrui
gen g este dat de formula:

g =
(n− 1)(n− 2)

2

6. Formele controleazǎ numerele

O parte importantǎ din rezultatele asupra ecuaţiilor diofantice este punerea ı̂n
evidenţǎ a unor legǎturi str̂ınse ı̂ntre numǎrul şi organizarea soluţiilor ı̂n numere
raţionale ale acestora şi forma varietǎţilor asociate. O problemǎ fundamentalǎ ı̂n
aritmeticǎ cere sǎ se arate cǎ soluţiile ı̂n numere raţionale ale unui sistem de ecuaţii
algebrice depind ı̂n mod esenţial doar de topologia varietǎţii ce ı̂i este ataşatǎ.

În cazul ı̂n care acest sistem determinǎ o curbǎ algebricǎ (netedǎ) complexǎ, deci
o suprafatǎ realǎ, L. Mordell (1888-1962) a emis ipoteza urmǎtoare:

Dacǎ suprafaţa asociatǎ unui sistem de ecuaţii are genul cel puti̧n egal cu 2,
atunci nu existǎ deĉıt un numǎr finit de soluţii raţionale. Dacǎ genul este zero,
atunci odatǎ ce existǎ o soluţie raţionalǎ, existǎ o infinitate.

Conjectura lui Mordell a fost demonstratǎ de cǎtre G. Faltings (n. 1954) ı̂n 1983.
Din ce am vǎzut mai sus, ecuaţia

xn + yn = zn

are asociatǎ o suprafaţǎ de genul (n−1)(n−2)
2 . Deci pentru n > 3 ecuaţia lui Fermat

nu poate avea deĉıt un numǎr finit de soluţii ı̂ntregi.
Descrierea completǎ ı̂n cazul ĉınd genul este 1 şi suprafaţa este un tor (o curbǎ

elipticǎ) este subiectul unei conjecturi a lui B. Birch (n. 1931) şi P. Swinnerton-Dyer
(1927-2018).
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În anul 2000, nou ı̂nfiinţatul institut Clay, una dintre cele mai prestigioase
instituţii americane de matematicǎ, a lansat un apel personalitǎţilor ce au marcat
ultimii cincizeci de ani ai acestei ştiinţe. Era vorba de alegerea celor mai impor-
tante şapte probleme rǎmase nerezolvate p̂ınǎ acum, ce se vor a fi at̂ıt motiv de
inspiraţie, ĉıt şi deschizǎtoare de noi direcţii şi perspective. Pentru a-şi dovedi im-
plicarea şi a rǎsplǎti eforturile celor ce s-ar ı̂ncumeta ı̂n atacarea unor ı̂ntrebǎri ce
au surescitat deja generaţii de cercetǎtori, institutul oferǎ un milion de dolari pen-
tru soluţia fiecǎrei probleme. Conjectura Birch-Swinnerton-Dyer figureazǎ printre
cele 7 probleme alese, şi este ı̂n continuare nerezolvatǎ.

7. Topologia geometricǎ ı̂n dimensiuni mai mari deĉıt 2

O parte importantǎ din topologia geometricǎ a fost impulsionatǎ de Conjectura
lui Poincaré care cere sǎ se arate cǎ nu existǎ alte varietǎţi topologice av̂ınd tipul de
omotopie al sferei ı̂nafara sferei. Tipul de omotopie al sferei corespunde cu anularea
grupului fundamental şi a tuturor grupurilor de omologie ı̂n codimensiune pozitivǎ.

În 1956 J.Milnor (n.1936) inventeazǎ sferele exotice ı̂n dimensiune 7, care sunt

homeomorfe dar nu difeomorfe. În 1960, dupǎ meditaţii fructuoase pe plajele din
Rio, S.Smale (n.1930) face o descoperire surprinzǎtoare, ce va aduce cu sine o
avalanşǎ de rezultate. Ideea este incredibil de simplǎ deşi poate pǎrea paradoxalǎ:
este mult mai simplu de a lucra, clasifica şi ı̂nţelege varietǎţile de dimensiuni mai
mari deĉıt 5 ı̂n raport cu cele de dimensiuni mici, ı̂n speţǎ 3 sau 4. În particular
tehnicile sale ı̂i permit rezolvarea conjecturii Poincaré ı̂n toate dimensiunile de la
5 ı̂n sus. Concluzia plutea de ĉıţiva ani ı̂n aer, nu lipsea deĉıt aceastǎ observaţie
simplǎ dar genialǎ, saltul la dimensiunea 5. Ca dovadǎ, imediat dupǎ anunţul lui
Smale, fǎrǎ sa aibǎ nevoie de detalii, J.Stallings (1935-2008) şi E.C.Zeeman (1925-
2016) oferǎ o cu totul altǎ demonstraţie.

Dimensiunea 4 trebuie sǎ mai aştepte ı̂ncǎ 20 de ani. În 1982 M.Freedman
(n.1951) publicǎ o soluţie complicatǎ şi subtilǎ, deosebit de tehnicǎ şi dificilǎ.
Aceasta este un adevǎrat ”tour de force” ce utilizeazǎ rezultatele şcolii de topologie
de tradiţie americanǎ, ı̂ncep̂ınd cu anii ’30.

Anii ’80 aduc ı̂n prim plan noua viziune a lui W.Thurston (1946-2012) asupra
dimensiunii 3, ı̂n care lumea neeuclidianǎ joacǎ un rol esenţial. Este vorba de un
program menit sǎ dea o structurǎ geometricǎ canonicǎ fiecǎrei varietǎţi de dimen-
siune 3. Geometria hiperbolicǎ, sau neeuclidianǎ, ar fi cea mai prezentǎ. Mai
degrabǎ complementar conjecturii Poincaré, acest program a fost partea cea mai
activǎ a cercetǎrii din ultimii douǎzeci de ani ai sec XX ı̂n topologie. Conjectura
lui Thurston, şi deci conjectura lui Poincaré ı̂n dimensiune 3, a fost rezolvatǎ de G.
Perelman ı̂n 2003, folosind metode analitice, şi anume deformǎrile metricii date de
fluxul Ricci.

Astǎzi problema majorǎ ı̂n domeniul topologiei este dacǎ orice varietate topo-
logicǎ homeomorfǎ cu sfera de dimensiune 4 este şi difeomorfǎ. Aceasta este o
consecinţǎ a conjecturii Schoenflies care spune cǎ orice sferǎ de dimensiune 3 scu-
fundatǎ ı̂ntr-o sferǎ de dimensiune 4 o divide ı̂n douǎ varietǎţi cu bord difeomorfe
cu bila de dimensiune 4.

8. Pot numerele descrie formele?
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Un invariant topologic denotǎ o procedurǎ matematicǎ ce asociazǎ fiecarui obiect
dintr-o categorie fixatǎ, de exemplu varietaţi compacte de dimensiune d, un numǎr,
ı̂n aşa fel ı̂nĉıt douǎ obiecte echivalente printr-un homeomorphism sǎ aibǎ asociat
acelaşi numǎr. Primele exemple de invarianťi numerici, numerele Betti, au apǎrut
odatǎ cu fundamentarea topologiei. Aceştia nu depind deĉıt de tipul de omotopie
al spaţiilor considerate şi pot fi definiţi pentru spaţii topologice mult mai generale
deĉıt varietǎţile, de exemplu pentru complexe simpliciale finite arbitrare. Relaţii
de echivalenţǎ mai fine, precum cele induse de diffeomorfisme (netede, analitice
etc) au fost considerate de-a lungul timpului, de exemplu ı̂n analiza sferelor exotice
(homeomorfe ı̂ntre ele ı̂nsa ne-diffeomorfe).

Pentru a descrie suprafeţele compacte orientabile este suficient sǎ folosim un
singur invariant numeric, genul suprafeţei, care coincide cu jumǎtatea primului
numar Betti al suprafeţei. Acest invariant este complet, adicǎ determinǎ suprafaţa
ı̂n mod unic, p̂ına la un homeomorphism.

Ce se intimplǎ ı̂nsa ı̂n dimensiunea 4 sau mai mare? Rǎspunsul indirect este
obţinut prin intermediul noţiunii de group (ne-abelian). Ştim cǎ pentru orice grup
cu un numar finit de generatori şi de relaţii existǎ o varietate compactǎ av̂ındu-
l ca grup fundamental. Pe de altǎ parte un rezultat celebru datorat lui P.S.
Novikov (1901-1975), W. Boone (1920-1983)şi J.L. Britton (1927-1994) aratǎ cǎ
existǎ grupuri de prezentare finitǎ a cǎror problemǎ a cuv̂ıntului este nerezolvabilǎ
algoritmic. Ca o consecinţǎ, nu existǎ algoritmi pentru a decide dacǎ o varietate
compactǎ este o sferǎ, ı̂n dimensiune 4 sau mai mare.

S.I. Adian (1931-2020) şi M.H. Rabin (n. 1931) au demonstrat cǎ nu existǎ nici
un algoritm ce ar permite sǎ decidem cǎ douǎ prezentǎri finite reprezintǎ acelaşi
grup sau sǎ decidem cǎ o prezentare datǎ este de fapt prezentarea grupului trivial
cu un singur element, sau un grup finit, şamd. În felul acesta se aratǎ cǎ nu existǎ
nici un algoritm finit care sǎ decidǎ dacǎ douǎ varietǎţi compacte de dimensiune
4 (sau mai mare) sunt homeomorfe, sau sǎ decidǎ dacǎ grupul fundamental este
trivial sau nu. Aşadar problema descrierii unei varietǎţi arbitrare cu ajutorul unor
invarianţi numerici devine insolubilǎ, dacǎ ne restr̂ıngem la acei invarianţi pentru
care existǎ un algoritm finit ce permite sǎ-i calculǎm.

Aceastǎ restricţie nu este anodinǎ. Într-adevǎr putem considera un invariant de
o cu totul altǎ naturǎ, precum urmeazǎ. Categoria ϕ(M) este numǎrul minim de
puncte critice ale unei funcţii netede

f : M → R
definitǎ pe o varietate diferenţiabila compactǎ M fǎrǎ bord. Este cunoscut cǎ
existǎ multe funcţii netede pe o varietate M , mai precis acestea formeazǎ o algebrǎ
comutativǎ de dimensiune infinitǎ. Orice astfel de funcţie poate fi perturbatǎ astfel
ı̂nĉıt sǎ devinǎ Morse şi deci sǎ aibǎ doar un numǎr finit de puncte critice. Prin
urmare categoria ϕ(M) este un numǎr bine definit. O teoremǎ a lui G. Reeb ne
aratǎ cǎ orice varietate compactǎ fǎrǎ bord M cu proprietatea cǎ ϕ(M) = 2 este
de fapt homeomorfǎ cu sfera de aceeaşi dimensiune, deci un singur numǎr permite
sǎ recunoastem sfera printre toate varietǎţile compacte. Binêınţeles cǎ problema
calculǎrii acestui invariant nu este algoritmicǎ. Astfel de invarianţi au fost studiaţi
recent ı̂n colaborare cu D. Andrica şi C.Pintea de la Universitatea Babeş-Bolyai.

Dimensiunea 3 este ı̂nsa un caz aparte. C. Papakyriakopoulos (1914-1976) ı̂n
anii 1950 a arǎtat cǎ nodul trivial este singurul nod al cǎrui grup fundamental este
izomorf cu grupul numerelor ı̂ntregi Z. Cunoaştem deja cǎ existǎ algoritmi care sǎ



NUMERE ŞI FORME, SAU DESPRE ARITMETICǍ SI TOPOLOGIE 11

recunoascǎ sfera de dimensiune 3 (J. Rubinstein, A. Thompson, S. Matveev). Este
atunci plauzibil sǎ existe invarianţi care sǎ permitǎ sǎ distingem ı̂ntre varietǎţi de
dimensiune 3.

Interpretǎrile geometrice ale teoriei cuantice a ĉımpurilor au condus E. Witten
la descrierea unei noi familii de invarianţi topologici numerici ai varietǎţilor de
dimensiune 3. Construcţia matematic riguroasǎ, este datoratǎ lui N. Reshetikhin,
V.Turaev şi O. Viro şi are ca punct de plecare structuri algebrice relativ complicate
ce se numesc categorii modulare. Exemple explicite au apǎrut ı̂n cadrul teoriei
grupurilor cuantice (V. Drinfeld, M. Jimbo, G. Lusztig).

Întrebarea naturalǎ care se pune ı̂n acest context este dacǎ toţi aceşti invarianţi
cuantici ı̂mpreunǎ descriu complet varietǎţile de dimensiune 3. Progresele recente
ı̂n clasificarea varietǎţilor de dimensiune 3 fac ca problema sǎ fie scindatǎ ı̂n mai
multe cazuri, ı̂n funcţie de geometria subiacentǎ.

În 2013 s-a demonstrat cǎ forma sau topologia unei varietǎţi nu este unic de-
terminatǎ de invarianţii cuantici, ceea ce este surprinzǎtor; mai mult numǎrul de
varietǎţi ce pot avea aceaşi invarianţi poate fi oriĉıt de mare, dar finit ı̂n cazul
varietǎţilor Seifert. Cazul generic al varietǎţilor hiperbolice este ı̂n continuare nere-
zolvat.

Ne putem pune probleme similare pentru cazul ı̂n care considerǎm varietǎţi de
dimensiune 4 care sunt complexe sau algebrice.
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