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Talan senki sem fogta meg olyan hatésosan a matematika
szerepét a természettudomanyokban, mint Wigner Jend egy
1960-ban irott cikkének cimében: A matematika ésszertitlen
hatékonységa a természettudoményokban”. Valéban, matema-
tika nélkil nehéz lenne elképzelni a természettudoményokat,
mint a fizika vagy a hélézatelmélet. Bar ujfent racsodélkozunk
a matematika ésszeriitlen sikerére a tudoméany és a technika
kiilonb6z6  agaiban, ahhoz, hogy ezt a csodat fenn tudjuk
tartani, friss elmékre van sziikség. Nagyon orvendek, hogy a
nagyhird magyar matematikai iskola utédjai épp otthonomban,
Csikszeredaban mérik 6ssze tudéasukat 2014-ben! Ne alljatok meg
itt, legyen ez a székelyfoldi verseny egy 1épcsé szamotokra, amin
keresztiil a nagyhirti magyar matematikusoknak és fizikusoknak
mélto utddjaivéa valhattok.

Barabasi Albert Laszlo
a XXIII. NMMYV f6védnoke






El6szo

A Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny célrendszere a
kezdetektsl fogva igen sokrétd volt: szakmai megmérettetés
a Karpat-medencében magyarul tanulé kozépiskolas didkok
szamara, tapasztalatcsere matematikatanaroknak, a tobb orszag
hatéarain ativel magyar kultira alaposabb megismerése, apolésa,
a magyarsagtudat erGsitése, az utanpotlas kinevelése ugy a
kutatds, mint a tanari pélya tekintetében. Az elmilt 23 év
alatt e célok mogott rejlé problémék sok tekintetben atalakul-
tak, a salypontok athelyezddtek, a célok elérésére tobb mas
lehet&ség is kialakult. Ma a legtobb kordbbi probléméara van
hatékony megoldas, ugyanakkor egyre tobb olyan problémaval
szembesiiliink az oktatasban, ami korabban egyaltalan nem je-
lentett gondot. Ezel6tt 20 évvel Kolozsvaron a Babes-Bolyai
Tudomanyegyetem Matematika és Informatika Karan kozel 60
végzds hallgato volt a matematika szakon, tavaly 6. Ez a jelenség
méshol is érezhets, a BBTE helyzete azért kiemelten fontos, mert
Roméniadban csak itt zajlik magyar nyelvl tanarképzés matem-
atikdbol. Masrészt a romaniai matematikatanarok életkoranak at-
laga nagyobb, mint 50 év, igy néhany éven belil igen komoly
hidnyra szamithatunk a matematikatanari palydn. Ugyanez a je-
lenség érezhetd a Karpat-medence mas régidiban is. Mindezt csak
tetézi az oktatési rendszerckben végbemend, a mindségbiztositas
jelszavaval cégjelzett atalakitas, amely az egyén, a fliggetlen,
alkotoképes és felelGsségteljes szakember szintjére lebontva para-
doxalis helyzeteket eredményez. Ez azért kiilonosen silyos, mert
a didaktikai kutatisok egyértelmiien azt tamasztjik ala, hogy
a hiteles, jol képzett, fiiggetlen szakemberként mikods tanéar a
hatékony oktatés kulcsa. A rendszer nem a szabélyok altal va-
lik jobbéa, hanem a benne tevékenykedd szakemberek altal. Az
NMMYV torténetére visszatekintve azt latjuk, hogy tobb régidoban



is sikeriilt fontos utanpoétlast biztositani, gy a tanari palyéra,
mint a kutatasi teriiletekre.

Ezzel pérhuzamosan sikeriilt elérni azt, hogy a versenyt
Romaéanidban a tanligyminisztérium tamogatja, a dijazottak és
a felkészité tanaraik kiilon jutalmat és bizonyos tekintetben
elGjogokat élvezhetnek a rendszeren belill. Ezt a gyakorlatot
érdemes lenne kiterjeszteni a tObbi régiéra is, s6t az orszé-
gok kozti atjarhatosagot is biztositani. Ennek érdekében a szak-
mai szinvonal tovabbi fokozéasara lenne sziikség, az elGvalogatas
atlathatosagara minden régidban, természetesen anélkiil, hogy
a létezs, miikoddképes, szakmailag indokolt viszonyrendszert
feliilirnank.

A verseny folytonossaganak biztositdsa mellett érdemes
lenne a didkokkal rendszeresen dolgozé tanérok tamogatasat is
megoldani, aranyaiban legalabb kétszer annyi tamogatast fordi-
tani a folyamatos késziilés segitésére, mint a rendezvényekre.
Ebben a tekintetben a Magyarorszagon elindult tehetségtamo-
gatd rendszert lenne érdemes kiterjeszteni a tobbi régiora is, ter-
meészetesen a palyazati rendszer szigortian szakmai ellenérzottsége
mellett.

Bizom abban, hogy a tovabbiakban is sikeriil majd az ak-
tualis problémékat megoldani, a nehézségeken feliilkerekedni, a
kihivasokra érdemben valaszolni. Ezaltal az NMMV tovabbra
is fontos szerepet tolthet be a kozépiskolai matematikai élet-
ben. Mindehhez természetesen a didkok kitarté6 munkaja is sziik-
séges, hisz ne feledjiik, hogy a versenyt elsGsorban a didkokért
szervezzik és mindez értelmét vesztené a didkok altal befek-
tetett munka nélkiil. Mindeddig azt tapasztaltam, hogy az itt
résztvevs didkok zome komolyan késziil a versenyre is és azon tul-
menden is foglalkozik matematikaval. Eppen ezért mindenkinek
jO versenyzést, mindségi idGtoltést és tovabbi sikereket kivanok.

Andréas Szilard, Kolozsvar
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9. osztaly

1. Feladat. Egy konyvtarban megszamoztak az Osszes konyvet.
A széamozashoz 1-t6l kezd6dGen egymast kdvets természetes sza-
mokat hasznaltak, és ugyanazt a szamot nem irtak ra két konyvre.
A megszamozas soran a konyvekre hdromszor annyi szamjegyet
kellett rairni, mint ahdny kényv volt a kényvtarban. Hany kényv
volt a konyvtarban?

’ Olah Gyorgy, | Révkoméarom

2. Feladat. Hatéarozd meg az (a+b)(b+c)(c+a) = 1144 egyenlet
Osszes nullatol kiillonb6zE természetes megoldéasat!

dr. Hraské Andras, Budapest

3. Feladat. Az ABC'D konvex négyszogben AB =1, BC' = 2,
AD = /2, A =105° és B = 60°. Szamitsd ki a C'D oldal hosszat!

Kovacs Lajos, Székelyudvarhely
dr. Andrés Szilard, Kolozsvar

4. Feladat. Hany valés megoldasa van a 3[z] = 222 + z — 4
egyenletnek? ([x] az x valos szam egészrészét jelenti.)

Szab6 Magda, Szabadka
Longéver Lajos, Nagybéanya

5. Feladat. Egy szamitogép segitségével kinyomtattak a 22014
és az 5291 hatvanyok értékét tizes szamrendszerben. Osszesen
hany szamjegyet nyomtattak? (P1. a 11231 szam kinyomtatasanal
5 szamjegyet nyomtatnanak.)

dr. Katz Sandor, Bonyhad



XXIII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Csikszereda, 2014. marcius 12-16.

6. Feladat. a) Hatarozd meg a siknak egységoldala szabéalyos
haromszogekkel és egységoldala szabalyos hatszogekkel vald Gsszes
szabalyos lefodését! Egy lefodés azt jelenti, hogy a sokszogek
hézag és atfodés nélkiil (egyrétiien) lefodik a sikot. A lefodés sza-
balyos, ha léteznek olyan a és b nullatol kiilénbozé természetes
szamok, amelyekre minden keletkez& cstics koriil pontosan a darab
haromszog és b darab hatszog van, valamilyen rogzitett sorrend-
ben.

b) Bizonyitsd be, hogy van olyan, nem feltétleniil szabélyos
lefodés is (az el6bbi haromszogekkel és hatszogekkel), amelyben
létezik végtelen sok, paronként kiillonb6z6 mintazat, amely véges
sokszor jelenik meg! (Mintazat alatt a lefodés véges sok sokszoge
altal meghatarozott Osszefiiggs alakzatot értiink.)

Zsombori Gabriella, Csikszereda
dr. Andrés Szilard, dr. Lukacs Andor, Kolozsvér
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10. osztaly

1. Feladat. Oldd meg a primszédmok halmazéin a
322 —y? =22y — 12z
egyenletet!
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

2. Feladat. Négy Tuddés Matematikus egy egyenlS szara trapéz
alaku birtokon él, hazaik a trapéz csticsaira épiiltek. A trapéz
hosszabb alapjanak hossza a, az alapon fekvs szogek nagysiga
50°, az atlok altal bezart szog pedig 76°. A Tuddsok szeretik a
szabélyos dolgokat, igy elhataroztik, hogy olyan kutat épitenek,
amely mindannyiuk hazatol ugyanolyan téavolsagra helyezkedik el.
Milyen tavolsagra kell épiteniiik hazaiktol a kutat? Vajon a kut
a birtokukon lesz-e?

dr. Péics Hajnalka, Szabadka

3. Feladat. Oldd meg a pozitiv valés szdmok halmazéin a
i+l L 93,7 — 19
egyenletet!

Koczinger Eva és Kovéacs Béla, Szatméarnémeti

4. Feladat. Adott az ABC haromszog, amelyben feltételezziik,
hogy AB < BC < AC. A BC oldalon felvessziik a B’ pontot ugy,
hogy CB’ = AB. Hasonloan felvessziik az AC oldalon az A’ és a
C' pontot tugy, hogy CA’ = AB és AC’' = BC. Jeloljiik az AA’,
BB, illetve CC' szakaszok felezGpontjat rendre D-vel, E-vel és
F-fel. Bizonyitsd be, hogy ha Ay a BC szakasz, By az AC szakasz
és C1 az AB szakasz felez6pontja, valamint {G} = A;D N AB,
{H}=B1ENAB ¢és {I} = C;F n BC, akkor:

11
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a) BI = GH,
b) az A1 D, C1 F és B1E egyeneseknek van kozos pontja;

c) ha J az ABC haromszogbe, K az A; B1C) haromszogbe irt
kor kozéppontja, L pedig az ABC haromszog sulypontja,
akkor a J, K és L pontok egy egyenesen helyezkednek el és

JL =2KL.
Pélhegyi Farkas Léaszlo, Nagyvarad

5. Feladat. Bizonyitsd be, hogy az Gsszes ﬁ alaki szam Osszege
nem egész szdm, ahol 1 < m < n < 2014, illetve m és n ter-
mészetes szamok.

dr. Kantor Sandor, Debrecen

6. Feladat. a) Hat4rozd meg a siknak egységoldala szabélyos
hatszogekkel, egységoldalii négyzetekkel és egységoldalu szabé-
lyos tizenkétszogekkel valo Gsszes szabalyos lefodését! Egy lefédés
azt jelenti, hogy a sokszogek hézag és atfodés nélkiil (egyrétien)
lefédik a sikot. A lefodés szabélyos, ha léteznek olyan a, b, ¢ nul-
14t61 kiilonbo6z6 természetes szamok, amelyekre minden keletkezé
cstucs koriil pontosan a darab hatszog, b darab négyzet és ¢ darab
tizenkétszog van, valamilyen rogzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy az elébbi hatszogekkel, négyzetekkel,
tizenkétszogekkel, valamint egységoldali szabalyos haromszogek-
kel létre lehet hozni olyan, nem feltétleniil szabalyos lefodést,
amelyben mind a négy tipust alakzatot végtelen sokszor hasz-
naljuk, és amelyben létezik végtelen sok paronként kiilonbozé
mintazat, amely véges sokszor jelenik meg! (Mintazat alatt a
lefédés véges sok sokszoge altal meghatarozott osszefliggd alakza-

tot értiink.)
Zsombori Gabriella, Csikszereda

dr. Andrés Szilard, dr. Lukacs Andor, Kolozsvér
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11. osztaly
1. Feladat. Milyen szabaly szerint irtuk le a
2,10, 16, 32,42,66, 80, 112,130,170
szamokat? Ezt a szabélyt folytatva, add meg a
2,10, 16, 32,42, 66, 80,112,130, 170, . ..
sorozat altalanos tagjanak a képletét!
dr. Kéntor Sandorné, Debrecen

2. Feladat. Oldd meg az 2'°83 64 = z2. 819837 _ 210858 oovenletet
a valos szamok halmazan!

Balazsi Borbala, Beregszasz
3. Feladat. Legfeljebb hany elemet tartalmazhat a
H=1{1,2,3,...,25}

halmaznak az a részhalmaza, amelyben barmely két szam szorzata
nem négyzetszam? Adj meg egy ilyen részhalmazt!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy

4. Feladat. Az e és f egyenesek parhuzamosak és egymastol
egységnyi tavolsagra vannak. Vedd fel az e egyenesen az Aq, As,
As, ..., Ap, Apy1 pontokat és az f egyenesen a By, Bs,..., By,
By +1 pontokat gy, hogy mindkét egyenesen barmely két szom-
szédos pont tavolsdga egységnyi, és minden : € N, 1 << n+1
szamra az A; B; szakasz merGleges az e és f egyenesekre. Kosd

13
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Ossze az A pontot a B, és Bj,11 pontokkal. Az 6sszekots szaka-
szok az Ao By szakaszt rendre a P és () pontokban metszik.
a) Van-e olyan pozitiv egész n szam, amelyre az A; PQ harom-

sz0g teriilete 1202 teriiletegység?

b) Van-e olyan pozitiv egész n szam, amelyre az A; PQ) harom-

sz0g teriilete 1360 teriiletegység?

Bir6 Balint, Eger

5. Feladat. Egy szabalyos kilencszogben meghtuiztuk az Osszes
atlot. Van-e a kilencszog belsejében olyan pont, amelyre legalabb
hérom atlo illeszkedik?

Zsombori Gabriella, Csikszereda,
dr. Andrés Szilard, Kolozsvar

6. Feladat. a) Hatarozd meg a siknak egységoldalu szabalyos
haromszogekkel, egységoldalii négyzetekkel és egységoldali sza-
bélyos hatszogekkel vald Gsszes szabalyos lefodését! Egy lefédés
azt jelenti, hogy a sokszogek hézag és atfodés nélkiil (egyrétiien)
lefodik a sikot. A lefédés szabalyos, ha léteznek olyan a, b és ¢ nul-
14t61 kiilonbo6z6 természetes szamok, amelyekre minden keletkezs
cstcs koriil pontosan a darab hiromszog, b darab négyzet és c
darab hatszog van, valamilyen régzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy létezik végtelen sok olyan, nem feltétle-
niil szabalyos lef6dés, amelyhez hozzarendelhetd valamilyen a, b és
c nullatol kiilénbo6zd természetes szam gy, hogy minden keletkezd
cstcs koriil pontosan a darab héromszog, b darab négyzet és c
darab hatszog legyen!

Zsombori Gabriella, Csikszereda
dr. Andrés Szilard, dr. Lukidcs Andor, Kolozsvar
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12. osztaly

1. Feladat. Az ABC hiromszdgben ACB = 60° ¢s AC < BC.
Legyen D az AC oldal egy bels6 pontja. Vedd fel az E pontot
a BC' oldal belsejében ugy, hogy AD = BE teljesiiljon. A DE
szakasz f0lé rajzold meg a DEF szabalyos haromszdget ugy, hogy
DEF és ABC azonos koriiljarasiuak legyenek. Bizonyitsd be, hogy
az F' pont illeszkedik az ABC haromszog koré irt korre!

Nemecsko Istvan, Budapest

2. Feladat. Az ABCDFEFGH kocka élének a hossza 1 cm. Egy
hangya az A cstcsbol indulva egy 2014 cm hosszusagu utat jar
be tgy, hogy csak az éleken kozlekedik (egy élen végig mehet
tobbszor is). Melyik utbol van tobb: amelyik az A csticsban, vagy
amelyik a C csticsban végz§dik?

Kekenék Szilvia, Kassa

3. Feladat. Adottak az a,b,c € {0,1,2,...,9} szdmjegyek tgy,
hogy az abc haromjegyt szidm primszam. Bizonyitsd be, hogy az
ax? 4+ bz + ¢ = 0 egyenletnek nincsenek racionalis gyokei!

dr. Bencze Mihély, Bukarest

1
4. Feladat. Az 20141 20150 racionalis szam tizedes tort alakja

0, aiay ... an(blbg .o bk)7

ahol (b1ba...by) az ismétl6ds szakasz és az n, illetve k értéke a
lehets legkisebb. Mennyi az n értéke?

dr. Gecse Frigyes, Kisvarda
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5. Feladat. Adott a p primszam és a darab szamozott doboz,
ahol a > 2. Felirtuk p darab golybra a szamokat 1-t6l p-ig és
a golyokat valahogyan elhelyeztiik a dobozokban. Szamold meg,
hogy hany kiilonb6zé elhelyezésre lesz az els6 dobozban talél-
hato golyokon szerepld szamok Osszege oszthato p-vell (Egy iires
dobozban a golydkon szerepld szamok sszege egyezményesen 0.)

dr. Andrés Szilard, dr. Lukacs Andor, Kolozsvér

6. Feladat. a) Hatarozd meg a siknak egységoldalu szabéalyos
haromszogekkel és egységoldalt négyzetekkel valoé Osszes szabé-
lyos lefodését! Egy lefodés azt jelenti, hogy a sokszdgek hézag és
atfodés nelkiil (egyrétien) lefodik a sikot. A lefodés szabalyos, ha
léteznek olyan a,b nullatol kiillonbo6z6 természetes szamok, ame-
lyekre minden keletkezé cstics koriil pontosan a darab haromszog
és b darab négyzet van, valamilyen rogzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy létezik végtelen sok, paronként kiilon-
b6z6, nem feltétleniil szabalyos lefodés (az elbbi haromszogekkel
és négyzetekkel), amelyekhez hozzarendelheték az a,b nullatol
kiilonb6z6 természetes szdmok gy, hogy minden keletkez§ csics
koriil pontosan a darab haromszog és b darab négyzet legyen, de
ezeknek a sokszogeknek a sorrendje ne legyen minden cstcspont-
ban ugyanolyan.

Zsombori Gabriella, Csikszereda
dr. Andrés Szilard, dr. Lukacs Andor, Kolozsvér
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Megoldasok

9. osztaly

1. Feladat. Egy konyvtarban megszamoztak az Osszes konyvet.
A szémozashoz 1-t6l kezd6dGen egymast kivets természetes szé-
mokat hasznaltak, és ugyanazt a szdmot nem irtak ra két konyvre.
A megszamozas soran a konyvekre hdromszor annyi szamjegyet
kellett rairni, mint ahany kényv volt a konyvtarban. Hany kényv
volt a kényvtarban?

’ Oldh Gyorgy, | Révkomérom

Elsé megoldds. Legyen a keresett kotetek szdma z. Ez a szam
nem lehet egyjegyii, mert z > 0 esetén x # 3x. Ha x kétjegyti,
akkor 9+ 2(x —9) = 3z, mert az egyjegyi szamjegyek szama 9, a
kétjegyt szamok szamjegyeinek szama pedig 2(z — 9). Ennek az
egyenletnek nincs megoldésa a természetes szamok halmazén.

Ha x haromjegyt, akkor 9+ 2-90 + 3(z — 99) = 3z, és ennek
az egyenletnek sincs megoldéasa.

Ha z négyjegyt, akkor az egyenlet:

9+2-90+3-900 + 4(z — 999) = 3z,

és ennek az egyetlen megoldasa x = 1107.

Ha a kotetek szama 1107 + y is lehetne, ahol y pozitiv egész,
akkor a konyvek megjelolésére legalabb 3 - 1107 + 4y szdmjegyet
kellene felhasznalni. (Az els§ 1107 kotethez 3 - 1107 szamjegyet és
minden tovabbi kotethez legalabb 4 szamjegyet.) Masrészt y > 0
esetén 3-1107+4y > 3(1107+y), tehat 1107 az egyediili megoldasa
a feladatnak.

&

Madsodik megoldds. Legyen a keresett kotetek szdma x. Jeloljiik az
x szam szamjegyeinek szaméat (k 4 1)-gyel. Ekkor az elgbbiekben
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is felirtuk, hogy k > 1 (azaz a szam legalabb kétjegyi kell legyen)
és a szamozas soran felhasznalt szdmjegyek szama:

9+2-90+3-900+...+k-9-10"1 4+ (k+1)(z — 10F +1).
Az elss Osszeget a kivetkezdképpen alakithatjuk:

9<1+2-10+3-102+...+k-1ok—1):

9[(1+...+10k_1)+10(1+...+10k_2>+..,+10k—1} =

10F — 1 1081 -1 e 10—1
9 10 - 10— =
[ 9 T o oot 9 }
[(10"c . 1) n (1ok - 10) NI (10’“ _ 10’“” -
108 —1
k- 10% —
9 )]
tehat a szamjegyek szama
10kt — 10
k4 (k+ 1)z — —
igy k+1
1 -1
39:21{:—1—(%—1—1)95—%,
azZaz &
10(10F — 1
k2= 1000 D)
vagy

(k—2x=111...10 — k.
——
k darab

A fenti Gsszefiiggés jobb oldala egy 1-gyel kezd6ds (k + 1)-jegyt
szam. A bal oldalon ott van a (k + 1)-jegyt x és igy k > 3 esetén
a baloldal nem lehet 1-gyel kezd6d6 (k + 1)-jegyd szam. A k =3
esetben pedig x = 1107. ®
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2. Feladat. Hatéarozd meg az (a+b)(b+c)(c+a) = 1144 egyenlet
Osszes nullatol kiilonb6zE természetes megoldasat!

dr. Hraské Andras, Budapest

Megoldds. 1144 = 8-11-13. Mivel az (a+b), (b+c), (c+a) tényezsk
Osszege paros, ha koziilitk kettd paros, akkor a harmadik is az. Igy
vagy csak egyikiik paros, vagy mind pérosak.

Ha mind parosak, akkor legalabb az egyik koziiliik 2, mert a
primtényezGs felbontasban nincs harom pératlan prim. Mivel 2
egyetlen felbontasa pozitiv egészek Osszegére az 1 4 1, a szorzat
tovabbi két tényezGje egymaéssal egyenls lenne. Ez nem lehetséges,
tehat ebben az esetben nincs megoldas.

Ha csak egyikiik paros, akkor sziikségképpen 8, 11 és 13 a
harom kéttaga Osszeg, tehat a szamok valamilyen sorrendben 3,
5 és 8.

®

3. Feladat. Az ABCD konvex négyszogben AB =1, BC = 2,
AD = /2, A = 105° és B = 60°. Szamitsd ki a C'D oldal hosszét!

Kovéacs Lajos, Székelyudvarhely
dr. Andrés Szilard, Kolozsvar

Elsd megoldds. Jeloljik a DC' oldal hosszat x-szel és a BC oldal
felezGpontjat M-mel.
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A feltételek alapjan BME\MC’ =1, tehat az ABM héaromszog
egyenld oldalu, és ezért MAD = 45°. Az M AD haromszogben
viszont AD = /2 és AM =1 is teljesiil, igy az M AD haromszog
M-ben derc¢kszogt ¢és egyenld szart, tehat M D = 1. Kovetkezik,
hogy DMC = 180° — 60° — 90° = 30°. Tehat a DMC hérom-
sz0g egyenld széara, DM = MC =1 és az M csiicsnél levs szog
30°-0s. Ha ebben a haromszégben felvessziik az M cstacsbol kiin-
dul6 magassagot (ami egyben szogfelezd és oldalfelezs is), akkor
kovetkezik, hogy

1 — cos30° 3
szsin15°:2\/%:\/§- 1—\2[: 2 /3.

Madsodik megoldds. Jeloljiikk a DC' oldal hosszat x-szel, a BC oldal
felez6pontjat M-mel, és az AD és BC' egyenesek metszéspontjat
N-nel.

&e\lézé’ megoldashoz hasonléan megkapjuk, hogy BCD = 75° és
CDA = 75° + 45° = 120°. Tehat az ABC D négyszdg szemkozti
szogeinek az Gsszege 180° és igy a négyszog korbeirhato. A négy-
sz0g koré irt kor kézéppontja az M pont (és a kor sugara 1), ezért
a BAC és BDC szogek 90°-osak. Pitagorasz tétele alapjan az

AC =3 ¢ 2°=4— BD? (1)

Osszefiiggéseket kapjuk.
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Mésrészt, AMD = = 90°, BMA = 60° és a BMD héromszog
egyenld szard, tehat M BD = 15°. Viszont az ABCD négyszog
korbeirhato, ezért a CAD is 15°. De az ANB haromszogben az
ANB is 15°-o0s igy az AC'N haromszog egyenl§ szara és

CN =AC =3 (2)

az (1) Osszefliggés alapjan.
Mivel a BDN haromszog is egyenld szart (a BN oldalon fekvg
szogek 15°-osak), ezért

BD = DN =y. (3)

Ha felirjuk az N pontnak az ABCD négyszog koré irt korre
vonatkozé hatvanyat (vagy direkt hasonlésagbol), a (2) és (3)
Osszefiiggések alapjan az

ND-NA=NC-NB <= yly+v2) =v3(V/3+2)

Osszefiiggéshez jutunk. Az y-ban mésodfoki egyenletnek csak az
egyik megoldésa lesz pozitiv (csak ez lehet egyenld egy szakasz
hosszéaval), és mivel BD = y, az (1) egyenletb6l megkapjuk az x
értékét. ®

Harmadik megoldds. Legyen a DC' szakasz hossza x, a BC oldal
felez6pontja M, a DCM haromszog D-bdl hiizott magassaganak
a hossza h és ez a magassig a CM szakaszt ossza y és 1 — y
részekre (lasd az abrat).
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Az els6 megoldashoz hasonléan DM = 1 és ezért Pitagorasz tétele
alapjan a
RP4y?=1 é h®+(1—y)? =22 (4)

egyenletekhez jutunk.

Sziikségiink van még egy egyenletre, ezért rajzoljuk be az
ABM egyenl§ oldalt haromszogben az A cstcsbol hizott ma-
gassagot (aminek a hossza @), majd allitsunk a D pontbdl egy
merd&legest erre a magassagra (és jeloljiik ennek talppontjat P-vel,
lasd az &brat). A harmadik egyenletiinket az APD derékszogi

haromszogben felirt Pitagorasz tételbdl kapjuk:

2 2
(ﬁh) +<;+y> ~ (V22 (5)

2
A fenti harom egyenletbdl atalakitasokkal a

2-2y = a?
h2+y2 - 1
V3h =

S

<

egyenleteket kapjuk (a h% + y? = 1 Gsszefiiggést hasznaltuk a
masik két egyenlet egyszertisitésére, az utolséd egyenlet felirhato a
30°-os szog tangensébdl is). Az utolso két egyenletbdl kovetkezik,

hogy h = % és igy y = g, tehat az els6 egyenletbdl kovetkezik,
hogy x = \/m ®

1. Megjegyzés. A mellékelt abra alapjan lathato, hogy 1épésrdél-
lépésre csak a Pitagorasz tétel alkalmazasaval is kiszamolhat6 a
kért szakasz hossza.
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B

4. Feladat. Hany valés megolddsa van a 3[z] = 222 + z — 4
egyenletnek? ([x] az z valos szam egészrészét jelenti.)

Szabo Magda, Szabadka
Longaver Lajos, Nagybanya

Elsd megoldds. Mivel x — 1 < [z] < z, a kévetkezd egyenl6tlen-
ségekhez jutunk:

3(z—1) <22® 4+ —4< 3z
Az igy kapott egyenlGtlenségeket megoldjuk:

202 — 22 —1>0 N T e (—oo, 1_2\/g> U (1+2‘/§,+oo)
202 —22 -4 <0 ze[~1,2]

Tehat = € [—1, 1—2\/5) U <1+2\/§,2} és gy 2] € {~1,1,2}.

Ha [z] = —1, akkor a feladatbeli egyenlet 222 +x — 1 =0, és
ennek az egyetlen olyan megoldasa, amelynek az egészrésze —1,
az r = —1. (A maésik megoldas %, ennek viszont az egészrésze 0.)

Ha [z] = 1, akkor a feladatbeli egyenlet 222 +x — 7 = 0, és
ennek az egyetlen olyan megoldasa, amelynek az egészrésze 1, az
ar= *1%‘/5?. (A masik megoldas 71%‘/?)
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Ha [z] = 2, akkor a feladatbeli egyenlet 222 + 2 — 10 = 0, és
ennek az egyetlen olyan megoldasa, amelynek az egészrésze 2, az

z = 2. (A masik megoldés —3.)
A fentieket Osszefoglalva, az egyenletnek Gsszesen 3 megoldésa
van, ezek pedig a —1, *1%@ és a 2. @

Masodik megoldds. Abrazoljuk az y = %xQ + %aj — % egyenlett
parabolat, majd az y = [z] fuggvény grafikus képét.

A

3+ —

\

i

Az abra alapjan lathato, hogy a megoldasok —1,2 és egy (1, 2) in-
tervallumbeli szam. Mivel a feladat nem kéri konkrétan a megoldé-
sokat, csak a megoldasok szamat, ezért ez elégséges is. Hasonlo,
de talan jobban lathaté gondolatmenethez jutunk, ha az egészrész
fliggvény helyett a tortrész fliggvény grafikus képét abrazoljuk.
Ehhez atalakitjuk az egyenletet:

3] =222 +x -4 3(x—{2}) =22 +x — 4,

2 2 4
tehat a {z} = —§x2 + 3% + g egyenlethez jutunk. Ha abrazoljuk

az y = —%mj + %:r + % egyenletd parabolat, majd az y = {z}
fiiggvényt. Igy sokkal jobban latszik a harom megoldas.
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&

Harmadik megoldds. Tekintsiik az f () = 2224z —(4 + 3k) fiige-
vényt, ahol k = [z].

Ha z < —2, akkor f (z) = z(x +2) — (4 + 3k) > 0.

Az f fiiggvény minden x € (0, —i) esetén szigortian csokkend,
ha pedig = € (—i, +oo), akkor szigorian novekvé.

Ha x € (—i, —i—oo), akkor - mivel szigortian névekvés - f-nek
minden [k, k 4+ 1) intervallumban legfennebb egy gyoke van. Ez a
gyok pontosan akkor létezik, ha f (k) < 0és f(k+1—¢€) > 0,
ha e elég kicsi. Ha ¢ — 0, akkor

flh+l—€ =2(k+1)>+(k+1)— (4+3k) =2k>+2k -1

és ez nullanal szigortian nagyobb kellene legyen.

Az f(k)<0&2k?-2k—4<0& ke {-1,0,1,2}.

A 2k% 4 2k — 1 > 0 egyenl6tlenség viszont csak k = 1 és k = 2
esetén teljestil.

Haz € (—2, —i), akkor k € {—2, —1} és f szigornan csokkend.
Ak = —-2¢6é k = —1 értékeket egyszerd visszahelyettesitéssel
ellendrizhetjik. Az el6z6ekhez hasonléan azt is ellendrizhetjiik,
hogy a forditott egyenlStlenségek teljesiilnek-e, azaz:

2% -2k —4>0
2k2+2k—1<0 °

Barmelyik Gton is haladnank tovabb, koziiliik csak a k = —1 felel
meg. Tehat harom megoldés van. ®
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2. Megjegyzés. Az f fliggvényt szamitdogép hasznalata nélkiil
nagyon nehéz abrazolni. Alabb megtekinthets a grafikus képe.

5. Feladat. Egy szamitogép segitségével kinyomtattak a 22014
és az 5291 hatvanyok értékét tizes szamrendszerben. Osszesen
hany szamjegyet nyomtattak? (P1. a 11231 szam kinyomtatasanal
5 szdmjegyet nyomtatnénak.)

dr. Katz Sandor, Bonyhad

Megoldds. Jelolje 22014 jegyeinek szamat k és 52914 jegyeinek sza-
méat [. Ha az n természetes szam k jegyti, akkor 1051 < n < 10F,
ezért

10771 < 22014 10" illetve 1071 < 52014 < 10

Mivel sem 22014 sem 52014 nem lehet 10 hatvany, hiszen sem 2,
sem 5 hatvanyai nem végz&dhetnek O-ra, igy egyik helyen sem
allhat egyenlGség. Szorozzuk Ossze a két egyenlStlenséget. Eazt
megtehetjiik, mert mindenhol pozitiv szamok allnak. Az el6bbi
észrevétel alapjan mindkét egyenlStlenség szigori, tehat

10k+l—2 < 102014 < 10k+l
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A 10 hatvanyai a kitevs novekedésével névekednek, ezért az el6bbi-
bél kovetkezik, hogy

k+1—-—2<2014 < k+1.

Mivel k és [ egész szamok, igy ez csak k + | = 2015 esetén lehet-
séges. Tehét a két szamnak Osszesen 2015 jegye van.

3. Megjegyzés. Az el6bbiekhez hasonléan beldthatd, hogy tet-
sz6leges n pozitiv egész szam esetén 2™ és 5" szamjegyei szaméa-
nak Gsszege n + 1. Ebbdl kovetkezik, hogy ha n értékét eggyel
noveljiik, akkor 2™ és 5" koziil mindig pontosan az egyiknél né a
jegyek szédma.

@

6. Feladat. a) Hatarozd meg a siknak egységoldala szabéalyos
haromszogekkel és egységoldala szabalyos hatszogekkel vald Gsszes
szabalyos lefodését! Egy lefodés azt jelenti, hogy a sokszogek
hézag és atfodés nélkiil (egyréttien) lefodik a sikot. A lefodés sza-
balyos, ha léteznek olyan a és b nullatol kiilénbozé természetes
szamok, amelyekre minden keletkez& cstics koriil pontosan a darab
haromszog és b darab hatszog van, valamilyen rogzitett sorrend-
ben.

b) Bizonyitsd be, hogy van olyan, nem feltétleniil szabalyos
lefodés is (az el6bbi haromszogekkel és hatszogekkel), amelyben
létezik végtelen sok, paronként kiilonb6z6 mintazat, amely véges
sokszor jelenik meg! (Mintazat alatt a lefodés véges sok sokszoge

altal meghatarozott Osszefiiggs alakzatot értiink.)
Zsombori Gabriella, Csikszereda

dr. Andrés Szilard, dr. Lukacs Andor, Kolozsvér

Megoldds. A szabélyos haromszdgnek egy szoge 60°-o0s, a szaba-
lyos hatszognek pedig 120°. Egy cstics koriil az alakzatok szogei-
nek Osszege 360°, tehat egy csiicsban legaldbb harom, de legfen-
nebb hat alakzat taldlkozhat:
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e ha hirom alakzat taldlkozna, akkor ezek mind hatszogek
lennének, igy nem tudnank a szabalyos lefédéshez harom-
szogeket hasznalni:

e ha hat alakzat talalkozna, akkor ezek mind haromszogek
lennének, igy a szabalyos lefddéshez most nem tudnank hat-
szoget hasznalni:

Ezt a két esetetet a kovetkezs dbrakon lathatjuk:

Ha egy cstcs kortil csak egy hatszog lenne, akkor négy harom-
szog kell melléje (1 -120° + 4 - 60° = 360°). Az egyszertibb hi-
vatkozas érdekében a lefedéshez hozzarendeljiik a csucsok koriil
megjelend sokszogek oldalszdmaibol képezett rendezett szamhal-
mazt egy rogzitett koriilljaras szerint. Igy az el6bbi lefodéshez
hozzarendelhetjiik a (6,3, 3,3, 3) rendezett szam 6tost. Egy ilyen
cstucspont lathatod a kovetkezs abran:

Szabéalyos lefédés csak a kovetkezd modon készithetd:
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Ha egy cstcs koriil két hatszog lenne, akkor két haromszog kell

hozza (2-120°+2-60° = 360°). Ez esetben kétféle csucs lehetséges:
(6,3,6,3), illetve (6,6,3,3).

e A (6,3,6,3) esetben egy cstics koriili elhelyezés lathato a bal
oldalon, mig a szabalyos lefodés a egy része jobb oldalon:

A A

oy

e A (6,6,3,3) esetben egy cstucs koriili elhelyezést tiintettiink
fel a kovetkezd bal oldali dbran.
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Ebben az esetben szabélyos lefédés nem létezik, amit az
elébbi abra jobb oldala is bizonyit. Val6ban, ha kiindulunk
az 1-el jelolt (6,6, 3, 3) tipust csticsbol, akkor a 2-es cstics is
sziikségszertien (6,6, 3, 3) tipust lesz. Viszont ez azt jelenti,
hogy a 3-as cstics mar csak (6,3,6,3) tipusa lehet. Ez a
folyamat folytatodik, két fajta cstcsunk lesz: a teli csticsok
tipusa az abran (6,6,3,3), mig az iires csucsok (6,3,6,3)
tipusiak.

Attériink a b) alpont megoldasara. Vegyiik fel a kovetkezd abran
lathaté szabalyos lefodést és a hozza tartozd, nem derékszogi
koordinata-rendszert.

A lefodésben szerepls hatszogek kozéppontjainak a koordinatai
(2k, 21) alakuaak, ahol k,[ € Z.

Az 6sszes olyan hatszoget, amely kozéppontjanak a koordinatéai
nem (2%, 2%), k € N, k > 1 alakuak, cseréljiik ki a hatszog egyértel-
mi haromszog-lefodésére.
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Az igy keletkezett siklefodés esetén végtelen sok olyan mintézat
létezik, amelyik véges sokszor fordul csak el§: az Osszes olyan
mintazat, amelyik tartalmaz két egymést koveté megmaradt hat-
szoget és a koztiik levs szabalyos sokszogek altal kitoltott alakza-
tot tartalmazza, csak egyszer fordul el6 mert a két hatszog kdzép-
pontja kozti tavolsag csak egyszer fordul eld.

4. Megjegyzés. Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utols6
feladatanak a megoldasat az évfolyamok sorszamanak névekvd
sorrendjében.

@
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10. osztaly

1. Feladat. Oldd meg a primszdmok halmazéin a
322 —y? =22y — 122
egyenletet!
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti

Elsé megoldds. Az egyenletet rendezziik az ismeretlenek szerint
és mindkét oldalt szorzatté alakitjuk:

3z(x +4) = y(y + 22).

A bal oldal oszthaté 3-mal. Ha y = 3, akkor az 2 + 42 — 25 =0
egyenlethez jutunk és ennek nincs egész megoldésa. Ha = = y,
akkor 3x + 12 = x + 22, ahonnan x = y = 5 primszam, tehat
megoldas. Az x és y primszam volta miatt csak 3z | (y + 22) és
y | (z+4) lehetséges. Ekkor y < x+4 < ﬂgz +4 és kapjuk, hogy
y < 17. Masrészt 3 | (y + 22), igy csak az

y € {2,5,11,17}

értékek lehetségesek. Ezeket kiprobalva, az (5,5) és (13,17) meg-
oldasokhoz jutunk. ®

Mdsodik megoldds. x = y esetén az egyenlet egyetlen megoldasa
x =1y = 5. Ha = # y, akkor az egyenletet atirva, a p € N valtozo
bevezetésével irhatjuk, hogy

3x+4) y+22
y oz

ahonnan
22p+ 12 | 12p + 66
= ———¢ésy=——.
p2_3 Y p2_3
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Itt p = 3 esetben megkapjuk az © = 13,y = 17 megfelel§ megol-
dést, a tobbi p értékekre 1- t6l 16-ig nem kapunk jo megoldést.
Ha p > 17, akkor mar y < 1, ezért nincs t6bb megoldas. ®

5. Megjegyzés. Az el6bb kapott kifejezések p € Q esetén az
egyenlet végtelen sok racionalis megoldasat adjak, kézottiik végte-
len sok egész megoldés is van.

2. Feladat. Négy Tuddés Matematikus egy egyenlS szarta trapéz
alakil birtokon él, hazaik a trapéz cstcsaira épiiltek. A trapéz
hosszabb alapjanak hossza a, az alapon fekvd szogek nagysaga
50°, az atlok altal bezart szog pedig 76°. A Tudosok szeretik a
szabélyos dolgokat, igy elhataroztak, hogy olyan kutat épitenek,
amely mindannyiuk hézatol ugyanolyan téavolsagra helyezkedik el.
Milyen tavolsagra kell épiteniiik hazaiktol a kutat? Vajon a kut
a birtokukon lesz-e?

dr. Péics Hajnalka, Szabadka

Megoldds. Ahhoz, hogy minden héztél ugyanolyan tavolségra le-
gyen, a kutat a trapéz koré irt kor kdzéppontjaba kell elhelyezni.

Jelolje A, B, C', D a trapéz csticspontjait, F a trapéz atléinak
metszéspontjat, O pedig a trapéz koré irhato korének kb'zépmr&
jat. Legyen AB a trapéz_hos hosszabb alapja. Tudjuk, hogy CEB
vagy AEB T76°-0s. Az AEB azonban nem lehet 76°, mert el-
lenkezG esetben az EAB és EBA nagysaga 52° lenne (az ABEA
egyenld szard), ami nem lehetseges mert ezek a szogek a trapéz
alapon fekvs szogeinél, a DAB-nél és C’BA nél kisebbek, tehat
50° nal kisebbek kell legyenek. Eszerint CEB = 76°, ahonnan
AEB = 180° — 76° = 104°, valamint ABE = M = 38°.
Tovabba az AB hur keriileti szoge

ADB = 180° — (DAB + ABE) = 92°,
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ami szerint az AB hur kézépponti szoge
AOB = 2ADB = 184° > 180°.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a trapéz koré irt kor O kozéppontja a
trapéz bels6 tartomanyan kiviil esik. Ez azt jelenti, hogy a ku-
tat nem lehet Ggy megépiteni a Négy Tudds matematikus bir-
tokara, hogy mindannyiuktél ugyanolyan tavolsagra legyen. Mivel
BAO = 2° és cos2° = %, ahol r a trapéz koré irt kor sugara,
kovetkezik, hogy r = 5-555. Ez azt jelenti, hogy a kit minden
haztol r = 55— tavolsigra kell legyen.

2 cos
®

6. Megjegyzés. Az ABCD trapéz koré irhato kor megegyezik
az ABD haromszog koré irhato korrel. A szinusz tétel alapjan

AB
——— = 27’,
sin ADB
ami az 655 = 2r egyenlGséghez vezet. Innen kovetkezik, hogy

a
r = .
2 cos 2°

3. Feladat. Oldd meg a pozitiv valés szamok halmazéan a
gletl | 93,7 — 12
egyenletet!

Koczinger Eva és Kovacs Béla, Szatmarnémeti

Elsd megoldds. Az egyenlet bal oldalat tigy alakitjuk, hogy alkal-
magzhassuk hdrom pozitiv szdm szamtani és mértani kozéparanyo-
sa kozotti egyenlStlenséget.

9lotl | 95,7 — 9.9 4 95,7 — 917 | %0 | 937 >

34



XXIII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Csikszereda, 2014. marcius 12-16.

3 1 41+4m+$
23.1/24$+4J}+2x72:3_2732 Z

3/dx-dx- L5
222

>3.2 =3.22=12

és ez pontosan az egyenlet jobb oldala. Egyenl&ség pontosan akkor
teljesiil, ha a kozéparanyosok kozotti egyenlStlenséget egyenld

1
szamokra alkalmaztuk. Ezért 24% = 2% | és igy

4 ! & !
rT=——SSr=_.
212 2
Ez valéban megoldasa az adott egyenletnek. ®

Mdsodik megoldds. Atalakitjuk az egyenletet:

majd a bal oldalon kétszer alkalmazzuk a szdmtani és mértani
kozepek kozti egyenlGtlenséget:

16 = 2% 4 2% 1 93,7 4 92 > 2987 4 9\/22.2 12 >

8o+ Ly 42 8o+ 1y +10
4 _1_ 22 2z
=4\ ¥ttt — 93 29 * .

Ez ekvivalens a

1
8 — +10< 16
x+2x2+

egyenlGtlenséggel és ebbdl

1622 — 1222 + 1
212

2
Tényezkre bontva: w < 0. Ez csak akkor lehetséges,
2x

ha z = % Ezt az értéket visszahelyettesitve az eredeti egyen-
letbe, igaz egyenl@séghez jutunk, tehat x = % az egyetlen pozitiv
megoldasa az adott egyenletnek. ®

<0.
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7. Megjegyzés. A szamolas kozben a kovetkezd felbontast vé-
geztiik:

1623 — 1222 +1 = 162> —2 — 1222 + 3 =
=2(82% —1)-3 (42 —1) = (22— 1) (82 + 4z +2 — 62— 3) =
=2z 1) (82— 22— 1) = (22— 1) (dz + 1).

8. Megjegyzés. Az egyenletnek van még egy negativ megoldasa

a
1 1
27 4
intervallumban, ami irracionalis szam, kozelit§ értéke —0, 378.

9. Megjegyzés. Hasonl6an igazolhato, hogy a
1
pp2:l:+l +ppp—1.zp — (p + l)pp

1
egyenletnek (p € N, p > 2, x > 0) az egyetlen megoldasa x = —
p
és a )
2 1
p.ap T —i—a?’p*l””p — (p+ 1) .ap

1
egyenlet (a,p € N és a,p > 2, z > 0) egyetlen megoldasa = = — .
p

4. Feladat. Adott az ABC haromszog, amelyben feltételezziik,
hogy AB < BC < AC. A BC oldalon felvessziik a B’ pontot tgy,
hogy CB’ = AB. Hasonloan felvessziik az AC oldalon az A’ és a
C' pontot tgy, hogy CA’ = AB és AC' = BC. Jeloljiik az AA’,
BB, illetve CC’ szakaszok felez6pontjat rendre D-vel, E-vel és
F-fel. Bizonyitsd be, hogy ha Ay a BC szakasz, By az AC' szakasz
és C az AB szakasz felezGpontja, valamint {G} = A1D N AB,
{H}=B1ENAB és {I} = C;F N BC, akkor:
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a) BI = GH,
b) az A1 D, C1 F és B1E egyeneseknek van kozos pontja;

c) ha J az ABC haromszogbe, K az A; B1C) haromszogbe irt
kor kozéppontja, L pedig az ABC haromszog sulypontja,
akkor a J, K és L pontok egy egyenesen helyezkednek el és

JL =2KL.
Palhegyi Farkas Léaszlo, Nagyvarad

Megoldds. a) Hasznaljuk a szokasos jeloléseket: AB = ¢, BC = a
és AC = b. Kovetkezik, hogy

;CésDC:AC—AD:b;C.

AC—AB b
= -

AD =

Legyen AG = x. Alkalmazzuk Menelaosz tételét az ABC' harom-

sz0g és G Ay szel§ esetén: mivel ilAEl; . g—ﬁ . g—g = 1, kovetkezik,

b—c
hogy HTI e = 1, tehat HTQC = %, innen pedig z = %. Hason-

l6an alkalmgzva Menelaosz tételét az ABC haromszog és B1H,
illetve C11 szel6k esetén, kapjuk, hogy BH = 45¢ és CI = b_T“.
De GH = GA+ AB + BH = %—!—c%—% = QTH)’ illetve
BI = BC +CI = a+ %% = %2 tehat valoban BI = GH.

b) Mivel AG = AD, kovetkezik, hogy GD parhuzamos a
BAC belss szogfelezsjével. De mivel A1By ||AB és A,Cy ||AC,
kovetkezik, hogy az A1 B1C1 haromszog szogeinek belsd szogfelezsi
rendre: az Ay szognek A1D, a By szognek B1E és a C7 szognek
C1F. Ezeknek a szogfelez6knek van kozos pontjuk.

c) Az ABC és az A1 B1C1 haromszogek hasonloak, hasonlosagi
aranyuk % és AA; sulyvonal, amit az L ugyancsak % aranyban
oszt. Ebbdl kovetkezik a kért allités.

@
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5. Feladat. Bizonyitsd be, hogy az Gsszes ﬁ alaku szém Osszege
nem egész szdm, ahol 1 < m < n < 2014, illetve m és n ter-
meészetes szamok.

dr. Kantor Sandor, Debrecen

Megoldds. Az 1-t6] 2014-ig terjedd egész szamok kozott pontosan
kettd (729 és 1458) oszthatd 3%-nal, a tébbi 3-nak legfeljebb 6todik
hatvanyaval. Igy az osszes lehetséges m-n szorzat legfeljebb 3-nak
11-edik hatvanyaval oszthato, kivéve a 729-1458 = 2-3'2 szamot.

1
Adjuk 6ssze ———— kivételével az Osszes alaki sza-

729 - 1458 m-n
mot, és hozzuk ket kozos nevezére. Az eredmény 3 alaki

tort, ahol a és b pozitiv egész, b nem oszthato 3-mal. Tehat
a L o 12
S:m—f—m,ebezertliﬁ -S+-b—6a=0.
Egész S esetén a bal oldal oszthat6é lenne harommal, mig a
jobb oldal nem, tehat .S nem lehet egész.

@

10. Megjegyzés. Megoldhatjuk a feladatot gy is, hogy a 36
helyett egy tetszéleges, jol megvalasztott p primszadmot haszna-
lunk, amelyre p € (672,1007). A primszam megvalasztasakor
arra figyeliink, hogy a kétszerese legyen 2014-nél kisebb és a hé-
romszorosa 2014-nél nagyobb. Az S &sszeget a fenti modszerrel
S = 1% + ﬁ alakba irjuk. Beszorozva a ko6zos nevezével, majd
atrendezve az egyenléséget, azt kapjuk, hogy 2p?bS — 2pa = b.
Ennek a kifejezésnek a bal oldala oszthatdé p-vel, a jobb oldala
pedig nem. Tehét az S nem lehet egész szam.

6. Feladat. a) Hatarozd meg a siknak egységoldala szabéalyos
hatszogekkel, egységoldalti négyzetekkel és egységoldalt szabé-
lyos tizenkétszogekkel valo Osszes szabalyos lefodését! Egy lefodés
azt jelenti, hogy a sokszogek hézag és atfodés nélkiil (egyrétien)

38



XXIII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Csikszereda, 2014. marcius 12-16.

lefédik a sikot. A lefédés szabalyos, ha léteznek olyan a, b, ¢ nul-
14t61 kiilonbo6z6 természetes szamok, amelyekre minden keletkezé
cstcs kortil pontosan a darab hatszog, b darab négyzet és ¢ darab
tizenkétszog van, valamilyen régzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy az elébbi hatszogekkel, négyzetekkel,
tizenkétszogekkel, valamint egységoldali szabalyos haromszogek-
kel létre lehet hozni olyan, nem feltétleniil szabalyos lefodést,
amelyben mind a négy tipust alakzatot végtelen sokszor hasz-
naljuk, és amelyben létezik végtelen sok paronként kiillonbozé
mintazat, amely véges sokszor jelenik meg! (Mintazat alatt a
lefédés véges sok sokszoge altal meghatarozott osszefliggd alakza-

tot értiink.)
Zsombori Gabriella, Csikszereda,

dr. Andras Szilard, dr. Lukics Andor, Kolozsvar

Megoldds. Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utolsé fela-
datédnak a megoldasat az évfolyamok sorszéménak noévekvd sor-
rendjében.

a) Egy cstcs koré minden alakzatbol kell kertiljon legalabb
egy. Mivel 120° 4 90° + 150° = 360°, ezért pontosan egy kell
keriiljon mindegyikbdl. Kovetkezik, hogy minden cstcs szerkeze-
te (6,4,12) kell legyen. Egy ilyen csticsbél kiindulva, az Osszes
tobbi egyértelmiien meghatarozott lesz és az egyetlen lefodés a
kovetkez6:
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b) A tizenkétszog felbonthaté haromszogekre, négyszogekre és
hatszogekre a kovetkezé modon:

A megoldashoz a tovabbiakban hasznaljuk a 11. osztaly hatodik
feladatanak a megoldésahoz készitett utolsé abrat: a koordinata-
rendszert, amelyben egy tizenkétszog kdzéppontja az origd és két
szomszédos vizszintes tizenkétszog kdzéppontja kozott a tavolsag
egy egyseg.

Megadunk egy lehetséges szerkesztést. Az Gsszes olyan tizen-
kétszogre, amelyek kozéppontjanak a koordinatai nem (2F,2F)
alakiak (k € N, k > 1) hasznaljuk az el6z8 felbontéast. Az igy
keletkezett siklefodés esetén végtelen sok olyan mintézat létezik,
amelyik véges sokszor fordul csak eld: az Gsszes olyan mintézat,
amelyik pontosan két megmaradt, egymast kévets tizenkétszoget
és a koztiik levd szabalyos sokszogek altal kitoltott alakzatot tar-
talmazza, csak egyszer fordul els. Valoban, a szerkesztésiink ko-
vetkezménye, hogy két ilyen tizenkétszog kozéppontjanak a tavol-
saga egyre nagyobb. @
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11. osztaly
1. Feladat. Milyen szabaly szerint irtuk le a
2,10, 16, 32,42, 66,80,112,130,170
szamokat? Ezt a szabalyt folytatva, add meg a
2,10, 16, 32,42, 66,80,112,130,170, ...
sorozat altalanos tagjanak a képletét!
dr. Kantor Sdndorné, Debrecen

Megoldds. Irjuk fel az adott sorozat szomszédos tagjai kiilonb-
ségének a sorozatit, vagyis a differenciasorozatot:

8,6,16,10,24, 14, 32, 18,40, . . .

A differenciasorozat paratlan sorszamiu tagjai a 8, 16,24, . . . szam-
tani sorozat tagjai. A differenciasorozat péros sorszamu tagjai a
6,10, 14, ... szamtani sorozat tagjai. Az eredetileg adott sorozat
n-edik tagja

ap,=1-2+1-8+3-2+2-8+5-2+3-8+....
Ha n péaratlan, azaz ha n = 2k 4 1, alaka, akkor

k2 +k

~-1\° —1
= 2(k+1)2+8 :6k2+8k+2=6<”2> +8”2 +2,
mivel k = "T_l Igy paratlan n-re

3 2 1
an, = —N n— —.
"9 2
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Paros n-ekre, azaz n = 2k, esetén
agk:2[1+3+...—|—(2k‘—1)]+8(1+2+...+k).
Innen az el6z6hoz hasonléan kapjuk, hogy

2
aop = 2k% + 8¥ = 6k + 4k.

Itt n = 2k miatt k helyére §-t irva, paros n-ekre

3
a, = §n2 + 2n.

&

11. Megjegyzés. Az a, képlet egységes forméaban is felirhato,
figyelembe véve, hogy a paros és a péaratlan sorszamu tagok kozti
kiilénbség % Az altalanos tag tehéat:

3 3 1 2 1
an:nZ—l—n——{—(—l)n( nt )

2 2 4 4

2. Feladat. Oldd meg az 2'°8364 = 22 . 81983 % _ 210838 covenletet
a valos szamok halmazén!

Baléazsi Borbala, Beregszasz

Megoldds. Az egyenlet értelmezési tartoménya a pozitiv valos
szamok halmaza. Mivel a'°8 ¢ = ¢l°82 ha a,b,c > 0 és b # 1, az
egyenlet atirhato

8log3a: — .'BQ _ 1

alakba. Az y = logsx jeldléssel 22 = 9, tehat az egyenlet

8 =9Y - 1.
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5+

A bal oldalon egy szigortan cstkkend fliggvény van, ezért az
egyenletnek legfeljebb egy gyoke lehet. Ez a gydk y = 1, és igy az
eredeti egyenletnek = = 3 az egyetlen megoldasa. &

Innen

3. Feladat. Legfeljebb hany elemet tartalmazhat a
H=1{1,2,3,...,25}

halmaznak az a részhalmaza, amelyben barmely két szam szorzata
nem négyzetszdm? Adj meg egy ilyen részhalmazt!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy

Megoldds. Legyen K a keresett részhalmaz. Mivel barmely két
teljes négyzet szorzata is teljes négyzet, ezért a K-ban legfennebb
egyetlen négyzetszam lehet. Vagyis az 1,4, 9, 16, 25 szamok koziil
pontosan egy szerepelhet K-ban. Az altaldnossag lesziikitése nél-
kiil feltételezhetjiik, hogy 1 € K. Masrészt az {5,20}, {3,12}
illetve {6,24} szamparok komponensei koziil legfennebb egy-egy
szerepelhet K-ban, mert a parok komponenseinek szorzata tel-
jes négyzet. Harmadrészt a 2,8,18 szdmharmasbdl legfennebb
egy komponens szerepelhet K-ban, mert koziiliik barmely ket-
tének a szorzata teljes négyzet. Innen kovetkezik, hogy a K-ban
legfennebb 25 — 4 — 3 — 2 = 16 szdm szerepelhet. Negyedrészt
bizonyithato, hogy ez a 16-os elemszam elérhets. Példaul a

K ={1,2,3,5,6,7,10,11,13,14, 15,17, 19, 21, 22, 23}

részhalmaz teljesiti a feladat feltételeit. ®
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4. Feladat. Az e és f egyenesek parhuzamosak és egymastol
egységnyi tavolsdgra vannak. Vedd fel az e egyenesen az A, As,
As, ..., Ap, Apy1 pontokat és az f egyenesen a By, Bs,..., By,
B, 41 pontokat gy, hogy mindkét egyenesen barmely két szom-
szédos pont tavolsdga egységnyi, és minden 1 € N, 1 <i<n+1
szamra az A; B; szakasz merGleges az e és f egyenesekre. Kosd
Ossze az A pontot a B, és B,11 pontokkal. Az 6sszekots szaka-
szok az Ao By szakaszt rendre a P és () pontokban metszik.

a) Van-e olyan pozitiv egész n szam, amelyre az A; PQ) harom-

szog teriilete teriiletegység?

1802
b) Van-e olyan pozitiv egész n szam, amelyre az A; PQ) harom-

szog teriilete teriiletegység?

1860
Bir6 Balint, Eger
Megoldds. a) A szoveg alapjan A;A;+1B;11B; egységnyi oldalu

négyzetek, amelyek a kovetkezs vazlatos abranak megfelelGen he-
lyezkednek el.

B Ba By B, Brt1
P/
Q

Ay Ao As An Apnt1

A megfelel§ szogek egyenlGsége miatt az A1 AP és A1 A, B,
haromszogek hasonlok, ezért megfelel6 oldalaik aranya egyenld,

azaz P42 = 4192 Ebbol AjAy = ApB, =1 és AjA, =n—1
miatt PAs = ﬁ Nyilvanvalo, hogy n # 1, hiszen ha csak egy
négyzet szerepelne az abran, akkor a P, () pontok nem johet-

nének létre. A megfelels szogek egyenlésége miatt az A1 AsQ@ és
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Ay Ap+1Br41 haromszogek szintén hasonlok, ezért megfelel olda-
laik ardnya egyenld, vagyis

A1As _ A1An
QAs  ApyiBn
Ez alapjan QAs = %, tehat

1 1 1
PQ=PAy—QAy= —— — — = ———.
@ 2~ @ n—1 n n-(n—1)
Az A1 PQ héromszognek a P(@) oldalhoz tartoz6 magassiga az
A1 A = 1 szakasz, ezért a haromszog teriiletére azt kapjuk, hogy

PQ- A4y 1
2 C2n-(n—1)

T —

1
Ha az Ay PQ haromszog teriilete 1802 akkor

2n - (n—1) = 1802.

Ennek az egyenletnek nincs pozitiv egész megoldésa, mert
n - (n — 1) paros szam, igy a bal oldala 4-gyel oszthato, mig 1802
nem oszthato 4-gyel, tehat az a) kérdésre a valasz az, hogy ilyen
n nem létezik.

Ha az A P(Q haromszog teriilete L L

1
1860 AKKOT 5oy = 1560
vagyis 2n - (n — 1) = 1860, ahonnan n? —n —930 = 0. A megolda-
sok n1 = 31 és ny = —30. Az no = —30 nyilvan nem felel meg a

feltételeknek, tehat a b) kérdésre n = 31 a valasz. &

5. Feladat. Egy szabalyos kilencszogben meghtiztuk az Osszes
atlot. Van-e a kilencszog belsejében olyan pont, amelyre legalabb
harom 4tlo illeszkedik?

Zsombori Gabriella, Csikszereda
dr. Andrés Szilard, Kolozsvar
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Elsé megoldds. A szabélyos kilencszog szogei 140°-osak. (Egy sza-
balyos n-oldala sokszog szogeinek dsszege (n—2)-180°, tehat egyik
szoge w.) Ekkor egy oldalt kdzrefogo keriileti szog mértéke
a = 20°. Tételezziik fel, hogy van harom olyan atlo, amelyek
a kilencszog belsejében osszefutnak. Ekkor ezek kozil semelyik
ketts nem talalkozhat ugyanabban a csticsban. A mellékelt abran
vastagitva lathato ez a harom atlo. Ugyanakkor az abran két cstcs
kozé beirt k; nullatol kiilonbozé természetes szém jelentse azt,
hogy az a = 20° hanyszorosat fogja kozre ehhez a két csticshoz
tartozo keriileti szog (i € {1,2,3,4,5,6}).

k;
k2

Ekkor
ki4+ko+ks+ks+ks+ke=9

és a Ceva-tétel trigonometrikus alakjat felirva:

sin (k1) sin (k3a) sin (ksa)

=1.
sin (kear)  sin (kga)  sin (ko)

A kq, ko, k3, k4, ks, kg nullatol kiillonbozd természetes széamokat
rendezziik névekvd sorrendbe. Ekkor az elsé nem lehet 1-nél na-
gyobb (ha legalabb 2 lenne, akkor a hat szam 6sszege legalabb 12
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lenne). Hasonlé meggondolasbdl a mésodik és a harmadik szam
sem lehet 1-nél nagyobb. Ekkor ki, ko, k3, k4, k5, k¢ lehetséges -
novekvd sorrendbe szedett - értékei:

{1,1,1,1,1,4}  {1,1,1,1,2,3} {1,1,1,2,2,2}
e {1,1,1,1,1,4} esetén a trigonometrikus Osszefiiggés

sina sina  sin4o sina sina sino
. . = 1 Vagy - . - . - = 1
sina sina  sin4o

sina sina Sina

lenne és mindkettd a sin 80° = sin 20° egyenl&séget eredményezné,
ami nem igaz.

e {1,1,1,1,2,3} esetén a trigonometrikus 0Osszefiiggéshal
sin 40° = sin 60° vagy sin 40° sin 60° = sin 20° sin 20° kévetkezne,
ami szintén lehetetlen. (A szinusz fiiggvény 0° és 90° kozott szi-
gortan névekvs és pozitiv értékeket vesz fel.)

e {1,1,1,2,2 2} esetén szintén a trigonometrikus osszefliggés-
b6l (sin 20°)% = (sin40°)* vagy sin 20° = sin 40° kivetkezne, ami
nem igaz.

Tehét nincs harom olyan atld, amelyek a kilencszog belsejében
Osszefutnak. ®

Madsodik megoldds. A mellékelt abran megfigyelhets, hogy harom
tipusa atloja van egy szabalyos kilencszognek.

47



XXIII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Csikszereda, 2014. marcius 12-16.

Nevezziik 1-es tipustinak azokat az atlokat (az abran a vastagi-
tott szakaszok), amelyeknek egyik oldalan pontosan egy csucs-
pont taldlhato. Legyenek 2-es tipustak azok az atlok (az &bran
a szaggatott szakaszok), amelyeknek egyik oldalan pontosan két
csticspont taldlhato és 3-as tipustiak azok az atlok, amelyeknek
egyik oldalan pontosan harom csiicspont van.

Mivel az 1-es tipusi atlok egyik oldalan pontosan egy csiics-
pont van, ebbdl a csticspontbol kell egy masik (ezt metszd) atlo ki-
induljon. Viszont igy nem marad csticspont, amibdl egy harmadik
is kiinduljon ¢s az els6 kettdvel 6sszefusson. Tehat az {1, 1}, {1, 2},
illetve {1,3} metszéspontok nem lehetnek Gsszefutési pontok.

Vizsgaljuk most a {2, 2} metszéspontokat. Ezek a metszéspon-
tok mind rajta vannak a kilencszog egy-egy olyan szimmetriaten-
gelyén, amelyek athaladnak egy cstucson. Ha a {2, 2} metszéspont
az abran lathato6 tipust, akkor ez nem lehet dsszefutasi pont.
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Valbban, ha kivalasztunk egy cstcsot és ezen a cstcson keresztiil
behtzzuk a kilencszognek a szimmetriatengelyét, akkor az ehhez
a cstcshoz legkozelebb esé csiicsok altal meghatarozott 2-es ti-
pust atlok ezen szimmetriatengelyen valdé metszéspontjarol van
sz0, igy ez nem lehet Gsszefutasi pont.

Ebbdl kovetkezik, hogy a {2,2} masik tipust metszéspontok sem
lehetnek Osszefutési pontok (nem eshetnek egybe az elsd tipusi
{2,2} metszéspontokkal és szimmetriatengelyen vannak - lasd az
abrat). Hasonloan targyalhato le az is, hogy a {3, 3} metszéspon-
tok sem lehetnek Osszefutasi pontok. Héatra van még a {2,3}
metszéspontok vizsgéilata. Ezek a metszéspontok eddigi egyetlen
metszésponttal sem eshetnek egybe. Ezen kiviil, ha megfigyeljiik
a mellékelt abrat, egy kivalasztott csticsbol huzott, a szimmet-
riatengelyen talalkozo 2-es tipust atlok (azok, amelyeknek a talal-
kozési pontja a csticshoz a lehetd legkozelebb esik, de nem esik
egybe azzal) ugyanabbol a cstcsbdl indulé 3-as tipusa atlokkal
négy kiilonb6z6 metszéspontot hataroznak meg. Tikrozzik ezt
a négy metszéspontot a b szimmetriatengelyre nézve, az abran
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lathatoé modon. Ekkor négy ujabb {2, 3} metszéspontot kapunk.

b

A két-két - b tengelyhez kozelebb es6 - metszéspont egyike sem
eshet a b tengelyre (ezaltal egybeesve egy masikkal), mivel ezen
pontok b tengelyen talalkozo tartoegyenesei azonos tipusiak (ezek
pedig nem lehetnek &sszefutési pontok).

Tehét nincs hdrom olyan atlo, amelyek Osszefutnénak. ®

12. Megjegyzés. P. L. Wantzel bizonyitotta be 1837-ben, hogy
ha az n természetes szam pératlan primtényez&i nem kiillonb6zo
Fermat-primek, akkor a szabélyos n-szog nem szerkeszthet§ meg
korzével és vonalzdval. Mivel a 9 primtényezsi nem kiilonbozéek,
ezért a szabalyos kilencszog nem szerkesztheté meg euklideszi
eszkozokkel. (Fermat-primeknek az F, = 22" + 1 alaka prim-
szamokat nevezziik, ahol n természetes szdm. A jelenleg ismert
Fermat-primek: Fy = 3, F1 = b5, Iy, = 17, F3 = 257, és
Fy = 65537.)

6. Feladat. a) Hatarozd meg a siknak egységoldala szabéalyos
haromszogekkel, egységoldalii négyzetekkel és egységoldali sza-
balyos hatszogekkel valo Osszes szabalyos lefodését! Egy lefodés
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azt jelenti, hogy a sokszogek hézag és atfodés nélkiil (egyrétiien)
lefodik a sikot. A lefédés szabalyos, ha léteznek olyan a, b és ¢ nul-
14t6] kiilonbo6zs természetes szamok, amelyekre minden keletkez6
cstcs koriil pontosan a darab hiromszog, b darab négyzet és c
darab hatszog van, valamilyen régzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy létezik végtelen sok olyan, nem feltétle-
niil szabalyos lef6dés, amelyhez hozzarendelhets valamilyen a, b és
c nullatol kiilénboz6 természetes szdm gy, hogy minden keletkezd
cstcs koriill pontosan a darab héromszog, b darab négyzet és c
darab hatszog legyen!

Zsombori Gabriella, Csikszereda,
dr. Andras Szilard, dr. Lukics Andor, Kolozsvar

Megoldds. Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utolsé fela-
datdnak a megoldasat az évfolyamok sorszamanak novekvd sor-
rendjében. Az a) pont megoldasahoz észrevessziik, hogy egy csucs-
pontban négy vagy 6t alakzat talalkozhat.

Abban az esetben, ha csak négy alakzat talalkozik, a kovetkezs
eseteket kiilonboztetjiik meg:

e Ha ezek kozott egy hatszog, a darab haromszog és b darab
négyzet, akkor

a-60°+b-90° + 120° = 360°.

egyenletrendszert kell megoldanunk a po-

Igya{ 2a+3b =8

a+b =3
zitiv egész szamok halmazén, aminek a megoldéasaa =1ésb = 2.
Tehat csak a (3,4,4,6) és (4,3,4,6) elrendezések lehetségesek egy
cstcs koriil:
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Ha két hatszog van, akkor az el6bbi jeloléseket alkalmazva
a-60°+b-90° + 240° = 360°

Osszefliggés kell teljesiiljon. Mivel ebben az esetben a + b = 2 is
fennall, nincs megoldasunk.

e Abban az esetben, ha egy cstcspontban 6t alakzat talalkozik,
mivel az alakzatok kozott kell legyen haromszog, négyzet és hat-
sz0g is, a fennmaradt két alakzat szdgeinek Gsszege

360° — (60° + 90° + 120°) = 90°

és ez nem lehetséges.

Tehéat egy csicspontban csak négy alakzat talalkozhat. A
(4,3,4,6) elrendezés esetén lehet szabélyos lefodést szerkeszteni,
és ez a lefédés egyértelmi. Valoban, kiindulva a hatszog egyik
(4,3,4,6) tipusi cstucsabol, ez a hatszog minden tovabbi csticsat
egyértelmiien meghatérozza (mind (4,3,4,6) tipustak lesznek).
De igy a kialakult tizenkétszog csticsai is egyértelmitien meghatéro-
zottak:
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Ha a (3,4,4,6) csucs koriili elrendezésbél indulunk ki és egy hat-
sz0g cstcsait korbejarjuk, sziikségszertien az Osszes tobbi csics
is (3,4,4,6) tipusu lesz. Viszont igy a felhasznalt haromszogek
harmadik csucsai (4, 3,4,6) tipusiak lesznek:

Osszegezve az eredményeket, egyediil a (4, 3,4, 6) tipusa lefodés
ad szabalyos lefodést.

Attériink a b) alpont megoldasara. A kovetkezs abran lathato
lefédés szabalyos, ha tizenkétszogekben, négyzetekben és hatszo-
gekben gondolkodunk (minden cstcs (4, 6,12) tipusi).
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Viszont minden tizenkétszoget az a) alpont alapjan egyértelmtien
haromszogekre, négyzetekre és hatszogekre bonthatunk. Ez a fel-
bontés lehet olyan, hogy egy tizenkétszog belsejében elhelyezkedd
négyzet egy kinti négyzettel csak cstucsban, vagy élben is érint-
kezzen. Ezt minden tizenkétszog esetén tetszélegesen megvalaszt-
hatjuk, és ezért végtelen sok kért lefodést kapunk. Valéban, in-
duljunk ki az egyetlen szabalyos lefédésbdl és azonositsunk be
egy tizenkétszoget. Ezutan, kap alakban az abra szerint haladva
azonositsunk be tovabbi tizenkétszogeket az eléz6 abra szerint
(egy specialis “haromszogracsot” kapunk, amelynek csucsai a ti-
zenkétszogek, és az Gket Osszekotd alakzatok a négyzetek). Mind-
egyik kivalasztott tizenkétszog kétféle szinezést hataroz meg, de
végtelen sok tizenkétszoget valasztottunk. ®
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12. osztaly

1. Feladat. Az ABC haromszéghen A/C@ = 60° és AC < BC.
Legyen D az AC oldal egy bels6 pontja. Vedd fel az E pontot
a BC oldal belsejében tgy, hogy AD = BE teljesiiljon. A DFE
szakasz folé rajzold meg a D EF szabalyos haromszoget tigy, hogy
DEF és ABC azonos koriiljarasiak legyenek. Bizonyitsd be, hogy
az F' pont illeszkedik az ABC haromszog koré irt korre!

Nemecsko Istvan, Budapest

Megoldds. Mivel AC < BC, kévetkezik, hogy C'D < CE. Ha
CD = CFE, akkor az ABC haromszog egyenld oldalu, és ekkor F
egybeesik C-vel, azaz rajta van az A BC haromszog ké')r/é@ koron.
Ha pedig CD < CE, akkor a CDE héromszogben CED < 60°
(DCE = 60°), azaz_ F a CDE haromszogon kiviil esik.

Mivel DCE DFE = 60°, ezért a CDEF )EF négyszog korbeirhato.
Ekkor CEF = C’DF és igy BEF = ADF. Kovetkezik, hogy a
DAF haromszog egybevagd az EBF haromszoggel (AD = BE,
és DF = EF), és igy DAF = @, azaz az ABFC négyszog
korbeirhat6. Tehat az F' pont rajta van az ABC haromszog koré
irt koron. ®

13. Megjegyzés. Az elébbi gondolatmenetbdl lathato, hogy a
tulajdonsag forditottja is igaz, tehat ha F illeszkedik a haromszog
koré irt korre, akkor AD = BE.

2. Feladat. Az ABCDFEFGH kocka élének a hossza 1 cm. Egy
hangya az A csicsbol indulva egy 2014 cm hosszisagu utat jar
be ugy, hogy csak az éleken kozlekedik (egy élen végig mehet
tobbszor is). Melyik utbol van tobb: amelyik az A csticsban, vagy
amelyik a C cstcsban végzsdik?

Kekenék Szilvia, Kassa
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Megoldds. Jelentse X; az A-bol az X pontba érkezs ¢ hosszusigi
utak szamat, ahol X € {A,B,C,D,E,F,G, H}, tehat Agpi4-et
kellene 6sszehasonlitani Cop14-gyel. B3 = 1 és G1 = 0 (az A pont-
bél indulé és az E pontba érkez& 1 hosszisagu utak szama 1,
mig az A pontbol indul6 és a G pontba érkezd 1 hossziségn utak
szama 0). Kovetkezik, hogy

Ay =B1+ D+ E1 > B1+ D1+ Gy =Co.
De ekkor
FEs=As+ Fy+ Hy > Co + Fy + Hy = G3,

azaz

Ay = B3+ D3+ E3 > By + D3+ Gy = Cy.

Ezt a gondolatmenetet folytatva matematikai indukciéval iga-
zolhatjuk, hogy As, > Cs,, barmely n nullatél kiillénbo6zs ter-
mészetes szamra. Valéban, ha bizonyos k természetes szamra
(k > 2) elfogadjuk, hogy Aoy > Coy, akkor

Eopy1 = Ao + Fop, + Hop, > Cop + Fo, + Hop, = Gopy,
azZaz

Aojyo = Bop1 + Dopy1 + Eopqq >
> Bogt1 + Dopy1 + Gopy1 = Coppa.

Tehat Asgia > Coo14. ®

3. Feladat. Adottak az a,b,c € {0,1,2,...,9} szamjegyek tugy,
hogy az abc haromjegyi szdm primszam. Bizonyitsd be, hogy az
az? + bx + ¢ = 0 egyenletnek nincsenek racionalis gyokei!

dr. Bencze Mihaly, Bukarest
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Megoldds. A tizes szamrendszerbeli reprezentécio alapjan
abc = 100a + 10b + c.

Ha a feladatban megjelené masodfoku egyenletnek van racionalis
megoldésa, akkor létezik olyan d € N, amelyre d*> = b? — 4ac.
Vilagos, hogy d < b. Mésrészt

4a - abe = 400a® + 40ab + 4ac = 400a> + 40ab + b> — d* =

= (20a + b)* — d*> = (20a + b — d) (20a + b+ d).

Mivel abc primszém, osztja (20a + b — d)-t vagy (20a + b+ d)-t.
Ez ellentmondéas, mert abc > 20a + b + d és abc > 20a + b — d.
Igy b? — 4ac nem lehet teljes négyzet, tehat

—b+ Vb? — 4ac @
2a £Q

14. Megjegyzés. A b? — d?> = 4ac egyenlet targyalasabol is ki-
indulhatunk, ahol ¢ € {1,3,7,9} és a egy nemnulla szamjegy.
Ugyanakkor a targyalandé esetek szamat lecsokkenti, ha az

T12 =

{1,4,9,16,25,36,49, 64,81}

halmazban 1év6 teljes négyzetek kozt felléps 4-gyel oszthatoé po-
zitiv kiillonbségeket allitjuk eld, és azokbol hatérozzuk meg az a
és c értékét.

1
4. Feladat. Az 20141 20151 racionalis szam tizedes tort alakja

0, aiay ... an(blb2 e bk),

ahol (b1be...by) az ismétl6ds szakasz és az n, illetve k értéke a
lehetd legkisebb. Mennyi az n értéke?

dr. Gecse Frigyes, Kisvarda
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Megoldds. A vegyes szakaszos tizedes tortek atalakitasi szabélyét
alkalmazva frhatjuk, hogy

alag...anblbg...bk—alag...an
99...900...0
S———
k n

0,a1az...ap(biba... by) =

Ha a,, = by, akkor a szam felirhat6 lenne
0, aiay ... an_l(anb1b2 e bk—l)

alakban, és ez ellentmondana annak, hogy n a lehets legkisebb.
Emiatt az el6bbi tort szamléloja nem oszthatdo 10-zel, és igy
2014! - 2015! pontosan n nullaban végzsdik.

2014! = 5%02. 402! . My = 502480 . 801 . M, =

_ 5A02480+16 1) . pp, — 540248041643 g1 pp

ahol My, My, Ms, My € N és egyik sem oszthaté 5-tel. Ez alapjan
a 2014! primtényezds felbontasaban az 5 kitevGje 501 (ez kisza-
molhaté a Legendre tétel segitségével, az el6bbi szamolas lényegi-
leg a Legendre tétel bizonyitasanak a gondolatmenete). Ebbgl ko-
vetkezik, hogy a 2015! primtényezsGs felbontasdban az 5 kitevGje
502, tehat a szorzat felbontédsaban az 5 hatvanykitevje 1003. A
2-es hatvanykitevGje ennél nagyobb, tehat n = 1003. ®

5. Feladat. Adott a p primszam és a darab szidmozott doboz,
ahol a > 2. Felirtuk p darab golyora a szamokat 1-t6l p-ig és
a golyokat valahogyan elhelyeztiik a dobozokban. Szamold meg,
hogy hany kiilénb6zd elhelyezésre lesz az els§ dobozban talél-
hat6 golyokon szerepld szamok sszege oszthato p-vell (Egy iires
dobozban a golyokon szerepls szamok dsszege egyezményesen 0.)

dr. Andrés Szilard, dr. Lukacs Andor, Kolozsvér

58



XXIII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Csikszereda, 2014. marcius 12-16.

Megoldds. Ha p = 2, akkor pontosan azokban az esetekben lesz az
els§ dobozban a golydkon levs szamok Osszege péros, ha az elsé
dobozban nincs golyd, vagy ha csak egyediil a 2-es szamozasu
goly6 van. Ez 6sszesen (a — 1)? + (a — 1) modon valdsithaté meg.

Ha p # 2, a feladatot a kdvetkezs modell segitségével oldjuk
meg. Egy adott elhelyezésnek feleltessiink meg egy szabalyos p
oldalu sokszoget a kovetkezd modon:

e a sokszog csticsait ciklikusan megszamozzuk 1-t6l p-ig, tehat
egy csucs egy szamozott golyonak fog megfelelni;

e minden csucsot ,kiszineziink” az 1,2,...,a szinek valame-
lyikével.
Masrészt, ha felirjuk sorban az 1,2,...,p szdmokat egy p oldali

szabélyos sokszog cstcsaira, majd kivalasztunk a cstucsok koziil &
darabot és elforgatjuk a sokszoget a kbzéppontja koriil 3%0 fokkal,
akkor a kivéalasztott csticsokon szerepld szamok mindegyike 1-gyel
né modulo p. Ez azt jelenti, hogy a kivalasztott k darab csticson
szerepl6 szamok Gsszege pontosan k-val fog névekedni modulo p.
Végezziik el az el6bbi forgatast 0,1, 2, ..., p—1-szer. Ha eredetileg
a kivélasztott csticsokon levs szamok Gsszege s volt, akkor az egyes
forgatasok utédn a kapott 6sszegek felveszik rendre az

s+0,s+k,s+2k,....,s+ (p— 1)k (6)
értékeket modulo p. A kivetkezs harom eset lehetséges:

e ha k € {1,2,...,p — 1}, akkor az el6bbi Gsszegek koziil
pontosan egy lesz oszthatd p-vel;

e ha k = 0, akkor s = 0, és minden 1j forgatott Gsszeg is 0,
vagyis oszthato p-vel,

e ha k = p, akkor s = p(p2+1) ¢és minden 1j forgatott dsszeg is

ugyanennyi (és s oszthatd p-vel, mert p paratlan).
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A k kivélasztott csiics az els§ dobozban elhelyezett k golyon sze-
repl6 szamoknak felel meg.

Ha minden k£ € {0,1,2,...,p} esetén a (6) Osszegekbdl pon-
tosan egy lenne oszthaté p-vel, akkor ez azt jelentené hogy Gssze-
sen % olyan dobozolas van, amelyekre az els6 dobozban levs
golyokon a szdmok Osszege oszthatd p-vel. Viszont az elébbi tar-
gyalas alapjan a k = 0 és k = p eseteket kiilon kell vizsgaljuk:

e ha k = 0, akkor a fennmarad6é a — 1 dobozba akirhogyan
elhelyezhetjiik a p golyot, és ez sszesen (a — 1)P féleképpen
lehetséges;

e ha k = p, akkor minden goly6t az els§ dobozba helyeztiink,
tehat Osszesen 1 lehet@ségiink van.

Mivel minden egyes forgatés ezeket az eseteket onmagukba viszi,
ezért ezeket le kell vonnunk a forgatasok elvégzése el6tt, és majd
vissza is kell adnunk 6ket az Osszes lehetGség megszamolasahoz.
Tehat Gsszesen

al —(a—1)P -1
p

Fla—1)P+1

lehet&ségiink van a golyok elhelyezésére gy, hogy az els6 doboz-
ban levs golyokon a szdmok Osszege oszthatd legyen p-vel. ®

15. Megjegyzés. A feladat megoldasat masképpen is befejezhet-
juk: megvizsgaljuk minden k € {0,1,2,...,p}-re, hogy hanyféle-
képpen lehetséges, hogy az els§ dobozban pontosan k golyé van
és az ezeken szerepl§ szamok Osszege oszthatd p-vel. Mar lattuk,
hogy ez a szam k = 0 esetén (a—1)P és k = p esetén 1. Minden mas
k értékre viszont (%)-(afl)p_’g lehet@ségiink van erre: Gsszesen (}]Z)
féle moédon véalaszthatunk ki k& golyot az els6 dobozba, és minden
egyes ilyen kivalasztas egyetlen ,forgatasa” lesz j6 a sokszoges
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modell alapjan. Viszont p ilyen forgatas van, ezért kell osztanunk
p-vel. A fennmaradt p — k golyot akarhogyan betehetjiik a tobbi
dobozba, innen adodik az (a — 1)P~* szorzo. Tehat Osszesen

152 D o » al —(a—1)P -1 »
p; <k> (a—1)P*4(a—1)P+1 = . +(a—1)P+1

lehet&ségiink van a golyok kért dobozolasara.

6. Feladat. a) Hatérozd meg a siknak egységoldala szabélyos
haromszogekkel és egységoldala négyzetekkel valoé Osszes szabé-
lyos lefodését! Egy lefodés azt jelenti, hogy a sokszdgek hézag és
atfodés nélkiil (egyrétiien) lefodik a sikot. A lefédés szabalyos, ha
léteznek olyan a, b nullatoél kiillonbozé természetes szamok, ame-
lyekre minden keletkezé cstics koriil pontosan a darab haromszog
és b darab négyzet van, valamilyen rogzitett sorrendben.

b) Bizonyitsd be, hogy létezik végtelen sok, paronként kiilon-
boz8, nem feltétleniil szabalyos lefodés (az el6bbi haromszogekkel
és négyzetekkel), amelyekhez hozzarendelhetSk az a,b nullatol
kiilonb6z8 természetes szidmok gy, hogy minden keletkezd csiics
koriil pontosan a darab haromszog és b darab négyzet legyen, de
ezeknek a sokszogeknek a sorrendje ne legyen minden csicspont-
ban ugyanolyan.

Zsombori Gabriella, Csikszereda
dr. Andrés Szilard, dr. Lukacs Andor, Kolozsvér

Megoldds. Javasoljuk elolvasni mind a négy évfolyam utolsé fela-
datédnak a megoldasat az évfolyamok sorszamanak noévekvd sor-
rendjében.

a) Egy cstucspontban négy vagy 6t alakzat talalkozhat, viszont
ha négy taladlkozna — és lenne kozottiik legaldbb egy haromszog,
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illetve legaldbb egy négyzet —, akkor a cstcs koriil a megmaradt
két sz0g Osszege

360° — (60° + 90°) = 210°

kellene legyen, ami lehetetlen. Teh&t minden csiics koriil 6t alak-
zatnak kell talalkoznia, és ezért az a - 60° 4+ b - 90° = 360° és
a—+b =5 egyenletekbdl all6 rendszert kell megoldanunk a pozitiv
természetes szdmok halmazén. Az egyetlen megoldas: a = 3 és
b = 2. Kovetkezésképpen a csucsok (3,3,3,4,4) vagy (3,3,4,3,4)
tipusiak lehetnek. Ha a cstcsok (3,3, 3,4,4) tipusiak lennének,
akkor az elsé felrajzolt ilyen szerkezeti csics egyértelmiien meg-
hatérozza az Osszes tObbit, a szabalyos lefédés pedig

Ha a cstucsok mind (3, 3,4, 3,4) tipusuak, akkor az elsd felraj-
zolt cstics ismét egyértelmiien meghatarozza az Osszes tobbit és a
kovetkezo6 szabélyos lefodést kapjuk:
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Az egyértelmiiség azért kovetkezik ebben az esetben, mert ha ki-
indulunk egy (3,3,4,3,4) tipust csicsbol, akkor a kovetkezs bal
oldali 4bréan az 1-es helyre rajzolt négyzeten kiviil minden beraj-
zolt négyzet vagy haromszog egyértelmien meghatarozott.

Ha viszont négyzetet valasztunk az 1-es helyre, utdna ismét min-
den egyértelmiien meghatarozott, és a 2-es helyre sziikségszertien
haromszog kell keriiljon. Ez viszont elrontja a szabalyosségot.

b) Induljunk ki az

mintazatbol és a segitségével hozzuk létre a kovetkezd, végtelen
magas savokat:
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egy ilyen sav bal- és jobb oldalat kiegészithetjiik most négyzetek-
kel (és a fennmaradé savokban haromszogekkel) az alabbi modon:

Viszont készithetiink olyan lefédéseket, amelyekben a kiindulé
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savunkbdl 2, 3,4, ... darab talidlhato egymés mellett:

Tehat végtelen sok kiilonbo6zs kért lefodés 1étezik.
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A versenyen résztvevé didkok névsora
Délvidék

IX. osztaly

Dragity Teodora Zentai Gimnéazium, Zenta
Farkas Krisztian ~ Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék
Fenyvesi Abigél  Bolyai Tehetséggondozé Gimnézium

és Kollégium, Zenta

Fodor Adam Bolyai Tehetséggondozé Gimnéazium
és Kollégium, Zenta
Lelik Mark Svetozar Markovi¢ Gimnézium, Ujvidék
Szili Emma Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék
Szogi Evelin Bolyai Tehetséggondozé6 Gimnéazium
és Kollégium, Zenta
Toldi Teodora Bolyai Tehetséggondozé Gimnéazium
és Kollégium, Zenta
To6th Istvan Miiszaki Iskola, Ada
To6th Tamés Becsei Gimnéazium, Obecse
X. osztaly
Apro Alexandra Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnézium
és Kollégium, Zenta
Dobo6 Mark Bolyai Tehetséggondozé Gimnézium
és Kollégium, Zenta
Horti Katalin Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnazium
és Kollégium, Zenta
Juhéasz Bence Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnazium
és Kollégium, Zenta
Mucsi Edina Bolyai Tehetséggondozé Gimnézium

és Kollégium, Zenta

Szkocsovszki Zsolt  Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium
és Kollégium, Zenta

Terhes Balazs Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnézium
és Kollégium, Zenta
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XI. osztaly

Csipak Levente

Bolyai Tehetséggondozé6 Gimnéazium

és Kollégium, Zenta

Kanalas David
Téglas Ervin

Belgradi Gimnézium, Belgrad
Bolyai Tehetséggondozé6 Gimnéazium

és Kollégium, Zenta

XII. osztaly

Bir6 Dominik

Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium

és Kollégium, Zenta

Horti Krisztina

Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium

és Kollégium, Zenta

Tllés Miklos
Matéfty Kristof

Svetozar Markovi¢ Gimnéazium, Szabadka
Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium

és Kollégium, Zenta

Tokity Rudolf

Bolyai Tehetséggondozo Gimnazium

és Kollégium, Zenta

IX. osztaly

Baja Zsolt

Demény Andrea
Bernadett

Demeter Hunor
Fogarasi Levente
Fogel Péter

Kadar A. Attila
Kézdi Ors Sebestyén
Lakatos Angéla
Lukacs Aron Zsolt
Medgyesi Attila
Nagy-Galaczi Tamas
Schefler Barna

Szabo Agnes-Kriszta

Erdély

Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely

Marton Aron Gimnéazium, Csikszereda

Tamasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Brassai Samuel Elméleti Liceum, Kolozsvar
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatméarnémeti
Baréti Szabo David Koézépiskola, Barot
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Silvania Fégimnazium, Zilah

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Ham Janos Rémai Katolikus Teoldgiai Liceum,
Szatméarnémeti

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely
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Sz6cs Marianna
Tanko-Géabor Tihamér
To6t6s Gyorgy

Veress Szilard
Veres-Vitalyos Almos

X. osztaly

Boldizsar Zoltan
Boros Zoltan

Burus Endre

Elthes Zoltan Zsombor
Fiistos Agnes
Gébor Csaba

Gal Krisztina
Hegediis Hunor
Mathé Orsolya
Miklés Botond
Papp Andrea Kinga
Rab Zsolt

Schefler Gergd

Siité Agoston

XI. osztaly

Beiland Arnold
Csala, Hunor
Csutak Balazs
Er6sdi Zakarias
Farkas Eszter
Gagyi Méatyés
Gotha Giintter
Gyarmathy Timea
Horvath Ilka
Juhos Attila
Koncz Botond
Kucsvéan Zsolt Levente
Lazar Janos

Taméasi Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda
Silvania Fégimnazium, Zilah

Ady Ende Elméleti Liceum, Bukarest
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Ham Jéanos Romai Katolikus Teologiai Liceum,
Szatmarnémeti

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Bathory Istvan Elmeéleti Liceum, Kolozsvar
Tamési Aron Gimnézium, Székelyudvarhely
Taméasi Arong Gimnazium, Székelyudvarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Zajzoni Rab Istvan Kozépiskola, Négyfalu
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Héam Janos Réomai Katolikus Teoldgiai Liceum,
Szatméarnémeti

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely

Nagykarolyi Elméleti Liceum, Nagykaroly
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda
Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Orbéan Balazs Gimnazium, Székelykeresztar
Németh Lészlé Elméleti Liceum, Nagybéanya
Németh Lészlo Elméleti Liceum, Nagybéanya
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti
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Mester Attila
Nagy Istvan
Simon Adam
Solyom Gellért
Szasz Apolka
Székely Attila

XII. osztaly

Buidin Thomas
Cséaki Tamés
Csegzi Gergely
Farkas-Pall Kristof
Forgacs Akos

Gal Béni
Hegediis Zsofia
Kari Tamés-Zsolt
Kelemen Szabolcs
Kolumbéan-Antal
Gyorgy

Lantzky Anna

Lorenzovici Zsombor

Mag Istvan

Magdé Dorottya
Megyesfalvi Botond
Rétyi Dorottya
Szész Tamas-Zsolt
Tamasi Timea

IX. osztaly

Csenger Géza
Izsof Otto

Kis Kata Zsofia
Lengyel Gergely
Lévardi Adam
Novak Bernadett

Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Silvania Fégimnazium, Zilah

Székely Miko6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Marton Aron Elméleti Liceum, Csikszereda
Baroti Szabd David Kozépiskola, Barot
Salamon Erné Gimnéazium, Gyergyoszentmiklos

Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Orbéan Balazs Gimnazium, Székelykeresztar
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéséarhely
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad
Horvath Janos, Margitta

Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Béathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely

Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéséarhely
Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely
Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvaséarhely
Marton Aron Gimnézium, Csikszereda
Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Felvidék

Selye Janos Gimnazium, Komarom

Selye Janos Gimnazium, Komarom

Pazmany Péter Gimnéazium, Ersektjvar
Magangimnazium Dunaszerdahely, Dunaszerdahely
Pazméany Péter Gimnéazium, Ersekajvar

Szondy Gyorgy Gimnézium, Ipolysig
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Pelle Matyas
Pivoda Tamés
Rancso Mark
Vistan Laura

X. osztaly

Bial Bence
Bukovszky Gergely
Fabian Vivien
Keken ak Tamés
Konderka Jessica
Kotiers Mihély
Lévardi Baléazs
Pristas Viktor
Simon Bence
Somogyi Pal
Striga¢ Viktor
Szab6 Andrea
Varga Tamés

XI. osztaly

Barto Norbert
Bernath Zsuzsanna
Bugar David
Gujber Gabriella
Kurcz Janos

Marko6 Péter
Murin Déavid
Novak Laszlo
Roézsa Tamas
Sarai Tomas
Vanko Bence

XII. osztaly

I. Krasko Gimnézium, Rimaszombat
Selye Janos Gimnéazium, Koméarom
Selye Janos Gimnazium, Komarom
Maérai Sdndor Gimnézium, Kassa

Gimnéazium, Fiilek

Selye Janos Gimnéazium, Komarom
Szondy Gyorgy Gimnézium, Ipolysag
Maérai Sandor Gimnézium, Kassa
Kodaly Zoltan Gimnéazium, Galanta
Selye Janos Gimnazium, Komarom
Pazmany Péter Gimnéazium, Ersektjvar
Marai Sandor Gimnéazium, Kassa
Szenczi Molnar Albert Gimnéazium, Szenc
Madéach Imre Gimnézium, Somorja
Duna utcai Gimnézium, Pozsony

Selye Janos Gimnazium, Komarom
Selye Janos Gimnéazium, Koméarom

Gimnézium, Tornalja

Kodaly Zoltan Gimnéazium, Galanta

Selye Janos Gimnazium, Komarom

Szenczi Molnar Albert Gimnazium, Szenc
Jedlik Anyos Elektrotechnikai Szakkozépiskola,
Ersekajvar

Kodaly Zoltan Gimnazium, Galanta

Marai Sandor Gimnéazium, Kassa

Szondy Gyorgy Gimnéazium, Ipolysag
Magangimnézium Dunaszerdahely, Dunaszerdahely
Selye Janos Gimnazium, Komarom

Kodaly Zoltan Gimnazium, Galanta

Marké Adam  Selye Janos Gimnazium, Koméarom
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IX. osztaly

Benedek Violetta
Bilakovics Noémi
Fedorszki Adam
Héder Agota

Kis Ferenc
Kopasz Rebeka
Magdolna
Szerednik Laszlo
Tamas

Tar Zoltan
Zsoldos Alexandra

X. osztaly

Kun Laura

Levkoé Kamilla
Molnar Hajnalka
R. Benedek Tamés

XI. osztaly

Fejes Roland

Ir6 Viktoria
Molnar Adridn
Reho Sandor
Szilagyi Gabor
Trombola Mikl6s
Uszkai Sandor

IX. osztaly

Baran Zsuzsanna
Benedeczky Lehel

Karpatalja

Nagydobronyi Koézépiskola, Nagydobrony
Nagygej6ci Altalanos Iskola, Nagygejéc
Bethlen Gabor Magyar Gimnéazium, Beregszasz
Tiszakeresztari Altalanos Iskola, Tiszakereszttr
Sz6l6sgyulai Altalanos Iskola, Sz6l6sgyula

Bethlen Gabor Magyar Gimnéazium, Beregszasz

Sz6l6sgyulai Altalanos Iskola, Szél6sgyula
Bethlen Gabor Magyar Gimnazium , Beregszész
Tiszakeresztari Altalanos Iskola, Tiszakereszttr

Bethlen Géabor Magyar Gimnézium, Beregszéasz
Batyai Kozépiskola, Batyu

Bethlen Gabor Magyar Gimnézium, Beregszéasz
Nagydobronyi Koézépiskola, Nagydobrony

Mezskaszonyi Kozépiskola, Mezskaszony
Bethlen Gabor Magyar Gimnézium, Beregszasz
Bethlen Gabor Magyar Gimnazium, Beregszasz
Ungvari Drugeth Gimnéazium, Ungvar

Bethlen Gabor Magyar Gimnézium, Beregszasz
Bethlen Gabor Magyar Gimnazium, Beregszasz
Nagydobronyi Reformétus Liceum, Nagydobrony

Magyarorszag

Fazekas Mihaly Gimnazium, Debrecen
Vak Bottyan Gimnazium, Paks
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Bodolai Eléd Istvan  Foldes Ferenc Gimnazium, Miskolc

Csap6 Méarton Szent Imre Katolikus Gimnéazium, Nyiregyhéza
Jonas Adam Eotvos Jozsef Gimnazium és Kollégium, Tata
Lajké Kalman Radnéti Miklés Kisérleti Gimnézium, Szeged
Molnar Roland Berzsenyi Daniel Gimnéazium, Budapest
To6rok Timea Pet6fi Sandor Evangélikus Gimnéazium, Bonyhad
To6th Viktor Téancsics Mihaly Gimnazium, Kaposvar
Zsoldos Laszlo Kecskeméti Banyai Julia Gimnézium, Kecskemét
X. osztaly
Bodonhelyi Anna Kecskeméti Banyai Julia Gimnéazium, Kecskemét
Coulibaly Patrik
Sékou Kecskeméti Banyai Jilia Gimnéazium, Kecskemét
Csikos Dominik Nagyaszonyunk Katolikus Ovoda,
Altalanos Iskola és Gimnazium, Kalocsa
Csorba Benjamin Szilagyi Erzsébet Gimnéazium és Kollégium, Eger
Erdés Marton Batthyany Lajos Gimnazium, Nagykanizsa
Ferencz Petra Révai Miklés Gimnazium és Kollégium, Gyor
Gracza David E6tvos Jozsef Gimnazium és Kollégium, Tata
Gyulai-Nagy Szuzina  Radnoti Miklos Kisérleti Gimnéazium, Szeged
Hornak Bence Berzsenyi Daniel Gimnéazium, Budapest
Horvath Akos Vak Bottyan Gimnazium, Paks
Jaké Fanni Téancsics Mihaly Gimnazium, Kaposvar
Nagy Gergely Boronkay Gyorgy Miiszaki Szakkozépiskola
és Gimnézium, Vac
Nagy Kartal Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium,
Budapest
Németh Fléra Boroka Keszthelyi Vajda Janos Gimnazium, Keszthely
Ritter Aron III. Béla Gimnézium, Baja
Sal Kristof Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnézium,
Budapest
Schulcz Ferenc Zrinyi Miklés Gimnéazium, Zalaegerszeg

Tomecsanyi Gergely Boronkay Gyodrgy Miszaki Szakkozépiskola
és Gimnézium, Vac
Wiandt Péter Petéfi Sandor Evangélikus Gimnézium, Bonyhad

XI. osztaly

Almasi Péter Fazekas Mihaly Gimnéazium, Debrecen
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Borsi Timea Katalin
Hermann David
Holczer Andras
Knyihar Gabor

Mismas Valentin
Richard

Nagy Gergely
Nagy-Gyorgy Pal
Nemes Gyorgy
Porganyi Mark
Porupsanszki Istvan
Racsko Zsofia
Schwarcz Taméas
Szab6 Timea
Széke Tamés
Toth Kéaroly

Toth Laszlo Gabor
Tulkédn Simon

Virag-Tulassay Zsolt

XII. osztaly

Dobra Géabor
Egri Richard
Flamich Gergely

Fony6 Viktoria
Forras Bence

Géczi Péter
Hegyesi Janos Géza

Horvath Gy6z6
Kacz Déaniel

Kiss Tibor

Bessenyei Gyorgy Gimnézium, Kisvarda
Kecskeméti Banyai Julia Gimnéazium, Kecskemét
Pécsi Janus Pannonius Gimnézium, Pécs
Belvarosi Altalanos Iskola és Gimnazium,
Békéscsaba

Eo6tvos Jozsef Gimnazium és Kollégium, Tata
Révai Miklos Gimnazium és Kollégium, Gyo6r
Radnoti Miklos Kisérleti Gimnézium, Szeged
Petsfi Sandor Evangélikus Gimnazium, Bonyhad
Batthyany Lajos Gimnéazium, Nagykanizsa
Foldes Ferenc Gimnazium, Miskolc

Vak Bottydan Gimnazium, Paks

Berzsenyi Daniel Gimnéazium, Budapest

Zrinyi Mikl6s Gimnazium, Zalaegerszeg

Foldes Ferenc Gimnazium, Miskolc

Boronkay Gyorgy Miiszaki Szakkozépiskola

és Gimnéazium, Vac

Szent Imre Katolikus Gimnézium, Nyiregyhéza
Andrassy Gyula Gimnazium és Kollégium,
Békéscsaba

Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium,
Budapest

Pécsi Janus Pannonius Gimnéazium, Pécs
Szilagyi Erzsébet Gimnazium és Kollégium, Eger
Boronkay Gyorgy Miszaki Szakkozépiskola

és Gimnéazium, Vac

Keszthelyi Vajda Janos Gimnazium, Keszthely
Berzsenyi Daniel Gimnézium, Budapest
Radnoti Miklés Gimnézium, Szeged

Erkel Ferenc Gimnézium

és Informatikai Szakképz6 Iskola, Gyula
Tancsics Mihaly Gimnéazium, Kaposvar

Petofi Sandor Evangélikus Gimnazium

és Kollégium, Bonyhad

Széchenyi Istvan Két Tanitasi Nyelvi
Ozgazdasagi Szakkozépiskola, Békéscsaba
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Kovéacs Krisztian
Matkovics Gabor
Nagy Bence Kristof

Sandor Krisztian
Seress Déniel

Simko Irén

Simon Péter
Tossenberger Tamas

Toth Nikolett
Varga Daniel

Szilagyi Erzsébet Gimnazium és Kollégium, Eger
Foldes Ferenc Gimnéazium, Miskolc

Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium,
Budapest

Tancsics Mihaly Gimnéazium, Kaposvar

Doczy Gedeon Reformatus Gimnazium, Debrecen
Foldes Ferenc Gimnazium, Miskolc

Berzsenyi Daniel Gimnéazium, Budapest

Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium,
Budapest

Krady Gyula Kozépiskola, Gyor

Fazekas Mihaly Gimnéazium, Debrecen
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A versenyen résztvevé tanarok névsora

Arokszallasi Eszter
Bogozi Mihaly
Bir6 Balint

Bir6 Béla

Bir6 Zoltan
Bajusz Erzsébet
Bejan Ibolya

Bir6 Judit

Bors Violetta
Csusz Laszlo
Csata Lili

Csikos Pajor Gizella

Csorba Ferenc
David Géza

Darvas Anna-Maria
Deak Eva

Egyed Lészlo

Erdés Gabor
Fekete Zsuzsanna

Filler Krisztina
Fonyéné Németh
Tldiko

Gajdéacs Moénika
Garda-Matyas Edit

Garda-Matyas Zsolt
Hevesi Tibor
Hornyak Pal
Horvath Attila
Hrask6 Andras

Dr. Illyés Laszlo

Dr. Katz Sandor

Vak Bottyan Gimnazium, Paks

Marton Aron Gimnéazium, Csikszereda
Szilagyi Erzsébet Gimnazium és Kollégium, Eger
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Salamon Erné Gimnézium, Gyergyodszentmiklos
Batyui Kozépiskola, Batya

Ady Endre Elméleti Liceum, Bukarest
Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
Ady Endre Elméleti Liceum, Nagyvarad

I. Krasko Gimnéazium, Rimaszombat

Nagy Istvan Miivészeti Liceum, Csikszereda
Bolyai Tehetséggondoz6é Gimnézium

és Kollégium, Zenta

Krudy Gyula Koézépiskola, Gydér

Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Baréti Szabo David Koézépiskola, Barot
Székely Miko Kollégium, Sepsiszentgyorgy
ITI. Béla Gimnézium, Baja

Batthyany Lajos Gimnazium, Nagykanizsa
Bolyai Tehetséggondozé Gimnéazium

és Kollégium, Zenta

Szenczi Molnar Albert Gimnézium, Szenc

Keszthelyi Vajda Janos Gimnazium, Keszthely
Szondy Gyorgy Gimnazium, Ipolysag

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem,
Csikszereda

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem,
Csikszereda

Sz616sgyulai Altalanos Iskola, Sz6l6sgyula
Pazmany Péter Gimnézium, Ersekujvar

Zrinyi Miklos Gimnazium, Zalaegerszeg
Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium,
Budapest

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem,
Csikszereda

Petofi Sandor Evangélikus Gimnazium, Bonyhad
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Dr. Kantor Sandorné

Kekenék Lucia
Kekenak Szilvia
Kicska Gyorgy

Kiss Géza

Klebecsko Elvira
Koczinger Eva

Konyevity Klara
Kormanyos Roébert

Dr. Kosztolanyiné
Nagy Erzsébet
Kovacs Attilané
Kovacs Katalin
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Kovats Marta
Kubatov Antal
Léanyi Vera
Lakatosné
Weszelovszky Eva
Liszkay Béla

Dr. Maké Zoltan

Markus Rozalia
Mészéros Jozsef
Marczis Gyorgy

Mastan Eliza
Miklés Melinda
Dr. Minda Mihéaly

Nagy Ors
Nemecsko Istvan

Szent Imre Katolikus Gimnazium, Nyiregyhaza
Doczy Gedeon Reforméatus Gimnazium,
Debrecen

Déczy Gedeon Reformatus Gimnéazium,
Debrecen

Marai Sandor Gimnazium, Kassa

Maérai Sandor Gimnézium, Kassa

Munkéacsi II. Rakoczi Ferenc Kozépiskola,
Munkacs

Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium,
Budapest

Svetozar Markovi¢ Gimnazium, Ujvidék

Ham Janos Romai Katolikus Teoldgiai Liceum,
Szatmarnémeti

Miiszaki Iskola, Ada

Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium

és Kollégium, Zenta

Szegedi Radnéti Miklos Kisérleti Gimnéazium,
Szeged

Foldes Ferenc Gimnazium, Miskolc

Marton Aron Gimnézium, Csikszereda,

Tamasi Aron Gimnazium, Székelyudvarhely
Duna utcai Gimnézium, Pozsony

Tancsics Mihaly Gimnézium, Kaposvar

Pécsi Janus Pannonius Gimnézium, Pécs

Eo6tvos Jozsef Gimnézium és Kollégium, Tata
Madéach Imre Gimnéazium, Somorja

Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem,
Csikszereda

Mez&kaszonyi Kozépiskola, Mez&kaszony
Magangimnézium, Dunaszerdahely

Andrassy Gyula Gimnazium és Kollégium,
Békéscsaba

Németh Lészlo Elméleti Liceum, Nagybéanya
Zajzoni Rab Istvan Kozépiskola, Négyfalu
Boronkay Gyorgy Miiszaki Szakkozépiskola
és Gimnéazium, Vac

Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar
Berzsenyi Daniel Gimnéazium, Budapest
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Nemes Andras

Dr. Olah-Gal Robert

Olosz Ferenc
Dr. Pal Laszlo

Dr. Péics Hajnalka

Péter Andras
Paladi Ilona
Remeténé

Orvos Viola

Dr. Salamon Julia

Stan Agota Irma
Szaszko-Bogarné
Eckert Bernadett

Szentandrési Ilona
To6thné Berzsan
Gabriella

Turdean Katalin
Varga Jozsef
Veres Pal

Vincze Nobert

Barték Béla Elméleti Liceum, Temesvar
Sapientia Erdélyi Magyar Tudoméanyegyetem,
Csikszereda

Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti
Sapientia Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem,
Csikszereda

Bolyai Tehetséggondozé Gimnézium

és Kollégium, Zenta

Csiky Gergely Fégimnazium, Arad
Sz6l6sgyulai Altalanos Iskola, Sz6l6sgyula

Fazekas Mihaly Gimnazium, Debrecen
Sapientia Erdélyi Magyar Tudoméanyegyetem,
Csikszereda

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvéasarhely

Radnoti Miklos Kisérleti Gimnéazium,
Szeged
Kodaly Zoltdn Gimnéazium, Galanta

Téancsics Mihaly Gimnazium, Kaposvar
Silvania Fégimnazium, Zilah
Kecskeméti Banyai Julia Gimnéazium, Kecskemét
Foldes Ferenc Gimnazium, Miskolc
Gimnéazium, Tornalja

7



XXIII. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
Csikszereda, 2014. marcius 12-16.

A rendezvényen elhangzott el6adasok:

Dr. Andras Szilard, Babes-Bolyai Tudoményegyetem és
Zsombori Gabriella, Sapientia-EMTE:

Kivdncsisdg-vezérelt tevékenységek: a tervezéstdl a kivitelezésig
Dr. Bod6 Julianna, Sapientia-EMTE:

Az informdcids tdrsadalom €és az idd

Dr. Csikos Csaba, Szegedi Tudoméanyegyetem, SAILS projekt:
A probléma alapi tanulds készségeinek értékelése

Dr. Kasa Zoltan, Sapientia-EMTE:

Matematikusok a napos oldalon (Rendhagyo matektorténet)
Dr. Kristily Sandor, Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem:
Thalész tétele gorbiilt terekben

Dr. Olah-Gal Robert, Sapientia-EMTE:

Amit eddig nem tudtunk Bolyai Janosrdl

Megjegyzés. A ,Kivancsisag-vezérelt tevékenységek: a ter-
vezéstdl a kivitelezésig” el6adas a MASCIL (Mathematics and
Science for Life, http://www.mascil-project.eu) és a PRIMAS
(Promoting Inquiry in Mathematics and Science Education
Across Europe) projekt keretén beliil elkészitett tananyagokra
épiilt. A versenyen minden évfolyam szaméra kittizott utolso fela-
dat szintén a M ASCIL projekt egyik tananyaganak részét fogja
képezni.
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és Kollégium, Zenta
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Szilagyi Erzsébet Gimnazium és Kollégium, Eger
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Méarton Aron Gimnazium, Csikszereda
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Selye Janos Gimnazium, Komarom
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Székely Mik6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy
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Székely Miké Kollégium, Sepsiszentgyorgy
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Szabo Agnes-Kriszta
Fogel Péter
Schefler Barna

Baja Zsolt

To6tss Gyorgy

Veress Szilard
Tanko-Gabor Tihamér
Medgyesi Attila

Schefler Gergd
Boros Zoltan

Burus Endre

Papp Andrea Kinga
Fiistos Agnes

Elthes Zoltan Zsombor
Hegediis Hunor

Miklés Botond

Rab Zsolt

Székely Attila
Csala, Hunor
Juhos Attila
Koncz Botond
Beiland Arnold
Csutak Balézs
Mester Attila
Simon Adam

IX. osztaly

Bolyai Farkas Elméleti Liceum
Kolcsey Ferenc Fégimnazium
Ham Janos Romai Katolikus

Teoldgiai Liceum

Tamasi Aron Gimnéazium

Silvania Fégimnazium

Ady Ende Elméleti Liceum
Marton Aron Gimnazium

Székely Miko Kollégium

X. osztaly

Ham Janos Romai Katolikus

Teologiai Liceum

Ham Janos Romai Katolikus

Teoldgiai Liceum

Marton Aron Gimnazium
Marton Aron Gimnazium
Bathory Istvan Elméleti Liceum

Székely Miko6 Kollégium

Tamési Arong Gimnazium
Zajzoni Rab Istvan Ko6zépiskola

Székely Miko Kollégium

XI. osztaly

Salamon Erné Gimnéazium
Marton Aron Gimnéazium

Székely Miké Kollégium

Marton Aron Gimnézium
Nagykarolyi Elméleti Liceum

Székely Mik6 Kollégium
Székely Miké Kollégium
Székely Mikod Kollégium

L. dij
IL. dij

II1. dij

Dicséret
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Dicséret
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L. dij

II1. dij

Dicséret
Dicséret
Dicséret
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Dicséret
Dicséret
Dicséret

1. dij
III. dij
II1. dij
II1. dij
Dicséret
Dicséret
Dicséret
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Szasz Tamas-Zsolt

Kolumbéan-Antal Gyorgy

Farkas-Pall Kristof
Megyesfalvi Botond
Rétyi Dorottya
Tamasi Timea

Gal Béni

Kiilondijak

Lajké Kalman

Csenger Géza

Sal Kristof

Gyulai-Nagy Szuzina
Nagy Kartal

Sz6ke Tamés

Almasi Péter

Simon Péter

Nagy Bence Kristof

XII. osztaly

Bathory Istvan Elméleti Liceum  II. dij

Tamési Aron Gimnéazium II1. dij

Ady Endre Elméleti Liceum Dicséret
Bolyai Farkas Elméleti Liceum Dicséret
Marton Aron Gimnézium Dicséret
Marton Aron Gimnézium Dicséret
Székely Miko Kollégium Dicséret

IX. o.

IX. o.

X. o.

XI. o

XI. o.

XII. o.

XII. o.

A Hargita Gyongye RT kiilondija

a versenyen elért legnagyobb
pontszamért

Hargita Megye Tanécsa kiilondija

a legeredményesebb didknak a délvidéki,
felvidéki és karpataljai régio
versenyzsi koziil

Barabasi Albert Lészlo dij

az évfolyamon elért legnagyobb
pontszameért

Az RMPSZ kiilondija

a 4. feladat megoldasaért

Demeter Zsuzsa kiilondija

a 6. feladat megoldasaért

Barabasi Albert Laszlo dij

az évfolyamon elért legnagyobb
pontszameért

Csikszereda kiilondija a csikszeredaiak
altal javasolt legnehezebb feladat
megoldasaért

Barabasi Albert Laszlo dij

az évfolyamon elért legnagyobb
pontszamért és a Sapientia EMTE
kiiléndija az 5. feladat megoldasaért
A SimpleX Egyesiilet kiilondija az
5. feladat megoldasaért



Fony6 Viktéria XII. o. Tanczos Barna szenator kiilondija a
6. feladat megoldasaért

G4l Béni XII. o. A SimpleX Egyesiilet kiilondija a
6. feladat megoldasaért



