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MATEMATIKA irasbeli proba

“A” RESZ

FONTOS: Az “A” rész feladatainak lehet egy vagy tobb helyes valasza is a felsorolt
valaszok kozott.

1. (6 pont) A 21,2 € C szamok teljesitik a 22 + 22 = 0 és |z1]| = |22| = 1 feltételeket. Az
aldbbi allitasok koziil melyek igazak?

Nem létezik ilyen z1, 25 € C.

Létezik a feltételeket teljesits 21, 2o € C \ R.

Létezik a feltételeket teljesitd z1, zo € R.

@ Minden, a feltételeket teljesitd z1,zo € C esetén |z1 + 22| = V2.

2. (6 pont) Az A§+2 + C§+3 > 5(z + 2) egyenl6tlenség egy megoldasa

x:3; a::2; ac:l; @xzo.

3. (6 pont) Adottak az
f=1+X+3X24+5X3+...+2019X'° g = X — 1 € R[X]

polinomok. Az f-nek a g-vel valé osztasi maradéka

1020100; 2020; 1020101; [D]2039191.

4. (6 pont) Hény kiilonb6zé csoport-izomorfizmus adhat6é meg a (Zs, +) csoportrdl onmagara?

[A]1. [B]2. (C]3. D] 9.

5. (6 pont) Haaz f: [—g, %} \{0} — R fiiggvényt az f(x) = siix —% képlettel értelmeztiik,
akkor:

az f fiiggvénynek nincs hatérértéke a O-ban, mivel a bal- és jobboldali hatérértékei
kiilonboznek a 0-ban;

az f fliggvény folytonos a 0-ban;
az f figgvény hatarértéke a O-ban 0;
@ az f fliggvény hatarértéke a 0-ban véges;

6. (6 pont) Haa = [? 1Sin72xda:, akkor:

+sin? x

azl; ae((),l); a:%; @a:mz.



7. (6 pont) Adottak az a, b € R, a # 0 valés szdmok és az f: R — R, f(z) = |a + bz|
képlettel értelmezett fiiggvény. Az aldbbi allitdsok koziil melyek igazak?

Az f fiiggvény nem derivdlhaté a 0-ban.

Az f fiiggvény akkor és csak akkor derivalhaté a 0-ban, ha a > 0;
Az f figgvény derivalhat6 a O-ban és f/(0) € {—b, b}.

@ Ha a > 0, akkor az f fiiggvény derivalhaté a 0-ban és f/(0) = b.

8. (6 pont) Az f: D — R fiiggvényt a f(x) = x + Va2 + 2z képlettel értelmeztiik, ahol D
a fiiggvény maximalis értelmezési tartomanya. Az f fliggvénynek

ferde aszimptotdja van a +oo-ben;

nincs fiiggdleges aszimptotdja;

vizszintes aszimptotdja van a —oo-ben;

@ az x = 0 egyenletii egyenes fliggleges aszimptotija.

9. (6 pont) Adottak az A(0,—1) és B(—2,1) pontok a sikban. Az [AB] szakasz oldalfelez8-
merélegesétSl 5v/2 tavolsagra levé egyenes egyenlete lehet

d:y:x—g; d:y:x+1+5\/§; d:y:x+1—5ﬁ; @d:yzx—i—ll.
10. (6 pont) Adott az ABCD paralelogramma, illetve az M € AB és N € AC pontok ugy,
1 1
ogy —]\Zf = —zﬁ és fv\f) = ,/ﬁ’ ahol z,y € R*. A D, N, M pontok akkor kollinearisak, ha az
h A
T

x és y szamok esetén teljesiil, hogy

le—y; x:y—l; x:y—%; @J;zZy.

“B” RESZ
FONTOS: A “B” rész feladatai esetén teljes megoldas megadasa sziikséges.
1. (10 pont) Adott az ¢ € C\ R komplex szdm tgy, hogy €3 = 1 és értelmezziik az
A= <i €%> € M5(C) métrixot.
(a) Bizonyitsuk be, hogy teljesiil az €2 4 £ + 1 = 0 egyenldség!
(b) Bizonyitsuk be, hogy a G = {A, A2 I} halmaz csoportot alkot a matrixok szorzéséval,

mint miivelettel!
(c) Szémitsuk ki az S = I, + A+ A% + .-+ + A" Ssszeget minden n € N* esetén!

2. (10 pont) Bizonyitsuk be, hogy minden x € R esetén igaz az ze ' < \/% egyenlGtlenség!

3. (10 pont) Az a € (O, %) valds szam teljesiti a sina + cosa = g Osszefliggést. Szamitsuk
ki a tg 5 értékét!

MEGJEGYZES: Minden feladat kotelezé. Minden résztvevének 10 pont jar hivatalbél. A
munkaidé 3.5 ora.



Valaszok és megoldasok
“A” RESZ

1. , @; 2. , ; 3. ; 4. ; 5. , @;
6. B, [D; 7.[c|[D} 8.[A][B][c} 9.[A][D] 10.[B]

“B” RESZ

1. (a) Az €3 = 1 egyenletbdl kapjuk, hogy 0 = ¢ — 1 = (¢ — 1)(e% + & + 1). Felhasznalva,
hogy ¢ € R, kovetkezik a kért egyenlGség.
(b) Mivel €3 =1 és €2 + £ + 1 = 0, egyszerii szamolasok alapjan

1 0 , 1 0
A2:<5—|—1 5) o As:(() 1)212’

tehat A=! = A% és (G, ) egy csoport.

(c) Ha n = 3k, akkorS:k:(A2+A—|—Ig)—|—IQ:<

3k+1 0
k+2ke 1/)°

3k +2 0
R = 2 =
Ha n = 3k + 1, akkor S = k(A +A+I2)+A+I2_<k+(2k+l)6 €2+1>'
3k + 3 0
JR— = 2 -
Ha n = 3k + 2, akkor S = (k + 1)(A +A+I2)_<k+1+(2k+2)6 0>'

2. Legyen az f: R — R fiiggvény az f(z) = ze~ osszefiiggéssel értelmezve. Ekkor f'(z) =

(1-— 21‘2)6_”"2, bérmely z € R esetén. Igy az f'(x) = 0 egyenlet megolddsai —g és @, mig
2 V2
flz) >0z € (—{,{) és

fl(z) <0 xe (—oo,—?) U (?,oo) .

Tehat az f fiiggvény szigorian csokkend a (—oo,—@} intervallumon, szigorian noévekvé a

[—@, @} intervallumon és szigoriian csckkend a [@, oo) intervallumon. Mivel

lim f(z)= lim f(z) =0,

T——00 T—00

kovetkezik, hogy @ globélis maximumpontja az f fiiggvénynek. Tehdt f(x) < f (?) = \/12?,

barmely z € R esetén.

3. Felhasznalva a “ 2a
2tgg 1 —tg"5

sina=-—=—, cosa=-——-5—,
1+ tg?$ 1+ tg?§

osszefliggéseket, valamint az x = tgg5 jelolést, kapjuk a
2+ V)2 +4r+2-VT=0

egyenletet, ahonnan x; = %ﬁ = 24 \Tés gy = 2+1ﬁ = _QJg‘ﬁ.




Mivel § € (O, g) és a tg fiiggvény novekvd, a kapott megoldasok kisebbek kell legyenek,

2tg2 ,

mint tgZ. Bzt az értéket kiszamithatjuk példaul a tga = 1_fg22§ képlet segftségével. fgy
2tgZ ,

1=tgh= %. Megoldjuk ezt a masodfoki egyenletet és felhaszndljuk, hogy tgg > 0. Igy

tgg = V2 — 1. Egy rovid ellen6rzés utan kapjuk, hogy z1 > v2 — 1 és x5 < v/2 — 1. Tehét az

egyetlen megoldas tgg = xo = ﬂ%ﬁ



