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TEIL A

WICHTIG ZU BEACHTEN: Jede Aufgabe aus Teil A hat eine oder mehrere rich-
tige Antworten.

1. (6 Punkte) Es seien (ay,)n>1 und (by,),>1 die wie folgt definierten Folgen
1
an = il_}l% (1 — warctg (nz))** und b, =ai+ -+ ap.

Dann gelten:
an, = e " fir alle n > 1;
die Folge (by,)n>1 ist monoton;
die Folge (by)n>1 ist unbeschrankt;
(D] lim b, € (0,1).
n—o0

T —sinxcosz

2. (6 Punkte) Der Grenzwert lim 3 betragt
z—0 X
1 - . 2 2
5 ; existiert nicht; 3 ; @l 3
1
3. (6 Punkte) Es sei f : (0,00) — R die durch f(z) = 27 definierte Funktion. Dann
x

gelten:
der Graph von f hat genau zwei Asymptoten;
f besitzt genau zwei lokale Extremstellen;
der Graph von f hat einen einzigen Wendepunkt;
@ f ist auf (0, e] streng wachsend und konkav.

w/2
4. (6 Punkte) Das Integral /  cos? x dz betrigt
0

2 —4 1 2+ 4 1
16 ’ 16 ) 16 ) @ 4
5. (6 Punkte) Im Dreieck ABC sind die Eckpunkte A(1,2), B(5, —1) sowie der Schwerpunkt
G(—1,—1) bekannt. Dann gelten:

die Entfernug vom Punkt C zu AB betrigt %;
der Punkt C liegt auf der Gerade d : x + 2y + 17 = 0;
der Flicheninhalt des Dreiecks ABC' betrigt %;

D] (-9, -4).




6. (6 Punkte) Es scien @ = (3a + 1)i + (a + 1)j und ¥ = (a — 3)i — aj, wobei a € R, und
i und j nichtkollineare Vektoren sind. Der Wert des Parameters a € R, fiir den die Vektoren
und ¥ kollinear sind, betragt

—2; —2; 1; @ es gibt kein solches a.

7. (6 Punkte) Es sei f : R — R definiert durch f(x) = m?2% — 2(z + 1)2, wobei m € R.
Die Funktion f ist injektiv falls:

m:—l; m:—\/i; m:\/i; @mzl

ist.
8. (6 Punkte) Die Anzahl der reellen Lésungen der Gleichung log, [z] + log, 4 = 3 ist

[A]1; [B]2; (C]3; D] 4.

1 1 1
9. (6 Punkte) Es seien p € R und die Matrix A= p 1 —1] € M3(R). Dann gelten:
2
p° 1 1

Rang(A) = 3 fiir alle p € R;

Rang(A) = 2 fiir alle p € R;

es gibt eine einzige Zahl p € R, fiir die Rang(A) = 2 ist;

@ es gibt zwei verschiedene Zahlen p € R, fiir die Rang(A) = 2 ist.

10. (6 Punkte) Essei A = {a—ia | a € R}. Mit “4+” und “-” bezeichnet man die gewohnliche
Addition und Multiplikation in C. Dann gelten:

A ist eine Untergruppe der Gruppe (C, +);
A ist eine Untergruppe der Gruppe (C*,-);

(A, +,-) ist ein Ring;
@ (A, +, ) ist ein kommutativer Korper.

Teil B

WICHTIG ZU BEACHTEN: Bei den Aufgaben aus Teil B sollen vollstindige
Lésungen angegeben werden.

1. (10 Punkte) Man zeichne den Graphen der Funktion f : R — R, definiert durch
falls x <1
flz) = { 2

2L falls z > 1.

z—1

2. (10 Punkte) (a) Man lose die Gleichung cos 5z + sin 2 = 1 in der Menge [0, 7).
(b) Man bestimme die Anzahl der Elemente der Menge A = {sin %Tﬂk €Z}.

3. (10 Punkte) Gegeben sei das lineare Gleichungssystem mit reellen Koeffizienten:

r+y—z=1
r+ay—z=1
r+ytaz=a

Man bestimme die Werte a € R, fiir die das Gleichungssystem eine einzige Losung hat, und 16se
das System in diesem Fall.

BEMERKUNGEN: Alle Themen sind verpflichtend. Die Bewertung beginnt bei 10 Punkten.
Die Bearbeitungszeit betragt 3 Stunden.



Antworten und Lésungen

TEIL A
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TEIL B

1. Der Graph der Einschrankung von f auf (—oo, 1] ist eine abgeschlossenen Halbgerade, die
sich auf der ersten Winkelhalbierenden befindet.

Wir untersuchen nun die Einschrinkung von f auf das Intervall (1, co).

<>Qzl:i\m1 f(x) = +00 = die Gerade x = 1 ist eine senkrechte Asymptote von G'y;

olim f(x) = +oo = G besitzt keine waagerechte Asymptote nach +o0;
Tr—00

oxlirglo f(;) =1und xlggo (f(z) —2z) =1 = die Gerade y = x+1 ist eine schiefe Asymptote
nach +oo fiir G;
of (x) = 2e—2) und f"(x) = 2 fir alle z € (1, 00).
(x —1)? (z —1)% ’
Die folgende Tabelle zeigt das Verhalten der Funktion f.
x 1 2 +00
ff@y|] - - 0 + + +
@] + + + + + +
f@) [T N N4

Abbildung 1: Der Graph der Funktion f.
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2()Esgeltencos5x+sm =1e1-2sin®Z +sin% =1 sin (-2sin 2 +1) =0.

Somit ist sin 2 =0, also
2km 2 4w
— Z = —_—, —
$€{5)k€ }Q[O,W] {0,5,5},

oder sin % = §, also % € {F + 2kn|k € Z} U {3F + 2kn|k € Z}. Folglich gilt

xe<{1ﬂ5 4k”)k Z}U{g 4k”’kez}>m[o,w]:{g,f’;,§}.



Somit ist also {O, 15 3 2{, %’r, 113; } die Losungsmenge der Gleichung.

(b) Jedes k € Z kann als 51,50 + 1,50 + 2,50 + 3 oder 5] + 4, mit [ € Z, geschrieben werden.
Also ist

{Qk”‘k z} {zwz ol + 27 = 27rl+45 27rz+65 27rl+‘leZ}

Es ist bekannt, dass 27l (I € Z) die Periode der Funktion sin : R — [—1, 1] ist, also ist

2 4
A = ¢sin0, sinl, sinl, sin6—7r, si1r18—7r
5 5 5

Es bleibt noch zu iiberpriifen, ob in dieser Menge manche Elemente 6fters vorkommen. Aus
diesem Grund werden die Argumente in den ersten Quadranten gebracht und man erhélt

A 0. i 2 . 4w . om . 6w .m . 8m .27
= Sin Sl —.,S1n1 — =— — S1n —.,S1n — — S1Nn —., S1n — — — S1Nn — .
’ 5’ 5 5’ 5 5’ 5 5

Somit sind die Elemente paarweise verschieden, also hat die Menge A genau 5 Elemente.

1 1 -1
3. Die Determinante des Systems ist A=1|1 a —1|=(a—1)(a+1).
1 1 a
Das System hat genau eine Losung < A # 0 < a ¢ {—1,1}. In diesem Fall sind
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1
A=l a —1|=2a(a—1), Ay=1 1 —1|=0, Az=|1 a 1|=(a—1)>
a 1 a 1 a a 1 1 a
Die einzige Losung ist also % = a2+al, y= % =0, z= % = er%



