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PARTEA A
IMPORTANT: La fiecare problema din Partea A cel putin un raspuns este corect, si
pot fi corecte mai multe raspunsuri.
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1. (5 puncte) Daca z € (0, E) si cosx = —, atunci valoarea expresiei STt ter este:
2 3 cosx + ctgx
3 4 25 16 25
T3 -VE), B 23+ 5).[d 53+ V5), D -3~ v5), [H 153~ V5).

2. (5 puncte) Ecuatia dreptei care trece prin punctul de intersectie al dreptelor
(d1) :x+2y—7=05i(d): 2z —y+ 1 =0 si este paralela cu dreapta (d) : 2x + 3y + 1 = 0 este:

3x+y—6:0,y_—_;’:x—l,2x+3y—11:0,@3x+2y—9=0,y_—_;’:x;l.

3. (5 puncte) Un monoid (G, -) este grup daca si numai daca:

G are toate elementele inversabile cu exceptia elementului neutru; [B| elementul neutru din G
este inversabil; exista elemente inversabile in G; @ toate elementele sale sunt inversabile. nu
exista elemente inversabile in G.

4. (5 puncte) Pentru orice polinom P cu coeficienti reali numarul radacinilor reale este:

egal cu gradul polinomului; [B| cel mult egal cu gradul polinomului, cu exceptia cazului cand

polinomul este nul; [C] cel putin egal cu gradul polinomului; @ cel mult egal cu gradul polinomului;
egal cu numarul polinoamelor din R[X] care divid pe P.

2sinx +cosxz, x>0
ar? +br+c, <0
de doua ori (a,b, c € R sunt parametri reali). Valoarea produsului a - b - ¢ este in multimea

(—00,0); B [~2,2] ; [J] [~ =&, 7 +¢); D] [~1,00); [E] {~1, 1, —4,4}.

6. (5 puncte) Sirul definit prin @, =1+ 3 +1+...+ 1 vn > 1 este:

cu termeni negativi; [B| crescator; |C| marginit; @ periodic; |[E divergent.
PARTEA B

5. (5 puncte) Functia f : R — R definita prin f(z) = { este derivabila

5
1. (10 puncte) Fie in planul Oy punctele A(1,2),B <—3, O) si C(0,2). Bisectoarea unghiului
BAC intersecteazi latura [BC] in punctul D. Sa se calculeze lungimea segmentului [AD].

2. a) (10 puncte) Sa se determine numerele intregi a si b astfel incat numéarul complex
z=(—2a*+a+6)+ (a—b)i

sa verifice conditia z = |z|.

b) (15 puncte) Sa se calculeze numarul polinoamelor de grad cel mult 4 din Zs[X] care au
coeficienti distincti. Cate dintre acestea au pe 0 ca raddcind? Justificati raspunsurile date.

3. Consideram functia f : R — R definita prin relatia

2?2 -1
f(x)—$2+1, Ve R.




a) (10 puncte) Sa se calculeze
2

Tim [(2)]”.
b) (10 puncte) Sa se arate ca
flx) _ da
Fo) #i-T Ve e R\ {-1,1}.

c) (5 puncte) Sa se calculeze
x

4t
lim a:Q/ 7 dt.
T—00 t2 —1
2

NOTA:
Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



Raspunsuri si solutii
PARTEA I

1. ; 2. , ; 3. @; 4. ; 5. , ,,@;; 6. , .

PARTEA 11
1. Folosind formula distantei dintre doua puncte avem:
AC =/(1-02+(2-2)2=1

C(0,2) A(1,2)

;
-2 o
5 (20)

5\ 2 6 10
AB = 14+ = 202 =4/—=44="
¢<+9+4 N

DC _AC_ 3
DB AB 10

(teorema bisectoarei)

o = 3 3 13 7 13
14— — =
310 10 10
il 24 .
:yc+10?/B: +100:@
10 10

5)° 20\ > 18\*> [6\> 6 6v/10
,w_¢@+w>+@_m>_¢@9+(m)_Bﬁmr_K}
2.a)z=|z/<2z€Rsiz>0.
zeRea—b0=0<a=10%
Tnacestcazz:—2a2+a+6§ia20.
3

2>04 —2a°+a+6>0% (2a+3)(a—2) <0, decia € ZN [—2, 2] N[0,00) ={0,1,2}.

a=0b=0a=1b=1<bec{-1,1},iara =2« b> =2 = b¢ 7Z, nu convine. Astfel
solutiile sunt (a,b) € {(0,0),(1,-1),(1,1)}

b) Polinoamele de grade diferite formeaza clase distincte. Avem 5 polinoame de grad —oo sau

P N N NN

~N o~ AN AN

a, b poate fi oricare dintre celelalte 4 elemente, exista 4 - 4 = 16 polinoame de grad 1 cu coeficienti
distincti.

R foAliIAloEmele de grad 2 din prima parte a problemei sunt de forma aX? + bX + ¢, cu a,b €
fi oricare dintre celelalte 4 elemente diferite de a, iar pentru fiecare alegere a lui a si b, ¢ poate fi
oricare dintre cele 3 elemente ramase. Prin urmare, exista 4 - 4 - 3 = 48 polinoame de grad 2 cu
coeficienti distincti. Similar se deduce ca numarul polinoamelor cu coeficienti distincti care au gradul
3ested-4-3-2=96, iar al celor de grad 4 este 4-4-3-2-1 = 96. Deci raspunsul la prima intrebare
este 96 + 96 + 48 + 16 + 5 = 261.

Cum imaginea unui polinom in 0 este termenul liber, cerinta problemei este de a gasi cate dintre
polinoamele de mai sus au termenul liber 0. Putem rationa ca mai sus si, pe langa polinomul nul,



avem polinoamele de forma aX cu a € {1,2,3,4}, in numir de 4, polinoamele de forma aX2 + bX cu
a # b din {1,2,3,4} care sunt 4- 3 = 12, polinoamele de forma aX3 +bX?+cX cua,b,c€{1,2,3,4}
distincte care sunt 4-3-2 = 24 si polinoamele de forma aX*+bX3+cX?+dX cua,b,c,d € {1,2,3,4}

care sunt 4 -3 -2 -1 = 24. Deci raspunsul la a doua intrebare este 1 +4 + 12 + 24 + 24 = 65.
Observatie: Se poate observa ca ceea ce numaram de fapt sunt aranjamente. Mai exact, numarul
polinoamelor:

- de gradul 1 cu coeficienti distincti este A2 — AJ,

- de gradul 2 cu coeficienti distincti este A3 — A3,

- de gradul 3 cu coeficienti distincti este A2 — A3,

- de gradul 4 cu coeficienti distincti este A3 — A,
unde scazatorii numara submultimi ordonate ale mul‘glmu {T, A,§ Z} ce corespund variantelor de
alegere a coeficientilor care nu convin deoarece au pe 0 coeficient al lui X, X2, X3, respectiv X4,

Pentru partea a doua, unde 0 este termenul liber, numaram submul@rm ordonate ale multimii
{T, 5, /3\,1} care vor corespunde coeficientilor celorlalti monoame din componenta polinoamelor de
numarat. Astfel, numarul polinoamelor cu 0 radicing si cu coeficienti distincti care au:

- gradul 1 este Aj,

- gradul 2 este A2,

- gradul 3 este A3,

- gradul 4 este Af.

3. a) Limita din enunt este o determinare de forma 1°°, deci putem folosi limita 1ir% = (1+y)
Yy—

< =
Il
o

im (@) = Jim 1+ (F@) = DF = i (104 () = e

T—r00 T—00 T—00

In aceasta expresie avem

lim 22(f(z) —1) = lim ——— = -2,

T—00 T—00 T2 +1

siy=f(z)—1— 0, deci xlingo[f(x)]$2 =e2

b) Functia f este derivabild pe R, si ecuatia f(z) = 0 are solutiile ;2 = 1, deci fractia (o)
este definita pe R\ {—1,1}. Calculam derivata functiei f.

2(x? +1) —2z(z2 -1 4z
fl@) = ( ; 2( ) =723 2
(x2+1) (x2+1)
deci
fll) 4z 2*+1 4x 4x

o) " @21 @rnE o Ao RVEL

c) Pe intervalul (1,00) functia f este pozitiva, deci folosind proprietatea anterioara avem

/ f’t f(t)lenf(x)—lnf@)-

a1 f(t) )
2

Astfel avem

lim x2/ t44t 1 dt = lim [2*In f(z) — 2% In f(2)].

T—00 — T—00

Pe de alta parte li_>m 2?In f(z) = —2 (datoritd problemei a) ) siln f(2) = In2 < 0, deci li_>m 22In f(2) =

—00, adica




