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Limite de funţii

Breviar teoretic

Context:

• ∅ ≠ A ⊆ R

• f : A → R

• a ∈ A′.

Definiţie: Funcţia f are limită ı̂n punctul a dacă

∀(an) ⊆ A\{a} a.i. lim
n→∞

an = a, ∃ lim
n→∞

f(an).

Teoremă de unicitate Funcţia f are limită ı̂n punctul a dacă şi numai dacă

∃l ∈ R a.i. ∀(an) ⊆ A\{a} a.i. lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

f(an) = l

Teoremă de caracterizare cu vecinătăţi:

l = lim
x→a

f(x) ⇐⇒ ∀V ∈ V(l), ∃U ∈ V(a) a.i. ∀x ∈ U ∩A\{a} f(x) ∈ V.

Teoremă de caracterizare ε şi δ:

l = lim
x→a

f(x) ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0 a.i. ∀x ∈ A\{a},

• dacă a ∈ R, l ∈ R
cu |x− a| < δ are loc |f(x)− f(a)| < ε

• dacă a ∈ R, l = ∞
cu |x− a| < δ are loc f(x) > ε.

• dacă a ∈ R, l = −∞
cu |x− a| < δ are loc f(x) < −ε.

• dacă a = ∞, l ∈ R
cu x > δ are loc |f(x)− f(a)| < ε.

• dacă a = ∞, l = ∞
cu x > δ are loc f(x) > ε.

.... alte 4 cazuri
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Obervaţie: Pentru a demonstra că nu există limita unei funţii ı̂ntr-un punct putem evidenţia
două şiruri (an), (bn) ⊆ R astfel ı̂ncât

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn dar pentru care lim
n→∞

an ̸= lim
n→∞

bn.

Definiţie: Funcţia f are limită laterală la stânga ı̂n punctul a dacă

∀(an) ⊆ A\{a} cu an < a, a.i. lim
n→∞

an = a, ∃ lim
n→∞

f(an).

Definiţie: Funcţia f are limită laterală la dreapta ı̂n punctul a dacă

∀(an) ⊆ A\{a} cu an > a, a.i. lim
n→∞

an = a, ∃ lim
n→∞

f(an).

Obervaţie: Uneori, doar una dintre cele două limite laterale este bine definită, caz ı̂n care
limita funcţiei ı̂n acel punct se confundă cu ea.
Obervaţie: Dacă ambele limite laterale sunt definite, atunci limita există dacă şi numai dacă
amândouă sunt egale. Mai mult, dacă ambele limite laterale sunt bine definite şi distincte, funţia
nu are limită ı̂n punctul respectiv.
Observaţie: Pentru cazurile de nederminare

0

0
sau

±∞
±∞

de cele mai multe ori, este mai facil să se utilizeze teorema lui L’Hoptial, dar in porgrama de
liceu, ea poate fi predata doar dupa derivabilitate, astfel ı̂ncât in exerciţiile care urmează, am
ı̂ncercat evitarea utilizării ei.

Reamintim următoarele:

lim
x→∞

qx =


+∞ : q > 1
1 : q = 1
0 : |q| < 1
̸ ∃ : q ≤ 1

lim
x→x0

qx = qx0 ,∀q ∈ (0,∞) si x0 ∈ R

lim
x→x0

loga x = loga x0, ∀a ∈ (0,∞) \ {1}, x0 > 0.

lim
x→∞

loga x =

{
+∞ : a > 1
−∞ : 0 < a < 1

lim
x→0

qx − 1

x
= ln q,∀q > 0 lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

sinx

x
= 1, lim

x→0

tgx

x
= 1.

Exerciţii cu un grad scăzut de dificultatate:
Stabiliţi limitele următoarelor funcţii reale ı̂n punctele specificate:

a) lim
x→∞

x cos2
x+ 2

x
b) lim

x→1

x

x2 + 1
c) lim

x→−∞

x2 + 5

x3
d) lim

x→∞

(x+ 2)(2x+ 1)

x2 + 3x+ 5

e) lim
x→1

x2 − 1

x3 − 1
f) lim

x→2

(
1

2− x
− 2x

4− x2

)
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g) lim
x→1

1 + x+ x2 + ...+ xn − (n+ 1)

x− 1
, n ∈ N h) lim

x→1

x+ x2 + ...+ xn − n

x+ x2 + ...+ xm −m
, ∀m,n ∈ N.

i) lim
x→27

x− 27
3
√
x− 3

j) lim
x→1

3
√
x− 1

4
√
x− 1

Problema 1. Fie
lim
x→∞

(
3
√

ax3 + x2 + bx+ c− (bx+ c)
)
∀a, b, c > 0

Care din următoarele afirmaţii este adevărată?

A l = 0 dacă a = b3 şi 1− 3b2c = 0.

B l = ∞ dacă b < a3.

C ̸ ∃l dacă a şi b sunt < 1.

D l = 1 pentru ∀a, b > 1.

Exerciţii cu un grad intermediar de dificultatate, care utilizează limite remarcabile:
Stabiliţi limitele următoarelor funcţii reale ı̂n punctele specificate:

a) lim
x→∞

(
1

x

) 5x+1
2x+4

b) lim
x→0

(
3 sinx− tanx

x

) sin x+2x
x

c) lim
x→0

(1 + cosx)
1
x2 d) lim

x→0
(ex − x+ 1)

1
1−cos x

e) lim
x→0

(1 + sinx)
1
x f) lim

x→∞

(
x+ 7

x

)x

Problema 2. Fie

lim
n→∞

[
lim
x→0

(
1 + sin2 x+ sin2 2x+ ...+ sin2 nx

) 1
n3x2

]
.

Care din următoarele afirmaţii este adevărată?

A limita nu există.

B limita este 0.

C limita este e
1
3 .

D limita este ∞.

Problema 3. Fie

lim
n→∞

[
lim
x→0

(1 + ln(1 + x) + ln(1 + 2x) + ...+ ln(1 + nx))
1

n2x

]
.

Care din următoarele afirmaţii este adevărată?

A limita este infintiă.

B limita este
√
3.

C limita este e
1
3 .

D limita este finită.
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Problema 4.
Fie funcţia f : R → R

f(x) =

{
sinx x ∈ Q
cosx x ∈ R\Q

Care din următoarele afirmaţii este adevărată?

A Există o infinitate de puncte a ∈ R ı̂n care funţia f nu limită

B Funţia f are limită finită ı̂ntr-un ininit de elemente din R.
C Dacă a ∈ R este astfel ı̂ncât există lim

x→a
f(x) ∈ R, atunci lim

x→a
f(x) = 0.

D Dacă a ∈ R este astfel ı̂ncât există lim
x→a

f(x) ∈ R, atunci lim
x→a

f(x) =

√
2

2
.

Problema 5. Stabiliţi care dintre următoarele limite este finită.

A lim
x→0

1

x
sinx.

B lim
x→0

x sinx.

C lim
x→0

x sin
1

x
.

D lim
x→0

1

x
sin

1

x
.
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