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Limite de funtii

Breviar teoretic

Context:
e ) £AACR
e f:A—>R
e ac A

Definitie: Functia f are limita in punctul a daca

V(an) € A\{a} a.i. le ap =a, 3 lim f(ap).

n—oo

Teorema de unicitate Functia f are limita in punctul a daca si numai daca
JeR ai. V() CA\{a} ai. lim a,=a, lim f(a,) =1
n—oo n—oo
Teorema de caracterizare cu vecinatati:

l=lim f(z) <= VYV eV(), 3Ue€V(a) ai VreUnA\a} f(z)eV.

r—a

Teorema de caracterizare ¢ si J:

l=1lim f(z) <= Ve >0, 3§>0 a.i. VzeA\{a},

r—a

dacaa e R, IR
cu |x —al < § are loc |f(z) — f(a)] <&

daca a € R,l =
cu |x —al < 4 are loc f(x) > e.

daca a € R,l = —oc0
cu |z —a|] < 0 are loc f(z) < —e.

e daca a =o00,l € R
cuz >4 are loc |f(z) — f(a)] <e.

e dacd a =o0,l = 0
cuz >4 are loc f(z) > €.

.. alte 4 cazuri



Obervatie: Pentru a demonstra ca nu exista limita unei funtii intr-un punct putem evidentia
doua siruri (ay), (b,) C R astfel incat

lim a, = lim b, dar pentru care lim a, # lim b,.
n—o0 n—oo n—oo n—o0

Definitie: Functia f are limita laterala la stanga in punctul a daca

V(an) € A\{a} cua,<a, ai. limay,=a, 3 h_)m f(ayn).

n—oo

Definitie: Functia f are limita laterala la dreapta in punctul a daca

V(an) € A\{a} cua,>a, ai. lim a,=a, 3 lim f(ay,).
n—oo n—oo

Obervatie: Uneori, doar una dintre cele doua limite laterale este bine definita, caz in care
limita functiei in acel punct se confunda cu ea.
Obervatie: Daca ambele limite laterale sunt definite, atunci limita exista daca si numai daca
amandoua sunt egale. Mai mult, dacd ambele limite laterale sunt bine definite gi distincte, funtia
nu are limita in punctul respectiv.
Observatie: Pentru cazurile de nederminare

0 Fo0

0 5% T
de cele mai multe ori, este mai facil sa se utilizeze teorema lui L’Hoptial, dar in porgrama de
liceu, ea poate fi predata doar dupa derivabilitate, astfel incat in exercitiile care urmeaza, am
incercat evitarea utilizarii ei.

Reamintim urmatoarele:

+oo 1g>1

. 1 rq=1
T _

xlgroloq_ 0: Jgl<1

A iq=l1

lim ¢ = ¢",Vqg € (0,00) si zp R

T—T0

lim log, z = log, zo,Va € (0,00) \ {1}, 29 > 0.

T—T0
lim log, x = too ra>1
T—00 Sal = -0 :0<axl
r—1 In(1 i t
lim 2 =Ingqg,Vq >0 limwzl, lim Smw:l, lim ¥ — 1.
x—0 x—0 X x—0 X z—0 X

Exercitii cu un grad scazut de dificultatate:
Stabiliti limitele urmatoarelor functii reale in punctele specificate:

2 215 (22 + 1
a) lim :z:cosQi b limL c) lim & d) lim (z+2)(22+1)
ree z w122 41 Ve gl z00 2243z +5
22 -1 1 2
e)ignll“?’*l f)£g<2x_4x2>



1 2442 — 1 2 +a2"—
g) lim R (n+ ),neN h) lim R n,Vm,neN.

z—1 r—1 =l 42+ ... +a2™m—m

—27 S —1
D) lim L0 j imL
x~>27\3f—3 z—1 Y —1

Problema 1. Fie

lim (f/a:v3+x2+b:c+c—(bx+c))Va,b,c>0

T—00
Care din urmatoarele afirmatii este adevarata?
l:Odacéa:b?’ sil—3b%c=0.

l:oodacéb<a3.
Al daca a gi b sunt < 1.
@l: 1 pentru Va, b > 1.

Exercitii cu un grad intermediar de dificultatate, care utilizeaza limite remarcabile:
Stabiliti limitele urmatoarelor functii reale in punctele specificate:

1 5z+1 3 . sin x42x
. 2z+4 . sinx — tanx @
a) lim (- b) lim 7

r—00 \ & x—0 T

c) lim (1 +cosa?)a%2 d) lim (e — z + 1)ﬁ

z—0 z—0

e) lim (1—|—sinx)% f) lim <x+7>x

z—0 T—00 T

Problema 2. Fie

1
lim {lim (1 +sin? 2 + sin? 2z + ... + sin? nx) "312} .
n—oo Lz—0

Care din urmatoarele afirmatii este adevarata?

limita nu exista.

E limita este 0.

limita este e%.

@ limita este oo.
Problema 3. Fie

lim |lim (1 +1n(1+2)+In(1 4 22) 4+ ... + In(1 + nx))ﬁ

n—oo Lx—0

Care din urmatoarele afirmatii este adevarata?

limita este infintia.
E limita este /3.
limita este e%.

@ limita este finita.



Problema 4.
Fie functia f : R - R

f(m)—{ sinx ze€Q

cosz =€ R\Q
Care din urmatoarele afirmatii este adevarata?
Exista o infinitate de puncte a € R in care funtia f nu limita

Funtia f are limita finitd intr-un ininit de elemente din R.
Daca a € R este astfel incat exista lim f(x) € R, atunci lim f(z) = 0.
T—a T—a

“|%

@ Daca a € R este astfel incat exista lim f(x) € R, atunci lim f(z) =

T—a T—a

Problema 5. Stabiliti care dintre urmatoarele limite este finita.

.1
lim — sin .
z—0 X
lim z sin x.
x—0
. 1
lim z sin —.
x—0 X

1 01
@ lim — sin —.
T

z—0 T



Exercitiul 1: Stabiliti limitele urmatoarelor functii reale in punctele specificate
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Exercitiul 2: Stabiliti limitele urmitoarelor functii reale in punctele specificate

142,
E 1 g__r;% 3 . t sinz42x ( 3 8
= = L (3sinz —tanz\T T o 3-4)=,L=
o=9 - a).rlglolo (1) ) llB})( T )
+ oo . 1 : - - )
,LO_L ’)hng)(l+coszlt)?- d)hn%(cr—.r+1)1*°°” =Q'O'H
o = = z— S
. . 1 ) T+ 7 * q'
e = e)Jlrg%(l+sm.l) f)Ilglolc( " >-C {,
Lodx < A N xeTR
Bemx Q,\m =9 => |-corXx>20 VxeMR
Mo N xoe *
. = N - - =
. A% /Quw\ L-cer X ..-O_'_
\' Bimx x XD
QJ lef\ k\-}-b\'mx) ﬂ‘fm V+pimx = =) Lw )’ =%
xSo X Do xDe 1meeX
\ Brn X e
Kﬁ’;‘c- x k
. . p 1
a) lim [lin}) (1 +sin?z + sin?2z + ... + sin® n.zr) W]
n—oo r—
Fie meN QFLC“M a,OaA y o = A \
M X2
2
fem (l-\-n‘vmzx +m‘m?zx+ -+ """‘""3
*_jo *le' Q’c)
% pim KX sim (K’() ?;K -4 ¥a€"\’
L
x"':° x % 7o KX _
/\ Al X+ +I>\m mX
L B -y
o0 Mmti.,....‘him‘.'mx > x
[ .1 .2 =
=£m l+mmx+...+hm‘""‘>
>0

i

2 2 \ 2 2
.2 - on XY —_— .( )
[} ﬂ Mmoo MmaX o« ’_‘L’ S A+2+...+m
w> x* x*

xSo
e

X% e
1 LD (2m+) km*\)klm:—‘
;\—?' =X [N
= < = e
e S
m - e-
~>oo
1
2 [hn(l) (1+In(14+2)+In(1+2z)+...+1n(1 + Iu‘))m]
n—oo Lz—

j;m }M(l-;.\(x)tzm Lo Garex)

4

K =K

») oy =%



fiorn _
XRDo X xXDNo =%
L I+... +M Mm(m+\) (:*' et %_
s xdr m? 2zt o -_’z“
.o e -
1
R
2 LH— c =pian N
: - . e —cosT — o
a) lim b) lim = = A
z—0 1) z—0 3 a3 =
\ R
LY 9.e
‘Q. =2
X Do 3
Am X : ‘QQ
\___S Yy ») =
: -7?: ES
' o ’K h : X E RN

)3 ouillime. pundfels pl.core £ ahe KiomiTx Limifs

QM.M-!.‘MQA ?\M\-E‘—!QV'\ '?‘"‘\"? %i:v;&(x) pile Rime c\e.f

A3 fmte Aferale

(?&'bé\m)se; A:R = deememiad RLM '&,

\ — 2 N 13, C‘e_f\‘m‘lt
o) A =(\R, U <I°°) :/)R => ‘VLQQT\Z %l-f;wotx(“‘ es

bem D‘\'\D\‘;C« M @
P rs TR\ (D)

"

)

EAREAS \‘] e e -
33&0} - J A»<RI\Q
-&ngbimx:xe@ (?mcz',; DicicaLeT ) i xeg<y i
enx  xeR\@ - v
SN pekem ebsda  pbo aSuKé‘LuQ Yortlor XaTe
B-{x<R - T el imc )t

N
R\(g S an.de dincom “wj;e\> | N Wc-‘»m&nlr

D em.qe Roxe 2/9“""‘

g 1eRVE ol oan, Demoia AEm Ao CO

= - aye L _Pimao, =
Evidem;h:nm Q},D&Q &l'}i':,u'“t-k => ’i:;‘ik )-qu
Co) SR\ ou. U b=t = pien K
MDD = f,(b.-\\: L&ﬁ‘ﬂ"“”t
W= oo MDD

pind & gt => Vi Qlom) + X_LCber) 2t K Yirm RO

= X%
MO MmO

i Delbemima :



}im-\ X pien X =00 =0

XD>o
km Xbim-‘; :O-fm‘rﬁa.:o \ “\ﬁ\X\“éi_
XHo

Xm ‘? Pira X =4 (lj ""ar;')ql)
X0

A O~ L pimn
e X

E\lic\e'*v]fe/m by n"?u&bi o0 Q.,g_L__ N
2 T

[ ﬁ(o«.\\ =2mF5.0m(2MmT) = 20T -0 = O 'VMEN

MO -0

S 2\95; Wizene }meyy{\-afgo’\ - O <
£q: A =T FAgoo -2 €00 | Rm Rx>=k

RO

Qc kA D quor=o
X

Se~

- ﬁ(xjsgoq E s &0‘3 - —o
R_gr=- o2 x

XDO

- X(x\é%(X) 5 gw).-.oo
L:Kou;oo S o

XD

U e \m‘m x4\ _,)‘-M\Y:\=

R oo —— —_—
2 g

—L\&. PY oy - ¥« wr—L—‘+W\—

- X R X o

= 9, - \ Men ;x\" 'G\\ cos XA -\__G \:
XD LB -

- Q..\Airr'\ ' \\Ma‘ "'G,-O
X=Voo 2'\(1:\-\-& 2 -

\ .
o iR



