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CAPITOLUL 1

Ecuatiile carteziene ale dreptelor in raport cu un
reper ortonormat in plan (dreapta definita prin
punct si vector director, dreapta definita prin doua

puncte, dreapta prin taieturi)

1.1. Dreapta definita prin punct si vector director

. . — T . . w
Fie reperul cartezian ortonormat R{0; i , 7 } in plan. Fie d o dreapta

in plan care are un vector director 7 de componente p si ¢, adica
7 — —
=ptl +4q)

(j #* ﬁ, adica p §i ¢ nu sunt nule simultan). Pe dreapta d se consi-
dera un punct fixat My de coordonate (xg, yo) si un punct variabil M de
coordonate (z,y).

Fie 7 si ?Mo vectorii de pozitie ai punctelor M si M, fata de
originea O.

Ecuatia vectoriala a dreptei d este:
d: 7y = 7]\/[0 +>\7, unde A € R.

Propozitie. FEcuatia carteziana a drepter d in raport cu reperul
— =
R{0; i, j} este:

r—To Y—Yo

p q

Demonstratie. Ecuatia vectoriala a dreptei d : Tu=T7 My + )\7
se transcrie astfel:

e — — N
ri+yj =0t +yj +AXpi +qj).



Deoarece versorii ¢ si j sunt liniar independenti, avem:

T =129+ A\p
{ Y= Yo+ A
Acestea sunt ecuatiile parametrice ale dreptei d. Eliminand A intre
cele doua ecuatii, avem:

T—To Y—Y

p q
Observatie. Daca unul dintre numerele reale p sau ¢ este zero atunci

nu se poate face impartirea cu el. Sa presupunem ca p = 0. Atunci din
ecuatiile parametrice rezulta x = xq (si y variabil). Aceasta este ecuatia
unei drepte paralele cu axa Oy. Analog y = yo este ecuatia unei drepte
paralele cu axa Ox.

Observatie. Daca p # 0, ecuatia dreptei d se poate scrie:

q
Y — Yo = —(z — o).
p
Daca notam cu m = g, ecuatia devine:
p

Y — Yo = m(x — o).
m se numeste panta dreptei d si este egala cu tga, unde a este unghiul
dintre axa Ox si dreapta d.

1.2. Dreapta definita prin doua puncte distincte

Fie dreapta d in planul zOy, raportata la reperul ortonormat
RA{0; ?, 7} Se considera pe dreapta d punctele distincte fixate M; si
M, de coordonate (z1,y;) respectiv (xs,y9) si punctul variabil M de co-
ordonate (z,y).

Ecuatia vectoriala a dreptei d este:

7M = 7M1 + a<7>M2 - 7>]V[1)

Propozitie. Fcuatia carteziana a dreptei d este:
r—Tth _ Y- h
T2 =21 Y2~




Demonstratie. Ecuatia vectoriala a dreptei se expliciteaza astfel:
- = - = - =

ri+yj=x10 +y1j ta(xei +yj —1mi —p )&

{ r =z + a(xre — 1)

=
y=uy1+aly—uy)
rT—T _Y—h
Ty — I Y2 — U1
Observatie. Daca o — x1 = 0 atunci ecuatia dreptei este x = x;

si reprezinta o dreapta paralela cu axa Oy, iar daca ys — y; = 0, atunci
ecuatia dreptei este y = y; si reprezinta o dreapta paralela cu axa Ox.
Daca xs — z1 # 0 atunci ecuatia dreptei este

_ Y=
To —T1

Y=y (x — 1)

si atunci panta dreptei d este

Y2 — %
m = .
To — I

Observatie. Ecuatia dreptei date prin doua puncte distincte
r—n _Y—hn
Tog — I Y2 —

se poate scrie in mod echivalent:

r y 1
ry y1 1| =0.
Ty Y2 1

Observatie. Daca punctul M3(x3,y3) apartine dreptei d determinata
de punctele distincte M (xq,y1) s Ma(z2, y2) atunci coordonatele punc-

tului M3 verifica ecuatia dreptei M;Ms, deci avem:

oy 1
To Yo 1 |=0.
x3 yz 1

Aceasta este conditia de coliniaritate a punctelor My, My, Mj.



Observatie. Daca dreapta d intersecteaza axa Ox in punctul A(a,0)

si axa Oy in punctul B(0,b), atunci ecuatia dreptei d = AB se scrie:

z y 1
i
e 0 1]|=0aZy¥_q,
a b
0 b 1

Aceasta ecuatie se numeste ecuatia dreptei prin taieturi.

1.3. Unghiul dintre doua drepte

Definitie. Unghiul dintre doua drepte plane este prin definitie un-
ghiul dintre vectorii lor directori.
Propozitie. Daca dreptele dy si dy au vectorii directori 71(]91, q1) §i

2(]72’ q2) ’ atunci

cos(ﬁ) _ Pip2 + q1G2
1, %2 = 2 D) 7 . 2
\/p1+Q1 ) \/p2+q2

Demonstratie. Din definitia produsului scalar avem:

a0 D= - (Dol - cos(d, o).

Explicitand produsul scalar si normele, adica:

Ay do=ppr+ae s il =02+ [ dall = /03 + @,

rezulta formula care permite calculul cosinusului unghiului dintre doua
drepte.

Propozitie. Daca dreptele dy st do sunt date prin punct $i panta,

adica:
di: y—yp=mi(r—x) S y=maz+mn
dy: y—ys =mo(r — x3) & Yy = Max + Ny
atunci
0= T s

unde 0 este unghiul dintre cele doud drepte.



Demonstratie. 0 = ay, — oy

t —t —
tgeztg(ag_al): g Qy gay o mo my

1+tgaqtgas 14+ mumy
Propozitie. (a) Daca dreptele dy si dy sunt date prin punct si vector

director, adica:
T—T1 Y—Uh

dl . =
b1 q1
r—x —
dy - 2 _ Y—1Y
D2 q2
atunct
D1 q1
ledQ & — = —.
D2 q2

(b) Daca dreptele dy i do sunt date prin punct si panta, adica:
di: y=mix+n

dy 1 Yy = mex + ny

atunci dy||ds < my = ma.
Demonstratie. (a) d;||ds < 71”72 & 3 X € R* astfel incat

- = - =
71:)\72@]91 itqj =AMpi tqg)e
. p q
plz)\p2§1QI:)\QQ<:>_1:_1-
P2 q2
Propozitie. (a) Daca dreptele dy si dy sunt date prin punct si vector
director, adica
r—x —
dy - 1_Y—un
N qQ
r—x —
dy - 2_Y—¥
P2 q2
atunct di L dy < p1ps + q1q2 = 0.

(b) Daca dreptele dy si dy sunt date prin punct si pantad, adicd
di: y=mix+n

dy 1 Yy = mox + ny

atunci dy L do & mimq +1=0.



Demonstratie. (a) d; L dy < cos(jl, 72) =0 pip2 +qq2 = 0.
(b) dlLdQ@GZg=>ctg9:0<:>m1m2+1:0.

1.4. Distanta de la un punct la o dreapta

Fie My(xo,y0) un punct si d o dreapta data prin ecuatia carteziana

generala
d: axr+by+c=0.

Observatie. Ecuatia dreptei d poate fi adusa la aceasta forma ge-
nerala, prin calcule directe in toate cazurile prezentate inainte, adica
dreapta prin punct si vector director, dreapta prin doua puncte distincte
si cazul particular, dreapta prin taieturi. Desigur coeficientii a si b din
aceasta ecuatie nu sunt aceiagi ca in cazul dreptei prin taieturi.

Propozitie. Distanta de la punctul My la dreapta d este
laxo + byo + |
d(My,d) = )

(Mo, d) va? + b?

Demonstratie. Panta dreptei d este

a
mqg = —g
Atunci panta perpendicularei d’ din M, pe d este
b
mg = —,
a

deci ecuatia perpendicularei din Mj pe d este:

b
d: y—yo=—(r—x).
a
Coordonatele piciorului perpendicularei din M, pe dreapta d, punctul
M, se obtin rezolvand sistemul format din ecuatiile dreptelor d si d’
ar+by+c=0 (d)

Y—Y = 2(93 — 1) (d)

Se obtine:
b xy — abyy — ac
a? + b?

Ty =
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—abxy + a*yy — be
a? + b?
(dupa efectuarea unor calcule elementare).
Distanta de la punctul M, la dreapta d este distanta dintre punctele

My si M’, adica

Ymr =

. N _|aa;0—|—by0+c\
d(Mo, d) = d(Mo, M")=/(xsr — 2110)? + (yarr — Ynsy)? = Nz

(dupa efectuarea unor calcule elementare).

Aria triunghiului. Fie M;(x;,y;), i = 1,3, trei puncte necoliniare
in planul zOy.
Propozitie. Aria triunghiului determinat de punctele necoliniare M;,

i=1,3, este:

1 Ty 1
0[M1M2M3]25-] To Yo 1]
r3 ys 1
Demonstratie. Ecuatia dreptei MyM; este:
r y 1
To 1y 1 |=0.
T3 ys 1

Aria triunghiului M; M, M3 este:
1

O'[MlMgMg] = 5 . M2M3 . d(Ml, MgMg)

rr

1
= 5\/@3 —22)? + (ys —y2)? - || ©2 ¥
T3 Y3

\/(903 —12)% + (Y3 — y2)?

1 W
:_‘ T2 Y2

xr3 Ys

— = = e e
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CAPITOLUL 2

2.1. Cercul

Definitie. Cercul este locul geometric al punctelor din plan egal
departate de un punct fix, numit centrul cercului. Distanta de la ori-
care punct al cercului la centru se numeste raza cercului si se noteaza in
general cu R.

Propozitie. Fcuatia carteziana a cercului cu centrul in punctul
C(a,b) si de raza R este:

(z —a)®>+ (y — b)* = R~

Demonstratie. Fie punctul oarecare M(x,y) al cercului. Avem
C'M = R, din definitie. Rezulta:

Vi =P+ (y— b = B

sau
(x —a)®>+ (y —b)* = R
Observatie. Ecuatia cercului se mai poate scrie:
2? +1y? — 2ax —2by +a* + b — R* =0
sau
P+ +mr+ny+p=0

unde s-a notat:



2.2. Elipsa

Fie ¢ un numar real pozitiv si F, F’ doua puncte fixate in plan (dis-
tincte) astfel incat F'/F' = 2¢. Fiea € R, a > c.
Definitie. Multimea E a punctelor M cu proprietatea ca

MF + MF' = 2a

se numeste elipsa.
Observatie. Daca ¢ = 0, atunci elipsa se reduce la cercul de raza a.

Propozitie. Punctul M(x,y) apartine elipsei E daca si numai daca

2 2
I——l—g—Q—l unde b* = a® — 2

Demonstratie. Alegem originea reperului in mijlocul segmentului

FF' axa Oz fiind OF’, iar axa Oy fiind mediatoarea segmentului FF”.

Avem: F(—c,0), F'(c,0).
MeFE s \J(z+c)2+y2++(x—0c)?+y?=2a.

Se trece un radical in membrul drept (de exemplu al doilea radical)

si se ridica la patrat fiecare membru al ecuatiei. Se obtine:

dex = 4a* — dar/ (v — )2 + 12 &

ay/ (v —c)2+1y2 =a® — cx.

Se ridica din nou la patrat si dupa efectuarea unor calcule elementare

se obtine:
2 2
x
n Yy

= 1.
a2 | a2 — 2

Deoarece a > ¢ > 0, putem nota expresia pozitivd a? — ¢ cu b2

Rezulta ecuatia canonica a elipsei:

€z Y
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2.3. Hiperbola

Fie ¢ un numar real strict pozitiv si F, F’ doua puncte fixate in plan
(distincte) astfel incat FF' = 2¢c. Fie a € R, a € (0, ¢).
Definitie. Multimea H a punctelor M din plan cu proprietatea ca

IMF — MF'| = 2a

se numeste hiperbola.
Propozitie. Punctul M(x,y) aparfine hiperbolei H daca si numai

daca:
2 2
T )
— =5 =1 unde b* = ¢* — a°.
a b

Demonstratie. M € H < |[MF — MF'| =204 &

MF — MF' =420 < \/(z +¢)?2 + 4% — /(z — )2 + 2 = £2a.

Am ales ca in cazul elipsei dreapta F'F” drept axa Ox, O originea repe-
rului cartezian fiind mijlocul segmentului F'F” i mediatoarea segmentului
FF' drept axa Oy. In aceste conditii punctele F' si F’ au coordonatele:
(—¢, 0) respectiv (c,0).

Se trece al doilea radical in membrul drept, se ridica la patrat si se
obtine:

22+ 2cr + A 4y =22 — 2cx + A + P £da/(x — ¢)? + 42 + 4a®.

Dupa efectuarea calculelor gi dupa o alta ridicare la patrat se obtine
ecuatia hiperbolei:

2 g :
a? b2 ’
unde am notat expresia pozitiva ¢ — a? cu b2.

Observatie. Punctele F' gi F’ se numesc focare, atat in cazul elipsei
cat gi in cazul hiperbolei.
Observatie. Hiperbola



are ca asimptote oblice dreptele:

b
y=+-x.
a

2.4. Parabola

Fie h o dreapta in plan si F' un punct care nu apartine lui h.
Definitie. Multimea P a punctelor M din plan cu proprietatea ca

d(M,h) = MF

se numeste parabola.

Punctul F' se numeste focarul parabolei, dreapta h se numeste direc-
toarea parabolei iar M F' se numeste raza focala corespunzatoare punc-
tului M.

Fie A proiectia focarului F' pe directoarea h si O mijlocul segmentului
[AF]. Alegem ca axa Oz semidreapta [OF, iar ca axa Oy mediatoarea
segmentului AF. Notam cu p lungimea segmentului [AF]. Acest numar
real pozitiv p se numeste parametrul parabolei.

Propozitie. Punctul M(x,y) apartine parabolei dacd si numai daca
y? = 2px.
Demonstratie. M € P < d(M,h) = MF <

2 2
d*(M,h) = MF? & ([E—{—%) = (w—%) + % =y = 2pu.

Tangenta intr-un punct la parabola. Propozitie. Fie parabola
de ecuatie y* = 2px si My(xo,y0) un punct al parabolei. Tangenta la
parabola in punctul My are ecuatia:

yyo = p(x + o).

Demonstratie. 3% = 2pr = y = +£/2px
Ecuatia generald a tangentei la curba y = f(x) in punctul (zo,yo)
unde yo = f(x) este:

Y—Y = f/(%)(x — Tp).
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In cazul parabolei avem

Vv2p _p

f/(;po) = j:2\/$_0 = yo‘

Deci ecuatia tangentei este:

Yy—Y = i(ﬂﬁ — Z0) © YYo = p(T + Tp).

Teorema. (Proprietatea optica a parabolei) Tangenta si normala la
parabola intr-un punct M al et sunt bisectoarele unghiului format de raza
focala MyF' si paralela la axa Ox dusa prin punctul M.

Demonstratie. Fie B (—g, y()) punctul de intersectie al directoarei
h cu paralela dusa prin M, la axa Ox. Din definitia parabolei rezulta
ca triunghiul MyBF este isoscel, deci pentru a demonstra ca tangenta
in M, este bisectoarea unghiului B/MO\F este suficient sa demonstram ca
tangenta este mediana corespunzatoare laturii BF'.

Ecuatia tangentei in M, este

yyo = p(z + o).

Mijlocul lui BF' are coordonatele (O, %) si se verifica imediat ca

aceste coordonate verifica ecuatia tangentei.

2.5. Probleme propuse

1. Intr-un reper cartezian 2Oy se considerd punctele A(a,0) 51 B(0,5)
unde «, 5 € R.

1. Calculati lungimea segmentului AB si coordonatele mijlocului aces-
tuia.

2. Scrieti ecuatia cercului circumscris triunghiului AOB.

3. Daca punctele A, B sunt variabile, segmentul AB are lungimea
constanta, iar M este un punct fix al acestuia, sa se determine locul
geometric al lui M. Studiati cazul in care M este mijlocul segmentului.

2. Se da parabola de ecuatie y? = 2px.

a) Sa se scrie ecuatia tangentei la parabold Intr-un punct oarecare al

el.
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b) Sa se afle coordonatele proiectiei unui punct din plan pe tangenta.

c) Sa se afle locul geometric al proiectiilor focarului pe tangentele la
parabola.

3. Se dau parabolele de ecuatii y* = 2px si y* = 2qz, (0 < ¢ < p).
O tangenta variabila dusa la a doua parabola intersecteaza prima para-
bola in punctele M; si Ms. Sa se determine locul geometric al mijlocului
segmentului [M; Ms)].

4. Se considera reperul cartezian xOy si P un punct pe prima bisec-
toare a axelor de coordonate. Fie P, gi P, proiectiile ortogonale ale lui P
pe axa absciselor respectiv pe axa ordonatelor. O dreapta variabila d care
trece prin P intersecteaza axa absciselor in M si axa ordonatelor in N.
Sa se demonstreze ca pentru orice pozitie a dreptei d, dreptele M P,, N P,
si perpendiculara pe d care trece prin O sunt trei drepte concurente.

5. Fie ABC un triunghi oarecare si M mijlocul laturii [BC]. Se no-
teaza cu N un punct pe AB astfel ca A € (BN). Ortocentrul H al tri-
unghiului ABC se proiecteaza pe bisectoarele unghiurilor BAC si CAN
respectiv in punctele P si (). Sa se arate ca punctele M, P si () sunt

coliniare.
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