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2018





Cuprins

Capitolul 1. Ecuaţiile carteziene ale dreptelor ı̂n raport cu un reper

ortonormat ı̂n plan (dreapta definită prin punct şi
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CAPITOLUL 1

Ecuaţiile carteziene ale dreptelor ı̂n raport cu un

reper ortonormat ı̂n plan (dreapta definită prin

punct şi vector director, dreapta definită prin două

puncte, dreapta prin tăieturi)

1.1. Dreapta definită prin punct şi vector director

Fie reperul cartezian ortonormatR{0;
−→
i ,
−→
j } ı̂n plan. Fie d o dreaptă

ı̂n plan care are un vector director
−→
d de componente p şi q, adică

−→
d = p

−→
i + q

−→
j

(
−→
d 6= −→0 , adică p şi q nu sunt nule simultan). Pe dreapta d se consi-

deră un punct fixat M0 de coordonate (x0, y0) şi un punct variabil M de

coordonate (x, y).

Fie −→r M şi −→r M0 vectorii de poziţie ai punctelor M şi M0 faţă de

originea O.

Ecuaţia vectorială a dreptei d este:

d : −→r M = −→r M0 + λ
−→
d , unde λ ∈ R.

Propoziţie. Ecuaţia carteziană a dreptei d ı̂n raport cu reperul

R{0;
−→
i ,
−→
j } este:

x− x0
p

=
y − y0
q

.

Demonstraţie. Ecuaţia vectorială a dreptei d : −→r M = −→r M0 + λ
−→
d

se transcrie astfel:

x
−→
i + y

−→
j = x0

−→
i + y0

−→
j + λ(p

−→
i + q

−→
j ).
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Deoarece versorii
−→
i şi
−→
j sunt liniar independenţi, avem:{

x = x0 + λp

y = y0 + λq

Acestea sunt ecuaţiile parametrice ale dreptei d. Eliminând λ ı̂ntre

cele două ecuaţii, avem:

x− x0
p

=
y − y0
q

.

Observaţie. Dacă unul dintre numerele reale p sau q este zero atunci

nu se poate face ı̂mpărţirea cu el. Să presupunem că p = 0. Atunci din

ecuaţiile parametrice rezultă x = x0 (şi y variabil). Aceasta este ecuaţia

unei drepte paralele cu axa Oy. Analog y = y0 este ecuaţia unei drepte

paralele cu axa Ox.

Observaţie. Dacă p 6= 0, ecuaţia dreptei d se poate scrie:

y − y0 =
q

p
(x− x0).

Dacă notăm cu m =
q

p
, ecuaţia devine:

y − y0 = m(x− x0).

m se numeşte panta dreptei d şi este egală cu tgα, unde α este unghiul

dintre axa Ox şi dreapta d.

1.2. Dreapta definită prin două puncte distincte

Fie dreapta d ı̂n planul xOy, raportată la reperul ortonormat

R{0;
−→
i ,
−→
j }. Se consideră pe dreapta d punctele distincte fixate M1 şi

M2 de coordonate (x1, y1) respectiv (x2, y2) şi punctul variabil M de co-

ordonate (x, y).

Ecuaţia vectorială a dreptei d este:

−→r M = −→r M1 + α(−→r M2 −−→r M1).

Propoziţie. Ecuaţia carteziană a dreptei d este:

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.
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Demonstraţie. Ecuaţia vectorială a dreptei se explicitează astfel:

x
−→
i + y

−→
j = x1

−→
i + y1

−→
j + α(x2

−→
i + y2

−→
j − x1

−→
i − y1

−→
j )⇔{

x = x1 + α(x2 − x1)
y = y1 + α(y2 − y1)

⇔

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

.

Observaţie. Dacă x2 − x1 = 0 atunci ecuaţia dreptei este x = x1
şi reprezintă o dreaptă paralelă cu axa Oy, iar dacă y2 − y1 = 0, atunci

ecuaţia dreptei este y = y1 şi reprezintă o dreaptă paralelă cu axa Ox.

Dacă x2 − x1 6= 0 atunci ecuaţia dreptei este

y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1)

şi atunci panta dreptei d este

m =
y2 − y1
x2 − x1

.

Observaţie. Ecuaţia dreptei date prin două puncte distincte

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

se poate scrie ı̂n mod echivalent:∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

x1 y1 1

x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Observaţie. Dacă punctul M3(x3, y3) aparţine dreptei d determinată

de punctele distincte M1(x1, y1) şi M2(x2, y2) atunci coordonatele punc-

tului M3 verifică ecuaţia dreptei M1M2, deci avem:∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Aceasta este condiţia de coliniaritate a punctelor M1,M2,M3.
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Observaţie. Dacă dreapta d intersectează axa Ox ı̂n punctul A(a, 0)

şi axa Oy ı̂n punctul B(0, b), atunci ecuaţia dreptei d = AB se scrie:∣∣∣∣∣∣∣
x y 1

a 0 1

0 b 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0⇔ x

a
+
y

b
= 1.

Această ecuaţie se numeşte ecuaţia dreptei prin tăieturi.

1.3. Unghiul dintre două drepte

Definiţie. Unghiul dintre două drepte plane este prin definiţie un-

ghiul dintre vectorii lor directori.

Propoziţie. Dacă dreptele d1 şi d2 au vectorii directori
−→
d 1(p1, q1) şi

−→
d 2(p2, q2), atunci

cos(d̂1, d2) =
p1p2 + q1q2√

p21 + q21 ·
√
p22 + q22

.

Demonstraţie. Din definiţia produsului scalar avem:

−→
d 1 ·
−→
d 2 = ‖

−→
d 1‖ · ‖

−→
d 2‖ · cos(

−̂→
d 1,
−→
d 2).

Explicitând produsul scalar şi normele, adică:

−→
d 1 ·
−→
d 2 = p1p2 + q1q2 şi ‖

−→
d 1‖ =

√
p21 + q21, ‖

−→
d 2‖ =

√
p22 + q22,

rezultă formula care permite calculul cosinusului unghiului dintre două

drepte.

Propoziţie. Dacă dreptele d1 şi d2 sunt date prin punct şi pantă,

adică:

d1 : y − y1 = m1(x− x1)⇔ y = m1x+ n1

d2 : y − y2 = m2(x− x2)⇔ y = m2x+ n2

atunci

tg θ =
m2 −m1

1 +m1m2

unde θ este unghiul dintre cele două drepte.
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Demonstraţie. θ = α2 − α1

tg θ = tg (α2 − α1) =
tgα2 − tgα1

1 + tgα1tgα2

=
m2 −m1

1 +m1m2

.

Propoziţie. (a) Dacă dreptele d1 şi d2 sunt date prin punct şi vector

director, adică:

d1 :
x− x1
p1

=
y − y1
q1

d2 :
x− x2
p2

=
y − y2
q2

atunci

d1‖d2 ⇔
p1
p2

=
q1
q2
.

(b) Dacă dreptele d1 şi d2 sunt date prin punct şi pantă, adică:

d1 : y = m1x+ n1

d2 : y = m2x+ n2

atunci d1‖d2 ⇔ m1 = m2.

Demonstraţie. (a) d1‖d2 ⇔
−→
d 1‖
−→
d 2 ⇔ ∃ λ ∈ R∗ astfel ı̂ncât

−→
d 1 = λ

−→
d 2 ⇔ p1

−→
i + q1

−→
j = λ(p1

−→
i + q1

−→
j )⇔

p1 = λp2 şi q1 = λq2 ⇔
p1
p2

=
q1
q2
.

(b) d1‖d2 ⇔ θ = 0⇔ tg θ = 0⇔ m1 = m2.

Propoziţie. (a) Dacă dreptele d1 şi d2 sunt date prin punct şi vector

director, adică

d1 :
x− x1
p1

=
y − y1
q1

d2 :
x− x2
p2

=
y − y2
q2

atunci d1 ⊥ d2 ⇔ p1p2 + q1q2 = 0.

(b) Dacă dreptele d1 şi d2 sunt date prin punct şi pantă, adică

d1 : y = m1x+ n1

d2 : y = m2x+ n2

atunci d1 ⊥ d2 ⇔ m1m2 + 1 = 0.
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Demonstraţie. (a) d1 ⊥ d2 ⇔ cos(
−̂→
d 1,
−→
d 2) = 0⇔ p1p2 + q1q2 = 0.

(b) d1 ⊥ d2 ⇔ θ =
π

2
⇒ ctg θ = 0⇔ m1m2 + 1 = 0.

1.4. Distanţa de la un punct la o dreaptă

Fie M0(x0, y0) un punct şi d o dreaptă dată prin ecuaţia carteziană

generală

d : ax+ by + c = 0.

Observaţie. Ecuaţia dreptei d poate fi adusă la această formă ge-

nerală, prin calcule directe ı̂n toate cazurile prezentate ı̂nainte, adică

dreapta prin punct şi vector director, dreapta prin două puncte distincte

şi cazul particular, dreapta prin tăieturi. Desigur coeficienţii a şi b din

această ecuaţie nu sunt aceiaşi ca ı̂n cazul dreptei prin tăieturi.

Propoziţie. Distanţa de la punctul M0 la dreapta d este

d(M0, d) =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
.

Demonstraţie. Panta dreptei d este

md = −a
b
.

Atunci panta perpendicularei d′ din M0 pe d este

md′ =
b

a
,

deci ecuaţia perpendicularei din M0 pe d este:

d′ : y − y0 =
b

a
(x− x0).

Coordonatele piciorului perpendicularei din M0 pe dreapta d, punctul

M ′, se obţin rezolvând sistemul format din ecuaţiile dreptelor d şi d′ ax+ by + c = 0 (d)

y − y0 =
b

a
(x− x0) (d′)

Se obţine:

xM ′ =
b2x0 − aby0 − ac

a2 + b2
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yM ′ =
−abx0 + a2y0 − bc

a2 + b2

(după efectuarea unor calcule elementare).

Distanţa de la punctul M0 la dreapta d este distanţa dintre punctele

M0 şi M ′, adică

d(M0, d) = d(M0,M
′)=

√
(xM ′ − xM0)

2 + (yM ′ − yM0)
2 =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2

(după efectuarea unor calcule elementare).

Aria triunghiului. Fie Mi(xi, yi), i = 1, 3, trei puncte necoliniare

ı̂n planul xOy.

Propoziţie. Aria triunghiului determinat de punctele necoliniare Mi,

i = 1, 3, este:

σ[M1M2M3] =
1

2
· |

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ |.
Demonstraţie. Ecuaţia dreptei M2M3 este:∣∣∣∣∣∣∣

x y 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Aria triunghiului M1M2M3 este:

σ[M1M2M3] =
1

2
·M2M3 · d(M1,M2M3)

=
1

2

√
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2 · |

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ | ·
1√

(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2

=
1

2
|

∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣ |.
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CAPITOLUL 2

2.1. Cercul

Definiţie. Cercul este locul geometric al punctelor din plan egal

depărtate de un punct fix, numit centrul cercului. Distanţa de la ori-

care punct al cercului la centru se numeşte raza cercului şi se notează ı̂n

general cu R.

Propoziţie. Ecuaţia carteziană a cercului cu centrul ı̂n punctul

C(a, b) şi de rază R este:

(x− a)2 + (y − b)2 = R2.

Demonstraţie. Fie punctul oarecare M(x, y) al cercului. Avem

CM = R, din definiţie. Rezultă:√
(x− a)2 + (y − b)2 = R2

sau

(x− a)2 + (y − b)2 = R2.

Observaţie. Ecuaţia cercului se mai poate scrie:

x2 + y2 − 2ax− 2by + a2 + b2 −R2 = 0

sau

x2 + y2 +mx+ ny + p = 0

unde s-a notat:

m = −2a

n = −2b

p = a2 + b2 −R2.
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2.2. Elipsa

Fie c un număr real pozitiv şi F, F ′ două puncte fixate ı̂n plan (dis-

tincte) astfel ı̂ncât FF ′ = 2c. Fie a ∈ R, a > c.

Definiţie. Mulţimea E a punctelor M cu proprietatea că

MF +MF ′ = 2a

se numeşte elipsă.

Observaţie. Dacă c = 0, atunci elipsa se reduce la cercul de rază a.

Propoziţie. Punctul M(x, y) aparţine elipsei E dacă şi numai dacă

x2

a2
+
y2

b2
= 1, unde b2 = a2 − c2.

Demonstraţie. Alegem originea reperului ı̂n mijlocul segmentului

FF ′, axa Ox fiind OF ′, iar axa Oy fiind mediatoarea segmentului FF ′.

Avem: F (−c, 0), F ′(c, 0).

M ∈ E ⇔
√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a.

Se trece un radical ı̂n membrul drept (de exemplu al doilea radical)

şi se ridică la pătrat fiecare membru al ecuaţiei. Se obţine:

4cx = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 ⇔

a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − cx.

Se ridică din nou la pătrat şi după efectuarea unor calcule elementare

se obţine:

x2

a2
+

y2

a2 − c2
= 1.

Deoarece a > c > 0, putem nota expresia pozitivă a2 − c2 cu b2.

Rezultă ecuaţia canonică a elipsei:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.
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2.3. Hiperbola

Fie c un număr real strict pozitiv şi F, F ′ două puncte fixate ı̂n plan

(distincte) astfel ı̂ncât FF ′ = 2c. Fie a ∈ R, a ∈ (0, c).

Definiţie. Mulţimea H a punctelor M din plan cu proprietatea că

|MF −MF ′| = 2a

se numeşte hiperbolă.

Propoziţie. Punctul M(x, y) aparţine hiperbolei H dacă şi numai

dacă:
x2

a2
− y2

b2
= 1, unde b2 = c2 − a2.

Demonstraţie. M ∈ H ⇔ |MF −MF ′| = 2a⇔

MF −MF ′ = ±2a⇔
√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = ±2a.

Am ales ca ı̂n cazul elipsei dreapta FF ′ drept axă Ox, O originea repe-

rului cartezian fiind mijlocul segmentului FF ′ şi mediatoarea segmentului

FF ′ drept axă Oy. În aceste condiţii punctele F şi F ′ au coordonatele:

(−c, 0) respectiv (c, 0).

Se trece al doilea radical ı̂n membrul drept, se ridică la pătrat şi se

obţine:

x2 + 2cx+ c2 + y2 = x2 − 2cx+ c2 + y2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2 + 4a2.

După efectuarea calculelor şi după o altă ridicare la pătrat se obţine

ecuaţia hiperbolei:

x2

a2
− y2

b2
= 1,

unde am notat expresia pozitivă c2 − a2 cu b2.

Observaţie. Punctele F şi F ′ se numesc focare, atât ı̂n cazul elipsei

cât şi ı̂n cazul hiperbolei.

Observaţie. Hiperbola

x2

a2
− y2

b2
= 1
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are ca asimptote oblice dreptele:

y = ± b
a
x.

2.4. Parabola

Fie h o dreaptă ı̂n plan şi F un punct care nu aparţine lui h.

Definiţie. Mulţimea P a punctelor M din plan cu proprietatea că

d(M,h) = MF

se numeşte parabolă.

Punctul F se numeşte focarul parabolei, dreapta h se numeşte direc-

toarea parabolei iar MF se numeşte raza focală corespunzătoare punc-

tului M .

Fie A proiecţia focarului F pe directoarea h şi O mijlocul segmentului

[AF ]. Alegem ca axă Ox semidreapta [OF , iar ca axă Oy mediatoarea

segmentului AF . Notăm cu p lungimea segmentului [AF ]. Acest număr

real pozitiv p se numeşte parametrul parabolei.

Propoziţie. Punctul M(x, y) aparţine parabolei dacă şi numai dacă

y2 = 2px.

Demonstraţie. M ∈ P ⇔ d(M,h) = MF ⇔

d2(M,h) = MF 2 ⇔
(
x+

p

2

)2
=
(
x− p

2

)2
+ y2 ⇔ y2 = 2px.

Tangenta ı̂ntr-un punct la parabolă. Propoziţie. Fie parabola

de ecuaţie y2 = 2px şi M0(x0, y0) un punct al parabolei. Tangenta la

parabolă ı̂n punctul M0 are ecuaţia:

yy0 = p(x+ x0).

Demonstraţie. y2 = 2px⇒ y = ±
√

2px

Ecuaţia generală a tangentei la curba y = f(x) ı̂n punctul (x0, y0)

unde y0 = f(x0) este:

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).
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În cazul parabolei avem

f ′(x0) = ±
√

2p

2
√
x0

=
p

y0
.

Deci ecuaţia tangentei este:

y − y0 =
p

y0
(x− x0)⇔ yy0 = p(x+ x0).

Teoremă. (Proprietatea optică a parabolei) Tangenta şi normala la

parabolă ı̂ntr-un punct M al ei sunt bisectoarele unghiului format de raza

focală M0F şi paralela la axa Ox dusă prin punctul M0.

Demonstraţie. Fie B
(
−p

2
, y0

)
punctul de intersecţie al directoarei

h cu paralela dusă prin M0 la axa Ox. Din definiţia parabolei rezultă

că triunghiul M0BF este isoscel, deci pentru a demonstra că tangenta

ı̂n M0 este bisectoarea unghiului B̂M0F este suficient să demonstrăm că

tangenta este mediana corespunzătoare laturii BF .

Ecuaţia tangentei ı̂n M0 este

yy0 = p(x+ x0).

Mijlocul lui BF are coordonatele
(

0,
y0
2

)
şi se verifică imediat că

aceste coordonate verifică ecuaţia tangentei.

2.5. Probleme propuse

1. Într-un reper cartezian xOy se consideră punctele A(α, 0) şi B(0, β)

unde α, β ∈ R.

1. Calculaţi lungimea segmentului AB şi coordonatele mijlocului aces-

tuia.

2. Scrieţi ecuaţia cercului circumscris triunghiului AOB.

3. Dacă punctele A,B sunt variabile, segmentul AB are lungimea

constantă, iar M este un punct fix al acestuia, să se determine locul

geometric al lui M . Studiaţi cazul ı̂n care M este mijlocul segmentului.

2. Se dă parabola de ecuaţie y2 = 2px.

a) Să se scrie ecuaţia tangentei la parabolă ı̂ntr-un punct oarecare al

ei.
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b) Să se afle coordonatele proiecţiei unui punct din plan pe tangentă.

c) Să se afle locul geometric al proiecţiilor focarului pe tangentele la

parabolă.

3. Se dau parabolele de ecuaţii y2 = 2px şi y2 = 2qx, (0 < q < p).

O tangentă variabilă dusă la a doua parabolă intersectează prima para-

bolă ı̂n punctele M1 şi M2. Să se determine locul geometric al mijlocului

segmentului [M1M2].

4. Se consideră reperul cartezian xOy şi P un punct pe prima bisec-

toare a axelor de coordonate. Fie P1 şi P2 proiecţiile ortogonale ale lui P

pe axa absciselor respectiv pe axa ordonatelor. O dreaptă variabilă d care

trece prin P intersectează axa absciselor ı̂n M şi axa ordonatelor ı̂n N .

Să se demonstreze că pentru orice poziţie a dreptei d, dreptele MP2, NP1

şi perpendiculara pe d care trece prin O sunt trei drepte concurente.

5. Fie ABC un triunghi oarecare şi M mijlocul laturii [BC]. Se no-

tează cu N un punct pe AB astfel ca A ∈ (BN). Ortocentrul H al tri-

unghiului ABC se proiectează pe bisectoarele unghiurilor B̂AC şi ĈAN

respectiv ı̂n punctele P şi Q. Să se arate că punctele M,P şi Q sunt

coliniare.
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