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CAPITOLUL 1

Serii de numere reale

1. Definitie si terminologie

Notiunea de serie este extensia naturala a notiunii de suma finita. Studiul seriilor se
reduce la studiul unor giruri de numere. Determinarea sumei unei serii se reduce la calculul
unei limite.

Insumarea progresiilor geometrice infinite cu ratia mai mica in modul decat 1 se efectua
deja din antichitate (Arhimede). Divergenta seriei armonice a fost stabilita de invatatul
italian Mengoli in 1650. Seriile apar constant in calculele savantilor din secolul al XVIII-
lea, dar neacordandu-se totdeauna atentia necesara problemelor convergentei. O teorie
riguroasa a seriilor a inceput cu lucrarile lui Gauss (1812), Bolzano (1817) si, in sfarsit,
Cauchy (1821) care da pentru prima data definitia valabila i azi, a sumei unei serii

convergente si stabileste teoremele de baza.

1.1. Notiuni generale. In acest paragraf vom defini notiunile de serie de numere,

serie convergenta, serie divergenta, suma a unei serii de numere.

Definitia 1.1.1 Se numeste serie de mnumere reale orice pereche ordonatd
((un) , (8n))pen unde (un),cy este un sir de numere reale, iar

Sp=uUy + Uy + - -+ Uup, oricare ar fin € N. §

Prin traditie seria ((u,), (s,)) se noteaza

o
E U, sau g U, Sau E Uy SAU U] + U + ... + Uy + ...
n=1 neN n>1

sau, cand nu este pericol de confuzie, se noteaza simplu prin
E U,
oo

Numarul real u,, (n € N) se numegte termenul general al seriei Y u,, iar girul (u,)
n=1

o0
sirul termenilor seriei > wu,. Numarul real s,, (n € N) se numeste suma partiala de
n=1

o0 oo
rang n a seriei ) uy,, iar sirul (s,) sirul sumelor partiale ale seriei ) u,.
n=1 n=1



Definitia 1.1.2 Spunem ca seria > u, = ((u,), (s,)) este convergenta daca sirul (s,)
n=1
al sumelor partiale este convergent.

Orice serie care nu este convergenta se numeste divergenta.
o0

Daca sirul (s,) al sumelor partiale ale seriei > wu, = ((u,),(s,)) are limita s € R U

n=1
o oo
{+00, —00}, atunci spunem ca seria »_ u, are suma s (sau ca s este suma seriei »_ u,)
n=1 n=1

sl vom scrie

S =
n=1
Exemplul 1.1.3 Seria

(1.1.1) Zﬁ

=1

3

are termenul general u, = 1/(n(n+1)), (n € N) gi suma partiala de rang n € N egala

cu
1 1 1

Sp=u1+-t+u,=——F+ -+ —F—""-==1-——.
! 1-2 n(n+1) n+1
Intrucat sirul sumelor partiale este convergent, seria (1.1.1) este convergenta. Deoarece

lim s, = 1, suma seriei (1.1.1) este 1; prin urmare scriem
n—oo

= 1
2 a0

n=1

Exemplul 1.1.4 Se numeste serie geometrica (de ratie ¢) orice serie de forma

oo

(1.1.2) > g
n=1

unde ¢ este un numar real fixat. Evident termenul general al seriei geometrice (1.1.2) este
u, = ¢" 1, (n € N), iar suma partiald de rang n € N este

1—q"
, daca 1
n, daca g = 1.

De aici deducem imediat ca seria geometrica (1.1.2) este convergenta daca si numai daca
lg| < 1. Daca |q| < 1, atunci seria geometrica (1.1.2) are suma 1/ (1 — ¢) si scriem

S e

n=1 q



Daca g > 1, atunci seria geometrica (1.1.2) este divergenta; in acest caz seria are suma

400 sl scriem

q"’1 = +00.

NE

1

n
Daca g < —1, atunci seria geometrica (1.1.2) este divergenta si nu are suma. ¢

Studiul unei serii comporta doua probleme:

1) Stabilirea naturii seriei, adica a faptului ca seria este convergenta sau divergenta.

2) In cazul in care seria este convergenta, determinarea sumei seriei.

Daca pentru rezolvarea primei probleme dispunem de criterii de convergenta si
divergenta, pentru rezolvarea celei de a doua probleme nu dispunem de metode de deter-
minare a sumei unei serii decat pentru cateva serii particulare.

In cele ce urmeaza vom da cateva criterii de convergena si divergenta pentru serii.

o0
Teorema 1.1.5 (criteriul general de convergenta, criteriul lui Cauchy) Seria > u, este

n=1
convergenta daca st numai daca pentru fiecare numar real € > 0 exista un numar natural

ne cu proprietatea ca oricare ar fi numerele naturale n si p cu n > n. avem

|Un+1 +Upgo + -+ Uner‘ < €.

oo
Demonstratie. Fie s, = u; + - - - + u,, oricare ar fi n € N. Atunci seria ) u, este

n=1
convergenta daca si numai daca sirul (s,,) al sumelor partiale este convergent, prin urmare,

in baza teoremei lui Cauchy, daca si numai daca girul (s,) este fundamental, adica daca
si numai daca oricare ar fi numarul real € > 0 exista un numar natural n. cu proprietatea

ca oricare ar fi numerele naturale n si p cu n > n. avem |s,4, — s,| < €. Intrucat
Sptp — Sp = Up1 T Upy2 + -+ - + Upyyp, oricare ar fi n,p € N,

teorema este demonstrata. m

Exemplul 1.1.6 Seria

(1.1.3) i

n=1

S|

Y

numita seria armonica, este divergenta si are suma +o00.

Solutie. Presupunem prin absurd ca seria armonica (1.1.3) este convergenta; atunci, in
baza criteriului general de convergenta (teorema 1.1.5), pentru € = 1/2 > 0 exista un

numar natural ng cu proprietatea ca oricare ar fi numerele naturale n si p cu n > ng avem

1 1 1

+o .
n+1 n+p 2




De aici, luand p = n = ng € N, obtinem
1 1
ng + 1 N + Mg
Pe de alta parte, din ng + k < ng + ng, oricare ar fi k € N, k < ny deducem
n0—|—1 n0+n0_2n0 2
si deci inegalitatea (1.1.4) nu are loc. Aceasta contradictie ne conduce la concluzia ca

seria armonica (1.1.3) este divergenta. Deoarece sirul (s,) al sumelor partiale este strict
crescator avem ca

o0

n=1

(1.1.4)

<1
5

= +400.

S|

Exemplul 1.1.7 Seria

(1.1.5) i s

2n

n=1

este convergenta.

Solutie. Fie u, = (sinn) /2", oricare ar fi n € N; atunci pentru fiecare n,p € N avem

sin (n + 1) sin (n + p)
U1+ Utz + -+ Uiy = T onil “‘+W <
|sin (n + 1)] |sin (n + p)| 1 I
ST om  tt T St ot

1 ) 1 <1
S oom P on’

Fie ¢ > 0. Intrucat sirul (1/2") este convergent citre 0, deducem ci existd un numér

natural n. cu proprietatea ca 1/2" < e, oricare ar fi numarul natural n > n.. Atunci

1
|un+1 +un+2+"'+un+p| <on <&

2n
oricare ar fi numerele naturale n, p cu n > n.. Prin urmare seria (1.1.5) este convergenta.
|
oo
Teorema 1.1.8 Daca seria Y u, este convergentd, atunci sirul (u,) este convergent

n=1

catre zero.

Demonstratie. Fie ¢ > 0; atunci, in baza criteriului general de convergenta al lui Cauchy

(teorema 1.1.5), exista un numar natural n. cu proprietatea ca

[Un41 + Upso + - -+ Upypy| < €, oricare ar fin,p € Ncun > n..



Daca aici luam p = 1, obtinem ca |u, 11| < €, oricare ar fin € N, n > n., de unde deducem
ca
|u,| < e, oricare ar fin € N;n > n, + 1;

prin urmare sirul (u,) converge catre 0. m

Observatia 1.1.9 Reciproca teoremei 1.1.8, in general, nu este adevarata in sensul ca

o0

exista serii Y wu, cu girul (u,) convergent catre 0 gi totusi seria nu este convergenta. De
n=1

exemplu seria armonica (1.1.3) este divergenta desi sirul (1/n) este convergent catre 0. ¢

o0
Teorema 1.1.10 Fie m un numdr natural. Atunci seria »_ u, este convergentd daca i
n=1

[e.9]
numai dacd seria Y u, este convergentd.

n=m

Demonstratie. Fie s,, = u; +---+u,, oricare ar fin € Nsi t, = u,, + - - -+ u,, oricare ar
oo

fin € Nn > m. Atunci seria Zlun este convergenta daca si numai daca sirul (sy),,cy este
n—=

convergent, prin urmare daca i numai daca sirul (¢,) este convergent, agsadar daca si

n>m

o
numai daca seria Y u,, este convergenta. m

n=m
oo o0
Teorema 1.1.11 Daca > u, §i Y v, sunt serii convergente si a $i b sunt numere reale,
n=1 n=1

o0
atunci seria Yy, (au, + bv,) este convergentd si are suma

n=1
oo 00
aZ Uy, + bz Uy,
n=1 n=1

Demonstratie. Evident, pentru fiecare numar natural n avem

n n

Z(auk+bvk):a iuk +b ka ,
k=1

k=1 k=1

de unde, in baza proprietatilor girurilor convergente, obtinem afirmatia teoremei. m

Exemplul 1.1.12 Intrucat seriile

[e%s) 1 . o7} 1
Z gn—1 St Z 3n—1

n=1 n=1

sunt convergente i au suma 2 respectiv 3/2, deducem ca seria

= /1 1 /1 1 1 1
S(e5) XG5 59)

n=1

este convergenta si are suma (1/2) -2 —(1/3)-(3/2) =1/2. O



o
Definitia 1.1.13 Fie > u, o serie convergentd cu suma s, n un numar natural gi
n=1

o0
Sp = Uy + - - - + u, suma partiala de rang n a seriei Y u,. Numdrul real r, = s — s, se

n=1
[eS)

numeste restul de ordinul n al seriei Y u,. ¢
n=1

[ee]

Teorema 1.1.14 Daca seria Y u, este convergenta, atunci girul (ry,) al resturilor ei
n=1
este convergent catre 0.

oo oo
Demonstratie. Fie s = > u,. Deoarece sirul (s,) al sumelor partiale ale seriei ) u,
n=1 n=1

este convergent catre s = lim s, si 7, = s — s,, oricare ar fi n € N, avem ca sirul (r,)
n—o0o

este convergent catre 0. m

2. Serii cu termeni pozitivi

o0

Daca ) u, este o serie de numere reale convergenta, atunci sirul (s,) al sumelor
n=1

partiale este marginit. Reciproca acestei afirmatii, in general nu este adevarata in sen-

sul ca exista serii divergente care au sirul sumelor partiale marginit. Intr-adevar, seria

> (—1)”_1 are girul sumelor partiale cu termenul general s, (n € N) egal cu
n=1

1, daca n este par

Sn = o .
0, daca n este impar.
- 1
Evident sirul (s,) este marginit (|s,| < 1, oricare ar fi n € N) desi seria > (—1)""
n=1

este divergenta (sirul (s,) nu este convergent).

o0

Daca seria » u, are termenii numere reale pozitive, atunci girul (s,) al sumelor
n=1

partiale este crescator; in acest caz faptul ca sirul (s,) este marginit este echivalent cu

faptul ca sirul (s,) este convergent.
Scopul acestui paragraf este de a da criterii de convergenta pentru asa numitele serii
cu termeni pozitivi.

[e.e]

Definitia 1.2.1 Se numeste serie cu termeni pozitivi orice serie Yy  u, care are
n=1
proprietatea ca u, > 0 oricare ar fin € N. {

Pentru seriile cu termeni pozitivi are loc urmatoarea afirmatie.

oo
Teorema 1.2.2 Dacd Y u, o serie cu termeni pozitivi, atunci
n=1



[e.e]
1° Seria > u, are sumd si
n=1

o n
Zun:sup Zuk: neN
n=1 k=1

[e.@] n

2L Seria > u, este convergentd dacd si numai dacd sirul (Zuk) al sumelor partiale
n=1 k=1

este marginit.

Demonstratie. Pentru fiecare n € N punem

Sy = 5 U,

k=1

19 Sirul (s,,) este crescator si atunci, in baza teoremei lui Weierstrass relativa la sirurile

monotone, afirmatia 1° este dovedita.

o0
20 Dacé seria Y u,, este convergenta, atunci sirul sumelor partiale (s,,) este convergent
n=1
si deci marginit.
Daca sirul (s,) este marginit, atunci, intrucat el este monoton, deducem ca sirul (s,,)

o0
este convergent si prin urmare seria »_ u,, este convergenta. m
n=1
o0 oo
Teorema 1.2.3 (primul criteriu al comparatiei) Daca Y u, si Y v, sunt serii cu termeni
n=1 n=1

pozitivi cu proprietatea ca exista un numar real a > 0 si un numar natural ng astfel incat

(1.2.6) U, < av, oricare ar fin € N, n > nyg,
atunci:
oo oo
19 Dacd seria Y v, este convergentd, atunci seria Y. u, este convergentd.

o0 o0
20 Dacad seria > u,, este divergentd, atunci seria Y v, este divergentd.
n=1 n=1

Demonstratie. Pentru fiecare n € N, fie s,, = u; + ... + u,, si t, = v1 + ... + v,; atunci
din (1.2.6) avem ca

(1.2.7) Sp < Spy + @ (Vng+1 + ... +vp), oricare ar fi n € N, n > ny.

o0

1° Dacé seria Y v, este convergenti, atunci sirul (£,,) este marginit, prin urmare exista
n=1

un numar real M > 0 cu proprietatea ca t, < M, oricare ar fi n € N. Acum din (1.2.7)

deducem ca pentru fiecare n € N, n > ngy au loc inegalitatile

Sp < Spg + @ (ty — tny) < Spg + Aty — atpy < Spy + aty < Spy + aM,



oo
de unde rezulta ca girul (s,,) este marginit. Atunci, in baza teoremei 1.2.2, seria » _ u,, este

n=1
convergenta.
oo o0
20 Presupunem ci seria Y u, este divergentd. Dacad seria Y v, ar fi convergenta,
n=1 n=1

o0
atunci in baza afirmatiei 1°, seria > u, ar fi convergentd, ceea ce contrazice ipoteza ca
n=1

oo o0
seria Y wu, este divergenta. Asadar seria ) v, este divergenta. m
n=1 n=1

o A
Exemplul 1.2.4 Seria > n~'/2 este divergenta. Intr-adevir, din inegalitatea /n < n
n=1
adevirata oricare ar fi n € N, obtinem ci n~! < n~Y2, oricare ar i n € N. Cum seria
o0
armonica »_ n~!
n=1

oo
3 n1/2 este divergenta. ¢
n=1

este divergentd, in baza teoremei 1.2.2, afirmatia 2°, deducem ca seria

o0 o0
Teorema 1.2.5 (al doilea criteriu al comparatiei) Daca > w, $i Y v, sunt serii cu
n=1 n=1
termeni pozitivi cu proprietatea ca exista
. Uy
(1.2.8) lim — € [0, +o0],
n—o0 Up
atunct
19 Dacd
. Un,
lim — €]0, +o0],
n—oo U,
o0 oo
atunci seriile Y u, $i Y, v, au aceeasi naturd.
n=1 n=1
2° Daca
.U
lim — =0,
n—o0 Up
atunci:
oo o0
a) Daca seria Y, v, este convergenta, atunci seria Y, u, este convergentd.
n=1 n=1

oo o0
b) Daca seria Y w, este divergentd, atunci seria » , v, este divergentd.

n=1 n=1
3° Daca
. Unp,
lim — = 400,
n—oo Un

atunci:

[e.e] [ee]
a) Daca seria Y w, este convergenta, atunci seria Y, v, este convergentd.
n=1 n=1

o0 o0
b) Daca seria Y v, este divergentd, atunci seria y . u, este divergentd.
n=1 n=1



Demonstratie. 1° Fie a := lim (u,/v,) €]0,+00[; atunci existd un numér natural ng

n—oo
cu proprietatea ca
u a .
— —a| < =, oricare ar fin € N, n > ny,
Un, 2
de unde deducem ca
(1.2.9) v, < (2/a) u,, oricare ar fin € N, n > ng
si
(1.2.10) U, < (3a/2) vy, oricare ar fi n € N, n > ny.

oo
Daca seria Y wu, este convergenta, atunci in baza primului criteriu al comparatiei

n=1
(teorema 1.2.3), aplicabil pentru ca are loc (1.2.9), obtinem ca seria »_ v, este conver-
n=1

genta.

o0
Daca seria Y v, este convergenta, atunci tinand seama de (1.2.10), in baza primului
n=1

o0
criteriu al comparatiei (teorema 1.2.3) rezulta ca seria Y wu, este convergenta.
n=1
2% Dacd lim (u,/v,) = 0, atunci existd un numar natural ng astfel incat w, /v, < 1,
n—oo
oricare ar fi n € N, n > ng, de unde deducem ca

U, < v,, oricare ar fi n € N,n > ny.

Aplicam acum primul criteriu al comparatiei.
3° Daca lim (u,/v,) = 400, atunci exista un numar natural ng astfel incat u, /v, > 1,
n— o0

oricare ar fi n € N, n > ng, de unde deducem ca
Up < Uy, oricare ar fi n € N, n > ny.

Aplicam acum primul criteriu al comparatiei. m

Exemplul 1.2.6 Seria Y n~? este convergenta. Intr-adevir, din
n=1

2

lim —— =1 €|0,4+00
n—oo 1 (n -+ 1) } ’ [7
o0 (o] [o¢]
deducem ca seriile ;::1 n=? si nZ::l m au aceeasl natura. Cum seria 712::1 m este

o0
convergentd (vezi exemplul 1.1.3), obtinem ci seria > n~2 este convergenta.
n=1



[e.e] [e.e]

Teorema 1.2.7 (al treilea criteriu al comparatiei) Daca Y wu, si >, v, sunt serii cu
n=1 n=1

termeni pozitivi cu proprietatea ca exista un numar natural ng astfel incat:

Upt1 _ Unyl .
(1.2.11) "< 2 oricare ar fin € N, n > ny,
Unp Un,
atunci:
[ee] oo
19 Dacd seria Y. v, este convergentd, atunci seria . u, este convergentd.
n=1 n=1

&) o0
20 Dacad seria > wu, este divergentd, atunci seria Y. v, este divergentd.
n=1 n=1

Demonstratie. Fie n € N, n > ng + 1; atunci din (1.2.11) avem succesiv:

uno +1 < Uno +1
Uny  Ung
Up, < Un

— Y
Up—1 Un—1
de unde, prin inmultire membru cu membru, obtinem

Hn o Un

Ung Uny
Asadar

Unp, .
U, < —2v,, oricare ar fi n € N, n > ny.
no

Aplicam acum primului criteriu al comparatiei (teorema 1.2.3). Teorema este demonstrata.
[ |

oo
Teorema 1.2.8 (criteriul condensarii al lui Cauchy) Fie > u, o serie cu termeni pozitivi

n=1
o0
cu proprietatea ca sirul (u,,) al termenilor seriei este descrescator. Atunci seriile > u, §i
n=1
o0
> 2Mugn  au aceeagi naturd.
n=1

oo
Demonstratie. Fie s, := u; + us + ... + u,, suma partiala de rang n € N a seriei > u,
n=1

o0
si fie S, := 2ug + 2%ug2 + ... + 2™uye suma partiald de rang n € N a seriei > 2"ugn.
n=1

oo
Presupunem ca seria Y 2"ugn este convergenta; atunci sirul (5,,) al sumelor partiale
n=1
este marginit, prin urmare exista un numar real M > 0 astfel incat

0<S, <M, oricare ar fi n € N.

10



o
Pentru a arata ca seria ) u, este convergenta, in baza teoremei 1.2.2, este suficient sa
n=1

o0
aratam ca sirul (s,) al sumelor partiale este marginit. Deoarece seria > u,, este cu termeni
n=1

pozitivi, din n < 2! — 1, (n € N) deducem ci
Sp < Sont1_q :U1+(U2+U3)+(U4—|—---—|—u7)—|—

-+ (Ugn + Uon 41 + -+ Ugn-&-l,l) .

Intrucét girul (uy) este descrescator, urmeaza ca
Ugk > Ugk 1 >+ -+ > Ugkt1_q, oricare ar i k € N
si deci s,, se poate delimita mai departe astfel
Sp < Sgnti_y <up +2-up + 2% uge - 2" uge =
=u + S, <wu + M.

[e.9]
Asgadar girul (s,) este marginit si deci seria »_ u,, este convergenta.
n=1
[e.9]

Presupunem acum ca seria »_ u,, este convergenta,; atunci girul (s,,) al sumelor partiale
n=1
o

ale seriei ) w, este marginit, prin urmare exista un numar real M > 0 astfel incat
n=1

oo

0 < s, < M, oricare ar fi n € N. Pentru a arata ca seria » , 2"ugn este convergenta, este
n=1

suficient sa aratam ca sirul (.S,,) este marginit. Fie deci n € N. Atunci

Son = Uy + Ug + (uz + ug) + (us + ug + uy +ug) + - - -+
+ (ugn-141 + -+ -+ ugn) >

> Uy + us + 2u92 + 22u23 442 e >
1 1
> _S'n > _Sm
=W E g =g
prin urmare avem inegalitatile

Sn S 282n S 2M.

[e.9]
Agadar girul (.S,) este marginit si deci seria Y 2"ugn este convergenta. m

n=1
Exemplul 1.2.9 Seria
= 1
Z —, unde a € R,
n=1 n

numita seria armonica generalizata, este divergenta pentru a < 1 si convergenta
pentru a > 1.

11



Solutie. Intr-adevar, daca a < 0, atunci girul termenilor seriei (n~%) nu converge catre

o0
zero gi deci seria ) n—la este divergenta. Daca a > 0, atunci sirul termenilor seriei (n~%)
n=1
este descrescator convergent catre zero si deci putem aplica criteriul condensarii; seriile
o0 [&.°]
1 o n_1 n _ 1
Y oo 22 Geyr au aceeasi naturd. Intrucat 2 (Qn) = (5

>

n .
) , oricare ar fi n € N,
n=1

deducem ca seria 212" @) este de fapt seria geometrica Z (2a 1) , divergenta pentru
n= n=1

o
a < 1 si convergenta pentru a > 1. Urmeaza ca seria Z ni este divergenta pentru a <1

si convergenta pentru a > 1. m

oo

Teorema 1.2.10 (criteriul raportului, criteriul lui D’Alembert) Fie > wu, o serie cu
n=1

termeni pozitivi.

1° Daca existd un numdar real q € [0, 1] si un numdr natural ng astfel incat:

un+1 .
< q oricare ar fin € N, n > no,
Unp
o0
atunci seria Y u, este convergentd.
n=1

20 Dacd existd un numdr natural ng astfel incat:

Un41 .
> 1 oricare ar fin € N, n > ny,
Unp
o0
atunci seria Y u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. 1° Aplicdm al treilea criteriu al comparatiei (teorema 1.2.7, afirmatia
19), luand v, := ¢!, oricare ar fi n € N. Avem

Un+1 Un+1

<q= , oricare ar fi n € N, n > ny,
Unp Un
[e.9] oo
iar seria Y v, este convergenta, prin urmare seria y . u, este convergenta.
n=1 n=1

29 Din Upt1/Un > 1 deducem ca w41 > uy,, oricare ar fi n € N, n > ng, prin urmare
o0

sirul (u,) nu converge catre 0; atunci, in baza teoremei 1.1.8, seria ) u,, este divergenta.

n=1
]
o
Teorema 1.2.11 (consecinta criteriului raportului) Fie Y u, o serie cu termeni pozitivi
n=1
pentru care existd lim “2EL
n—00 "
1Y Dacd
. Un+1
lim — < 1,

n—oo un

atunci seria Y u, este convergentd.
n=1

12



29 Dacd

o0
atunci seria Y u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. Fie a := lim % Evident a > 0.
n—00 n

1° Intrucat a € [0, 1] deducem ci existi un numér real ¢ €la, 1[. Atunci, din a €la—1, ¢

rezulta ca exista un numar natural ny astfel incat

Un+1 .
€la —1,q|, oricare ar fi n € N, n > n,.
U,
Urmeaza ca
Unp+1 .
T < g, oricare ar fi n € N, n > ny.
Unp,
o0
Aplicand acum criteriul raportului, obtinem ca seria ) w,, este convergenta.
n=1

2% Dacd 1 < a, atunci existd un numar natural ng astfel incat

u
ntl > 1, oricare ar fin € N, n > ny.
Unp,
o
Aplicand acum criteriul raportului, obtinem ca seria » u, este divergenta. m
n=1
Exemplul 1.2.12 Seria
00 3
(n!)
(1.2.12) >
|
“— (3n)!
este convergenta.
Solutie. Avem ca
U 1
lim 4 = = <1,
n—o00 U, 27

sl atunci, in baza consecintei criteriului raportului, seria (1.2.12) este convergenta. m

o0
Observatia 1.2.13 Daca pentru seria cu termeni pozitivi Y u, exista limita lim “==

n—=1 n—00 "

(0.9}
si este egala cu 1, atunci consecinta criteriului raportului nu decide daca seria > u,, este
n=1
convergenta sau divergenta; exista serii convergente, dar si serii divergente pentru care
. 00 00
lim “** = 1. Intr-adevar, pentru seriile Y . n~' gi Y n~? avem, in ambele cazuri, lim
u
n—oo ™ n—=1 n—=1 n—0o0

fntl — 1, prima serie fiind divergenta (vezi exemplul 1.1.3) si a doua serie fiind convergenta

Un

(vezi exemplul 1.2.6). ¢
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o
Teorema 1.2.14 (criteriul radicalului, criteriul lui Cauchy) Fie > w, o serie cu termeni
n=1
PozitivI.
1Y Dacd existd un numdr real q € [0, 1] si un numdr natural ng astfel incat

(1.2.13) Su, < q, oricare ar fin € N, n > ng,
[e.e]
atunci seria Y u, este convergentd.

n=1
20 Daca eistd un numdr natural ng astfel incat

(1.2.14) Yu, > 1, oricare ar fin € N, n > nyg,
[o.¢]

atunci seria Y u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. 1° Presupunem ca exista g € [0, 1] i ng € N astfel incat (1.2.13) s& aiba
loc. Atunci

u, < ¢", oricare ar i n € N, n > ny.

Aplicim acum primul criteriu al comparatiei (teorema 1.2.3, afirmatia 1°), luand v, :=

1

~ o0
q" 1oricare ar fi n € N gi a := ¢. Intrucét seria > ¢" ! este convergentd, obtinem ca

n=1

oo
seria Y u, este convergenta.
n=1
2° Din (1.2.14) deducem c& u,, > 1, oricare ar fi n € N, n > ng, prin urmare sirul (u,)

(o]
nu converge catre 0; atunci, in baza teoremei 1.1.8, seria »_ wu, este divergenta. m
n=1

o

Teorema 1.2.15 (consecinta criteriului radicalului) Fie > w, o serie cu termeni pozitivi
n=1

pentru care exista lim /u,.

n—oo
19 Daca

lim Yu, <1,

n—oo

o0
atunci seria Y u, este convergentd.
n=1

20 Dacd

lim u, > 1,

n—oo

o0
atunci seria Y u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. Fie a := lim /u,. Evident a > 0.

n—o0

19 Intrucét a € [0, 1] deducem ci existé un numar real ¢ €]a, 1[. Atunci, din a €Ja—1, ¢

rezulta ca exista un numar natural ng astfel incat

Vup, €la —1,q|, oricare ar fi n € N, n > ny.
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Urmeaza ca
u, < q, oricare ar fin € N, n > ny.

o0
Aplicand acum criteriul radicalului, obtinem ca seria »_ u,, este convergenta.
n=1
20 Dacd 1 < a, atunci existd un numar natural ng astfel incat

u, > 1, oricare ar fi n € N, n > ny,.

o
Aplicand acum criteriul radicalului, obtinem ca seria ) u,, este divergenta. m
n=1

Exemplul 1.2.16 Seria

(1.2.15) Z <€/n3+3n2+1—€/n3—n2+1>

n=1

este convergenta.

Solutie. Avem

: 4
lim 3/u, = lim (\:”/n3+3n2+1—\‘5/n3—n2+1>:§>1.

n—oo n—oo

si deci, in baza consecintei criteriului radicalului, seria (1.2.15) este divergenta. m

oo
Observatia 1.2.17 Daca pentru seria cu termeni pozitivi »_ u, exista limita lim /u,
n—oo

n=1
oo

si este egald cu 1, atunci consecinta criteriului radicalului nu decide daca seria > u,
n=1

este convergenta sau divergenta; exista serii convergente, dar si serii divergente pentru

. 00 00
care lim /u, = 1. Intr-adevar, pentru seriile > n~! si > n~? avem, in ambele cazuri,
n—o0
n=1 n=1

lim {/u, = 1, prima serie fiind divergenta (vezi exemplul 1.1.3) si a doua serie fiind
n—oo
convergenta (vezi exemplul 1.2.6). ¢

[e.e]
Teorema 1.2.18 (criteriul lui Kummer) Fie > u, o serie cu termeni pozitivi.
n=1

1° Dacd existd un sir (a,) de numere reale pozitive, exista un numar real v > 0

neN»
st exista un numar natural ng cu proprietatea ca
Up .
(1.2.16) -~ Gny1 >, oricare ar fin € N, n > ny,
n+1

o0
atunci seria Y u, este convergentd.
n=1

oo
20 Dacd existd un sir (a,), de numere reale pozitive cu proprietatea cd seria ai
n=1

este divergenta si exista un numar natural ng astfel incat

(1.2.17) 4y —n

— api1 <0, oricare ar fin € N, n > nyg,
Un41

15



oo
atunci seria Y u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. Pentru fiecare numar natural n, notam cu

Sp = UL+ U2+ .. Uy
o
suma partiala de rang n a seriei _ u,.
n=1
19 Presupunem ci existd un sir (a,), de numere reale pozitive, existd un numar real

r > 0 gi existd un numar natural ng astfel incat (1.2.16) are loc. Sa observam ca relatia
(1.2.16) este echivalenta cu

(1.2.18) Aplly — Qpy1Upi1 > TUpi1, oricare ar fi n € Ny n > ng.
Fie n € N, n > ng + 1; atunci din (1.2.18) avem succesiv:

(g Ung — Qno4+1Ung+1 = TUng+1,

(p—1Up—1 — Qplp = TUp,

de unde, prin adunare membru cu membru, obtinem
A Ung — Aplly > T(Upg1 + - -+ Up).

De aici deducem ca, pentru fiecare numar natural n > ng avem

n no n 1
Sn= uk = ukt Y k< suy+ — (Gngu, — antin) <
k=1 k=1

k=no+1
S Sno + ;anounov

o A
prin urmare girul (s,) al sumelor partiale ale seriei Y u, este marginit. In baza teoremei
n=1

oo
1.2.2, seria Y u, este convergenta.
n=1
20 Presupunem ci existd un sir (a, ), de numere reale pozitive, cu proprietatea ca seria
oo
> ai este divergenta si exista un numar natural ny astfel incat (1.2.17) are loc. Evident
1 n

(1.2.17) este echivalenta cu

1
An41 < Un+1
L - un

an

, oricare ar fi n € N, n > ny.

o0
Deoarece seria y - este divergentd, conform criteriului al IIl-lea al comparatiei seria
n:1 n

o
>y, este divergenta.
n=1
Teorema este demonstrata. m
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oo
Teorema 1.2.19 (criteriul lui Raabe-Duhamel) Fie > w, o serie cu termeni pozitivi.
n=1
1° Dacd existd un numdr real ¢ > 1 si un numdar natural ny astfel incat

(1.2.19) n ( U _ 1) > q oricare ar fin € N, n > nq,
Un+1

oo
atunci seria Y u, este convergentd.
n=1
20 Dacd existd un numdr natural no astfel incat

(1.2.20) n ( Un_ _ 1) <1 oricare ar fin € N, n > ng,
Unp+1

oo
atunci seria Y u, este divergentd.
n=1

Demonstratie. In criteriul lui Kummer (teorema 1.2.18) sa luam a,, := n, oricare ar fi

Up, Up,
y, —anH:n( —1)—1.
Unp+1 Unp+1

1Y Daca ludm r := ¢ — 1 > 0, atunci, intrucat (1.2.16) este echivalenta cu (1.2.19),

n € N; obtinem

deducem ca seria ) u,, este convergenta.
n=1
20 Cum seria Y n~! este divergentd i (1.2.17) este echivalenta cu (1.2.20), obtinem
n=1

oo
ca seria »_ u, este divergenta. m
n=1

oo

Teorema 1.2.20 (consecinta criteriului lui Raabe-Duhamel) Fie Y u,, o serie cu termeni
n=1

pozitivi pentru care exista limita

19 Daca

[e.9]

atunci seria Y u, este convergentd.
n=1

29 Dacd

. Up,
lim n ( — 1) <1,
n—oo un+1

o0
atunci seria Y u, este divergentd.
n=1

17



Demonstratie. Fie

b:= lim n( Un —1).
n—oo un+1

1° Din b > 1 deducem c& exista un numar real ¢ €]1,b[. Atunci b €]q, b + 1] implica

existenta unui numar natural ng astfel incat

n ( Un 1) €lq,b+ 1], oricare ar fi n € N, n > ny,
Un+41

de unde obtinem ca (1.2.19) are loc. Aplicand acum criteriul lui Raabe-Duhamel, rezulta
ca seria iun este convergenta.

20 Dgzg b < 1, atunci exista un numar natural ng astfel incat (1.2.20) sa aiba loc.
Aplicand acum criteriul lui Raabe-Duhamel, rezulta ca seria i u, este divergenta. m

n=1

Exemplul 1.2.21 Seria

s n!
, unde a > 0,
; ala+1)---(a+n—1)

este convergenta daca si numai daca a > 2.

Solutie. Avem

. Unta
lim 2 =1

n—00 U‘TL

si deci consecinta criteriului raportului nu decide natura seriei. Deoarece

lim n( tn —1) =a—1,

in baza consecintei criteriului lui Raabe-Duhamel, daca a > 2, atunci seria data este

convergenta, iar daca a < 2 seria data este divergenta. Daca a = 2, atunci seria data
oo

devine ) #1 care este divergenta. Asadar seria data este convergenta daca si numai
n=1

dacaa > 2. m

3. Probleme propuse spre rezolvare - serii

Exercitiul 1.3.1 Calculati suma umatoarelor serii geometrice:

G)Z%, 6)22”_ +5<n—3)”+, oY e, d)Z(—%)n ) (-3

n>3 n>4 n>5 n>2
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Exercitiul 1.3.2 Calculati suma umatoarelor serii telescopice:
1

“>;4n2—1 Z\/’+W C)nzzsn(nﬂ)(nﬁ)
ln
Z In (1 + ) Z In nln(n—i—l)

n>1

Exercitiul 1.3.3 Stabiliti natura urmatoarelor serii:

0y L Y aX o aX (141

n>1 n>1 n>1 : n>1

Exercitiul 1.3.4 Stabiliti natura urmatoarelor serii:

“)Z 5n ’ b);3n+5n'

n>1

Exercitiul 1.3.5 Stabiliti natura urmatoarelor serii:

Exercitiul 1.3.6 Stabiliti natura urmatoarelor serii:

100™ 2n| R nl)? n
DD IE D DD PE d>2<2nl’ e)zm.

n>1 ’ n>1 n>1 >

Exercitiul 1.3.7  Stabiliti, in functie de valoarea parametrului ¢ > 0, natura

urmatoarelor serii:

19



Exemplul 1.3.1 Pentru fiecare a,b > 0, studiati natura seriei:

0 a™ OO on o a™b”

o

(2a+1)(3a+1)---(na+1)
Z (264+1)(3b+1)---(nb+1)"

n=1

Exemplul 1.3.2 Stabiliti natura seriilor:

= (2n — D! > 2n—1 s ( )
@) ; 2n)!! 2n 1 ; ; '
Exemplul 1.3.3 Pentru fiecare a > 0, studiati natura seriilor:
s n! = a”-n!
(14+3+.+2
a); ala+1)... a+n Za C); nm

Observatia 1.3.4 Pentru detalii puteti consulta [5].
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CAPITOLUL 2

Formula lui Taylor

1. Polinomul lui Taylor: definitie, proprietati

Formula lui Taylor, utilizata in special in aproximarea functiilor prin polinoame, este

una din cele mai importante formule din matematica.

Definitia 2.1.1 Fie D o submultime nevida a multimit R, xg € D si f : D — R o

functie derivabila de n ori in punctul xo. Functia (polinomialad) Ty...f : R — R definita

prin
no k)
(Tna) (@) = 2 T2 (0t
k=0 ’
(Thwo f) () = [ (z0) + # (x —x0) + / 2(!%) (. —x0) + ...
.+ M (x —x0)", oricare ar fi x € R,

n!
se numeste polinomul lui Taylor de ordin n atasat functiei f st punctului xq. O

Observatia 2.1.2 Polinomul lui Taylor de ordin n are gradul cel mult n. ¢

Exemplul 2.1.3 Pentru functia exponentiala f : R — R definita prin
f(z) =expx, oricare ar fi x € R,

avem

f® (2) = expx, oricare ar fi x € Rsi k € N.
Polinomul 1ui Taylor de ordin n atagat functiei exponentiale, exp : R — R, si punctului
zg = 0 este

11 1,
(Two exp) () = 14 g + 7 4+ 4 —a”,

oricare ar iz € R. $

Observatia 2.1.4 Remarcam ca domeniul de definitie al polinomului lui Taylor este R,
nu domeniul de definitie al functiei f. Mai mult, fiind o funtie polinomiala, T,,.,, f este o
functie indefinit derivabila pe R si, pentru orice x € R, avem
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/ 1 @ (g f (o n—1
B () = 1 a0) + L2 (o =) 4 L ot
(T f) (2).
" (2) f® (o f (20) n—2
Tz /)" (z) = f ($0)+T($ To) + -+ (n—2)! (x—20)" " =
= Tz ") (2).
™ (2,
(Lo ) (@) = £ () + L) () =

1!
= (T1§370f(n_1)) (ZL’) )

(Tn;:cof)(n) ($) = f(n) (1’0) = (TO;xof(n)) (:B) )
(Tn;xof)(k) () =0, oricare ar i k € N, k > n + 1.

De aici deducem ca
(Tn;xof)(k) (1g) = ) (x0), oricare ar i k € {0,1,---,n}

si
(Tn;xof)(k) (xo) =0, oricare ar i k € N, k > n + 1.

Prin urmare, polinomul lui Taylor de ordin n atagat functiei f si punctului x( cat si
derivatele lui pana la ordinul n coincid in x( cu functia f si respectiv cu derivatele ei pana
la ordinul n.

2. Formula lui Taylor

Definitia 2.2.1 Fie D o submultime nevida a mulfimit R, xo € D si f : D — R o
functie derivabila de n ori in punctul xy. Funclia Ry, f : D — R definita prin

(Rnwo f) () = [ (2) = (Toio ) (), oricare ar fix € D

se numeste restul Taylor de ordinul n atasat functiei f st punctului x,.
Orice egalitate de forma

f= Tn;zof + Rn;zofa
unde pentru R,..,f este data o formula de calcul, se numeste formula Taylor de or-

dinul n corespunzatoare functiei f si punctului x,. In acest caz R, [ se numeste
restul de ordinul n al formulei lui Taylor. ¢
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Observatia 2.2.2 Deoarece f si T, f sunt derivabile de n ori in ¢, rezulta ca si restul

Ryoof = [ — Tha,f este o functie derivabila de n ori in z si

(Rn;zof)(k) (x9) =0, oricare ar i k € {0,1,---,n}.

Observatia 2.2.3 Functia R,.,,f : D — R fiind derivabila in z, este continua in x, si
deci exista

lim (R f) (2) = (Rusao ) (20) = 0.

Tr—xTQ
Aceasta Inseamna ca pentru fiecare numar real ¢ > 0 exista un numar real o > 0 astfel
incat oricare ar fi x € D pentru care |z — x| < 0 avem

|f (l’) - (Tn;mof) (I)| <e.

Prin urmare, pentru valorile lui « € D, suficient de apropiate de zg, valoarea f (z) poate
fi aproximata prin (7),..,, f) () .

In cele ce urmeaza, vom preciza o caracaterizare a restului.

Teorema 2.2.4 Fie I un interval din R, xg € I si f: I — R o functie derivabila de n
ort in punctul xy. Atunci

iy (Brnf) (@)

T—T0 (m — xo)n

=0.

Demonstratie. Aplicand de n — 1 ori regula lui ’'Hopital si tinand seama ca

f Y (@) = f07Y (o)

mh—gclo T — xo = " (o).
obtinem
i Bl 0) _ @) = (Tnof) ) _
T—T0 (l’ — $0) z—x0 (gj — ;1;0)
i ) = (T"Wﬁ, (@) _ .
e=zo o (z— x0)
e {07V (@) - (T )"V (@) _
z—0 n! (x — o)
— lim FU (@) = 7 (@) — f™ (wo) (x — o) _
T n! (z — )
(n—1) _ f£(n—1)
- %JL‘?O ! (92 - io (o) _ o ()| = 0.
u
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Observatia 2.2.5 Daca notam cu a4, f : I — R functia definita prin

(R f) (2)
(o f) (2) =4 (x—20)"

0, daca r = xy,

daca x € I\{zo}

atunci, din teorema 2.2.4 rezulta ca functia oy, f este continua in punctul z,. Mai mult,

pentru fiecare x € I are loc egalitatea:

f(x) = (Thwo f) (2) + (z — 0)" (o f) (). O

Exemplul 2.2.6 Pentru functia exponentiala, exp : R — R, formula lui Taylor-Young,
pentru xg = 0, are forma:

1 1 L v o on
eXPIIl—FﬁSU—i-ixz‘F“""ml’ +x (O‘n;()f)(x>7

oricare ar fi z € R, unde

lim (0f) (2) = (a0 ) (0) = 0. 0

In baza teoremei 2.2.4, dacd I este un interval din R, z € I si f: I — R este o functie

derivabila de n ori in xg, atunci, pentru fiecare x € I, avem
(2.2.21) [ (@) = (Thu f) (x) + 0 ((x — x0)") pentru x — .

Agadar urmatoarea teorema are loc.

Teorema 2.2.7 Fie [ un interval din R, zg € I gi f : I — R o functie. Daca functia f
este derivabila de n ori in punctul xo, atunci pentru orice x € I, egalitatea (2.2.21) are
loc.

Relatia (2.2.21) se numeste formula lui Taylor cu restul sub forma lui Peano. §

3. Forme ale restului formulei lui Taylor

Teorema 2.3.1 (teorema lui Taylor) Fie I un interval din R, f : I — R o functie
derivabila de n+1 ori pe I, xg € I si p € N. Atunci pentru fiecare x € I\{x¢}, exista cel
putin un punct ¢ cuprins strict intre x $it xo astfel incat

[ (@) = (Tuao f) (@) + (Rusao ) ()
unde

(2.3.22) (R ) () = (x — xo)pfjp_ c)"? FOHD (6). 0
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Demonstratie.
Vom arata, in continuare, ca restul R,.,,f al formulei lui Taylor se poate scrie sub
forma
(Briao f) (2) = (2 — 20)" K,
unde p € Ngi K € R.
Fie I un interval din R, f : I — R o functie derivabila de (n + 1) ori pe I, p un numar
natural si x §i ¢y doua puncte distincte din . Fie K € R astfel incat sa avem

SO (o) J® (o)

f(ﬂﬂ):f($0)+T(m—xo)JrT(:v—mo)QJr...
(n)
ot fn—(!ﬂﬂo) (x —x0)" + (v — z0)" K.
Functia ¢ : I — R, definita, pentru orice ¢t € I, prin
(1) (2) (n)
cr=10+ 10wy 0y SOy

1!
Fe -tV K,
este derivabila pe I, deoarece toate functiile din membrul drept sunt derivabile pe I.
Intrucat ¢ (zg) = ¢ (x) = f(x), deducem ca functia ¢ satisface ipotezele teoremei
lui Rolle pe intervalul inchis cu extremitatile zy si x; atunci exista cel putin un punct c

cuprins strict intre zg §i x astfel incat ¢’ (¢) = 0. Deoarece

AN
¢ (t) = uf(”ﬂ) (t)—p(x—t)" 'K, oricare ar fit € I, .
n!

egalitatea ¢’ (¢) = 0 devine

de unde rezulta

T — C>n—p+1

K — ( n!p f(n+1) (C) )

Prin urmare, restul R, f are forma

(x — x)? (x — aco)"_pJrl

nlp

(Bnao f) (x) = Fr (o).

Forma generala a restului, data in formula (2.3.22) , a fost obtinuta, in mod indepen-
dent, de Schlémilch si Roche, de aceea restul scris sub forma (2.3.22) se numeste restul
lui Schlomilch-Roche.

Doua cazuri particulare fusesera obtinute anterior de Lagrange si Cauchy.

Cauchy obtine pentru rest formula:

(2 = 20) (2= )"
n!

(2.3.23) (Rniwo f) (1) = Fr (o),
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care, evident, este restul lui Schlémilch-Roche pentru p = 1.

Lagrange obtine pentru rest formula:

($ . $0)n+1
2.3.24 Roa = U ) ()
(23:24) (Buwn ) () = B D (0
care, evident, este restul lui Schlomilch-Roche pentru p =n + 1.
Daca f este o functie polinomiala de gradul n, atunci, pentru orice xy € R,
(Rnaof) (x) =0, oricare ar fi x € R.

Acesta a fost cazul studiat de Taylor. Traditia a consacrat numele de ” formula lui Taylor”
pentru toate cazurile studiate, afara de unul singur: 0 € I si o = 0. Acest caz fusese,
studiat anterior lui Taylor de Maclaurin. Traditia a consacrat urmatoarea definitie.

Definitia 2.3.2 Formula lui Taylor de ordin n corespunzatoare functier f si punctului

xo = 0, cu restul lui Lagrange, se numeste formula lui Maclaurin.(1698 - 1746). O

Exemplul 2.3.3 Pentru functia exponentiala exp : R — R formula lui Maclaurin este

1 1 1
expx:1—|——:U—|——x2+---—|—mx"—l—(Rn;of)(x),

1! 2!
unde .
xn
(Rnoexp) (z) = (RS (c), cu lef <|z|.
Avem
‘.T’TH_I ’.f‘n_'_l
|(Rn0exp) (z)| = mexp (c) < mexp lz|, x € R.
Cum pentru fiecare x € R,
n+1
lim Lexp lz| =0,
n—oo (n + 1)!

deducem ca seria

= 7" 1 1, 1,
1+25:1+ﬂx+5$ AT

este convergenta pentru orice x € R, gi suma ei este exp x, adica
1 1 1
expx:1—|—ﬂx+§x2+---+—'x"+---, oricare ar fi z € R.

Similar obtinem ca pentru orice a > 0, a # 1,

Ina In?a 9 In"a

a :1+Tx+ o ¥ +- o

Deoarece in teorema 2.3.1, ¢ este cuprins strict intre x si g, deducem ca numarul

4, reR O

C— Xo

9:

€l0,1
T, 01
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si
c=xz0+0(x—x).

Atunci restul R, f se poate exprima si astfel:

(2325) (Rn;xof) (l’) _ («T - flf(])n n'(; — Q)n_p

(Schlomilch — Roche)

FO (20 + 6 (2 — 20))

(v — xo)nH (1—0)"

(2.3.26) (B f) () = FUY (@0 + 6 (x — x0))  (Cauchy)

n!
- (@ —20)""" ) _
(2.3.27) (Rnao f) () 1] f (xo+ 0 (x —x0)) (Lagrange).

Agadar am obtinut urmatoarea teorema.

Teorema 2.3.4 Fie I un interval din R, f: I — R o functie derivabila de n+ 1 ori pe
I, xg € I si p € N. Atunci pentru fiecare x € I\{xo}, exista cel putin un numar 6 €0, 1]
astfel incat sa avem

(@) = (Thaof) () + (Ruao f) (),

unde (R, f) (z) este dat de (2.3.25).
Daca p = 1, obtinem (2.3.26), iar daca p = n + 1 atunci (R, f) (z) este dat de
(2.8.27). ¢

Exemplul 2.3.5 Pentru functia f : R — R definita prin
f (z) =expx, oricare ar fi x € R,

formula lui Maclaurin este

11 1,
eXp$:1+ﬁx+ﬁx2+"'+ﬁx + (Bnof) (x),

unde
n+1

(n+1)!

Ryof (z) = exp (fz), 6€]0,1, z€R. O

27



4. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 2.4.1 Scrieti polinomul lui Taylor de ordinul n = 2m —1 atagat functiei sinus,
sin : R — R, si punctului xq = 0.

Exemplul 2.4.2 Scrieti polinomul lui Taylor de ordinul n = 2m atagat functiei cosinus,

cos : R — R si punctului zy = 0.

Exemplul 2.4.3 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia sinus, sin :
R — R.

Exemplul 2.4.4 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia cosinus,
cos: R — R.

Exemplul 2.4.5 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia f :]—1, +oo[—
R definita prin
f(x)=In(1+x), oricare ar fi x €] — 1, 400].

Exemplul 2.4.6 Scrieti formula lui Maclaurin de ordinul n pentru functia f :]—1, +oo[—
R definita prin

f(z)=(1+=x)", oricare ar fi x €] — 1, +0o0],
unde r € R.

Exemplul 2.4.7 Fie f :]0,+o0o[— R functia definita prin f(z) = 1/, oricare ar fi
x €]0,400[. S& se scrie formula lui Taylor de ordinul n corespunzatoare functiei f si

punctului xq = 1.

Exemplul 2.4.8 Sa se scrie formula lui Maclaurin de ordinul n corespunzatoare functiei,
folosind acolo unde este cazul formula de derivarea a produsului a doua functii

(f9)" =Y CEF ) g
k=0

a) f:]—1,400[— R definita prin f(z) = xIn(1 + z), oricare ar fi z € |—1, 400;
) f:
) [

)
f
f

=

| — 00, 1[— R definita prin f(z) = zIn(1 — x), oricare ar fi x €] — o0, 1];
] = 1,1]— R definita prin f(z) = v/3z + 4, oricare ar fi z € |—1,1];
d) f:] —1/2,400[— R definita prin f(z) = 1/v/2x + 1, oricare ar fi z € |—1/2, +00].

c

Exemplul 2.4.9 Sa se scrie formula lui Taylor de ordinul n corespunzatoare functiei f
si punctului xy, daca:
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a) f:]0,+o00[— R este definita prin f(z) = 1/x, oricare ar fi x €]0, +00[ si z¢ = 2;
b) f:R — R este definita prin f(x) = cos(z — 1), oricare ar fi x € R §i xg = 1.

Observatia 2.4.10 Pentru mai multe detalii puteti consulta [5] si [2].
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CAPITOLUL 3

Integrala Riemann

Notiunea de integrala a aparut din nevoia practica de a determina aria unor figuri
plane, precum si din considerente de fizica. Calculul integral, aga cum il concepem azi, a
fost dezvoltat in secolul al XVII-lea de catre Newton si Leibniz. Newton numeste fluziune
- derivata si fluentd - primitiva. Leibniz introduce simbolurile d si [ si deduce regulile
de calcul ale integralelor nedefinite.

Definitia riguroasa a integralei, ca limita sumelor integrale, apartine lui Cauchy (1821).
Prima demonstratie corecta a existentei integralei unei functii continue este data de Dar-
boux in 1875. In a doua jumatate a secolului al XIX-lea, Riemann, Du Bois-Reymond
si Lebesque dau conditii pentru integrabilitatea functiilor discontinue. In 1894, Stieltjes
introduce o noua integrala, iar in 1902, Lebesque formuleaza notiunea mai generala de
integrala.

1. Diviziuni ale unui interval compact

Definitia 3.1.1 Fie a,b € R cu a < b. Se numeste diviziune a intervalului [a,b]
orice sistem ordonat

A = (20,21, ..., Tp)
de p+ 1 puncte xg, x1, ..., x, din intervalul [a,b] cu proprietatea ca

a=x)<x < <Tp_g <xp =001

Daca A = (g, 1, ...,,) este o diviziune a intervalului [a,b], atunci xg, x1, ..., z, se
numesc puncte ale diviziunii A.

Vom nota cu Div [a, b] multimea formata din toate diviziunile intervalului [a, b] , deci
Div [a,b] = {A: A este diviziune a intervalului [a, b]}.
Daca A = (zg, 1, ..., x,) este o diviziune a intervalului [a, b], atunci numarul
|A|| = max{x1 — zo, 22 — 21, ..., 7p — Tp_1}

se numeste norma diviziunii A.

Exemplul 3.1.2 Sistemele
A =(0,1), A?=(0,1/3,1), A®=(0,1/4,1/2,3/4,1)
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sunt diviziuni ale intervalului [0, 1]. Aceste diviziuni au normele

At =1, a2 =273, %] =1/4.0

Teorema 3.1.3 Fie a,b € R cu a < b. Pentru fiecare numar real € > 0 exista cel putin
o diviziune A a intervalului [a,b] cu proprietatea ca ||All < e.

Demonstratie. Fie ¢ > 0 si p un numar natural cu proprietatea ca (b — a) /p < €. Daca
h = (b — a) /p, atunci sistemul ordonat

A:(aaa+h7a+2h7'"7a+(p_1)h7b)

este o diviziune a intervalului [a,b]. Mai mult ||Al| =h <e. m

Definitia 3.1.4 Fiea,be R cua <b si A = (zo,21,...,2,) s1 A = (xg,:c’l, . ~,a:;) doua
diviziuni ale intervalului [a,b]. Spunem cad diviziunea A este mai fina decat diviziunea
A" g1 scriem A O A’ (sau A" C A) daca

{2, 2l} C {mo, w1, - 2y} O

Teorema urmatoare afirma ca prin trecerea la o diviziune mai fina, norma diviziunii
nu creste.

Teorema 3.1.5 Fiea, b€ R cua <b gi A si A doua diviziuni ale intervalului [a,b] .
Daca diviziunea A este mai find decat diviziunea A', atunci [|Al] < [|A]] .

Demonstratie. Este imediata. m

Observatia 3.1.6 Daca A, A’ € Div [a, b] , atunci din ||A|| < ||A’|| nu rezulta, in general,
ca A'C A O

Definitia 3.1.7 Fiea,b€ R cua < b. Daca A" = (m{),x’l, . -,x;,) s1 A" = (xg,x/l’, ...,x;’)
sunt diviziuni ale intervalului [a,b], atunci diviziunea A = (xg,x1,+ -+, x,.) a intervalului
[a, ] ale carei puncte sunt elementele multimii {xg, x1, ..., 2} U{xg, 27, - -, 27}, luate in
ordine strict crescatoare, se numeste reuntunea lui A" cu A" gi se noteaza cu AU A,

O

Teorema 3.1.8 Fie a,b € R cu a < b. Daca A" si A" sunt diviziuni ale intervalului
la,b], atunci

PPAUA" DA si NNUA" DA,

20 [JATU A" < A si [[ATU AT [[AT]

Demonstratie. Este imediata. m
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Definitia 3.1.9 Fie a,b € R cua < b si A = (29,21, ...,x,) €Div[a,b]. Se numeste
ststem de puncte intermediare atasat diviziunii A orice sistem & = (&1,&, ..., &)
de p puncte &1, &, ..., &, € [a,b] care satisfac relatiile

i1 <& < m;, oricare ar fii € {1,...,p}. O

Vom nota cu Pi(A) multimea formata din toate sistemele de puncte intermediare
atagate diviziunii A, deci

Pi(A) = {£: £ este sistem de puncte intermediare atagat diviziunii A}.

2. Integrala Riemann

Definitia 3.2.1 Fiea,b € R cua <b, A = (xg, 21, ..., 2,) 0 diviziune a intervalului [a,b],
€= (&,8&,...,&) un sistem de puncte intermediare atasat diviziunii A gi f : [a,b] = R o
functie. Numarul real

o(fiA¢) = Z [ (&) (v — i)

se numeste suma Riemann atasata functiei [ diviziunii A gi sistemului &. [

Definitia 3.2.2 Fiea,be R cua <b si f:[a,b] = R. Spunem ca functia f este inte-
grabild Riemann pe [a,b] (sau, simplu, integrabild) daca oricare ar fi sirul (A™), oy
de diviziuni A™ € Div[a,b], (n € N) cu nh_)rxolo |A™|| = 0 si oricare ar fi sirul (§"),cy de
sisteme {" € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A", &")),en al sumelor Riemann o (f; A", £"),
(n € N) este convergent. O

Teorema 3.2.3 Fica,b € R cua < b gi f: [a,b] = R. Funclia f este integrabila
Riemann pe |a,b] daca i numai dacd exista un numdr real I cu proprietatea cda pentru
fiecare sir (A"), .y de diviziuni A" € Div[a,b], (n € N) cu nh_)nolo |A™|| = 0 si pentru
fiecare sir (§"),, oy de sisteme §" € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A", £")),en al sumelor
Riemann o (f; A", "), (n € N) este convergent catre 1.

Demonstratie. Necesitatea. Fie <Z”) sirul de diviziuni cu termenul general:
neN

A" = (a,a+h,a+2h,..a+ (n—1)h,b), (neN)

si (£"),en sirul cu termenul general:

& = (a,a+ h,a+2h,..a+(n—1)h), (ne€N)

unde

b—a

n

h =
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Evident, pentru fiecare n € N avem:

A" eDiviad, |jar) =9

si € € Pi (K”) .

Atunci girul (O’ ( f,ﬁ”,{“)) este convergent; fie I € R limita girului
neN

((158)),.,

Vom ardta ca oricare ar fi sirul (A") _y de diviziuni ale intervalului [a,b] cu lim

neN n—00
|A™|| = 0 si oricare ar fi girul (£"),.y de sisteme " € Pi(A"), (n € N), sirul
(o (f; A", €")),en al sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N) este convergent catre I.
Fie deci (A"), oy un sir de diviziuni A" € Div[a,b], (n € N) cu lim [[A"[| = 0 si fie
n—oo

(§"),,en un sir de sisteme £" € Pi(A™), (n € N). Atunci sirurile (A"), oy, (é”)neN, unde

A" =

AF daci n = 2k &k dacin =2k
AF dacan=2k+1, =

€ dacan=2k+1,

au urmatoarele proprietati:

i) A" € Div[a,b], {" € Pi(A"), oricare ar fi n € N;

i) lim A" = 0.

In baza ipotezei, girul (J ( fi A", g”))neN este convergent; fie [ limita lui. Tinand seama
ca girul (0 (f, K”, {”))
ca I = I. Intrucat (o (fr;leAN",f"))neN este subsir al sirului convergent (U (f;é",é"))neN,

obtinem ca sirul (o (f; A", £")), ey converge catre 1.

este subsir al sirului convergent (a ( fi A" §”))neN, deducem

Suficienta rezulta imediat din definitie. m

Teorema 3.2.4 (unicitatea integralei) Fie a,b € R cua < b i f : [a,b] — R. Atunci
exista cel mult un numar real I cu proprietatea ca pentru fiecare sir (A"), . de diviziuni
A" € Diva,b], (n € N) cu lim [|A"|| =0 si pentru fiecare sir (§"),cn de sisteme £ €
Pi(A™), (n € N), sirul (o (f?ZO’?, £"))pen ol sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N) este

convergent catre I. [

Prin urmare, fiind data o functie f : [a,b] — R putem avea numai una din urmatoarele
doua situatii:

a) exista un numar real I cu proprietatea ca pentru fiecare sir (A") _ de diviziuni
A" € Diva,b], (n € N) cu 111520 |A™|| = 0 si fiecare sir (£"),,oy de sisteme £ € Pi(A"),
(n € N),sirul (o (f; A", £")),,en @l sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N) este convergent
catre I.
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In acest caz, in baza teoremei 3.2.4, numarul real / este unic. Numarul real I se va

numi integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a,b] si se va nota cu:

I::/abf(x)dx.

b) Nu exista nici un numar real I cu proprietatea ca pentru fiecare gir (A"), _ de
diviziuni A" € Div[a,b], (n € N) cu lim [[A"| = 0 si fiecare sir ({"),oy de sisteme
n—o0

" € Pi(A"), (n € N), sirul (o (f; A", £")),,en @l sumelor Riemann o (f; A", "), (n € N)
este convergent catre I. In acest caz functia f nu este integrabila Riemann pe [a, b] . Prin
urmare o functie f : [a,b] — R nu este integrabila Riemann pe [a,b] daca si numai daca
oricare ar fi numarul real I exista un sir (A"), . de diviziuni A" € Div[a,b], (n € N) cu
nh_)lrrol<> |A™|| = 0 si un sir (£"),,cy de sisteme £" € Pi(A"), (n € N), cu proprietatea ca sirul

(o (f; A", €")),en al sumelor Riemann o (f; A", £"), (n € N) nu converge catre /.

3. Primitive

In aceastd sectiune vom introduce o clasa importanta de functii reale si anume
clasa functiilor care admit primitive. Conceptul de primitiva leaga intre ele doua
concepte fundamentale ale Analizei Matematice: derivata si integrala. Vom aborda
probleme de natura calitativa privind studiul existentei primitivelor precum si de natura
calculatorie relative la metode de calcul de primitive.

Definitia 3.3.1 Fie D o submultime nevida a multimii numerelor reale R, f: D — R o
functie si I o submultime nevida a multimii D. Spunem ca functia f admite primaitive
(sau ca este primitivabild) pe I daca exista o functie F': I — R astfel incat:

i) functia F este derivabila pe I;

it) F'(x) = f(x), oricare ar fi x € 1.

Daca functia f admite primitive pe multimea de definitie D, atunci spunem simplu ca
functia f admite primitive (sau ca este primitivabila). O

Exemplul 3.3.2 Functia f : R — R definita prin f (z) = x, oricare ar fi z € R, admite
primitive pe R deoarece functia derivabild F : R — R definitd prin F' (z) = 2?/2, oricare
ar fi x € R, are proprietatea ca F' = f. [

Definitia 3.3.3 Fie D o submultime nevida a multimii numerelor reale R, f: D — R o
functie si I o submultime nevida a multimiz D. Se numeste primitiva a functiet f pe
mulfimea I orice functie F': I — R care satisface urmatoarele proprietati:

i) functia F' este derivabila pe I;

it) F' (x) = f(x), oricare ar fix € 1.
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Daca F este o primitiva a functiei f pe multimea de definitie D a functiei f, atunci

se spune simplu ca functia F este primitiva a functier f. O

Teorema 3.3.4 Fie I un interval din R si f : I — R o functie. Daca Fy; : I — R &
Fy . I — R sunt doud primitive ale functier f pe I, atunci exista un numdar real ¢ astfel
incat

Fy (z) = Fy (x) + ¢, oricare ar fixz € 1.

%

(Oricare doud primitive ale unei functii primitivabile difera printr-o constanta)

Demonstratie. Functiile F7 si F; fiind primitive ale functiei f, sunt derivabile gi F| =
F) = f, deci
(Fy— F) =F,— F =0.

Functia derivabila F, — F} avand derivata nula pe intervalul I, este constatnta pe acest

interval. Prin urmare, exista un numar real ¢ astfel incat

Fy(x) — Fy (z) = ¢, oricare arfi x € I.

Observatia 3.3.5 In teorema 3.3.4, ipoteza ca multimea I este interval este esentiala.
Intr-adevar, pentru functia f : R\{0} — R definita prin

f(x) =0, oricare ar fi x € R\{0},
functiile Fy, Fy : R\{0} — R definite prin
Fy (z) =0, oricare ar fi z € R\{0},

respectiv

P () 0, dacax <0
€T) =
? 1, daca x > 0,

sunt primitive ale functiei f pe R\{0}. Sa observam ca nu exista ¢ € R ca sa avem
Fy (z) = Fi (x) + ¢, oricare ar fi x € R\{0}. Subliniem faptul ca R\{0} nu este interval.
0]

Definitia 3.3.6 Fie I un interval din R si f : I — R o functie care admite primitive pe
intervalul I. Multimea tuturor primitivelor functiei f pe intervalul I se numeste integrala

nedefinita o functiei f pe intervalul I $i se noteaza cu simbolul

/ f(zx)dz, ze€l.

Operatia de calculare a primitivelor functiei f se numeste integrare.
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Observatia 3.3.7 Mentionam ca simbolul [ f (x)dz trebuie privit ca o notatie indivi-
zibila, adica pértilor [ sau dx, luate separat, nu li se atribuie nici o semnificatie. O

Fie I un interval din R si § (/; R) multimea tuturor functiilor definite pe I cu valori
in R. Daca G si ‘H sunt submultimi nevide ale lui § (I, R) si a este un numar real, atunci

G+H={f:1—R: existd g € Ggihe€H astfel incat f =g+ h},

aG ={f: 1 — R: exista g € G astfel incat [ = ag}.

Daca G este formata dintr-un singur element go, adica G = {go}, atunci in loc de
G+H = {90} + H vom scrie simplu gy + H.
In cele ce urmeaza vom nota cu C multimea tuturor functiilor constante definite pe

cu valori in R, adica
C={f:1I—R: exista c € R astfel incat f (z) = ¢, oricare ar fi x € I}.

Se constata imediat ca:

a) C+C =C;

b) aC = C, oricare ar fi a € R, a # 0,
adica suma a doua functii constante este tot o functie constanta, iar o functie constanta
inmultita cu un numar real este tot o functie constanta.

Cu aceste observatii, sa ne reamintim ca daca Fy : [ — R este o primitiva a functiei
f I — R peintervalul I C R, atunci orice alta primitiva F': I — R a lui f pe [ este de
forma F' = Fy+ ¢, unde ¢ : I — R este o functie constanta, adica ¢ € C. Atunci

/f(x)dx ={F e€§(I,R): F este primitiva a lui f pe [} =

={Fo+c: ceC}=F,+C.
Observatia 3.3.8 Fie f: I — R o functie care admite primitive pe [ si fie Fy : [ — R
o primitiva a functiei f pe I. Tinand seama de observatia 3.3.5, avem ca
/f(x)dx ={ F:1—R: F este primitiva a functiei f} = F, +C.

Rezulta ca

deci

/f(a:)dx+C:/f(x)dm.
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Observatia 3.3.9 Daca functia f : I — R admite primitive pe intervalul I si F': I — R

este o primitiva a functiei f pe I, atunci

/f(a:)da: =F+C
sau

/F’(:U)dx =F+C.

3.1. Primitivabilitatea functiilor continue. In cele ce urmeaza vom arata ca

functiile continue admit primitive.

Teorema 3.3.10 Fie I un interval din R, xo € I si f: I — R o functie local integrabila
Riemann pe I. Daca functia [ este continua in punctul xo, atunci pentru orice a € I,
functia F : I — R definita prin

F(x):/ f(t)dt, oricare ar fix € 1,

este derivabila in punctul zo si F' (xo) = f (o) .

Demonstratie. Evident F (a) = 0. Fie ¢ > 0. Deoarece functia f este continua in x,
exista un numar real § > 0 astfel incat pentru orice t € I cu [t — zo| < § s avem

|f(t) = [ (0)] <e/2,
sau echivalent

Jao) = 5 < F () < f (w0) + 5.

Fie z € I\{z¢} cu |x — x| < §. Distingem doua cazuri:

Cazul 1: z > x¢; atunci, pentru fiecare t € [z, z], avem

Flao) =5 < F(0) < (ao) + 5.

/x (f(m)-%)dté/mjf(t)dtS/gC (f (@) +5) dt,

zo

si deci

de unde rezulta ca

(f (@0) = 5) (& = 20) < F (@) = F (20) < (£ (x0) + 5 ) (& = o).
sau echivalent
Fla) =5 < TOZEE) < gy 4 2
Prin urmare
D) ()| <5
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Cazul 2: x > x¢; atunci pentru fiecare ¢ € [z, 2|, avem

Flao) =5 < F(0) < (ao) + 5.

/ (f(m)-%)dté/:Of(t)dté/:o (f (@) +3) dt,

de unde rezulta ca

si deci

€ €
(£ @o) = 5) (w0 =) < F(a0) = F (@) < (f (w0) + 5 ) (w0 — ),
sau echivalent
e F(z)— F(x)
_ < < el
flao) =5 = pr— < fzo) +
Prin urmare
F(x)—F(x
i ).
r — T
Agadar, oricare ar fi x € I\{zo} cu |z — zo| < ¢ avem
F(z)—-F(x
‘ (z) (0)—f(x0)’<5.
r — X
Rezulta ca exista
fim L0 ),
T—T0 T — Zo

deci F este derivabild in punctul zg si F' (x¢) = f (zo) . ®

Observatia 3.3.11 Daca functia F' din teorema 3.3.10 este derivabila in punctul zg,
nu rezulta ca functia f este continua in punctul xy. Intr-adevar, functia f : [0,1] — R
definita prin f (z) = |x], oricare ar fi # € [0,1], nu este continud in punctul zo = 1, in
timp ce functia F': [0,1] — R definita prin

/ f(t)ydt = / 0dt = 0, oricare ar fi z € [0, 1],

este derivabila in punctul 1. ¢

Teorema 3.3.12 (teorema de existentda a primitivelor unei functii continue) Fie I un
interval din R, a € I i f: I — R. Daca functia f este continua pe intervalul I, atunci
functia F : I — R definita prin

= / f(t)dt, oricare ar fix € I,
este o primitiva a functiei f pe I cu proprietatea ca F(a) = 0.

Demonstratie. Se aplica teorema 3.3.10. m
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Teorema 3.3.13 (teorema de reprezentare a primitivelor functiilor continue) Fie I un
interval din R, a € I gi f : I — R o functie continua pe I. Daca F : I — R este o

primitiva a functiei f pe I cu proprietatea ca F(a) =0, atunci

F(z) = /x f(t)dt, oricare ar fi x € 1.

Demonstratie. In baza teoremei de existentd a primitivelor unei functii continue
(teorema 3.3.12), functia F} : I — R definita prin

Fi(z) = / f(t)dt, oricare ar i z € I,

este o primitiva a functiei f pe /. Atunci exista ¢ € R astfel incat F'(z) = Fi(x)+c, oricare
ar fi z € I. Deoarece F'(a) = Fi(a) = 0, deducem ca ¢ = 0 si teorema este demonstrata. m

Teorema 3.3.14 Fie I un interval din R si f : I — R o functie local integrabila pe I.
Daca functia f este marginita pe I, atunci pentru orice a € I, functia F': I — R definita
prIn

F(z) = / f(t)dt, oricare ar fix € 1,
este lipschitziana pe 1.

Demonstratie. Functia f este marginita pe I, atunci exista un numar real M > 0 astfel
incat
|f (t)] < M, oricare ar fi x € I.

De aici deducem ca, pentru orice u,v € I, avem

/uvf(t)dt

prin urmare functia F' este lipschitziana. m

|F (u) = F(v)| = <

[ir@na < arpu-.

4. Formula lui Leibniz-Newton

Teorema 3.4.1 (teorema lui Leibniz — Newton) Fie a,b € R cua <b gi f : [a,b] = R
o functie. Daca:

(i) functia f este integrabila Riemann pe |a,b];

(17) functia f admite primitive pe |a, bl
atunci pentru orice primitiva F : [a,b] — R a functiei f are loc egalitatea

b
(3.4.28) / f(x)de =F(b) — F(a).
Demonstratie. Fie (A"),  un sir de diviziuni A" = (7, - - -, 2} ) ale intervalului [a, b]
astfel incat lim [|A”|| = 0. In baza teoremei de medie a calculului diferential aplicata
n—oo
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restrictiei functiei F' la intervalul [z ,,z7], (n € N) deducem ca pentru fiecare numar

natural n gi pentru fiecare i € {1, - -, p,} exista un punct £ €]z |, z}[ cu proprietatea

F(a}) = F (55'?—1) = F' (&) (55? - 5"?—1) .

7

Cum, prin ipoteza, F’ (x) = f (x), oricare ar fi x € [a, b], avem ca

F(z}) - F (35?—1> = f (&) (93? - m?—1) )

oricare ar fi numarul natural n i oricare ar fi i € {1,-- -, p, }.

Evident, pentru fiecare numar natural n avem £" = (f?, N {;Ln) € Pi(A™). Intrucat

o(f; A" E") Zf x — 1):ZF(x?)—F(x?,1)=

_ F(b)— F(a), oricare ar fin € N,
deoarece
[ @ = tmoganen,
obtinem ci '
/b F@)de = F(b) - F(a).

Teorema este demonstrata. m
Notatie: In loc de F' (b) — F'(a) se folosesc frecvent notatiile

F(a)l, sau  [F(2)],

a a

care se citesc: F' (x) luat intre a i b.
Egalitatea (3.4.28) se numeste formula lui Leibniz-Newton.

Exemplul 3.4.2 Functia f : [1,2] — R definita prin

REIEFEE oricare ar fi x € [1, 2],

este continua pe [1,2]. Atunci functia f este integrabilda Riemann pe [1,2]. Pe de alta
parte, functia f admite primitive pe intervalul [1,2] si F' : [1,2] — R definita prin

F(z)=Inz —In(x+ 1), oricare ar fi x € [1,2],

este o primitiva a functiei f pe [1,2]. In baza formulei lui Leibniz-Newton (teorema 3.4.1),

obtinem

2
| , 4
/1 :c(:c—l—l)dx Inz—1In(z+1)]; no
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5. Metode de calcul a primitivelor

5.1. Integrarea prin parti. Folosind formula de derivare a produsului a doua functii
derivabile gi rezultatul ca orice functie continua pe un interval admite primitive pe acel

interval, obtinem teorema urmatoare:

Teorema 3.5.1 (formula de integrare prin parti) Fie I un interval dinR si f,g: 1 — R.
Daca:

(1) functile f si g sunt derivabile pe I,

(17) derivatele f" si g’ sunt continue pe I,

atunci functiile fg' si f'g admit primitive pe 1 si are loc egalitatea:

[ug)@as=sq- [ (9 s

(formula integrarii prin parti)
Observatia 3.5.2 Schematic, formula de integrare prin parti se scrie

/fg’zfg—/f'g-

Exemplul 3.5.3 Sa se calculeze integrala

/xlnxdx, x €0, +0o0l;

Solutie. Consideram functiile f, g :]0, +00[— R definite prin

f(z)=Inz, ¢'(z)==x, oricare ar fi z €]0,+o0].

2

Deducem g(z) = %, oricare ar fi & €0, +oo[. Aplicand formula integrarii prin parti,
obtinem
2 2 1 2 1
/q:lnxd:c: %lnx—/%~;dx: %lnx—Q/xd:c:
2 2
= %lnx — :CZ +C, z €]0,+o0.
[
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5.2. Metoda schimbarii de variabila. Metoda schimbarii de variabila are la baza

formula derivarii unei functii compuse.

Teorema 3.5.4 (prima metoda de schimbare de variabila) Fie I si J doud intervale din
Rsif:J—>Rsiu:Il— R doua functit. Daca

(1) u(l)CJ;

(17) functia u este derivabila pe I;

(17i) functia f admite primitive pe J,
atunci functia (f ou)u’ admite primitive pe I.

Mai mult, daca F - J — R este o primitiva a functiei f pe J, atunci functia F o u

este o primitiva a functiei (f ou)w’ pe I si are loc egalitatea

/f (x)dz = Fou+C.

Observatia 3.5.5 Fie [ un interval din R. Pentru a calcula primitivele functiei primiti-
vabile g : I — R, adica pentru a calcula integrala

[ s

folosind metoda schimbarii de variabila, parcurgem urmatoarele trei etape:

1° Punem in evidenta, in expresia functiei ¢, o functie derivabila v : I — R si o functie
primitivabila f : u (I) — R astfel incat g (z) = f (u(z))«’ (z), oricare ar fi xz € I.

20 Determindm o primitivd F : u (I) — R a functiei f pe u (I), adica

/ f@)dt=F+C.
3% O primitiva a functiei g = (f ou)u’ pe I este F o u, adicd

/ g(x)de=Fou+C,

sau, echivalent,

Exemplul 3.5.6 Sa se calculeze integrala

/cotmdx, z €]0, 7.

Solutie. Avem I =|0,7[ si g (x) = cot z, oricare ar fi  €]0, 7[. Deoarece

1
sinx

g(z) = (sinz)’, oricare ar fi x €]0, 7|,
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luam w :)0, 7[— R definita prin w(z) = sinz, oricare ar fi « €]0, 7| si f :]0,+o0[— R
definita prin f (t) = 1/t, oricare ar fi t €0, +o00|. Evident

g(z) = f(u(x))u (z), oricare ar fi x €]0, +o0].
O primitiva a functiei f pe ]0, +o0[ este functia F :]0, +0o[— R definita prin
F (t) =1Int, oricare ar fi t €]0, +o0,
adica
/ f(t)dt = /%dt =Int+C, t€]0,+o0].

Atunci o primitiva a functiei g pe |0, +oo[ este F o u, adica avem

/cotxdx =lIn|sinz|+C, z €]0,7].

Teorema 3.5.7 (a doua metoda de schimbare de variabila) Fie I i J doud intervale din
Rsif:I—=Rsiu:J— I doua functii. Daca:

(1)  functia u este bijectiva;

(17) functia u este derivabila pe J gi v (x) # 0, oricare ar fi x € J;

(13i) functia h = (f ou)u' admite primitive pe J,
atunci functia f admite primitive pe 1.

Maimult, daca H : J — R este o primitiva a functiei h = (f ou)u’ pe J, atunci

functia H ou™" este o primitivd a functiei f pe I, adicd are loc egalitatea

/f(x)dx:Hou_l—i—C.

Observatia 3.5.8 Fie I un interval din R. Pentru a calcula primitivele functiei primiti-

vabile f : I — R, adica pentru a calcula integrala

[ i),

folosind metoda schimbarii de variabila data de teorema 3.5.7, parcurgem urmatoarele
trei etape:

1° Punem in evidentd un interval J C R si o functie u : J — I bijectiva, derivabild pe
J si cu derivata nenuld pe J (Se apune ca functia u ! schimba variabila z in variabila t).

20 Determindm o primitivd H : J — R a functiei (f o u) ' pe J, adici

/ flu(t)dt = H +C.

1

3% O primitiva a functiei f pe I este H o u™!, adica

/ f(z)de =Hou ' 4,
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sau, echivalent,

[ s@ar—m@t @) e e

Exemplul 3.5.9 Sa se calculeze integrala

1
/ —dx, z €]0,x].
sin z

Avem [ :=]0, 7[. Luam functia u :]0, +00[—]0, 7 definita prin u (t) = 2 arctan t, oricare

t €]0, +oo[. Functia u este bijectiva, derivabila

Observatia 3.5.10 Fie [ si J doua intervale din Rsi f: J - Rgiw: I — J doua
functii cu urmatoarele proprietati:

(a) functia u este bijectiva, derivabila pe I cu derivata continua si nenula pe I;

(b) functia f este continua pe J.

Fie F': J — R o primitiva a functiei f pe J (o astfel de primitiva exista deoarece f
este continua pe J).

In baza primei metode de schimbare de variabila (teorema 3.5.4), functia F o u este o
primitiva a functiei (f o u)w’ pe I.

Reciproc, sa presupunem ca H = F o u este o primitiva a functiei (f ou)u’ pe [I.
Atunci, in baza celei de a doua metode de schimbare de variabila (teorema 3.5.7), functia

! = F este o primitiva a functiei f pe J.

Hou'l'=Fouou~
Prin urmare, in ipotezele (a) si (b), functia F' : I — R este o primitiva a functiei f pe J
daca gi numai daca functia Fou este o primitiva a functiei (f o u) v’ pe I. Cu alte cuvinte,
in ipotezele (a) si (b), cele doua metode de schimbare de variabila sunt echivalente.
Practic avem o singura metoda de schimbare de variabila gi mai multe variante de
aplicare a ei.

Varianta 1. Avem de calculat

/f(x)dx, x el

Atunci:
1° Punem in evidenta in expresia lui f, o functie u : I — R si o functie primitivabila
g :u(l) — R astfel incat

f(x)=g(u(x))u (z), oricare ar fi x € I.

20 Facem inlocuirile formale u (z) := t si v’ (z) dz := dt; obtinem integrala nedefinita

/ gt)dt=G(t)+C,teu(l).
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3% Revenim la vechea variabild z, punand ¢ := u () in expresia primitivei G; obtinem

/ f(x)de =G (u(x))+C, zel.
Varianta 2. Avem de calculat
/f(x)dx, x el

Atunci:
1° Punem in evidents un interval J C R si o functie u : J — I bijectiva si derivabil.
2° Facem inlocuirile formale z := u (t) si dz := / (t) dt; obtinem integrala nedefinita

/ fu®)u (t)dt, t € J,

pe care o calculam. Fie
/ flu@)d ()dt=H({t)+C, teJ

3% Revenim la vechea variabild z, punand ¢ := u~!(x) in expresia primitivei H;

obtinem
/ f@)de=H (v (z))+C, z €1
Varianta 3. Avem de calculat

/f(x)dx, x el

Atunci:
19 Punem 1n evidentd, in expresia lui f, o functie injectiviu : I — Reuu™ 1 u () — [
derivabila, si o functie g : u (I) — R astfel incat

f(x)=g(u(x)), oricare ar fi x € I.
20 Facem inlocuirile formale u (z) := t si da := (u") (¢) dt; obtinem integrala nedefi-
nita
[ s @) @ teu.
pe care o calculam. Fie
[0y ma=re.teu,
3% Revenim la vechea variabild z, punand ¢ := u () in expresia primitivei F; obtinem

/ f(z)de =G (u(x))+C, z €l

In toate cele trei variante ale formulei schimbarii de variabila,expuse mai sus, expresia

functiei v se impune din context, analizand expresia functiei f.
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Cand se da o indicatie asupra schimbarii de variabila folosite, se spune simplu ” se face
substitutia © = u (t)” sau ”se face substitutia t = u (z)”, celelalte elemente rezultand din

context.

Exemplul 3.5.11 Sa se calculeze

tgx T T
I= dr, ve (-5 7).
/1—|—tgx S R

Se face substitutia tanx = t, deci x := arctant si dr :=

1
Tl Se obtine

1—/ ! dt—E/ S
) A+ (a+) 2 2+1 241 t+1 B

1 1 1
:Z(t2—|—1)+§arctant—§ln(t+1)+c, te(—1,+00).

Atunci

t 1
I:/l_i_at%dx:E(x—ln(sinx—i-cosx))%—c, x € (—%,%)

Observatia 3.5.12 Nu exista reguli de calcul al primitivelor decat pentru clase restranse
de functii elementare.

Observatia 3.5.13 Pentru detalii puteti consulta [5] si [3].

6. Probleme propuse spre rezolvare

Exemplul 3.6.1 Sa se arate ca urmatoarele functii f : I — R admit primitive pe

intervalul I C R gi sa se determine o primitiva F' : I — R a functiei f pe intervalul I,

daca:
a) f(z) =x?+ x, oricare ar fi x € [ = R;
b) f(z) = 2%+ 22 — 4, oricare ar fiz € [ = R;
¢) f(z)=x(x+1)(x+2), oricare ar fi x € [ = R;
d) f(z) = 1/z, oricare ar fi z € I =)0, +o0];
e) f(x) =1/x, oricare ar fi x € [ =] — 00,0];
f) f(z) =2°+1/z, oricare ar fi z € I =|0, +o0];
g) f(x) =1/2% oricare ar fi x € I =|0, +o0];
h) f(x) =1/?, oricare ar i x € [ =] — 00,0].

Exemplul 3.6.2 Sa se calculeze:
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20 — 1

5 dx T €]2, +o0;

T

dx, x> 1;

/x—l
/x3—x4dw x> 1;
/ 2r+5

r € R;
22 4 5z + 10’

_ € R.
) /x2+x+1

Exemplul 3.6.3 Sa se calculeze:

dz, z €]0,+o00];

“”:/m

dz, z €1, +o0l.

1
by I = | ———
) / r+vr—1
Exemplul 3.6.4 Sa se calculeze:

a) I:/ ! dz, z €]V3 —1,400];

B

14+ Va2 42z -2
1 - VIT VT -1
b) I:/ dz, =z €] ,
(x+1)vV—4a?2 —z+1 8 8

Exemplul 3.6.5 Sa se calculeze:

2 1 s 1
de; b ————duz;
&)/1 B tetl )/1 z (22 +9) ’
1 2 1 1
c) / x4 il dz; d) / S —;
ot +1 L 2+ ax+1
Exemplul 3.6.6 Sa se calculeze:
-2 x ! r+1
a dz; b / dx;
)/_3 (x+1) (22 +3) ) o (22 +4x+5)

S 2 2?4 22° 4
¢) / ——dz; d) / vt Jrer dz.
1 Tt 0 (x+1)

Exemplul 3.6.7 Sa se calculeze:
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1
1
dx: dx;
a)/o T / (x+1)( x2+4)
)/3 223 + 2? +2;1:—1 / :c+2
c
2 4-1 {B—I—l

Exemplul 3.6.8 Sa se calculeze:

dzx; b —dx
1 V4 — 22 v )/o Vit +ax+1

1 3 x?
———dx; d / dx.
) /_1 Var2 + 41 ) 2 (562—1)\/1‘2—1
Exemplul 3.6.9 Sa se calculeze:

3 1
a) / Va? 4 2z — Tdx; b) / V6 + 4r — 222dx;
2 0

3/4 1 1
c dx; d / ————dx
) /0 (x+ 1) Va2 +1 ) o wVa?—1
Exemplul 3.6.10 Sa se arate ca:

1
a) 2\/§</ Va2 + 4z + 5dz < 2V/10;
-1

b) e2(e—1)<fe Zdr <9 (e—1).
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