LINEARIS ALGEBRA FELADATOK

1. DETERMINANSOK
1. Szamitsd ki az aldbbi determinéanst és add meg az eredményt irreducibilis tényezdk szorzataként:
a+b —a+b—c b+c

A=la—b-c a+b a-+c
a-+c b+ec —a—b+c

2. Bizonyitsd be, hogy érvényesek a kovetkezo Osszefiiggések:

(a)
a b ¢ 1 1 1
p q r|=lbep caq abr|.
ace bB ¢y Q@ B ~

(b)
b+c c4+a a+b a b c
q+r rv+p p+q|=2|p q r|.
y+z z4+x TH+Y r Yy =z

3. Szamitsd ki a
a? 23 2}
A= T2 X3 T1

r3 T1 T2

determindnst, tudva azt, hogy x1, zs, 3 az 3 — 22 + 3 = 0 egyenlet gyokei.

4. Tudjuk, hogy az f(z) = 2" + an_12"" ' + -+ + a1x + ap polinomfiiggvény gydkei 1, zo,...,T,.
Bizonyitsd be, hogy

11 1 - 1 1

T T xT X T

r1 X2 X X x
fx) =

r1 Lo T3 - X x

r1 Lo T3 - Ty X

5. Legyen A € M,(R), ahol n € N*. Igazold, hogy ha n pdratlan, akkor det(A — A?) = 0. Igaz-e az
allitas paros n esetén?

a

6. Legyen A € M5(C), A= (c b). Vezessiik be a Tr A = a + d jelolést.

d
(a) Igazold, hogy A% — (Tr A)A + (det A)Iy = Os.
(b) Szamitsd ki az A™ métrixot minden n € N* esetén, abban a két esetben, ha vagy det A = 0, vagy
pedig Tr A = 0.
2. MATRIXOK RANGJA, INVERZE, EGYEB FELADATOK MATRIXOKKAL

7. Hatarozd meg a kovetkezd valés matrixok rangjat:

1 -2 1 3 1 -1 1 2 2 (1) ; ; 1
(a) [1 -2 -1 1]; (b)y 1 -1 -1 1 3]; (c) 9 9 0 -1
2 —4 0 4 2 2 0 3 5 3 1 -1 o0
8. Hatarozd meg a kovetkezd matrixok inverzét:
2 4 9 2 0 1
(a) [1 1 1| e M;3(Zs); ) |1 2 1] e Ms(Zs).
3 21 2 1 1
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9. Adottak az a,b > 0 valds szamok. Hatarozd meg azokat az x pozitiv valds szdmokat, amelyekre az

Inz Ina Inb
A= |Ina Inz Inb
Ina lna Inz

méatrix invertalhatd és szamitsd ki ezekben az esetekben az A inverzét.

10. Minden k € N* esetén értelmezzitk az A(k) = (2 g matrixot. Legyen H = 1 1 . Hatarozz
meg egy Osszefiiggést az A(k), H és Iy matrixok kozott és szamitsd ki az (A(k))™ matrixot minden n € N

esetén!

11. Legyen a € R egy valds szam és

a—1 1 0 1 l—« -1
A= 1 0 1 , B=[1-a (a-1? a-1
0 1 1-« -1 a—1 1

Igazold, hogy ha C = A+ B, akkor C™ = A™ 4+ B™ minden n € N* esetén.

12. Szamitsd ki a kovetkez6 matrixok n-edik hatvanyat minden n € N* esetén:

0 0 0 1

1 0 0 O
@ A=141 ¢ o]

0 0 1 0

a a—1
(b)B<1—a 2_a>,ahola€]R.

13. Legyen A € M3(R). Igazold, hogy ha det A # 0, akkor (A*)* = (det A)A.

3. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

14. Oldd meg a kovetkezd linedris egyenletrendszereket a valds szamok halmazan:

dr — 3y + =z = 0 r + 2y + =z =0
(a) 2 + y — oz = 2 ; (b) 22 + 3y + 2z = 0
3. + 4y — 3z = 5 3. + y + 3z = 0

15. Targyald a kovetkezd egyenletrendszer megoldésait az «, 8,y valés paraméterek szerint:

2t -y + 2z — u = 1
r + y + az + y = -1
r -y + z 4+ Bu = v

4. LINEARIS ALGEBRA FELADATOK
AZ ELOZO EVEK FELVETELI-FELADATAIBOL

16. Adott a 5 € R paraméter és az

2 1 2 2 2 2 28 28
a=(0) m=( 1) e=C 1) 2= %)

matrixok. Hatdrozd meg azokat az (w1, 29, x3,x4) valés szémnégyeseket, amelyekre

8 7
1A+ 9B + 23C + 24D = (6 5)

Targyalas g értéke szerint.
17. Tekintjiik az a € R szdmot, az f = X3 + aX? — aX — 1 € R[X] polinomot és az

Ty T2 T3
A= |xo x5 x1| € M3(C)
I3 T1 T2
matrixot, amelynek elemei az f gyokei.

(a) Igazold, hogy az A métrix minden sordban legaldbb az egyik elem 1-es.
(b) Hatdrozd meg az a azon értékeit, amelyekre A € M3(R).
(¢) Bizonyitsd be, hogy det A € R minden « € R esetén.
(d) Térgyald az A métrix rangjit az o € R paraméter értéke szerint.
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18. Targyald és oldd meg az

r + 2y — 3z = 1
2t — 3y + =z =1
—3r + y 4+ 2z = a
egyenletrendszert a valds szamok halmazan az a € R paraméter értékei szerint.
19. Legyen A, B € My(Z), A = (198 g) és B = 2 2) . Hatdrozd meg az a és b pareméter értékeit
gy, hogy teljesiiljon a rang A = rang B feltétel.

b
d
barmely n > 2 természetes szam esetén!

20. Legyen X = <LCZ > € M5(R). Igazold, hogy ha X nem invertdlhaté, akkor X" = (a + d)"1X

1 . ., . _ 5 . . 5
21. Adott az A = ((1) O) matrix. Szémitsd ki az A~!, A2, A2015 matrixokat. Hatdrozd meg az A2015

matrix inverzét.
0
0

x

métrixot, ahol z € R. Szdmitsd ki az A(x) matrix determindnsét,

o~ 8
w

1
22. Tekintsiik az A(x) = | 0
0

majd oldd meg a det A(z) = 81 egyenletet!

0 m 1
23. Tekintsik az A= [m —2 0 | € M3(R) métrixot.
1 -1 m

(a) Szamitsd ki az A determindnsat.
(b) Hatdrozd meg az m € R azon értékeit, amelyekre az A matrix invertélhato.
1
(¢) Azm =2, B=|2] esetben oldd meg az AX = B egyenletrendszert.
3
(d) Térgyald az m € R értékei szerint az AX = B egyenletrendszer kompatibilitdsét, ahol B az el6z6
pontnal megadott matrix.

24. Adott a
2c + y + z =0
3r — y + mz = 0
- + 2y + z = 0
egyenletrendszer.

(a) Szamitsd ki a rendszer egyiitthatémétrixdnak a determindnsat.
(b) Hatdrozd meg az m € R értékét ugy, hogy a rendszernek végtelen sok megolddsa legyen.

2 2 2
ZoHUTE) Lifejezés értéke dllandé a rendszer tetszOleges

(c) Igazold, hogy m = —% esetén az F = P

(20, Yo, 20) megolddsa esetén.

25. Tekintsiik a valés egyiitthatoju

x + ay + (b+c¢)z = 0
x + by + (c+a)z = 0
x + cy + (a+d)z = 0

linedris egyenletrendszert.
(a) Szamitsd ki a rendszer matrixdnak a determindnsét.
(b) Igazold, hogy minden a,b, ¢ € R esetén a rendszernek léteznek nemzérus megoldésai és hatérozd
meg ezeket a megoldasokat.
(c) Oldd meg a rendszert, tudva azt, hogy a # b és (1,1,1) megolddsa a rendszernek.
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