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Homotdépiaelmélet

Mivel foglalkozik?
Topologikus terek tanulmanyozasaval (osztalyozasaval), homotdpia erejéig.
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Homotdépiaelmélet

Mivel foglalkozik?
Topologikus terek tanulmanyozasaval (osztalyozasaval), homotdpia erejéig.

Homotopia
Az f,g: X — Y folytonos fliggvények homotépak (f ~ g), ha létezik
H: X x | — Y folytonos fliggvény gy, hogy a

X2 Xxl<2 X

RN

Y

diagram kommutativ, ahol az / topoldgikus tér a [0, 1] intervallum.
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Homotdépiaelmélet

Homotépia-ekvivalencia

Az X és Y topologikus terek homotoép ekvivalensek (X ~ Y) ha léteznek az
f: X — Yésf': Y — Xfolytonos fliggvények ugy, hogy fo f' ~ 1y és
flof~1x.
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Homotdépiaelmélet

Homotépia-ekvivalencia

Az X és Y topologikus terek homotoép ekvivalensek (X ~ Y) ha léteznek az
f: X — Yésf': Y — Xfolytonos fliggvények ugy, hogy fo f' ~ 1y és
flof~1x.

Sajatos eset: Utak homotopiaja

Amikor X = I a fenti értelmezésben, vagyis f és g két it az Y topoldgikus
térben, és teljesll az is, hogy az utak kiindulé- és végpontjai megegyeznek.
Ebben az esetben a H homotdpia fixen kell hagyja a végpontokat.
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Homotdépiaelmélet

Fundamentalis csoport intuitiv értelmezése

X egy topologikus tér és x € X egy pont. A 71(X, x) fundamentalis csoport
majdnem (!) az x pontbdl kiinduld hurkok csoportja, az utak ésszefiizésével,
mint mvelettel.
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Homotdépiaelmélet

Fundamentalis csoport intuitiv értelmezése

X egy topologikus tér és x € X egy pont. A 71(X, x) fundamentalis csoport

majdnem (!) az x pontbdl kiinduld hurkok csoportja, az utak ésszefiizésével,
mint mvelettel.

Fundamentalis csoport pontos értelmezése

o Tetszbleges f,g: | — X utakra az X topologikus térben ugy, hogy
f(0) =u, f(1) = v =g(0) és g(1) = w, értelmezzik az f - g: | — X utat:
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Homotdépiaelmélet

Fundamentalis csoport intuitiv értelmezése

X egy topologikus tér és x € X egy pont. A 71(X, x) fundamentalis csoport
majdnem (!) az x pontbdl kiinduld hurkok csoportja, az utak ésszefiizésével,
mint mvelettel.

Fundamentalis csoport pontos értelmezése

o Tetszbleges f,g: | — X utakra az X topologikus térben ugy, hogy
f(0) =u, f(1) = v =g(0) és g(1) = w, értelmezzik az f - g: | — X utat:

o Legyen H(X,x) ={f: | - X | f(tés f(0) = f(1) = x} az x-bdl induld
hurkok halmaza.
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Homotdépiaelmélet

Fundamentalis csoport intuitiv értelmezése

X egy topologikus tér és x € X egy pont. A 71(X, x) fundamentalis csoport
majdnem (!) az x pontbdl kiinduld hurkok csoportja, az utak ésszefiizésével,
mint mvelettel.

Fundamentalis csoport pontos értelmezése

o Tetszbleges f,g: | — X utakra az X topologikus térben ugy, hogy
f(0) =u, f(1) = v =g(0) és g(1) = w, értelmezzik az f - g: | — X utat:

o Legyen H(X,x) ={f: | - X | f(tés f(0) = f(1) = x} az x-bdl induld
hurkok halmaza.

o A fundamentalis csoport 71 (X, x) = H(X, x)/~, a fenti “"-bél
szarmaztatott miivelettel.
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Homotdépiaelmélet

Megjegyzések

e Ha az X utszerlien 6sszefliggd, akkor az x bazispont megvalasztasa
irrelevans:
m1(X, X) ~ m(X, y).
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Homotdépiaelmélet

Megjegyzések

e Ha az X utszeriien 0sszefliggd, akkor az x bazispont megvalasztasa
irrelevans:
m1(X, X) ~ m(X, y).

¢ A fundamentalis csoport az X térben “el6fordulé” egy dimenzios lyukakat
(is) “szamolja”.
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Homotdépiaelmélet

Megjegyzések

e Ha az X utszeriien 0sszefliggd, akkor az x bazispont megvalasztasa
irrelevans:
m1(X, X) =~ 7 (X, y).

¢ A fundamentalis csoport az X térben “el6fordulé” egy dimenzios lyukakat
(is) “szamolja”.

® 7T1(R) = 7T1(R2) = 7T1(D2) = 1,
(S =Z, (T =Z x Z, 71(8) = Z x Z.

o Bevezethet6k a magasabb dimenziés homotdpiacsoportok is: m,( X, x).
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Homotdépiaelmélet

Megjegyzések

e Ha az X utszeriien 0sszefliggd, akkor az x bazispont megvalasztasa
irrelevans:
m1(X, X) =~ 7 (X, y).

¢ A fundamentalis csoport az X térben “el6fordulé” egy dimenzios lyukakat
(is) “szamolja”.

® 7T1(R) = 7T1(R2) = 7T1(D2) = 1,
(S =Z, (T =Z x Z, 71(8) = Z x Z.

o Bevezethet6k a magasabb dimenziés homotdpiacsoportok is: m,( X, x).

Els6 alkalmazasok

« Brouwer fixpont tétel: Ha f: D> — D? folytonos, akkor van fixpontja.

e Algebra alaptétele: Minden komplex egy(tthatés, nem konstans
f: C — C polinomfliggvénynek van komplex gyoke.
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Homotdépiaelmélet

Poincaré-Perelman tétel

e Minden egyszeresen 6sszefliggd,
zart harom dimenzios sokasag
homeomorf a 3-gémbbel.
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Absztrakt homotopiaelmélet

Mirol szol, honnan ered?

e Daniel Quillen:
o Rational homotopy theory, Ann.
Math., 1969.
e Homotopical Algebra, Lecture
Notes in Math., Springer, 1967.
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Mirol szol, honnan ered?

e Daniel Quillen:
o Rational homotopy theory, Ann.
Math., 1969.
e Homotopical Algebra, Lecture
Notes in Math., Springer, 1967.
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o A klasszikus homotdpiaelmélet eredményeinek és szerkeszteselnek
analogjal léteznek mas kategoridkban is (nem csak a topoldgikus terek

e

Lukécs A. (BBTE) Absztrakt homotépiaelmélet 2015. december 16. 7110



Absztrakt homotopiaelmélet

Mirol szol, honnan ered?

e Daniel Quillen:
o Rational homotopy theory, Ann.
Math., 1969.
e Homotopical Algebra, Lecture
Notes in Math., Springer, 1967.

o A klasszikus homotdpiaelmélet eredmenyelnek és szerkeszteselnek
analogjal léteznek mas kategoridkban is (nem csak a topoldgikus terek

e

e llyen kategonak példaul a szimplicialis halmazok, groupoidok,
lanckomplexusok, modulusok, DGA-k kategériaja.
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Absztrakt homotopiaelmélet

A homotopiaelmélet kategorifikalasa: a model kategoriak fogalma

Adott egy C kategdria, és benne harom osztalya a morfizmusoknak: a gyenge
ekvivalenciak, a kofibralasok és a fibralasok. Teljeslilnek a kdvetkez6
axiomak:
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e C-ben léteznek a direkt és inverz hatarértékek (limitek és kolimitek).
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ekvivalenciak, a kofibralasok és a fibralasok. Teljeslilnek a kdvetkez6
axiomak:

e C-ben léteznek a direkt és inverz hatarértékek (limitek és kolimitek).

e Ha X —~ Y 7+ Z Kkét morfizmus C-ben, amelyekre teljesul, hogy
az f, g és g o f kozll kettd gyenge ekvivalencia, akkor a harmadik is az.
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A homotopiaelmélet kategorifikalasa: a model kategoriak fogalma
Adott egy C kategodria, és benne harom osztalya a morfizmusoknak: a gyenge
ekvivalenciak, a kofibralasok és a fibralasok. Teljeslilnek a kdvetkez6
axiomak:

e C-ben léteznek a direkt és inverz hatarértékek (limitek és kolimitek).

e Ha X —~ Y 7+ Z Kkét morfizmus C-ben, amelyekre teljesul, hogy
az f, g és g o f kozll kettd gyenge ekvivalencia, akkor a harmadik is az.

e Haf: X — Yretraktjaa g: X’ — Y’-nek, akkor a g osztalya
meghatarozza az f osztélyat.
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Absztrakt homotopiaelmélet

A homotodpiaelmélet kategorifikalasa: a model kategoriak fogalma

e Ha a kovetkezd diagram kommutativ

A——sX

B——=Y,

akkor létezik egy B — X flggveny, ami felbontja a fenti diagrammot,
feltéve ha az alabbi két kijelentés kdzul az egyik teljesul:

o jegy kofibralas és p egy olyan fibralas, ami egyben gyenge ekvivalencia is;
e p egy fibrélas és i egy olyan kofibralas, ami egyben gyenge ekvivalencia is;
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A homotodpiaelmélet kategorifikalasa: a model kategoriak fogalma

e Ha a kovetkezd diagram kommutativ

A——sX

B——=Y,
akkor létezik egy B — X flggveny, ami felbontja a fenti diagrammot,
feltéve ha az alabbi két kijelentés kdzul az egyik teljesul:
o jegy kofibralas és p egy olyan fibralas, ami egyben gyenge ekvivalencia is;
e p egy fibrélas és i egy olyan kofibralas, ami egyben gyenge ekvivalencia is;

e minden f: X — Z morfizmus a C-bdl felbonthaté az alabbi két alakban:

/

X—toy Pz 66 x sy .z

ahol i kofibralas, p trividlis fibralas, és i’ trivialis kofibralas, p’ fibralas.
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Sajat eredmények

Ciklikus operadok absztrakt homotdpiaelmélete

o Létezik egy model kategoria struktira a ciklikus operadok kategoériajan.
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Sajat eredmények

Ciklikus operadok absztrakt homotdpiaelmélete

o Létezik egy model kategoria struktira a ciklikus operadok kategoériajan.

o Ez a struktdra lehet6vé teszi a ciklikus operadok egy kofibrans
felbontasanak (Boardman-Vogt) a természetes értelmezését.
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Sajat eredmények

Ciklikus operadok absztrakt homotdpiaelmélete

o Létezik egy model kategoria struktira a ciklikus operadok kategoériajan.

e Ez a struktira lehet6vé teszi a ciklikus operadok egy kofibrans
felbontasanak (Boardman-Vogt) a természetes értelmezését.

o A klasszikus bar-cobar felbontas és a szimplicidlis Godement felbontas
sajatos esetei a fentinek.
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