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1 Life and scientific activity of Gabor Kassay
(1956—2021)

Gébor Kassay was born on December 24, 1956 in Odor-
heiu Secuiesc (Székelyudvarhely). He studied elementary
and high school in his hometown and mathematics at
Babes-Bolyai University in Cluj-Napoca (1976-1980). In
1994 he obtained his scientific degree in mathematics at
the same university, with a thesis summarizing his re-
searches on minimax problems, under the supervision of
Professor Jozsef Kolumban.

He started his teaching career in secondary schools
in Cluj-Napoca (1980-1987) and continued at Babes-
Bolyai University as teaching assistant (1987-1990), as-
sistant professor (1990-1995), associate professor (1995—
2002, 2004-2005), professor (2005-2021). In the period
2002-2004 he was a visiting professor at Eastern Mediter-
ranean University in Famagusta, Northern Cyprus.

His university lectures covered the following topics: mathematical analysis,
optimization theory, functional analysis, operations research, convex analysis,
game theory.

The list of publications of Gabor Kassai totals 87 scientific articles pub-
lished in prestigious international journals such as: Mathematical Methods of
Operations Research, SIAM Journal on Optimization, Journal of Optimization
Theory and Applications, Nonlinear Analysis, Journal of Global Optimization;
four books, five book chapters and a conference proccedings volume edited by
him. His recognition is also indicated by the fact that he worked together with
more than thirty-five coauthors from lot off different countries. His works total
over 2000 citations, including several articles with over 100 independent cita-
tions. The complete list of his publications can be found at [28§].

He was leader of successful group research programs, co-organizer of scien-
tific conferences, leader of scientific seminars on analysis and optimization. He
presented his results at several international conferences around the world.




In this article we try to present this special scientific personality through the
testimonies of some of his collaborators.

2 Memories from coauthors

Gédbor Kassay was a great master of scientific collaboration. He successfully
established and maintained contacts with specialists involved in his fields of in-
terest, publishing joint results with over thirty-five co-authors. The confessions
presented below give us a real picture about his ability to establish scientific
relationships, about his work style, as well as about the special man and friend
who Gabi Kassay was for many.

Joézsef Kolumban, Babes-Bolyai University, Cluj-Napoca,
Romania:

I noticed Gabor Kassay from the first year of his studies as one of the most
diligent and passionate about mathematics. In particular, his work capacity,
intuitive mindset and task-solving skills were extraordinary. Already at that
time excelled in finding examples and counterexamples. Although Gabor Kassay
graduated from the university with excellent results and could be very useful
and necessary in our faculty, he could not be appointed to the university in the
circumstances of that time.

His interest in mathematical research kept him in Cluj even after graduating.
He chose a high school in this university center, in order to be able to continue
actively participating in the activities within the Tiberiu Popoviciu Scientific
Seminar. This seminar was very helpful in Gabi’s scientific activity throughout
his career, he even published some of his first papers in the volumes of this
seminar [IL 2]. It was at this time that we wrote our first collaborations [3].

Gébor Kassay’s 1994 doctoral (PhD) dissertation was titled ”New results
in minimax theory applied to variational inequalities and optimization tasks”.
Throughout his career, the theory of equilibrium, which includes these types of
tasks, has been the focus of his attention. It includes, among other topics, op-
timization, minimax problems, Nash-equilibrium, complementarity, fixed point
tasks, variational inequalities, and many other problems in applied mathemat-
ics. Gébor Kassay has been publishing articles on this topic since the early
1990s [4 5] [6], when the synthesizing name ”equilibre theory” had not yet been
born. Since then, this theory has evolved enormously. His practitioners have
appeared all over the world, who publish hundreds of papers on this topic every
year. Gabi has exploited this professional environment very cleverly. He had
a working relationship with the best of the profession, from whom he learned
a lot, and returned home and shared his experiences with his colleagues. His
curiosity, polite action, reliability and dear manners helped him greatly in this
regard.

By leaving, Gabi left a great void in my soul. He gave me one of the most
beautiful gifts of my life by being a close colleague and friend for over 40 years.



Two years before his death, he presented me with a copy of the monograph on
the latest results of the theory of equilibrium, including some of his own, written
with Vicentiu Radulescu [23], with the following dedication: ”To my mentor,
Joézsef Kolumbén, without whom this book (among many others) would not
have been written. With friendly love, Gabi, Cluj, 2019 March 7.” In the Ac-
knowledgements section of the book, the following sentence is included: ”Gabor
Kassay is indebted to Joseph Kolumbén, his former teacher and supervisor:
their joint pepers and interesting discussions on equilibrium problems opened
the author’s interest toward this topic.” These words are also evidence of Gabi’s
spiritual richness.

Zsolt Pales, University of Debrecen, Hungary:

” After the political changes in Hungary, in 1989, my first visit to Cluj-Napoca
became possible in 1992 with a small group of mathematicians from Debrecen.
In Cluj, we received a very warm welcome and immediately made friendship with
many Hungarian and Romanian mathematicians. Being one of our hosts, Gabor
Kassay spent a lot of time with us and we both realized that we had many fields
of common interest. In particular, the theory of convexity, nonsmooth analysis
and variational inequalities were in the focus of research for both of us. After
this visit to Cluj, starting from the year 1995, I became a regular participant of
the conferences organized by the Babes-Bolyai University, I visited Cluj almost
every year and Géabor also visited Debrecen several times to deliver seminar and
conference lectures. I still have a vivid memory of our participation at the first
Joint Conference of Mathematics and Computer Science in Illyefalva in 1995,
where also Jozsef Kolumbéan joined our discussions and the snooker games in
the local pub of the village. Due to this active cooperation, we published our
first paper with Gébor in 1999 [I0], and then two further papers jointly also
with Jézsef Kolumbédn [T1L 13]. These works still receive many citations, they
are the most important papers for all of us.

Our friendship extended also to the friendship of our families. In the late
'90s we had several joint vacations together. Our families were matching each
other perfectly. Our daughters, Réka and Zsofi, our sons, Sanké and Csabi are
exactly of the same age and were enjoying each other’s company. Once we were
in the mountains and found lots of blueberry in the field. Suddenly, our sons
were running out of the bush crying that they were attacked by a bear. From
a distance, we only could see that their faces were covered by blood. We were
terrified, but once they got closer, it turned out that they painted their faces
with smashed blueberry only. It was a lucky end, however we all know that
meeting a bear in the Hargita mountains is not absolutely impossible.

The events that we shared keeps Gabor’s memory in us. We still cannot
understand and accept how and why all this happened to him. Nothing can
compensate his loss. ”



Rita Pini, University of Milano-Bicocca, and Monica
Bianchi, Catholic University of the Sacred Heart, Milan:

”Gabor has been not only a great coworker, but especially a very dear friend
during the last eighteen years.

We met him the first time in 2003, at the 18th International Symposium
on Mathematical Programming in Copenhagen. After attending our lecture, he
came to us and gave us a card with his e-mail address, since he was interested
in the topic and, why not?, to begin a collaboration.

We wrote the first paper about the existence of equilibria via Ekeland’s
principle working at distance, via e-mail essentially [I4].

But since then almost every year we succedeed in getting together for one
week or more, in Milan, in general, and also by attending the same conferences.
We also visited a few times Cluj, where he was always a thoughtful host, pleased
to show us what he liked most in the nearby. We remember especially the trip
to the Gorge, and we attach some pictures of that day. We skipped only the
year of the birth of his children.

Our studies about well-posedness, stability of equilibria and generalized
equations, regularization of variational inequalities and equilibrium problem,
that have been finalized in twelve publications, usually took the start when we
could discuss face-to-face, and went on by exchanging several e-mails. Only
during the pandemia we got used to meet via web, and our last work was done
completely in this way [26].

Many years passed by, but we keep vivid memories of several moments with
him.

We will never forget his rigor, his eye for details, his intellectual honesty, but
also his consideration for others, his good manners and his extreme courtesy.
We will miss him a lot.”

Figure 1: Gabor Kassay with Rita Pini and Monica Bianchi



Hans Frenk, Sabanci University, Istanbul, Turkey:

"My scientific collaboration with Gabor Kassay lasted from 1998 until 2008.
During that period I visited Gabor almost every year in Kolozsvar and later for
one time in Cyprus while Gabor visited me several times in Rotterdam at the
Erasmus University. Our collaboration started due to our mutual acquaintance
Tibor Illés from E6tvos University in Budapest. We shared a common interest
in generalisations of convexity and related minmax theorems [9]. Gabor had
a lot of experience in this field due to his work on generalisations of so-called
K-convex functions and I was interested in extending the classical theory of
minmax theorems and convexity. Also around that time I completed my work
with my former Ph.D students J.Gromicho and A.I de Barros on the ellipsiod
method and fractional programming involving quasiconvex functions. Since
immediately we liked each other personally and felt together that our knowledge
was complementary we started our collaboration. This collaboration would
last for almost 10 years starting with our first paper appearing in Journal of
Optimization Theory and Applications in 1999 [9] and ending with the last paper
in the same journal in 2007 [I7]. In total we wrote 7 joint published papers (also
sometimes with other coauthors) and two book chapters of which the last one
appeared in 2008 [I6], [I8]. During that time we also visited several conferences
on generalisations of convexity presenting our work. After the publication of
the last chapter in 2008 our scientific cooperation ended since we both felt
that our work was finished and we continued separately with other research
topics. Gabor with his work on variational inequalities and me on applications
of stochastic processes and optimization in Operations Research. This was also
partly caused by my transition to Sabanci University in Istanbul. Although
we irregularly stayed in contact and even planned a kind of reunion to visit
each other in either Istanbul or Kolozsvar this never happened due to our busy
schedules. I regret now we never did this. I will remember Gabor not only as
a dedicated and talented researcher but also on a personal basis as somebody
who was very enthusiastic and curious about everything in life and his love for
mountain climbing. A nice friendly and curious person and a scientific friend.”

Qamrul Hasan Ansari, Aligarh Muslim University, India:

”Gabor Kassay visited Aligarh Muslim University, India in November 2017
and several times at King Fahd University of Petroleum and Minerals, Saudi
Arabia. We have several papers with our colleagues in KFUPM jointly with
Gébor e.g. [24, 25]. He was also a consultant in a project at KFUPM with
prof. Suliman Al-Homidan as PI [27].”

Radu Ioan Bot, University of Vienna, Austria:

”Gabor Kassay was a good friend and a great companion from the very early
days of my academic career [I5]. I have great memories with him from his visits



Figure 2: Gabor Kassay as Guest of Honour at the Opening Ceremony of the
International Conference on Analysis and its Applications, 2017

in Chemnitz, and also from the various optimization conferences we jointly
attended.”

Figure 3: Gédbor Kassay with Radu Ioan Bot

Cornel Pintea, Babes-Bolyai University, Cluj-Napoca, Ro-
mania:

"1 first met Gabi Kassay in 1985 as a freshman student at Faculty of Mathe-
matics, Babeg-Bolyai University, as he taught me and my group of colleagues a
tutorial of Mathematical Analysis. Gabi Kassay was a teacher and researcher of
high order. I certainly appreciated, during my first academic year, the rigorous
and meticulous way in which he prepared and delivered his topics such as the
Cantor sets, the Cantor intersection theorem, the structure of the open subsets
of the real line, a Whitney type decomposition theorem, integrals and so on. At
that time I also noticed his ability to enter the world of the students he taught
as he considered himself and used to be considered by most of his students as
part of their own world. His teaching activity has obvioulsy reached higher and
higher levels, due to its own dynamic along the last decades, and its outcome



consists in several realized and well establised former students. Such an accom-
modation with the students he taught was only possible through extraordinary
communication skills. Therefore, I am also sure that he was widely appreciated
by his students along the almost four decades of his teaching activity and most
of them still remember his lectures.

The research component of his professional activity is also very reach and
highly appreciated within the Mathematical Analysis community, with emphasis
on Optimization, Variational Analysis and Equilibrium Problems, as his pub-
lished scientific papers have great impact in this community. Indeed, Gabi has
extensively published in national and especially in international journals with
good standards and was the author of several books and book chapters among
which we just mention here the monographs The Equilibrium Problem and Re-
lated Topics [12] and Equilibrium Problems and Applications [23]. The outcome
of his research activity was significantly influenced, in my opinion, by his com-
munication skills as he used to have direct contacts with his collaborators on
a regular basis. In this respect he traveled a lot and used these opportunities,
not only for mathematical production, but also to understand the local culture
and the history of the communities he visited. I had several opportunities to
observe this face of his cultural interests when we both traveled for common
scientific events such as those in Isfahan (Iran) for a conference on Nonlinear
Analysis and Optimization in 2009, in Pisa (Italy) for a workshop on Varia-
tional Analysis, Equilibria and Optimization organized, in May 2017, in the
honor of his 60th birthday or in Granada (Spain) for a conference on Minimax
Inequalities and Equilibrium Problems in May 2019. In fact Gabi was one of the
greatest fruitful travelers, in professional purposes, in our department. Indeed
the outcome of his research activity does not only reduces to his publications
but is also visible through the PhD students he supervised who are currently
occupying important positions both in Romania and abroad. Gabi has had an
extensive coordination activity. Indeed, he coordinated 3 exploratory and re-
search projects (IDEAS) obtained by competition at the national level, all with
significant scientific output e.g. [19] 20] 2T], 22]. Gabi was also the coordinator
of the Analysis and Optimization Research Group within our Faculty of Math-
ematics and Computer Science, a group with important scientific production.
Last, but not least, Gabi had an extensive editorial activity, being a member of
the editorial board of 6 international journals.”

Szilard Csaba Laszld, Technical University of Cluj-Napoca,
Romania:

”Professor Gadbor Kassay was my PhD supervisor, mentor and, last but not least,
my good friend. He was full of zest and enthusiasm for living, he was driven by
curiosity about new things. In his mathematical proofs he was characterized by
strict logic and consistency, but at the same time he was able to pass on even
the newly acquired knowledge to his students or colleagues.

During my doctoral studies, I had the opportunity to observe his attitude
towards science and mathematics. I always listened to his scientific lectures



Figure 4: Gabor Kassay and Cornel Pintea in Iran

and refined explanations with great interest. He taught that not all mathemat-
ical results are worth publishing and that we should distinguish between really
valuable and negligible mathematical results. He also showed me the impor-
tance of examples and counterexamples in a mathematical study. He shared the
open questions and obstacles that arose during his research with his colleagues
and friends. He was happy when someone could give a counterexample or an
explanation. In such cases, he gladly involved the given person in his current
research, he made no difference whether he was a student or a professor.

Personally, I can thank Gabor a lot. He introduced me into the world of
research and taught me how to write a scientific article 21l 22]. Later, he was
also my mentor in a postdoctoral project. He kept track of my scientific work,
and I often held presentations at the research seminar he led. The loss of Gabor
left a huge space behind, but his memory continues to live for us, those who
knew him and respected his consciousness, helpfulness and optimism.”

3 Concluding remarks

Gébor Kassay was driven by a desire to learn and discover new things. He also
reached several places on each continent of the world and he shared many stories
and experiences with his friends and colleagues. The presented memories show
that Gabor Kassay was an excellent researcher, instructor, a good colleague and
a great friend, whose loss leaves a hole in our hearts.

We would like to express our thanks to all who contributed to the realization



Figure 5: ”"Each time we embrace a memory we meet again with those we love”
- unknown author

of this article through memories and useful recommendations.
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KASSAY GABOR TUDOMANYOS
TEVEKENYSEGEROL

KOLUMBAN JOZSEF
February 23, 2022

Kassay Gabor tudomanyos tevékenysége a nemlinearis analizis
kovetkezd fejezeteivel kapcsolatos: egyensily-feladatok, numerikus mod-
szerek monoton halmazértékd fiiggvényekkel adott inkluziok kozelits
megoldasara, normalstruktiraval rendelkez6 Banach-terek és konvexitasi
struktarak. Célom Kassay Gabor eredményeinek vazlatos ismertetése,
inkabb a targyalt kérdések kapcsolatait tartva szem el6tt, mint a dolgo-
zatok elemzését. Dolgozatainak idézésekor az ebben a kotetben szerepld,
Kasa Zoltan altal készitett publikacids jegyzéket hasznalom az ottani csil-
lagos szdmozas szerint.

1 A Tiberiu Popoviciu-szeminarium

A malt szézad 70-es éveitdl kezdve Romaniaban a gazdasagi élet egyre silyos-
abbéa valt. Ennek kdvetkeztében évrsl-évre kevesebb pénz jutott az oktatasra is.
Az egyetemen, példaul, minden fejlesztést leéllitottak, bér- és 1étszamstopot ren-
deltek el, a szakkonytarakban a nyugati folyéiratok megrendelését a minimum
ala csokkentették, stb. A tudomény emberét kiilléndsen az utobbi rendelkezések
érintették fajdalmasan. A kiting szovjet matematikai iskola termékeihez olc-
son hozza lehetett jutni ugyan, de a vildg méas tajain megjelens tekintélyes
szakfolybiratokat nem lehetett beszerezni. Ezért karunk matematikusai kiilfoldi
matematikai konyvtarakhoz folyamodtak segitségért. Legjobb dolgozataikat ko-
zlés végett nem kiildték el kiilfoldi lapkiadékhoz, hanem bel6liik koteteket sz-
erkesztettek, és azokat elkiildték a kiilfoldi konytaraknak, azzal a kitelezettség-
vallalassal, hogy a dolgozatokat mashol nem publikaljak. Mi “csak” annyit
kértiink, hogy 6k helyettiink fizessenek el§ az altalunk megjeldlt folyoiratokra.
Az Otlet bevalt, és igy tobb éven at hozzajuthattunk sok — szamunkra fontos —
kiilfoldi folyoirathoz.

Ilyen korilmények kozott, amikor Kassay Gabor befejezte egyetemi tanul-
maényait, bar sziikség lett volna ra, egyel6re nem lehetett kinevezni az egyetemre.
O viszont nem akart lemondani 4lmairél, hogy ne csak oktassa, hanem kutassa is



a matematikat. Tanulményi eredményei alapjan sok jo kozépiskolai allas koziil
valaszthatott volna més varosban, e helyett valasztott egy szerényebb kolozsvari
iskolat, ami lehetévé tette az analizis tanszéken mikodd Tiberiu Popoviciu-
szeminarium latogatésat. Ezen a szemindriumon heti rendszerességgel talalkoz-
nak olyan kolozsvari matematikusok, akik fiiggvényapproximécio és alkalmazott
matematikai kutatasok irant érdeklédnek. A résztvevék beszamolokat tartanak
sajat eredményeikrsl vagy mas szerzék fontos kozleményeirsl. Gabi szamara
ezeken az Osszejoveteleken elhangzott elGadéasok jelentették a “posztgraduélis
képzést”.

Igy vagy tgy, a Popoviciu-szeminariumon valé résztvétel indukalta elsé mas-
fél tucatnyi dolgozatat, amelyek nagy része a fent emlitett csereakcié keretében
Osszeallitott kotetekben szerepel, de koztiik van az elsG belfoldi [«2] és az els§
kiilfoldi folyoiratban megjelent [#6] dolgozata is. A [#2] dolgozatra alabb meég
visszatériink. A [*6] dolgozatban Gabi valaszt adott egy kilf6ldi szerzs ered-
ményeinek bemutatisa utén kialakult eszmecserén megfogalmazott kérdésre.

Az emlitett kotetekben kozolt dolgozatok koziil itt csak a [¥17] dolgozatra
térek ki, mert a benne targyalt kérdés kulcsszerepet jatszik az egyensilyelmélet-
ben. Knaster, Kuratowski és Mazurkiewicz 1929-ben, a réluk elnevezett KKM-
lemma felhasznalasaval 4j bizonyitast adtak Brouwer fixponttételére. Ez a
lemma a kovetkezst allitja. Legyenek uq, ..., u, valamely véges dimenziés valos
normalt E tér rogzitett elemei, és a zart C; C E (i = 1,...,m) részhalmazok ren-
delkezzenek azzal a tulajdonsaggal, hogy minden k < n pozitiv természetes szam
és minden {i1,...,i5} C {1,...,m} esetén az {z;,,...,x; } konvex burkoldja
benne van a C;; U--- U C;, halmazban. Ekkor C; N --- N C,, # 0.

1961-ben Ky Fan a KKM-lemmat a kovetkezSképpen altalanositotta végte-
len dimenzios terekre. Legyen E valés Hausdorff topologikus vektortér és X
nemiires részhalmaza E-nek. Azt mondjuk, hogy a F : X — 2¥ halmazértékii
fiiggvény végesen zart, ha F(x) N L az euklidészi topologia szerint zart, min-
den z € X és F minden véges dimenziés L altere esetén. A F fiiggvény
KKM-tulajdonsaga, ha X minden {xi,...,2,} véges részhalmazanak konvex
burkoléja részhalmaza az F'(z1) U --- U F(x,) halmaznak. Ky Fan [10] szerint,
ha F' értékei zart halmazok, és létezik olyan T € X, hogy F'(T) kompakt, akkor a
KKM-tulajdonsaghol kovetkezik, hogy az F(x) halmazok keresztmetszete nem
ires. Kovetkezésképpen, ebben az esetben, a KKM-tulajdonsagbodl kovetkezik
a végesmetszet-tulajdonsag, vagyis az F(x1), ..., F(z,) halmazoknak van kozos
pontja, minden z1,...,x, € X esetén. Nem nehéz igazolni, hogy ennek az &l-
litasnak a forditottja nem igaz, ha F = R (lasd [¥90], Example 3.1). Felmeriil
tehat a kérdés: hogyan lehetne jellemezni a végesmetszet-tulajdonsagot? A
[#17] dolgozat a KKM-tulajdonsag megfelels altalanositasaval valaszt ad erre a
kérdésre.

Legyen X tetsz6leges nemiires halmaz és F valés Hausdorff topologikus
vektortér. Ertelmezés szerint, az F : X — 2F fiiggvény altalanositott KKM-

tulajdonsagt, ha X minden nemiires {x1,...,2,} véges részhalmazahoz hozza
lehet rendelni az E olyan nemiires {yi,...,y,} részhalmazéat, amelyre minden
{Yiys---,yi,} részhalmaz konvex burkoldja részhalmaza a F(z;,),..., F(x;,)

halmazok egyesitésének. A [x17] dolgozat szerint ez a tulajdonsig egyenértéki



a végesmetszet-tulajdonsaggal, ha F értékei végesen zartak. Erdekes, hogy ez
az allitas szerepel az egy évvel kés6bb megjelent [7] dolgozatban is, viszont
[#17] emlitése nélkiil. KésGbb, egyensuly-feladatok targyalasanél tobb szerzd
hasznalta az &altalanositott KKM-tulajdonsag fogalmét és a vele kapcsolatos
végesmetszet-tételt, hivatkozva a [#17] dolgozatra is (lasd példaul [36]).

2 A minimax tételektsl az egyensitlyfeladatokig

Uj eredmények a minimaz elméletben, alkalmazva varidcids eqyenldtlenségekre és
optimalizdldsi feladatokra. Palyafutasa soran az ilyen tipusu feladatokat magéaba
foglalo egyensilyelmélet volt figyelmének kézéppontjaban. Az egyensulyelmélet
ma a nemlineéris analizis egyik legjelentGsebb aga, gyakorlati és elméleti szem-
pontbol egyarant. Magaba foglalja, tobbek kozott, az optimalizélas, a minimax,
a Nash-egyensily, a komplementaritds, a fixpont és a varidcios egyenl&tlen-
ségekre vonatkozo feladatokat. Mivel az egyensulyfeladat fogalma és elmélete a
jatékelmeéletbdl sarjadzott ki, célszerd néhany széban erre kitérni.

Az els6 jatékelmeéleti cikket a modern halmazelmélet egyik megalapozdja,
Zermelo irta 1913-ban a sakkjaték matematikdjarél. Emile Borel, 1921 és 1927
kozott, harom rovid jegyzetben foglalkozott elGszor a kétszemélyes, nulla Gsszegl
jatékok matematikai modellezésével, ahol az egyik jatékos nyeresége a masik
vesztesége: f1(s1,82) = —fa(s1,s2), minden (s1,s9) stratégiaparra, ahol f; és
f2 a jatékosok stratégiafiiggvényei. Ez a feltétel teljesiil a sakkban és a tar-
sasjatékok tobbségében (példaul a kartyajatékokban). A legegyszeriibb jaték a
“fej vagy iras”: mindkét jatékos egyidejileg letesz az asztalra egy 100 Ft-os ér-
mét. Ha a letett érmék fels oldala ugyanolyan, akkor az 1. jatékos elnyeri a 2.
jatékos érméjét; ha kiilonbo6zdk, akkor a 2. jatékos nyeri el az 1. jatékos érméjét.
Fent emlitett jegyzeteiben Borel megfogalmazta az ilyen tipusu jatékok egyen-
silyi megoldasanak fogalmat. Ez a kovetkez6t jelenti: az 1. jatékos barmilyen
s1 stratégiat valaszt, a Smelg f1(s1, s2) mennyiségnél tobbet nem kaphat, ha a

2 2

2. jatékos vele szemben a legjobban jatszik. Az 1. jatékos ezt a mennyiséget

akarja maximalizalni, azaz max mig f1(s1, s2) értéket akarja elérni, ahol Sy és
51€051 52€052

Sy a jatékosok stratégiahalmazai. Hasonléan gondolkodik a 2. jatékos is: az
1. jatékos max f1(s1, s2) maximélis nyereményét akarja a minimumon tartani,
s1€51

azaz min max f1(s1,s2) értéket akar elérni. Ha teljesiil a
52€852 51€851

g ey, Toee) = iy, ey Sonoe)
egyenlGség, ahol f = fi, akkor azt mondjuk, hogy a minimax jatékfeladatnak
van megoldésa.
A fej vagy irés jatékban azonban nincs minimax megoldas, legaldbbis az
eredeti stratégiatérben. FEzen segit az un. randomizalds, vagyis a kevert
stratégidk alkalmazasa. Példaul, az 1. jatékos p valdszintiséggel valaszt fejet



és 1 — p valoszintséggel irast, ellenben a 2. jatékos, az 1. jatékos valasztasatol
fiiggetleniil, ¢ valoszingéggel valaszt fejet és 1 — g valdszingéggel irast. (Tudjuk,
hogy a kevert stratégia hasznossigat mar a XVIIL. szazad elején ismerték.)
Borel az elébbi egyszerti megfigyelést altaldnositva, megfogalmazta a kevert
halmazok szimplexek), de bizonyitast ra nem adott. Ezt a feladatot a berlini
miegyetemen alkalmazott, 25 éves Neumann Janos (akkori nevén Johann von
Neumann) oldotta meg abban az altalanosabb esetben, amikor az f straté-
giafiiggvény s; szerinti fels6 és so szerinti alsé nivohalmazai konvex halmazok
(mai szohasznalattal, s; szerint kvazikonkav és so szerint kvazikonvex). Rend-
kiviil leleményes bizonyitésa, amelyet német nyelven kozolt a [31] dolgozatban,
a teljes indukci6 moédszerén alapul. Ugyanakkor kozolt errdl egy rovid, fran-
cia nyelvd [32] cikket is, de ebben csak a Borel-féle modellrsl van szo6, ahol a
stratégiafiiggvény bilinearis, és bizonyitas nélkiil kijelenti a minimax tételt. A
[31] dolgozat csak 1959 utan valt kozismerté, amikor megjelent az angol nyelvi
forditasa [35]. A matematikusok tGbbsége szamara ezutan valt nyilvanvalova,
hogy a kvazikonkiv és a kvazikonvex fiiggvényeket els6ként Neumann Jénos
hasznalta, anélkiil, hogy nevet adott volna ezeknek a fogalmaknak.

Kés6bb, a naci Németorszaghdl menekiil6 Neumann Janos a princetoni In-
stitute for Advanced Studiesban kapott allast. A harmincas évek mésodik
felében tobbszor latogatott Bécsbe, ahol Oskar Morgenstern kdzgazdasagi sz-
impo6ziumokat szervezett. Ezeken tevékenyen részt vett, tobbek kozott, a mod-
ern matematikai statisztika egyik megalapitoja, a kolozsvari szarmazisa Wald
Abraham is. Az egyik ilyen szimpéziumon Neumann Janos bemutatta a kozgaz-
dasédgtan els novekedési modelljét [34], amely a Brouwer-féle fixponttételre ala-
pult (1941-ben S. Kakutani, Neumann bizonyitasat elemezve, fedezte fel a nevét
visel§ fixponttételt). Ebbdl az egylittmiikodésbdl sziiletett a nagy hatésu [33]
konyv is. Ez a konyv hozzajarult ahhoz, hogy a masodik vilaghdborut kovetd
években az operacidkutatas hatalmas fejlédésnek indult, nemcsak a kézgaszdas-
zok, hanem a matematikusok korében is. Uj numerikus modszerek jelentek meg
(szimplex modszer, bels6 pontok modszere, stb.), és az elméleti kutatasok is
jelentSsen megszaporodtak.

A matematikus, ha egy 4j tételt meg akar érteni, nem elégszik meg a bi-
zonyitas megértésével. Ilyenkor rendszerint harom utat kovet. ElGszor a té-
tel értelmét sajatos esetekben vizsgalja, ezutan méas bizonyitasokat keres, majd
prébélja a tételt altalanositani, abbél az elvbél kiindulva, hogy minden javithato
(és ha kell, javitand6), amit ember teremtett. A minimax tétel altalanosita-
sainak hosszi és érdekes torténete van, amir6l, példaul [43]-ben olvashatunk.
A minimax tételek elméleti fontossaga abbdl is latszik, hogy a konvex analizis
nagy része ilyen tételeken alapul (lasd [42]).

Amint emlitettem, a [31] dolgozatban szereplé minimax tételben a
stratégiafiiggvény szimplexek szorzatan értelmezett kvazikonvex-kvazikonkav,
folytonos fiiggvény. Az altalanositasok ezeken a feltételeken lazitanak. Az egyik
fontos &ltalanositas a [8] dolgozatban szerepel, amelyben a stratégiafliggvény
lokalisan konvex terek konvex részhalmazainak szorzatén értelmezett folytonos
kvazikonkav-kvazikonkav fiiggvény. Egy évvel késobb, Ky Fan a [9] dolgozatban



a kvazikonkav-kvazikonvex tulajdonsigot egy altalanosabb konvexitasi feltétellel
helyettesitette. Ezt H. Konig [19] tovabb &ltalanositotta a ,,Konig-konvex fiig-
gvény” fogaloménak felhasznalasaval. Ezeket a fogalmakat a kovetkezdképpen
értelmezziik: Legyen A tetszéleges, nemiires halmaz. Az f : A — R fliggvény
Ky Fan-konvex, ha minden aq,as € A és A € [0, 1] esetén létezik olyan az € A,
hogy f(as) < (1 —X)f(a1) + Af(az). Ha ez a feltétel csak A = 1/2 esetén kell
teljesiiljon, akkor f Konig-konvex. Az el6bbi fogalombol nyilvan kovetkezik az
utobbi, de forditva nem igaz. Viszont, ha A szekvenciélisan kompakt topologikus
tér és f alulrol félig folytonos, akkor a két fogalom megegyezik (lasd [+23]). Ky
Fan [10] bizonyitott el@szor minimax tételeket tobb stratégia-fiiggvény esetén.

Ugyanakkor, az egyensilyelméletben megjelentek olyan tételek is, ame-
lyekben a ,konvex halmaz” szerepét a topologiabol ismert ,Osszefiiggs hal-
maz” fogalma veszi 4t. Wu [52] rdmutatott, hogy olyan minimax tétel is bi-
zonyithatd, amelyben a szakaszok szerepét bizonyos Jordan-goérbék jatsszak.
Néhany évvel kés6bb Joo Istvan [16] a nivohalmazok modszerével ilyen tipusy,
egyszer( és elegans bizonyitast adott Neumann Janos tételére. Ennek hatasara
Staché Laszlo [26] és Komornik Vilmos [25] olyan minimax tételeket bizonyi-
tott, amelyekben a stratégiafiiggvény un. intervallum tereken értelmezett. Ezek
topoldgikus terek, amelyeken az algebrai miiveleteket az ,0Osszefiiggés”’ tulaj-
donsaga helyettesiti (lasd [21], [22], [27], [48], [49]). Kassay Gabor [48] dol-
gozataban minimax feladatok esetén a [#26]-ban targyalt egyensulyelvet kiter-
jeszti intervallumterekre. Ezt felhasznalva és Joo Istvan [15]-ban k6z6lt minimax
tételét altalanositva, ramutat arra, hogy a konvex analizisben ismert dualitési
tételek topologiai természettiek. Ugyancsak a [#26] dolgozat eredményeit al-
talanositjak mértéktereken értelmezett minimax feladatok esetén az [«50] dol-
gozatban.

A Neumann Janos tételének el6bbi dltalanositasai mellett fontosnak tartom
megemliteni a kovetkezd eredményeket:

— H. Weyl bilinearis stratégiafiiggvény esetén a minimax-tételt a Farkas
Gyula alternativa tételével ekvivalens, végesen generalt kuipokra vonatkozo sajét
tételével bizonyitotta [51];

— C. Berge a nemlinearis alternativatételt véges szamu, zart konvex halmaz
metszetére vonatkozo sajat tételével bizonyitotta [1];

— M. Sion nemlinearis minimax tétel bizonyitdsdban elészor alkalmazta a
KKM lemmat olyan kétvaltozés stratégiafiiggvények esetén, amelyekre az elsé
valtozo szerinti felss, illetve a masodik valtozo szerinti alsé nivohalmazok zért
konvex halmazok [39];

- J. Kindler a minimax tételek és a halmazértékd fliggvényekre vonatkozo
metszettételek kozotti kapcesolatra mutatott ra ([19]- [23]);

— S. Simons bizonyitotta, hogy végtelen dimenzids terek esetén a minimax-
tételek és a gyenge kompaktsag kozott szoros kapcsolat van [40]-[45].



3 Egyensulyfeladatok megoldasainak 1étezése és
kozelitd kiszamitasa

Ky Fan [11] lokélisan konvex tereken értelmezett stratégiafiiggvényekre
bizonyitott minimax egyenldtlenségek megoldhatosdgara vonatkozéd tételeket.
Ezek ekvivalensek Tikhonov fixponttételével, és alkalmazhatok a Nash-féle
egyensily-feladatokra is, ezért az ilyen tipusi minimax feladatokat ma egyen-
sulyfeladatoknak nevezziik. Az utobbi dolgozatban bizonyitott tétel volt az
egyensilyfeladatokra vonatkozo elss altaldnos érvényt 1étezési tétel. Az “egyen-
sulyfeladat” elnevezés elgszor W. Oettli és munkatéarsai altal kozolt [2, 29, 30]
dolgozatokban fordul el6.

A minimax egyenl6tlenség tétele [11] szerint a kovetkezs: Legyen X Haus-
dorff topolégikus vektortér, K legyen X-nek nemiires kompakt, konvex részhal-
maza, és a [ : K x K — R fliggvény teljesitse a kovetkezs feltételeket:

(a) f(w,2) >0,

(b) minden rogzitett x € K esetén f(z,.) kvazikonvex,

(c) minden rogzitett y € K esetén f(.,y) feliilrsl félig folytonos.

Ekkor létezik olyan x* € K, amelyre f(z*,y) > 0, barmely y € K esetén.

Mivel differenciél operatorokkal értelmezett variacios egyenlGtlenségek esetén
a (c) feltétel nem teljesiil, H. Brézis, L. Nirenberg és G. Stampacchia [5] az el6bbi
tételt ugy altalanositta, hogy az legyen alkalmazhaté azokra is.

Az egyensilyelmélet ma a nemlinedris analizis egyik legjelentGsebb aga,
gyakorlati és elméleti szempontboél egyarant. Magéaba foglalja, to6bbek kozott,
az optimalizalési, a minimax, a Nash-egyensuly, a komplementaritési, a fixpont
feladatokat, a variacios egyenlStlenségeket. Ezeknek a feladatoknak egységes
matematikai modellje a kovetkezSképpen fogalmahaté meg. Legyen A és B két
nemiires halmaz és f : A x B — R adott fiiggvény. Az Z € A elemet egyensily-
pontnak nevezziik, ha

(EF) f(z,y) >0, Yy e B.
Az (EF) Minty tipusa dualisa a kovetkezs: létezik-e g € B, amelyre
(DF) f(2.§) <0, Vo e A?

Amint Komlo6si Sandor [24] igazolta, el6fordulhat, hogy ugyanolyan feltételek
mellett (EF)-nek van megoldasa, de (DF)-nek nincs. Ha viszont A = B és az f
monoton, azaz

flx,y)+ fly,x) <0, Yo,y € A,

tovabbé f minden szakaszon feliilrél félig folytonos a masodik valtozora nézve,
akkor a két probléma egyenértékd.

Az egyensilyelmélet targya az egyensulypontok létezésének és tulajdonsé-
gainak vizsgélata, valamint azok (kozelitG) kiszamitésa. Az elméleti kérdések
tisztazésa mellett, a gadasagi, a mechanikai, az elektrodinamikai és a mérndki



tudoményok teriiletén talalt fontos alkalmazasok szintén serkentik az egyensu-

lypontok tanulményozasat. Nem csoda tehét, hogy az utobbi években az egyen-

sulyelmélet iranti érdekl6dés megsokszorozodott. A matematika kiilonbozé fe-

jezeteiben megjelend egyensily-feladatok koziil példaként megemlitek néhényat.
1) Minimalizdlds

Legyen X nemiires halmaz és h : X — RU {400} adott fiiggvény. A kérdés
az, hogy milyen feltételek mellett igaz a kovetkezd allités:

Iz € X, h(z) < h(y),Vy € X.

Ha K :={x € X : h(z) < 4oo} és f: K x K = R, f(z,y) := h(y) — h(z)
minden x, y € K esetén, T akkor és csak akkor megoldasa a mimimalizalési
feladatnak, ha  megoldasa az (EF) egyenstuly-feladatnak.

2) A fizpont feladat

Legyen X valos Hilbert tér a (-, -) skalar szorzattal, és K legyen a X kompakt
részhalmaza. A T : X — 2% halmazértéki fiiggvényre vonatkozé fixpont feladat
a kovetkezd allitasra vonatkozik:

(FPF) dze K, ze€T(z).

Ertelmezve az f : K x K — R, f(z,y) := max,ep(z) (T —u,y —x) 3 , y € K
fliggvényt, T akkor és csak akkor megoldasa az (FPF) fixpont feladatnak, ha &
megoldasa az (EF) egyensuly-feladatnak.

3) A komplementaritdsi feladat

Az X valos vektortér valamely K részhalmaza kip , ha tx € K valahanyszor
t>0ésx e K. Legyen X topologikus vektortér, K C X egy zart konvex kip,
és legyen K* :={z € X*: (x,y) > 0, ha y € K} annak dualis kapja, ahol X*
a X dualis tere és (-, ) a dualitasi fliggvény. Adott T : K — X* operétor esetén
a komplementéritasi feladat a kovetkezs:

(KF) JieK, T() e K*, (T(z),7) = 0.

Ertelmezve az f: K x K — R, f(x,y) := (T(z),y — x), ha x, y € K fiiggvényt,
az T akkor és csak akkor megolddsa a (KF) komplementési feladatnak, ha &
megoldasa az (EF) egyensuly-feladatnak.

4) Varidcids egyenldtlenségek
Az el6bbi jeloléseket hasznalva, a variacioszamitasi feladat a kovetkezo:

e K,(T(x),y—z) >0, Vye K

Konnyen belathaté, hogy ez a feladat a komplementaritasi feladat altaldnositasa.

5) A nyeregpont (minimaz) feladat



Legyen X,Y két nemiires halmaz és h : X x Y — R adott fiiggvény. A
(Z,7) € X x Y elempar nyeregpontja h-nak az X x Y halmazon, ha

h(z,y) < h(Z,7) < h(Z,y), Y(z,y) € X x Y.
Legyen A=B=XxY és f: Ax B—R,
f(a'v b) = h(.]?,’l]) - h’(uay)7 a = (l‘,y), b= (U7U)'

6) Nash-féle egyensiilyfeladat nemkooperativ jdtékok esetén

A nemiires X;,i = 1,2,...,n, halmazokkal értelmezziik az X := X; X
Xo X ... x X, halmazt és a h; : X — R, i = 1,2,...,n, fiiggvényeket. Az
(Z1, %2, ..., Tpn) € X vektort a hy, ho, ..., h, fliggvények altal meghatarozott Nash-
egyensilypontnak nevezziik, ha minden ¢ = 1,2, ..., n esetén fennall a

Ri(T1y ey Tim1, iy Tig 1y oy T) > R (T1y ooy Tim 1, T4y Tig 1500 Tp), VT € X

egyenlGtlenség.
Az f: X x X — R fiiggvény értékét az © = (z1,...,2,) €8 y = (Y1,.--,Yn)
altal meghatarozott pontban az

n
f(x, y) = Z[hl(l‘l, Li—13 Ly Ljg1y ey xn) — hi(l‘l, e Li—15Yiy i1y ey xn)]
i=1
egyenldséggel értelmezziik. Konnyen belathato, hogy = = (1, ..., T,) akkor és
csak akkor egyensilypontja f-nek, ha a hq, ..., h,, fiiggvények altal meghataro-
zott Nash-egyenstulypont.

A konvex fliggvény fogalmanak Ky Fan és Konig-féle altalanositasai bizonyos
algebrai relaciok segitségével torténnek. Kassay Gabor miivei k6ziil néhany ilyen
tipust feltételeket tartalmaz. Példaul, a [*26] dolgozatban az el6bbieknél al-
talanosabb algebrai feltétel szerepel. Ennek a dolgozatnak tulajdonképpeni tar-
gya az egyensiilyfeladattal kapcsolatos ,supinf-feladat”. Ez a feladat a kivetkezd:
adott f: A x B — R fiiggvény esetén milyen feltételek mellett teljesiil a

sup inf f(z,y) >0 1
sup inf f(z.) (1
egyenlGtlenség? Ha ez az egyenl6tlenség teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f
teljesiti az supinf-feltételt. Minimax feladatok esetén a supinf-feltétel a

sup inf f(z,y) = inf sup f(x,

meg yeB fz:9) yeB zeg fz:9)
kovetkezs egyenlGséget jelenti.

A fenti kérdésre adott valasz a konkav fiiggvény fogalmanak kovetkezs al-

talanositasan alapul: Az f: A x B — R fliggvény konkév-szerii az A halmazon,
ha létezik a [0, 1] intervallumnak olyan T siird részhalmaza, amelyre

n

:gglggmf(z,yj) > 122% 3 sif (i, y5), (2)
1=



minden si1,...,8, € T, Z?:lsi =1, z1,...,2, € A, y1,...,Ym € B esetén.
Az f fliggvény konvex-szerti a B halmazon, ha —f konkav-szerd a méasodik
valtozora nézve. (Az eredeti értelmezésben T = [0, 1].)

Hasonl6 fogalmak — bizonyos sajatos esetekben — szerepeltek korabban is a
[3], [46] illetve [47] dolgozatokban.

A Hahn-Banach tétel véges dimenzids véaltozataval igazolhatd, hogy ha B =
{y1,...,ym} és az f konkav-szerd, akkor (1) egyenértéki azzal, hogy

supthf(x,yj)ZO, th,...,tmeT, thil (3)
z€A J=1 =1

A kovetkezs tételben szerepelnek az aldbbi tulajdonsidgok. Az f teljesiti
a gyenge zartsagi feltételt, ha a sup,c 4 infycp f(z,y) > 0, minden F C B
véges részhalmaz esetén, maga utan vonja az (1) egyenlGtlenséget. Az f tel-
jesiti az erGs zartsagi feltételt, ha minden F' C B véges részhalmaz esetén a
sup,e 4 infyer f(z,y) > 0 maga utén vonja azt, hogy létezik o € A, amelyre
f(z,y) > 0 minden y € B esetén.

A [%26] dolgozat fGtétele szerint ha f az A halmazon konkav-szerd és tel-
jesiil a gyenge zartsagi feltétel, akkor (1) egyenértéki azzal, hogy (3) igaz min-
den {y1,...,ym} C B esetén. Tovabba, ha az erGs zartsagi feltétel is teljesil,
akkor az egyensuly feladat megoldhatosiga az jelenti, hogy (3) teljesiil minden
{y1,--.,ym} C B esetén.

Konnyen beldathato, hogy ha B C A konvex halmaz, f konvex a B-n, és
f(y,y) > 0 minden y € B esetén, akkor (3) teljesiil minden {yi,...,ym} C B
esetén.

Tovabbé, abban az esetben amikor az A kompakt topologikus tér és f feliilrél
felig folytonos az A-n, akkor teljesiil az erds zartsagi feltétel. A fenti tétel
mésodik része ugy tekintheté mint a Weierstrass tétel altalanositasa. Valojaban
az emlitett tétel egy skalarizicids elvet fejezi ki.

A [%26] dolgozat, tobbek kozott, a kovetkezs okok miatt is figyelemre mélto:

1) A benne értelmezett konvexitasi fogalom altalanosabb, mint a Konig-
konvexitas, és a topologiai feltételek is kevésbé megszoritoak, mint példaul a [9],
[26] és méas — algebrai egyensuly feltételeket tartalmazo — dolgozatokban. Fontos,
hogy [«26]-ban a stratégiafiiggvény értelmezési tartoméanya nem rendelkezik sem
topoldgiai sem algebrai struktiréval.

2) A [+26]-ban vizsgalt supinf-egyenlGtlenség az egyenstlypont létezésének
olyan sziikséges feltételét fejezi ki, amely elégséges is, ha a minimum létezésére
vonatkozé Weierstrass-tétel alkalmazhato, példaul, ha A kompakt és f az els6
valtozora nézve felilrsl féligfolytonos. (A természet mindig egyensulyra torek-
szik, de nem mindig éri azt el.)

3) A [%26] tételeibsl konnyen levezethetGk az operaciokutatas alaptételei
(Gordan-tétel, Farkas-tétel, Neumann Janos minimax tétele, Fritz John tétele,
Karush—-Kuhn—Tucker-tétel, stb.) (lasd [40]).

4) Ezek a tételek alkalmazhatok végtelen programozési és vektoregyenstly
feladatokra is (lasd [12],[13],[28],[x90]).



5) A hasznalt matematikai apparatus egyszerd, mindssze a Hahn—-Banach-
tétel véges dimenzios valtozatara van sziikség.

6) Ha B C A és f mint kétvaltozos fiiggvény monoton, akkor [+26] tételeibol
rogtén kovetkezik az egyensilyelméletben ismert dualitési tétel.

7) A linearis és/vagy topologiai strukttraval nem rendelkezd absztrakt kon-
vexitasi tereken értelmezett egyenstulyfeladatok targyaldsanak ez az egyik leg-
egyszertibb modellje (1asd [14]-[23], [%20], [%22]-[«25], [*29], [*31], [+32], [*41],
[#42], [%48], [#55], [«58], [*61], [«62], [*66], [*70]).

8) A [%26] dolgozat alapdtlete nagyon egyszerd. Ha a minimax feladatot
diszkretizaljuk, akkor egy Borel-tipust matrixjatékhoz jutunk. Ennek random-
izalt alakja szimplexek szorzatin értelmezett bilinearis stratégiafiiggvénnyel van
megadva, ezért Neumann Jéanos tétele szerint létezik legalabb egy megoldésa.
Ha a diszkretizalast tetszGlegesen véaltoztatjuk, akkor az igy megszerkesztett
megoldasok halmazanak segitségével a stratégiafiiggvényre vonatkozbéan meg-
fogalmazhato egy egyszeri feltétel (a supinf-konkavitas), amely egy zartsagi
feltétellel egyiitt garantalja a supinf-feladat megoldhatosagat.

9) A [+26] dolgozat pedagogiai szempontbol is érdekes, mert a hasznalt
matematikai apparatus viszonylag egyszerd és az eredmények hatosugara nagy.
Ezek konnyen kiterjeszthetsk, példaul, vektor- vagy halmazértékii fliggvényekkel
értelmezett egyensulyfeladatokra is (lasd [«90] és [¥91]).

Az egyenstuly-elmélet fontos része az egyensulypontok kozelits kiszamitasara
vonatkozik. A gyakorlatban egy ilyen feladat altalaban nem egyszeri. FEn-
nek okai koziil csak harmat emlitek: Lehet, hogy a felhasznédlt modszerek
jobb analitikai feltételeket kovetelnek, mint amivel az egyensuly-feladat adatai
rendelkeznek. Még Osszetettebb a feladat, ha az adatai csak kozelitSleg
ismertek. Az is el6fordul, hogy a feladat rosszul fogalmazott (ill-posed).
Tlyenkor a ment66v az lehet, ha a feldatot ,regularizaljuk”, vagyis olyan
feladat-sorozattal helyettesitjiik, amelynél az emlitett nehézségek eltiinnek, és
a megfelel§ megoldasok konvergédlnak az eredeti feladat megoldésahoz, ha az
létezik. Tobb ilyen regulariziciés modszert ismeriink. Ezek koziil legismer-
tebbek a Tikhonov-féle, a Bregman-féle és a projekcidés moédszerek. Ezeknél a
regularizalo fliggvények

(o) = Fay) + 10(5.0)

alakiak, ahol 6 megfelels tulajdonsagokkal rendelkezd fiiggvény (lasd példaul
[¥90], 11.5 Tétel). Kassay Gabor kozelitd modszerekkel kapcesolatos eredményei
koziil fontosak valos- vagy halmazértékd fiiggvényekre vonatkozé alabbi ered-
ményei.

A [«71] dolgozatban a Bregman-féle iterativ regularizaciés modszerrel
létezési és egyértelmtiségi tételeket bizonyitanak egyensilyfeladatokra, reflexiv
Banach-terek zart konvex részhalmazain értelmezett fliggvények esetén. Bi-
zonyitjak, hogy a megszerkesztett iterativ sorozat tagjaibol képzett halmaz min-
den gyenge torlodasi pontja megoldasa az adott egyensuly-feladatnak.

A [+84] dolgozatban valés Hilbert-tereken értelmezett Brézis- pszeudomono-
ton kétvaltozos fliggvényekkel megfogalmazott egyensily feladatok megoldéasara
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egy 1j Popov-tipust iterativ modszer gyenge és erds konvergenciajat tanulmany-
ozzak.

4 Halmazértékd  fiiggvényekkel — értelmezett
egyenstly-feladatok

Az 1980-ban megvédett Rockafellar algoritmuse cimid &allamvizsga-
dolgozataban Kassay Gabor a kovetkezd feladatot targyalta.

Legyen H valés Hilbert tér. R. T. Rockafellar algoritmusa olyan eljaras,
amellyel kozelit6leg meghatarozhatjuk valamely mazimdlisan monoton T : H —
2" halmazértéki operator zérushelyeit, vagyis azokat a & € H pontokat, ame-
lyekre 0 € T'(Z).

Az algoritmus egy olyan {zp} C H sorozat megszerkesztésébdl all, ahol
valamely zg € H pontbol kiindulva az x4 pontot Ggy értelmezziik mint a T},
operator egyetlen zérushelye, ahol

Ti(x) = T(x) + vi(z — zx)

itt {yx} egy pozitiv tagu korlatos valés szamsorozat, amelynek tagjait regular-
izécids egylitthatéknak nevezziik.

Rockafellar [37] bizonyitotta, hogy ha 7" maximalisan monoton és léteznek
zérushelyei, akkor az {xy} sorozat gyengén konvergal a T valamelyik zérushe-
lyéhez. Ha nincsenek zérushelyek, akkor a megszerkesztett sorozat nem korlatos.

1985-ben jelent meg Kassay Gabor elsé tudoményos dolgozata [+2], amely-
ben Rockafellar modszerét kiterjesztette reflexiv Banach-terekre. Ebben a
kérdéskorben késébb még néhany érdekes dolgozatot publikalt tarsszerzékkel.

A [#46] dolgozatban reflexiv Banach-tereken értelmezett, maximalisan mono-
ton halmazértékid fiiggvények Browder-tipusti regularizaldsaval szerkesztett
kozelité moédszer stabilitasat vizsgaltdk, ha az eredeti adatok szintén csak
kozelitéleg ismertek. Eredményeik magukba foglaljak Rockafellar modsz-
erének altalanositdsat arra az esetre, amikor az eredeti fiiggvény Mosco-
approximacioval adott.

Az [+53] dolgozatban a [+2] eredményeit altalanositjak reflexiv Banach-
téren értelmezett nem maximalisan monoton halmazértékd fiiggvényekre. Rock-
afellar modszeréhez hasonld eljarassal, a Bregman [4] tavolsagfiiggvény fel-
hasznaladsaval olyan iterativ sorozatot szerkesztenek, amely gyengén kon-
vergal egy megoldashoz. Eredményeiket alkalmazzik rosszul fogalmazott (ill-
posed) varidcios egyenl6tlenségekre, tovabba olyan monoton (de nem max-
imalisan monoton) halmazértéki fiiggvényekre, amelyek grafikonjai szekven-
cidlisan gyengén zartak, és olyan konvex optimalizalasi feladatokra, amelyben
az adatok csak kozelitGen vannak meghatarozva.

A [%64] dolgozatban az [*53]-ben alkalmazott modszerrel erésen monoton,
pszeudomonoton, illetve hemifolytonos tobbértékd fliggvényekkel értelmezett
varidcios egyenlGtlenség-rendszerek kozelité megoldésara erGsen konvergald
sorozatot szerkesztettek.
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A [+86] dolgozatban reflexiv Banach-tereken tobbértékd Brézis pszeu-
domonoton operétorral értelmezett variacios egyenlGtlenség megoldhatosagara
adnak feltételeket, altalanositva Tikhonov [50] és Browder [6] regularizacios
moébdszerekkel kapott eredményeit.

Lgyen A és B két nemiires halmaz, Z topolégikus valdés vektortér, C C Z
egy konvex kup, amelynek intC-vel jelolt belseje nem fiires, és f : Ax B — Z
adott fiiggvény. Ebben az esetben az egyensuly-feladat kétféleképpen is megfo-
galmazhato: Igazoljuk, hogy

(EVEF) da € A agy, hogy f(a,b) & C'\0, Vb € B, vagy
(GVEF) Ja € A ugy, hogy f(a,b) € intC \ 0, Vb € B.

Az els§ esetben erGs egyensuly-feladatrol, a masodikban gyenge egyenstly-
feladatrol beszéliink. Ezek a feladatok altalanositisai a gyakorlatban gyakran
megoldasara vonatkozé feladatoknak.

Ehhez a témakorhoz tartoznak Kassay Gabor kovetkezs dolgozatai: [+49],
[#56], [«62], [x64], [«71], [*75], [*80], [+84].

A halmazértékii operatorokkal értelmezett variacios egyenlGtlenségek sajatos
esetei az el6bbi feladatnak.

Legyen X az E valés Hausdoff lokélisan konvex tér nemiires részhalmaza és
Y nemiires részhalmaza az E* duélis térnek. Tovabb4, legyen C' az Y nemiires
részhalmaza, és legyen F : C' — 2% halmazértéki leképezés, nemiires értékekkel.
A Minty-féle varidcios egyenl6tlenség problémaja a kdvetkez6:

M(F;C): inf (x,v—u)>0, VveC.
zE€F(v)

A Stampacchia-féle variacios egyenlStlenség probléméja a kovetkezs:

S(F;C): sup (z,v—u)y>0,VveC.
zEF(u)

Legyenek Xi,...X,, Y1,...,Y, valés Hausdorff topologikus vektorterek, és
(-, az X; xY; (i = 1,2,...,n) halmazokon értelmezett folytonos bilinearis
fiigvények amelyek fligghetnek i-t61).

A Minty- és a Stampacchia-féle varidciés egyenlStlenségek rendszerére
vonatkozé probléméajinak megfogalmazasa érdekében tételezziik fel, hogy C; C
Y1, ..., C, C Y, nemiires halmazok és

Fi:Cyx---Cp—2% (i=1,2,...,n)

halmazértéki fiiggvények nemiires értékekkel. A Minty-féle varicios egyen-
16tlenség problémaja az Fi,...,F, halmazértékd fiiggvények rendszerére a
kovetkezd:

M(Fl,...,Fn;Cl,...,Cn)Z

F (g, stty) ECL X - xCp: Vi=1,...,n,
Yv € Oz VI’E Fi(ul,...,ui_l,v,qu...,un), <1:,ui 7’U>Z‘ ZO
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A Stampacchia-féle variacios egyenl6tlenség probléméja ugyanazon feltételek
mellett a kovetkezs:

S(Fl,...,Fn;Ch...,Cn)Z

I (u,...,up) €ECL X - X Cp: Vi=1,...,n,
Yo e C; Fx € Fy(ug, ... ..., up), {x,v—1u;); >0.

Fontos gyakorlati helyzetek motivaljak a varidciés egyenlGtlenségi rendszerek
tanulméanyozasat. Példaul az folyadékok aramléisa repedezett pordzus kozegen
keresztiil és a plaszticitas modelljei variacios probléméakhoz vezetnek (lasd [38]).

Az ilyen rendszerek fontossagat a Nash-egyensulyelmélet is igazolja. [*30]-
ban a szerzék kimutattik, hogy abban az esetben, ha a F; halmazértéki fiig-
gvények Clarke szubdifferenciél tipustak, akkor az M (Fy,...,EF,;Cy,...,Cp)
probléméanak van megoldasa megfelels feltételek mellett. Az idézett eredmény-
bél az kovetkezik, hogy ha az i-edik potencial tipust operator monoton az i-edik
valtozora nézve, akkor az S(Fi,..., Fy;C1,...,C,) feladat minden megoldasa
Nash-féle egyensulyi pont a potencidlrendszer szidméra.

A [*28] dolgozatban a szerzdk az optimalizalas elméletében ismert Fermat-
elvet — a Clarke-derivalt felhasznalasaval — kiterjesztették egyenstulyfeladatokra.
Normalt tereken értelmezett lokéalisan Lipschitz-fiiggvények esetén [*30]-ban
értelmezték a Clarke-féle iranymenti derivalt erds és gyenge valtozatat, valamint
az erds és gyenge stacionarius pont fogalmat. Minden erds staciunarius pont
gyenge stacionarius pont is. Ezeket alkalmazva a Nash-féle egyenstulypon-
tokra, konvexitasi és kompaktsigi feltételek nélkiil igazoltdk, hogy minden
egyensiilypont erds stacionarius pont. Ha a feladat megfogalmazéasaban szere-
pl6 X; halmazok kompakt konvex halmazok, akkor a Nash feladat tag oszta-
lyara léteznek gyenge stacionéarius pontok. Ilymoédon a Nash-egyensilyontra
egy hasznélhato sziikséges feltételt kapunk. Ez a feltétel egy halmazértékd
operatorokkal adott S(F1y,...,F,;C1,...,Cy) tipust variacios egyenlGtlenség-
rendszerrel értelmezett. Ha ebben a feladatban az F; potencial tipusi operator
monoton az i-edik valtozora nézve, minden i esetén, akkor ennek a feladat-
nak minden megoldasa Nash-egyensilypont a potencidlokkal értelmezett fiig-
gvényrendszerre nézve.

A [+39] dolgozatban elégséges feltételeket adnak a Minty és a Stampacchia-
féle variacios egyenlGtlenség-rendszerek megoldasara. Bebizonyitottak, hogy ha
az egyenlGtlenségek kiilon-kiilon megoldhaték, és az F1, ..., .F, figgvények alul-
rol féligfolytonosak, akkor a rendszernek is van megoldasa, vagyis a faktorizacios
elv érvényes.

Kassay Gabor tudomanyos tevékenységét a [+*90] monografiaval koronazta
meg. Ez a konyv az egyensulyelmélet legijabb eredményeit - koztiik a sajat-
jainak egy részét - foglalja Ossze egységes vezérfonal szerint.

Kassay Gabor palyafutédsa alatt tevékenységét rendkiviil tudatosan szervezte
meg. Példaul, mindenkivel kereste a kapcsolatot, akik az 6t érdekls problémak
kutatédsaban fontos eredményeket értek el. Ebben segitették egyéni tulajdon-
ségai is: nyitott természeti volt, mindig kereste a tanulds lehet&ségét a kapc-
solataiban, a fellépése kellemes benyomast keltett, hamar megértette masok
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mondanivaléit, tisztan tudta kifejezni magat és szeretett mésokkal egyiitt dol-
gozni. Ezzel magyarazhato, hogy kutatasi teriiletén a legjobb szakemberekkel
dolgozott egyiitt és dolgozatainak tobbsége téarsszerzgkkel késziilt. Példak és
ellenpéldék szerkesztésében, valamint a dolgozat végleges forméajanak kidolgo-
zésaban sikerrel palydzhatott volna a nemzetk6zi nagymesteri cimre. Amikor
tanulmanyi ttjair6l hazatért, a tanszéki Popoviciu-szeminariumon (amelynek az
utébbi években 6 volt a vezetGje) mindig beszamolt tapasztalatairol.

Baratai és kollegéi lelkében nagy trt hagyott maga utén.
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