Divide et Impera, Backtracking, Greedy

Asist. Horea Muresan

24 Februarie 2024

1 Introducere

* Divide et Impera (divide and conquer) - clasd de algoritmi care imparte recursiv o problemd in mai multe
subprobleme similare pand cand acestea pot fi rezolvate direct. Acesti algoritmi sunt eficienti la probleme
de sortare, inmultirea numerelor mari (algoritmul Karatsuba), calculul tranformdrii Fourier (procesare de
semnale audio) etc.

* Backtracking - clasd de algoritmi folositd pentru identificarea solutiilor prin “forta brutd”. Util in re-
zolvarea problemelor de satisfacere a constrangerilor, cum ar fi problema rucsacului, problema celor 8
regine, Sudoku. Este de asemenea folosit de unele limbaje de programare ca strategie de executie (ex.
Prolog).

* Greedy - clasa de algoritmi care implica alegerea optimd locald la fiecare pas al construirii solutiei. Nu
garanteaza furnizarea unei solutii optime global, dar aproximeaza o solutie locald optima intr-un timp
relativ scurt.

2 Divide et Impera

2.1 Considerente teoretice
Algoritmii de tip divide et impera in general au trei parti:

¢ Divizarea problemei initiale in subprobleme de aceeati natura, astfel incat procesul de divizare sa poata
fi aplicat (dacd este nevoie) din nou pe fiecare subproblema

e Cand subproblemele ajung la o dimensiune suficient de redusd, ele vor fi rezolvate direct. Decizia a ce
reprezintd o dimensiune suficient de redusd depinde de problema. Ca exemplu, pentru algoritmul de
merge sort, se urmdreste fragmentarea listei de sortat in subliste cu cate un element fiecare.

* Dupa rezolvarea directd a subproblemelor, ultimul pas este combinarea solutiilor mici pentru a construi
solutia la problema initiala.

In pseudocod, structura generald a unui algoritm de tipul Divide et Impera este:

Divide et Impera:

1: function DIVIDE_ET_IMPERA(Problema)
2 if Problema este o problema elementara then
3 return Rezolva(Problema)
4 else
5: [Py, P2] + Descompune(Problema)
6 Ry < Divide_et_Impera(P1)
7 Ry < Divide_et_Impera(P2)
8 return Combina(R1, R2)
9: end if
10: end function




2.2 Probleme

Turnurile din Hanoi:

1: function HANOI(n, Sursa, Destinatie, Aux)

2:

3
4:
5:
6
7

if n > 1 then
Hanoi(n — 1, Sursa, Auz, Destinatie)
TransferaDisc(Sursa, Destinatie)

Hanoi(n — 1, Aux, Destinatie, Sursa)
end if

. end function

In pseudocod, fie vectorul V pe care il sortam:

Merge sort:
1: procedure MERGESORT(V, Start, End)
2 if Start == End then
3 return
4 end if
5 mid < (Start + End)/2
6 mergeSort(V, Start, mid)
7 mergeSort(V,mid + 1, End)
8: merge(V, Start, End)
9: end procedure
1: procedure MERGE(V, Start, End)
2: mid < (Start + End)/2
3 i+ Start
4 Jj+—mid+1
5 k+1
6 tmp < vector cu End — Start + 1 pozitii
7 while i < mid && j < End do
8 if V[i] < V[j] then
9: tmplk ++] « V[i + +]
10: else
11: tmplk ++] « V[j + +]
12: end if
13: end while
14: while i < mid do
15: tmplk + +| < V[i + +]
16: end while
17: while j < End do
18: tmplk + +] < V[j + +]
19: end while
20: V[Start..End] = tmp[l..k — 1]

21: end procedure

Algoritmul MergeSort reprezentat vizual:
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Fig. 1: Merge sort vizualizat



3 Backtracking

3.1 Considerente teoretice

Algoritmii de tip backtracking construiesc solutii incremental, elimindndu-le automat pe cele care incalca una
sau mai multe constrangeri. Acesti algoritmi pot fi aplicati pe probleme care admit conceptul candidat partial
pentru solutie. Formal, putem spune ca metoda backtracking se poate aplica daca:

* Solutia poate fi reprezentatd printr-un sir z = (z[1], z[2], ..., z[n]), fiecare element z[i] apartindnd unei
multimi cunoscute A;

* Fiecare multime A; este finitd si elementele se afld intr-o relatie de ordine precizatd. (De multe ori A; =
As=...=A,)

Algoritmul de tip backtracking construieste vectorul = (numit vector solutie) astfel:
Fiecare pas k, incepand (de reguld) de la pasul 1, se prelucreaza elementul curent x[k] al vectorului solutie:

1. z[k] primeste pe rand valori din multimea corespunzitoare Ay;

2. lafiecare pas se verificd daca configuratia curentd a vectorului solutie poate duce la o solutie finald — daca
valoarea lui z[k] este corectd in raport cu z[1], z[2], ... z[k — 1]:

(a) dacd valoarea nu este corectd, elementul curent X[k] primeste urmaétoarea valoare din Ak sau revenim
la elementul anterior x[k-1], dacd X[k] a primit toate valorile din A, — backtrack;
(b) daca valoarea lui z[k] este corectd (avem o solutie partiald), se verificd existenta unei solutii finale a
problemei:
i. dacd configuratia curentd a vectorului solutie x reprezinta solutie finald, o afisdm sau o salvdm;
(depinde de tipul de problema si de cerintd)
ii. dacd nu am identificat o solutie finald trecem la urmitorul element, [k + 1], si reludm procesul
pentru acest element;

Pe mdsura ce se construieste, vectorul solutie = reprezintd o solutie partiald a problemei. Cand vectorul solutie
este complet construit, avem o solutie finald a problemei.

In pseudocod, considerand ca avem sirul « in care vom construi solutii si multimile Ay, aldturi de subalgo-
ritmii:

* procedura valid(K) valideazd conditiile impuse de problemd pentru solutia partiald z[1], z[2],.. ., z[K].

e procedura solutie(K) verificid dacd solutia partiald x[1],z[2], ..., z[K] indeplineste conditiile pentru a fi
solutie finala.

Structura generald a unui algoritm Backtracking este:

1: function BACKTRACKING(K)

2 fori < 1,size(Ak) do

3 if valid(K) then

4 if solutie(K) then

5: X este solutie

6 else

7 backtracking(K + 1)
8 end if

9 end if
10: end for

11: end function

3.2 Probleme

Una din problemele clasice care poate fi rezolvata cu un algoritm de tip backtracking este problema rucsacului.
Se dd o listd de obiecte care au o valoare si o greutate. Se dd de asemenea un rucsac cu o limitd superioara de
greutate. Se cere lista de obiecte cu valoare maxima care au suma greutatilor mai micd sau egala cu limita datd
de rucsac.

Pentru rezolvare, se pot cduta toate configuratiile posibile de obiecte si se retine cea mai bund gasita.
Insi aceasta abordare are potentialul de a genera multe configuratii care depasesc limita de greutate. Aceste
configuratii pot fi eliminate de la primul pas cand sunt detectate folosind backtracking.
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Fig. 3: Un algoritm de backtracking abandoneaza un candidat din momentul in care aceasta incalcd cel putin o constrangere a problemei.



4 Greedy

4.1 Considerente teoretice

Algoritmii de tip Greedy Incearcd sa construiascd rapid o solutie la o problemd (in general de optimizare)
alegand la fiecare pas optiunea care are imppactul cel mai mare la acel moment, fara a evalua calitatea globala
a solutiei. Aceste tipuri de rezolvdri nu garanteaza ca obtin solutii optime global, dar complexitatea lor este
mic4, si cu euristici suficient de bune, calitatea solutiilor oferite nu este departe de cea optima.

Structura generald a unui algoritm Greedy este:

1: function GREEDY(Candidates)

2 Solution + 0

3 while !solutie(Solution) && Candidates # () do
4: X < cel mai bun element din Candidates
5: Candidates < Candidates \ {X}

6 if fezabil(Solution U {X}) then

7 Solution + Solution U {X }

8 end if

9 end while

10: return Solution

11: end function

viabilitatii acestuia dupd mai multi pasi. Dupa alegerea unui candidat si includerea lui in solutie, acesta nu
mai este scos din solutie, astfel cd alternativele care nu includ acel candidat nu sunt explorate.

4.2 Probleme

Aplicand un algoritm de tip Greedy pentru problema rucsacului, putem ordona obiectele in ordine descrescatoare
dupd valoarea lor. Asta asigura cd cele mai valoroase obiecte vor fi incluse in solutie, dacd nu depédsesc greu-
tatea maxima. In Fig.4 observam acelasi exemplu ca la backtracking, in care varianta greedy nu gaseste solutia
optima.

Pentru aceeasi problemd, aplicim o euristica putin diferitd. Sortdm obiectele in ordine descrescdtoare dupa
raportul valoare/greutate. Rationamentul este cd, din moment ce avem o limitd de greutate, vrem sd alegem
obiectele care maximizeazd valoarea per unitate de greutate. Nici aceastd euristicd nu garanteaza obtinerea
solutiei optime global. De mentionat, in cazul problemei continue a rucsacului (in care este permisa luarea
unor fragmente din obiecte), aceastd euristica obtine tot timpul solutia optima globala.

Algoritm Greedy pentru problema rucsacului:

1: function GREEDY(Obiecte)
2 Solution < ()

3 while Greutate_totala(Solution) < GreutateMazima && Obiecte # () do
4: X < obiectul cu raportul valoare/greutate maxim din Obiecte

5: Obiecte <+ Obiecte \ {X}

6 if Greutate_totala(Solution U {X}) < GreutateMazima then

7 Solution < Solution U {X'}

8 end if

9 end while

10: return Solution

11: end function
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Fig. 4: Un exemplu in care euristica folositd nu este suficient de bund si solutia optima nu este gasita.
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Fig. 5: In acest caz, euristica data este suficient de bun si solutia optima este gasita.
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