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1 Csoportok, gyliriik és testek

1.1 A csoport fogalma. Példak

Ertelmezés 1.1 Legyen G egy halmaz és ¢ : G x G — G egy fiiggvény.
a) Az (G, ¢) elempart grupoidnak nevezziik. Ha x,y € G, akkor ¢(z,y) helyett gyakran az

T+y, Ty, xoy, zNyY, TUY, T*Yy

stb. jeloléseket hasznaljuk.
A 47 (illetve ,,-”) jelolést additiv (illetve multiplikativ) jeldlésnek nevezziik.
b) (G, x) félecsoport, ha ,%” asszociativ milvelet, azaz minden xz,y,z € G esetén

¢) (G, *) monoid, ha ,,*” asszociativ mfivelet, és G-ben létezik semleges elem:
FeecG VMreGrrxe=exz=u.

Additiv (illetve multiplikativ) jelolés esetén e-t 0-val (illetve 1-gyel) szoktuk jelolni.
d) (G, *) csoport, ha (G, *) monoid és minden eleme szimmetrizdlhatd (invertdlhatd):

MrxeG @A) ' eGrxa' =a"xx=e.

Additiv (illetve multiplikativ) jelolés esetén z’-et —z-el (illetve z~t-gyel) jeloljiik.

e) Azt mondjuk, hogy az (G, *) csoport kommutativ vagy Abel-csoport, ha minden x,y € G esetén, = xy =
Y * X

f) Az |G| kardindlis szdmot az (G, x) csoport rendjének nevezziik.

Lemma 1.2 Legyen (M, -) egy monoid.
a) Ha e, e’ € M semleges elemek, akkor e = ¢'.
b) Hax € M és a’,2" € M x-nek inverzei, akkor ' = .
¢) Legyen U(M) = {x € M | z invertdlhat6} az M egységeinek a halmaza. Akkor (U(M),-) csoport.

Bizonyitds. a) e =ee’ =¢'.
b) ' = a'e = &' (zz") = (2'x)z” = ex” = 2".
¢) Az M semleges eleme invertdlhatdé, mert ee = e. Ha © € U(M), akkor 2’ € U(M) és (z') = x, mert
2’z = xa’ =e. Hax,y € U(M), akkor
(zy) (') = (y'a") (zy) = e,
tehat xy € U(M) és (vy) = y'2’. Az asszociativitds 6roklédik. m

Példa 1.3 a) (N*,+) félesoport, (N,+), (N,-) monoidok, nem csoportok.
b) (Z,+), (Q,+), (R,+) Abel-csoportok.
c) (Z,), (Q,-), (R,-) kommutativ monoidok, (U(Z) = {1,-1},-), (Q*,-), (R*,-) Abel-csoportok.

Példa 1.4 Legyen M egy halmaz és F(M) ={f| f: M — M}. Akkor (F(M),o) monoid. Az
Sy =U(F(M)) ={f € F(M) | f bijektiv}

csoportot az M halmaz szimmetrikus-csoportjanak nevezzik.

Feladat 1 Legyen M =R\ {0,1}, G={f;|i=1,...,6}, ahol f; : M — M,

1 t—1 1

fit) =t, fa(t) = =7 f3(t) = — fat) = e

O =1-t. folt) = .

Igazoljuk, hogy (G, o) nemkommutativ csoport (készitsiink miivelettablat).

(M)t e M.

Feladat 2 (Csoportok direkt szorzata) Legyen Gy és Gy két csoport, és legyen
G:=G1 xG2={g=(91,92) | ;1 € G1, g2 € Ga}.

Ertelmezés szerint, legyen
(91, 92) (91, 92) = (9191, 9292)-
Akkor G csoport.



Megjegyzés 1.5 (Szamitasi szabdlyok) a) Legyen (G,-) egy csoport és a,b € G. Az ax = b egyenlet
egyetlen megolddsa x = a~'b, és az ya = b egyenlet egyetlen megoldasa y = ba~'; kovetkezik, hogy a

te:G—= G, t,(z)=ax

és
t:G—-GaG, ft

w(r) =za
bijektiv fiiggvények (ezeket bal oldali illetve jobb oldali transzlicidnak nevezzilk). Ha z,y € G, akkor ax =
ay = =1y és xa=ya=>1xr=1y.

b) (Hatvdnyozds) Legyen (G,-) egy csoport, x € G és n € N*. A |7 asszociativitdsét felhaszndlva,
értelmezzik az x™-et:

gl=z, "t=z"z=z 2"

Tovébbd, legyen 2° = e és (x71)" = (2™) L.
Feladat 8 Tgazoljuk, hogy z"t™ = x"x™ és ()™ = ™" minden = € G és m,n € Z esetén.

Haa (G, +) additiv jel6lést alkalmazzuk, akkor legyen 1-x = z, (n+1)z = nz+x = x+nz, 0-x—0, (—n)x =
—(nz) = n(—x). Ebben az esetben, (m + n)x = mx + nx és m(nz) = (mn)z minden m,n € Z esetén.

Feladat 4 Legyen (G, -) egy félcsoport. Igazoljuk, hogy G csoport akkor és csak akkor, ha:
a) (I)e € G agy, hogy (V)z € G ze = z.
b) (V)z € G (3)a’ € G ugy, hogy za’ =e.

Feladat 5 Legyen (G,-) egy nemiires félcsoport, és t,,t., : G — G, t,(z) = ax, t/(z) = xa, ahol a € G.
Bizonyitsuk be, hogy:

a) G csoport < i, t, sziirjektivek, (V)a € G.

b) Ha G véges, akkor G akkor és csak akkor csoport, ha (V)a,z,y € Gar =ay =z =y ésxza=ya =z =y.

Feladat 6 Legyen (G, ) egy csoport és x,y € G. Igazoljuk, hogy:
a) 2=yl =e, ay=ytr = 3 =e, 2y =y
b) 2° =y = e, 1y = y2? = 2%y = yx, vy = y322.
c) 2 =yt =e, yr =29y = zy = y2.

Feladat 7 Legyen (G, -) egy csoport és x,y € G. Igazoljuk, hogy :
a) Ha zy = yz, akkor 2™y" = y"az™ és (xy)” = z"y™ (V)m,n € Z.
b) Ha n € Z és (zy)* = 2¥y*, ahol k =n — 1,n,n + 1, akkor xy = yz.

1.2 Csoportmorfizmusok

Ertelmezés 1.6 Legyen (G, %) és (G',0) két csoport és f: G — G’ egy fiiggvény,
a) Azt mondjuk, hogy f csoportmorfizmus, ha minden z,y € G esetén

flxxy) = f(z)o f(y).

Az f-et endomorfizmusnak nevezzik, ha (G, *) = (G, 0).

b) Azt mondjuk, hogy f izomorfizmus, ha létezik egy f' : G’ — G morfizmus gy, hogy f' o f = 1¢ és
fof =1¢. Az f izomorfizmust automorfizmusnak nevezzik, ha (G, *) = (G, o).

Jelolések: End(G) — az endomorfizmusok halmaza, Aut(G) — az automorfizmusok halmaza.

Lemma 1.7 Legyen f: G — G’ és ' : G' — G" két morfizmus.

a) f(e) =¢’;

b) f(z71) = f(z)~! minden z € G esetén.

¢)1¢:G— G és f'of:G— G" morfizmusok.

d) f akkor és csak akkor izomorfizmus, ha bijektiv.
Bizonyitas. a) ¢/ f(e) = f(e) = f(ee) = f(e)f(e), tehdt f(e) = €.

b) Ha z € G, akkor zz~! = 27z = ¢, tehdt f(x)f(z~1) = f(z7 1) f(x) = ¢/, és kovetkezik, hogy f(z)~! =
Fa).

¢) Minden z,y € G esetén 1g(z,y) = 2y = 1g(x)1a(y) és

(f" o Pay) = f'(f(xy)) = F'(f @) f W) = £ (F @) (fW) = (f o H@)(f o f)(y).

d) Ha f izomorfizmus, akkor bijektiv, mert van inverze. Forditva, feltételezziik, hogy f bijektiv, és igazoljuk,
hogy f~! izomorfizmus. Legyen u,v € G', x = f~*(u) és y = f~1(v). Ekkor

FHwo) = fPHf@) f () = FH(flay) =ay = () (v). =
3



Feladat 8 Ha a € R%. \ {1}, és f: (R, +) — (R%,-), f(z) = a®, akkor f izomorfizmus, és f~*(z) = log,(x).
Feladat 9 A p; : G1 X Gy — Gy, pi(x1, 22) = x; kanonikus projekcidk sziirjekt{v morfizmusok, i = 1, 2.

Feladat 10 Ha (G, -) egy csoport, akkor (End(G),o) monoid, és U(End(G)) = Aut(G) (tehat (Aut(G),o)
csoport).

T4y

Thay/a?- Igazoljuk, hogy:

Feladat 11 (Lorenz-csoport) Legyen a > 0, G = (—a,a) és x xy =
a) (G, ) Abel-csoport;
b) létezik egy f: (R},:) = (G,*), f(z) = ‘fy;—i? alaki izomorfizmus.
Feladat 12 Legyen M egy halmaz és (G,-) egy csoport. A GM = {f | f: M — G} halmazon értelmezziik a
kovetkez6 miiveletet: (fg)(z) = f(z)g(z), (V)x € M, f,g € GM. Igazoljuk, hogy (GM,-) csoport, és 1étezik

egy ¢ : G — GM injektiv morfizmus.

Feladat 13 Legyen (G,-) egy csoport és f,g : G — G, f(x) = 271, g(x) = 2%. A kovetkezé &llitdsok ekvi-
valensek:

(i) G Abel-csoport.

(i) f € Aut(G).

(iii) g € End(G).

Feladat 14 Legyen (G,-) egy csoport, és i, : G — G, iz(x) = grg™', ahol g € G. Igazoljuk, hogy i, € Aut(G).
(ig-t belsd automorfizmusnak nevezziik. Jelolés: Int(G) = {iy4 | g € G}).

Feladat 15 Legyen M és N két halmaz és f : M — N egy bijektiv fiiggvény. Igazoljuk, hogy (Sas,0) ~ (Sn,0).

1.3 Részcsoportok

Ertelmezés 1.8 Legyen (G, -) egy csoport és H egy részhalmaza G-nek. Azt mondjuk, hogy H részcsoportja
G-nek (jelolés: H < (G,-)), ha H zart a mfiveletre nézve (azaz minden x,y € H esetén xy € H-nak) és (H, ")
csoportot alkot a ,,-” altal indukélt miivelettel.

Tétel 1.9 (részcsoport jellemzése) Legyen (G, -) egy csoport és H részhalmaza G-nek. A kévetkezd dllitdsok
ekvivalensek:

1) H részcsoportja G-nek.

2) H#0 ésaxy,x=! € H minden v,y € H esetén.

3) H#0 ésaxy~t € H minden x,y € H esetén.

Bizonyitas. (1)==(2) Mivel (H,-) csoport kiévetkezik, hogy van egy e’ semleges eleme. Ha e a G semleges
eleme, akkor e'¢’ = ¢’ = €’e, vagyis e =¢’ € H.

Minden z € H esetén létezik 2’ € H gy, hogy 2’ = 2’z = e, és létezik =1 € G gy, hogy 2~ ! = 271z = e.
Az inverz elem egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy ' = 2~ € H.

(2)=(3) Ha z,y € H, akkor x,y ' € H és xy~! € H.

(3)==(1) Feltevés szerint H # (); ha x € H, akkor e = zx~! € H és ex™! =271 € H Ha z,y € H, akkor
v,y t € Hésx(y')~! € H, vagyis vy € H.

Ezzel igazoltuk, hogy H zart a miiveletre nézve, H-ban létezik semleges elem, és H minden elemének van
inverze. Mivel az indukdlt mfivelet asszociativitdsa oroklédik, a fentiekbdl kovetkezik, hogy (H, ) csoport és a
G részcsoportja. m

Példa 1.10 1) Z részcsoportja (Q, +)-nak, Q részcsoportja (R, +)-nak és R részcsoportja (C, +)-nak.

2) (Q*,-) részcsoportja (R*,-)-nak és (R*,-) részcsoportja (C*,-)-nak.

3) nZ részcsoportja (Z,+)-nak, ahol nZ = {nk | k € Z} és n € Z rdgzitett.

4) {e} és a G részcsoportjai (G, -)-nak, ezeket a G csoport trividlis részcsoportjainak nevezzik. Ha H < G
és H # {e}, H # G, akkor H-t valddi részcsoportnak nevezzik.

5) (U, -) részcsoportja (C*,-)-nak, ahol n € N*-nak és

2%k 2%k
Up=1{z€C|z" =1} = {cos -~ +isin— [0<k<n—1, keZ}
n n

az n-ed rendi egységgyokok halmaza.
6) Legyen (G, ") egy csoport, és

Z(G)={9eG|lgz=xg9 Yz € G}

a G centruma. Akkor Z(G) részcsoportja G-nek.
Vegyiik észre, hogy G akkor és csak akkor kommutativ csoport, ha Z(G) = G.
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Lemma 1.11 Legyen f: G — G’ egy csoportmorfizmus.
1) Ha H részcsoportja G-nek, akkor f(H) részcsoportja G'-nek.
2) Ha H' részcsoportja G'-nek, akkor f~1(H) részcsoportja G-nek.

Bizonyitds. 1) Mivel H # () kovetkezik, hogy f(H) # 0.

Ha 2,4y’ € f(H), akkor 1étezik x,y € H dgy, hogy =’ = f(z) és vy’ = f(y), tehdt z'y’ = f(z)f(y). Mivel f
morfizmus f(z)f(y) = f(zy), ahol xy € H-nak (mert H részcsoport), tehat 'y’ = f(zy) € f(H).

Tovabbd, (2/)~! = f(z)~! = f(z~!) (mert f morfizmus), de z=* € H (mert H csoport), tehdt f(z~!) €
F(H). A részcsoportok jellemzési tételébdl kovetkezik, hogy f(H) részcsoportja G'-nek.

2) Mivel H’ részcsoportja G'-nek és f morfizmus, fenndll az, hogy f(e) = €/, (ahol e a G semleges eleme és
¢ a G' semleges eleme); kovetkezik, hogy e € f=1(e), vagyis f~1(H') # 0.

Ha z,y € f~'(H'), vagyis f(z), f(y) € H', akkor f(z)f~'(y) = f(2)f(y™!) = f(zy~!) € H', vagyis
ryte fYH). m

Ertelmezés 1.12 Legyen f: G — G’ egy morfizmus.
1) AzIm f = f(G) = {f(x) | x € G} halmazt az f képének nevezzik.
2) AKerf={zr € G| f(z) =€} = f~1(¢’) halmazt az f magjdnak nevezziik.

Megjegyzés 1.13 1) A fenti lemmébol kovetkezik, hogy Kerf < G és Imf < G'.

2) Ha H részcsoportja G-nek és i : H — G, i(h) = h, akkor i injekt{v morfizmus.

Forditva, ha f : G — G’ injektiv morfizmus, akkor f(G) = Imf részcsoportja G'-nek és H ~ f(H). Egy
injektiv morfizmust bedgyazdsnak is neveziink.

Tétel 1.14 (Injektiv morfizmusok jellemzése) Az f : G — G’ morfizmus akkor és csak akkor injektiv,
ha Kerf = {e}.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy f injektiv és legyen x € Kerf, vagyis f(z) = ¢/ = f(e); kiovetkezik, hogy
x = e, tehat Kerf = {e}.

Forditva, feltételezziik, hogy Kerf = {e}. Legyen x1, 12 € G tigy, hogy f(r1) = f(x2). Ekkor f(x1)f ! (x2) =
e/, és mivel f morfizmus f(zizy') = ¢, vagyis z125' € Kerf = {e}; kovetkezik, hogy ziz5' = e tehét
1 =€erg =2To. N

Tétel 1.15 (Cayley) Minden csoport bedgyazhatd eqy szimmetrikus csoportba.

Bizonyitas. Legyen (G, ) egy csoport, a € G és t, : G — G, t,(x) = ax (L, a bal oldali transzldcié). Mivel
to bijektiv fiiggvény, kovetkezik, hogy t, € S¢ :={f : G — G | f bijektiv}.

Legyen ¢ : G — S¢ 1gy, hogy ¢(a) = t, és igazoljuk, hogy ¢ injektiv morfizmus. Valéban, ¢(ab) = 4 és
p(a) o p(b) =ty otp, és minden x € G esetén

tap(x) = (ab)x = a(bx) = t,(bx) = to(tp(z)) = (ta o tp) (). (1)

Tovabbd, legyen a,b € G ugy, hogy ¢(a) = ¢(b), vagyis t, = tp. Ez azt jelenti, hogy t,(x) = t»(z) minden
x € G esetén, tehat ax = bx és a = b, vagyis ¢ injektiv. m

Feladat 16 Legyen (G, -) egy csoport és Hy, Ho, H3 < G. Igazoljuk, hogy:
a) Hy U Hy akkor és csak akkor részcsoport, ha Hy < Hs vagy Ho < Hj.
b) Hy U Hy = G akkor és csak akkor, ha H; = G vagy Hs = G.
¢) H3 C Hy U Hy akkor és csak akkor, ha H3 < H; vagy Hs < H,.

Feladat 17 Legyen (A, +) egy Abel-csoport, mA = {ma | a € A} és A, = {a € A | ma = 0}, ahol m € Z.
Bizonyitsuk be, hogy:

a) mA, A, < (A,+).

b) Ha f: (A,+) — (B, +) egy morfizmus, akkor f(mA) C mB és f(An) C B,

¢) Legyen G = (S3,0). Igazoljuk, hogy G® és G5 nem részcsoportok.

Feladat 18 Legyen (G, -) egy csoport és H C G egy véges nemiires részhalmaz. Igazoljuk, hogy H < G akkor
és csak akkor, ha H zért részhalmaza G-nek.

Feladat 19 Legyen (G, -) egy csoport és Z(G) ={x € G | xg = gx (V)g € G} a G centruma.
a) Bizonyitsuk be, hogy Z(G) < G.
b) Ha f: G — G’ egy izomorfizmus, akkor f(Z(G)) = Z(G’).



1.4 Az S, szimmetrikus csoport

Legyen S, = Sq1,..ny = {f : {1,...,n} — {1,...,n} | f bijektiv}. Az (Sp,o0) csoportot n-ed foki szim-
metrikus csoportnak nevezzik. Egy o € S, elemet n-ed foka permutdcidnak nevezziik, és gyakran egy tablazat

segitségével adjuk meg:
1 2 e n 1 2 ... n
o= , e= .
o(l) o(2) ... oa(n) 1 2 ... n

(e-t az identikus permutdcidnak nevezziik.) Ha o,7 € S,,, akkor

és
ol =

o(l) o(2) ... o))
( )

1 2 n

Matematikai indukcidval kénnyen igazolhaté, hogy |S,| = n!.

Ertelmezés 1.16 Legyen o € S,.

a) Az (i,7) elempdrt inverzidnak nevezzilk, ha 1 < i < j < n és o(i) > o(j); inv(o)-val jeloljik a o
inverziéinak a szamaét.

b) sgn(o) = (=1)"™() ¢ {1, -1} a o szignatirdja; o pdros permutécié, ha sgn(c) = 1, és o pdratlan
permutécid, ha sgn(o) = —1.

A péros permutédcidk halmazat A,-nel jeloljik.

Feladat 20 a) Minden o € S, esetén, 0 < inv(c) < n(n2_1)~

. . . _ n(n—1) (1 2 N A
b) inv(o) =0 < 0 = e; inv(o) = =5 @a—(n ne1 . 1).,
c)Han>2é1<j<k<n,legyen 7;; € Sy,
k, i=j
Tik(t) = §J, i=k
i, itk
Akkor inv(rj) = 2(k — j) — 1 és sgn(7ji) = —1. (Tjk-t transzpozicidnak nevezziik).

(123 4y, (1234 , . )
Feladat 21 Legyen o = (2 41 3) és T = (4 1 9 3). Hatérozzuk meg az inv(o)-t, sgn(o)-t, o~ '-t,

oT-t, To-t és o1497-t!

Feladat 22 frjuk fel az Gsszes 3-ad és 4-ed foku transzpozicidkat.

Feladat 28 Szémitsuk ki inv(o)-t ha:

a)az(l 2 3 4 ... n n+1 n+2 ... Qn)

1 3 5 7 ... 2n—-1 2 4 ... 2n

b)a(l 23 ... n n+l n+2 n+3 ... 2n )
2 4 6 2n 1 3 5 ... 2n—1

Tétel 1.17 a) Minden o € S,, esetén,

sn(o)= [ a(j) —o(i)

i
1<i<j<n J

b) sgn : (Sp,0) — ({1, —1},-) szirjektiv morfizmus.
c) (Ay,0) csoport és |A,| = 2. (A,-et alterndld csoportnak nevezzik).

Bizonyitas. a) Mivel o bijektiv fliggvény, minden i, j € {1,...,n} esetén léteznek az egyértelmilen meghatarozott
k,le{l,...,n} elemek, k # [, Ggy, hogy o(k) =i és o(l) = j; tovdbbd, k > | pontosan akkor ha (i,j) o-nak
egy inverzidja. Kovetkezik, hogy a H1§i<j§n w
tényez6k szama inv(o).

b) Mivel sgn(e) = 1, és ha 7;; egy transzpozicid, akkor sgn(r) = —1, kévetkezik, hogy sgn sziirjektiv.

szorzatban, az egyszeriisitések utén, a (—1)-gyel egyenld
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Legyen o, € S,,. Mivel 7 bijektiv, minden i,j € {1,...,n} esetén léteznek az egyértelmiien meghatérozott
k,le{l,...,n} elemek, k # [, ugy, hogy 7(k) =i és 7(I) = j. Ekkor

I © N IR COTON s TGE) EGI0)

1<i<j<n J—i 1<i<j<n J—i
_ o(r(j) —o(r(i) 7(j) — ()
- 191191 7(7) = 70) 19‘11@ j1
= sgn(o)sgn(7).

¢) Vegyiik észre, hogy A,, = Ker(sgn), tehat A,, részcsoport.
Legyen 7 € S,, egy transzpozicié. Mivel S,, csoport és sgn csoportmorfizmus, ¢ : A, — S, \ A, ¢(0) = o1
jolértelmezett bijektiv fiiggvény; kivetkezik, hogy [A,| =[S, \ An| = 2. =

1.5 Lagrange tétele

Ertelmezés 1.18 Legyen (G, ") egy csoport és H részcsoportja G-nek. Ertelmezziink G-n két relaciot:
rppy <= v 'y € H a H szerinti bal oldali kongruencia, és
xphyy < xy~t € H a H szerinti jobb oldali kongruencia relacié.

Lemma 1.19 1) py és py ekvivalenciareldciok G-n.
2) Ha G/pir = {pn(z) | © € G} és G/ply = (g (2) | 3 € G}, akhor

pul{zr) =axH ={zh|h € H}
x-nek H szerinti bal oldali mellékosztalya és

pylr) =Hx ={hx|he H}
x-nek H szerinti jobb oldali mellékosztalya.

Bizonyitas. 1) Igazoljuk, hogy py reflexiv, tranzitiv és szimmetrikus. Reflexivitds: zpgya minden z € G
esetén, mert 2~ 'z = e € H. Tranzitivitds: ha zpyy és yprz, akkor értelmezés szerint 'y € H és y~ 'z € H,
tehat (z71y)(y~'2) € H, vagyis 2~z € H és xpgz. Szimmetria: ha zpgy, akkor x 71y € H, tehat (z71y)~! =
y 'z € H, azaz yppx.

Azt, hogy py ekvivalencia reldcié hasonléan igazoljuk.

2) Igazoljuk, hogy py(x) = xH. Ertelmezés szerint

pm{z) z{yEG|poy}={y€G|x_1y€H}.

Legyen y € pg{x); ekkor h = =1y € H, tehat y = 2h € vH.
Forditva, ha y = xh € xH, akkor 2~y = h € H; kovetkezik, hogy xpry, azaz y € pp{x).
Az ply(x) = Hz egyenléség igazoldsa hasonlé médon torténik. m

Tétel 1.20 (Lagrange-tétel) Legyen G egy csoport és H < G egy részcsoport.
1) Fenndll, hogy |xH| = |Hz| = |H| minden x € G esetén, vagyis minden osztdlyban ugyanannyi elem van.
2) Ho G/H = {zH |z € G} és H\G = {Hz | v € G}, akkor |G/H| = |H\G]|.
(Jelolés: [G: H| = |G/H| = |H\GJ; ezt a kardinélis szdmot a H részcsoport G-beli indexének nevezziik.)
3) |G| = |H|-[G : H]. Partikuldrisan, ha G véges, akkor minden részcsoport rendje osztja a csoport rendjét.
4) Ha H, K részcsoportjai G-nek és K C H, akkor

[G:K]|=|G:H] [H:K].

Bizonyitas. 1) Legyen f: H — xH, f(h) = zh. Ertelmezés szerint f sziirjektiv fiiggvény, de injektiv is (mert
csoportban lehet egyszerfisiteni), tehat f bijektiv figgvény, ezért |H| = |xH|.

Hasonléan f': H — Hz, f'(h) = hx bijektiv fuggvény, tehat |H| = |Hz|.

2) Legyen ¢ : G/H — H\G, ¢(xH) = Hx~!. Igazoljuk, hogy ¢ jol értelmezett: legyen 2’ € xH, vagyis
a’ = zh (ez azt is jelenti, hogy xH = 2’ H). Akkor

o@'H)=H(z')™' = H(zh) ™' = H(h 'z~ = Hz™ L.

Legyen ¢ : H\G — G/H, y(Hz) = x='H. Az elébbihez hasonléan igazoljuk, hogy 1 jél értelmezett
fliggvény.



Mivel
Wop)(xH) = Y(p(zH)) =Y(Ha™") = (¢ ") 'H = 2H
és
(pov)(Ha) = p(y(Hr)) = p(a™ ' H) = H(z™')™" = Hz
kovetkezik, hogy 1 = =1 és ¢ bijektiv fiiggvény, tehdt |G/H| = |H/G|.

3) Létezik egy I halmaz és léteznek az x; € G elemek, i € I, gy, hogy G/H = {«;H | i € I} és
|I| = |G : H] = |G/H|. Azt mondjuk, hogy {z; | i € I} C G a G/H faktorhalmaznak egy teljes reprezentdns
rendszere (vagyis G = J;c; x:H és, ha i # j, akkor x; H Nx;H = ().

A fentiek alapjan |G| =), |z H| =), ., |H| =|I|-|H| =[G : H] - |H|.

d) (Ez a pont tulajdonképpen a c)-pont dltaldnositdsa.) Legyen {z; | i € I} G/H-nak egy teljes reprezentans
rendszere, tehdt |I| = [G : HJ, és legyen {y; | j € J} a H/K-nak egy teljes reprezentdns rendszere, tehdt
|J| =[H : K].

Elég igazolni, hogy {x;y; | (i,7) € I x J} G/K-nak egy teljes reprezentans rendszere (mert akkor |G/K| =
[G:K]|=|IxJ =|I|-]|J]=I[G: H|[H : K)).

Ahhoz, hogy {z;y; | (4,j) € I x J} G/K-nak egy teljes reprezentans rendszere legyen, az egyesitésnek fednie
kell G-t és két kiilonbo6z6 osztalynak diszjunktnak kell lennie. Valéban,

U zyK = UzyE = Ut wK) = Jte(|J v K) =

(i,J)EIxJ iel jeJ i€l jeJ iel jeJ
= Jte(H) = | 2:H = G;
el el

tovébbad, igazoljuk, hogy ha (i1, j1) # (i2, j2), akkor z;, y;, K Nx;,y;, K = 0. Feltételezziik, hogy i1 # ia, akkor
i,y K Nwiy;, K Ca HNayH =10. Ha iy = iy = 4, akkor j1 # ja, és

xi1yj1Kﬁxi2yj2K = twi(yle) ﬂtmi(ijK) = la, (yleﬁijK) = th(q)) =0

(felhaszndltuk azt, hogy a ¢, transzlacié injektiv). m

1.6 Megoldott feladatok

1) Legyen M egy halmaz, P(M) az M részhalmazainak halmaza és jelolje A a halmazok szimmetrikus
kiilonbségét, vagyis minden X,Y C M-re XAY = (X \Y) U (Y \ X). Bizonyitsuk be, hogy (P(M),A)
csoport.

Megoldds: Legyen C(X) = CpyX = M\ X ax X C M részhalmaz komplemetuma. Felirhaté a kovetkezd
egyenlGség:
(1) XAY =[XNnCY)]UY nC(X)].
A A mivelet asszociativitasanak ellenorzéséhez sziikségiink lesz a kovetkezd azonossagra is:

2) C(XAY) = (XNY)U[CX)NC(Y)]

amit az (1) egyenl6séghdl vezethetiink le a de Morgan-azonossdgok segitségével, haszndlva azt, hogy a hamazok
metszete disztributiv az egyesitésre nézve:

C(XAY)=C(XNnCY)NCYNC(X))=[C(X)uY]u[C(Y)UX]
={[cxX)uY]nCY)u{lC(X)uY]nX}
=[CX)NCY)uynCY)U[C(X)uUX]U[Y NX]
=[C(X)NCY)UPUDU(XNY)=(XNY)U[C(X)NnC(Y)].

Az (1) és (2) azonossdgokat hasznélva kapjuk, hogy

(XAY)AZ =[(X+Y)NC(2DVU[C(X+Y)Nn Z]
={[(XncM)uFy nCX)NC2)ufl(XnY)u(C(X)nCY))]nZ}
=[XNCY)NCIUY NC(X)NC(2)UXNYNZIU[CX)NC(Y )N Z]
=(XNYNZ)uXnCY)nCU[CX)nYnC2)U[C(X)nCY)nZ].

~ =

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha X A(Y AZ)-t szédmoljuk ki. Tehdt A asszociativ miivelet.
A A miivelet meghatdrozésdbdl kovetkezik, hogy A kommutativ, semleges eleme az iires halmaz és XA X = (),
vagyis X inverze X. Tehdt (P(M), A) Abel-csoport.
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2) Legyen G = (—1,1), z,y € G és

r+y
1+azy’

(%) Txy =

Bizonyitsuk be, hogy:
i) az (x) egyenlet egy * miiveletet hatdroz meg a G halmazon, amivel (G, ) Abel-csoport;
ii) az (R7,-) pozitiv valés szamok multiplikativ csoportja és (G, ) kozott létezik egy f : R — G, f(x) =

ar —1 .
alakl izomorfizmus.

T+
Megoldas: 1) Ha z,y € G, akkor x xy € G, mert

1 1 —1)(y—1
ewy =14 EFDFD oo @D
1+ 2y 1+a2y

Tehat * egy miivelet a G halmazon. Az (1) egyenléségb6l kovetkezik, hogy * kommutativ. Az asszociativitast
a kovetkez6 modon igazolhatjuk:
r+y r+y+z+zaYz
(ry)re=-2Y yze ,
142y zy+xz+yz+1
y+z r+y+z+xyz

x(yxz)=xx* = .
Trlyrz) = 14+yz axy+az+yz+1

=z, Vx € G.

Kovetkezik, hogy e = 0, tehat ha létezik semleges elem, akkor az a 0. Mivel x * 0 = x minden = € G-re, azt
jelenti, hogy valéban 0 a semleges elem. Ha 2’ az x € G elem inverze, akkor z * 2’ = 0, ahonnan ldthatd, hogy
2’ = —x € G. Tehét, ha létezik x inverze, akkor ez a—z. Konnyen ellenérizhetd, hogy —x az x inverze barmely
x € G-re. Bizonyitottuk tehét, hogy (G, *) Abel-csoport.

ii) Mivel f morfizmus, az 1 semleges elem képe a semleges elem lesz, vagyis tudjuk, hogy f(1) = 0, amibdl

rogton kovetkezik, hogy a = 1. Tehat

Tegyiik fel tovabba, hogy e semleges elem. Akkor x % e = x barmely z € G-re, vagyis 133:— c
xe

x—1
2 = .
(2) /(@) z+1
Mivel
r—1
-1 ——>0
r+1 —|—1> ’
=l e <0
+1 1 ’

lathaté, hogy f(x) € G barmely = € RY esetében, ahonnan lathaté, hogy (2) egy f : R% — G fiiggvény. Az
f figgvény bijektiv, mert az f(xz) = y egyenlet egyetlen megolddsa = = % € R’. Szamoldssal kénnyen
igazolhatd, hogy f morfizmus, vagyis

r1x2 —1
T1To + 1

flx1x2) = f(x) * f(x2).

Tehat f izomorfizmus.

3) Legyen (G, -) egy véges csoport és ) # H C G. Bizonyitsuk be, hogy H akkor és csak akkor részcsoportja
G-nek, ha H zart részhalmaz (G, -)-ben.

Megoldds: Ha H < G, akkor nyilvanvald, hogy H zért részhalmaza (G, -)-nek.
Legyen h € H tetszbleges. Ha H zért részhalmaz (G,-)-ben, akkor a H-ra lesziikitett h-val vald transzldcidk
képei H-ban maradnak. Bevezethetjiik tehat a kovetkezo fliggvényeket:

thyty, + H— H, tp(2) = ha, t),(v) = xh.

Ha z1,2z0 € H és tp(x1) = tn(xa), vagyis ha; = haxo, akkor egyszeriisithetiink G-ben h-val az z1 = o
egyenléséghez jutva. Kovetkezik, hogy t; injektiv, és mivel H véges, t; bijektiv is. Analég mdédon kovetkezik,
hogy t}, is bijektiv.

A t), fiiggvény sziirjektivitdsdbdl kovetkezik, hogy létezik, e € H gy, hogy h = tp(e) = he. Akkor igaz
G-ben, hogy 1h = eh, ahonnan h-val egyszertisitve kapjuk, hogy 1 = e € H. Vagyis mivel ¢, szirjekiv, létezik
h' € H tgy, hogy

L=ty(h)=hh'=hh ' =1=h0=h"'=H € H.
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Mivel h € H tetszoleges elem volt, kovetkezik, hogy H < G.

4) Igazoljuk, hogy egyetlen morfizmus létezik a (Q, +) és a (Z,+) csoport kozott.

Megoldds: Legyen f : Q — Z egy morfizmus, x € Q tetszbleges és f(z) = a € Z. Barmely n € N* esetén
felirhatd, hogy

n tag n tag

és mivel f (E) € Z, kovetkezik, hogy a = 0 (mivel az Gsszes n € N* t6bbszorose), tehat f(x) = 0 bérmely
n
z € Q-ra.

5) Hatérozzuk meg a (Z,+) csoport dsszes automorfizmusat.
Megoldds: Legyen f :7Z — Z egy endomorfizmus (Z, +)-ban. Ha z € N*| akkor

fl)y=fl+1+---+1) =xf(1)

és f(—x) = — f(x). Nyilvdnvald, hogy f(0) =0 = f(1) - 0, kdvetkezésképpen

flx)=f(Q1)- -z, Vx €Z.

Ha f automorfizmus, mivel f sziirjektiv, 1étezik a € Z 1gy, hogy 1 = f(1) - a. Kovetkezik, hogy f(1) osztéja
1-nek, vagyis f(1) € {-1,1}. Ha f(1) = 1, akkor f = 1z, ami nyilvdn automorfizmusa (Z, +)-nak, ha pedig
f(1) = —1, akkor f a kovetkezd fiiggvény:

—12:72Z = Z, (—1z)(z) = —x,

amirdl szintén konnyen igazolhatd, hogy (Z,+) automorfizmusa.
Tehat (Z,+) automorfizmusai 17 és —1z.

1.7 A gytri fogalma. Példak

Ertelmezés 1.21 a) Az (R,+, ) algebrai struktirdt gydrinek nevezzik, ha:
1. (R,+) Abel-csoport (az R additiv csoportja);
2. A szorzas disztributiv az dsszeaddsra nézve, azaz minden a, b, ¢ € R esetén,

alb+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ ca.

b) R egységelemes gytird, ha létezik 1 € R gy, hogy 1-a=a-1=a (V)a € R esetén.

¢) R asszociativ (kommutativ) gyliri, ha (R, ) asszociativ (kommutativ) gruppoid.

d) R test, ha R asszociativ egységelemes gy{ir(i, 1 # 0, és R minden nemnulla eleme invertdlhato.
e) R Lie-gydrd, ha minden a,b,c € R esetén

1. a® = 0;
2. (ab)e+ (be)a + (ca)b =0 (Jacobi-azonossdyg).
Az aldbbiakban a ,,gyliri” mindig ,,asszociativ gytliriit” fog jelenteni.
Feladat 24 (Szdmitdsi szabdlyok) a) Ha (R, +,-) gyfirli és a € R, akkor igazoljuk, hogy
ta,th : (R,+) = (R, +), ta(r)=ar, t.(r)=ra
csoportmorfizmusok. Kévetkeztessiik, hogy minden a, b, c € R esetén

(1)a-0=0-a=0;
(2) a(=b) = (—a)b = —ab; (—a)(=b) = ab;
(3) (—a)™ = a ha n péros, és (—a)™ = —a ha n pératlan.
(4) a(b—c¢) =ab—ac, (b—c)a=ba— ca.
b) Ha R-ben 1 =0 akkor R = {0}, azaz R null-gydri.
Az aldbbiakban, ha létezik 1 € R, akkor feltételezzuk, hogy 1 # 0.
¢) Az R egységelemes gyfirii test < (R*,-) csoport, ahol R* = R\ {0}. Altaldban, (R*,-) monoid, és
(U(R),-) csoport.
d) Ha R Lie-gytirt, akkor R antikommutativ, azaz ab = —ba minden a,b € R esetén.
10



Feladat 25 Ha R kommutativ gytri, akkor érvényesek a kovetkezd azonossagok:
a) (305 aa) (051 bj) = D0y 205 aibss
b) (a+b)" =>"}_, CFa"=*b* (Newton binomidlis képlete).

Feladat 26 Legyen R egy (asszociativ) gyfirli, [a,b] = ab — ba, (V)a,b € R. Igazoljuk, hogy (R,+,[—,—])
Lie-gytiri.

Ertelmezés 1.22 Legyen R egy gylirti és a,b € R.

a) Ha a,b # 0 és ab = 0 akkor azt mondjuk, hogy a bal oldali zérusosztd és b jobb oldali zérusoszto.

b) R zérusosztomentes gyird, ha minden r,s € R esetén rs = 0 = r = 0 vagy s = 0. Egy kommutativ,
zérusosztomentes, egységelemes gyturit integritdstartomdnynak neveziink.

c) a idempotens, ha a® = a. Jelolés: Idemp(R) = {a € R | a idempotens}.

d) a nilpotens, ha létezik n € N* dgy, hogy a™ = 0.

Jelolés: r(R) = {a € R | a nilpotens}.

Feladat 27 a) 0, 1 idempotens elemek; ha e # 0,1 idempotens, akkor zérusoszto, e(1 —e) = (1 —e)e = 0, és
1 — e is idempotens.

b) Ha a € R invertdlhatd, akkor a nem zérusoszto.

¢) (Egyszerisités) Ha a € R nem zérusosztd, és ab = ac vagy ba = ca, akkor b = c.

d) Ha R test, akkor R zérusosztémentes gytir(i; forditva nem igaz.

Tétel 1.23 Minden véges integritdstartomdany test.

Bizonyitas. Legyen a € R* ést, : R — R, tq(x) = ax. Azonnal kovetkezik, hogy t, injektiv. Mivel R véges,
kovetkezik, hogy t, sziirjektiv, tehat létezik © € R dgy, hogy ax =1. =

Feladat 28 Legyen R egy egységelemes gytrii és a,b € R.

a) Ha R kommutativ, a nilpotens és b invertdlhat6, akkor a + b invertdlhato.

b) Ha 1 — ab invertalhatd, akkor 1 — ba invertalhato.

c) Ha a, b, ab—1 invertalhaté elemek, akkor a—b~1, (a—b~1)~1—a~! invertalhatok, és ((a—b~1)"1—a=1)~! =
aba — a.

Feladat 29 Legyen R egy gylirti és Z(R) = {r € R | rx = ar, Yo € R} az R centruma. Igazoljuk, hogy

a) R kommutativ < Z(R) = R.

a) Ha R-ben nem léteznek nemnulla nilpotens elemek, akkor minden idempotens elem centrilis (azaz eleme
Z(R)-nek).

b) Ha (V)z € R 22 — x € Z(R), akkor R kommutat{v.

Feladat 30 Legyen R egy véges gytr(.

a) Ha R egységelemes, akkor minden nemnulla elem vagy bal oldali zérusoszté vagy invertdlhato.

b) Feltételezziik, hogy (I)a € R, a nem bal oldali zérusosztd, és ()b € R, b nem jobb oldali zérusoszto.
Akkor R egységelemes gytirii.

Feladat 31 Legyen R egy egységelemes gytril és a € R. Ha a-nak tobb bal oldali inverze van, akkor végtelen
sok van.

1.8 Gyilrtimorfizmusok

Ertelmezés 1.24 Legyen R és R’ két gyfirfi.
a) Az f : R — R’ fliggvényt gydrimorfizmusnak nevezziik, ha minden a,b € R esetén
(1) fla+b) = fla)+ f(B);  (2) f(ab) = F(a) F(D).
Az f-morfizmust endomorfizmusnak nevezzik, ha (R,+,-) = (R, +, ).
b) Ha R és R’ egységelemes gyliriik, és f(1) = 1, akkor azt mondjuk, hogy f unitér morfizmus.
¢) f izomorfizmus, ha létezik egy f' : R’ — R morfizmus 4gy, hogy f'o f=1r és fo f' = 1p.
Jelolések:
e Hom(R, R’) — a morfizmusok halmaza,
e End(R) — az endomorfizmusok halmaza;
e Aut(R) — az automorfizmusok halmaza.

Feladat 32 a) 0 : R — R/, 0(a) =0, és 1z : R — R, 1g(a) = a gylrlimorfizmusok.

b) Ha f : R — R’ morfizmus, akkor f(0) = 0 és f(—a) = —f(a) minden a € R esetén; ha f unitér és
a € U(R), akkor f(a™') = f(a)~t.

¢) Ha R, R’ egységelemes gyliriik és f : R — R’ sziirjekt{v morfizmus, akkor f unitér.
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Feladat 33 a) f: R — R’ izomorfizmus < f bijekt{v morfizmus.
b) Morfizmusok Gsszetétele morfizmus.
¢) (End(R), o) monoid, és (Aut(R), o) csoport.

Feladat 34 Ha K és K’ testek és f : K — K’ egy morfizmus, akkor vagy f = 6 (null-morfizmus), vagy f unitér
és injektiv.

Feladat 35 (modulo n maradékosztdlyok gyirije) Legyen n > 1, Z, = {a | a € Z}, és értelmezziik a kovetkezd
miiveleteket:

a+b=a+b, b
minden a,b € Z esetén. Igazoljuk, hogy:

a) A fenti definiciék nem fiiggnek a reprezentdnsoktol.

b) (Z,,+,-) kommutativ egységelemes gyfirti.
¢) Ha a =b (mod n), akkor (a,n) = (b,n).
d) Ha (a,n) = 1, akkor a 1nvertalhat0 Zp-ben.
e) Ha (a,n) = d > 1, akkor a zérusoszté.
f) Ha p primszém, akkor Z,, test.
g) Ha n nem primszam, akkor Z,, nem integritastartomany.
h) Szamitsuk ki a 7 inverzét modulo 16 és a 11 inverzét modulo 27.

Feladat 36 (komplex szamok teste) Az R x R = {z = (x,y) | ,y € R} halmazon értelmezziik a kovetkezd
miiveleteket:
(x’ y) + (xlv y,) = (J? + xlv Y+ y,)’ (JZ, y)(x’, y/) = (xxl - yy,v xy’ + yx’).

Igazoljuk, hogy:

a) (R x R, +,-) kommutativ test és ¢ : R - R xR, x> (x,0) injektiv testmorfizmus.

b) Azonositjuk x-et (z,0)-val, és legyen i = (0,1). Ekkor i? = —1 és (z,y) = z+yi. Ez a felirds egyértelmti,
vagyis ha (z,y) = 2’ + y'i, akkor z = 2’ és y = ¢/'.

Jelolés: C = {z = x+vyi | z,y € R, i® = —1} a komplex szdmok teste, i az immagindrius egység; ha
z =z + yi, akkor Rz = = a z valds része és Iz = yi a z immagindrius része.

c) Ha z = 2 +yi, legyen z = x —yi a z konjugdltja és |z| = /2% a z modulusza. Ekkor, 2 ER & 2 =2, 2=
0 |z| =0, és

242 =247, 22/=327, Z=z;

22| = 2] - |#'], |z + 2| <]zl + 2.

d) Oldjuk meg a 2% = a + bi egyenletet. Alkalmazds: a =3, b= 4.

e) Ha z = 2 + yi € C és r = |z|, akkor trigonometridbdl tudjuk, hogy létezik egyetlen ¢ € [0, 27) gy, hogy
cost = £ éssint = £, tehit z = r(cost +isint) = exp(it). Ez a z trigonometrikus alakja. Ekkor:

o 22/ = rr'(cos(t +t') + isin(t +t'));

o 1 = I(cos(—t) + isin(—1));

o 2" = r"(cos(nt) + isin(nt)).

f) Ha z = r(cost + isint) és n > 1, akkor a Z"™ = z egyenletnek pontosan n megolddsa van C-ben:

t+ 2k t+ 2k
Zy, = {/r(cos + T 4 isin +okm

), k=0,...,n—1.

g) Legyen U, = {z € C | 2" = 1} = {w = cos%—” + zsm%—” | k=0,...,n— 1} az n-edik egységqgyokok
halmaza. Ekkor:

e (U,,") a (Zy,+) csoporttal izomorf csoport;

® 7). = Zywg, minden k =0,...,n — 1 esetén.

Feladat 37 (gytirik direkt szorzata) Legyenek Ry, ..., R, gylriikk, és R= Ry x--- X R,. Har = (r1,...,1y) és
' =(r,...,r}), akkor értelmezés szerint,

r+r'=(ri 41, e ), rr’ = (rir, . Tarh).
Igazoljuk, hogy:
a) (R, +,-) gyfirdi.
b) R egységelemes gylirii < R; egységelemes gytiriik, i = 1,...,n; ebben az esetben

U(R) = U(Ry) % --- x U(Ry).

¢) Idemp(R) = Idemp(R;) X - -+ x Idemp(R,,).
d) r(R) =r(Ry) x -+ x r(Ry).
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Feladat 38 (figgvények gyirije) Legyen M egy nemiires halmaz és R egy gylrli. Az
RM ={a|a: M — R}
halmazon értelmezziik a kovetkez6 miiveleteket:

(a+B)(z) = a(z) + B(x);  (ab)(z) = a(z)B(x)

M)z € M.

a) RM gytirti; RM kommutativ (egységelemes gyfirii) < R kommutativ (egységelemes gyfirii).

b) o € RM invertdlhaté (idempotens, nilpotens) < (V)z € M, a(z) invertdlhaté (idempotens, nilpotens
(ha M véges)).

c) Ha |R| > 2 és |[M| > 2, akkor RM-ben léteznek zérusosztok.

d) Létezik egy ¢ : R — RM injektiv morfizmus.

e) Ha f: M’ — M egy fiiggvény és g : R — R’ egy gyliri morfizmus, akkor

gt : RM — R'M/, (") (@) =goaof
is morfizmus.
Feladat 39 Legyen R egy gylrli és értelmezziik Z x R-en a kovetkezé miiveleteket:
(m,r)+ (n,s) = (m+n,r+3s), (m,r)(n,s)=(mn,ms+nr+rs).

Igazoljuk, hogy Z x R egységelemes gylirli, és létezik ¢ : R — Z x R injektiv morfizmus (tehat minden gydrd
bedgyazhatd egy egységelemes gytribe).

Feladat 40 (mdsodfoki algebrai szdimok) Legyen d € Z négyzetmentes,
ZWVd) = {z=a+bVd|a,bc Z}
és legyen
N :Z[Vd) = N, N(z) = |2%],

a norma fiiggvény, ahol Z = a — bv/d a z konjugdltja. Igazoljuk, hogy:
a)Vd¢Q; a+bVd=a+yJdea=xbésb=y.
b) (Z[V/d],+,) integritéstartomany.
¢) N(zw) = N(z)N(w); z invertalhaté < N(z) = 1.
d) U(Z[i]) = {£1, +i}; U(Z[iv/d]) = {£1} ha d > 2; U(Z[/2]) végtelen csoport.
e) Ha e € Z négyzetmentes, d # e, akkor Z[v/d] N Z[\/€] = Z.

Feladat 41 (kvadratikus testek) Legyen d € Z négyzetmentes szam, és legyen
Q(Wd) ={z=a+bVd]|a,be Q}.
Igazoljuk, hogy (Q(v/d), +,-) kommutativ test.
Feladat 42 Igazoljuk, hogy a kovetkezo struktirdk véges testek:
a) (Za X Za,+,-), ahol (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢,b+ d), (a,b)(c,d) = (ac + bd, ad + be + bd).
b) (Z3 x Zs,+,-), ahol (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc).

Feladat 43 (matrizgyiri) Legyen R egy gyliri és m,n € N*. Egy A : {1,...,m} x {1,...,n} — R fiiggvényt
m X n-tipust R-feletti mdtriznak neveziink, és az

a1 ai2 e A1n
a21 @22 ... Q2n
A= = laijli<icm € M, n(R)
- - 1<5<n
Am1 Am?2 e Amn

jeloléseket hasznéljuk. Ha A, A" € M, ,,(R) és B € M, ,(R), akkor értelmezés szerint

A+ A" = [aij + alj] € My n(R),  AB=1[>_ aixbi;] € My p(R).
k=1
Legyen A = (a;;) € Mgm(R), B = (bi;), B' = (bj;) € Mmn(R), C = (cij) € My, ,(R). Igazoljuk, hogy:
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a) (AB)C = A(BC), A(B+ B')=AB+ AB’ és (B+ B')C = BC + B'C.
b) (Mn(R),+,-) gytirt, ahol M, (R) := M, »(R).
¢) M, (R) egységelemes gylirii & R egységelemes gyliri. Ebben az esetben, AI, = I,,A = A (V)A €
L, i=y,

Mm,n(R), ahol I,, = (6ij)1§i,j§n € Mn(R), és 5ij = 0 i 7&]

a Kronecker-szimbolum.

d) M, (R) kommutativ < R- R = 0.

e) Ha R egységelemes gylirli, n > 2 és ¢,¢ : R — M,(R), ¢(r) = rl,, ¥(r) = E11, akkor ¢ és ¢ injektiv
morfizmusok, ¢ unitér, v nem unitér.

f) Ha R kommutativ gytiri, akkor ¢ : M,(R) — M,(R), ¢(4) = A" = (a;;) antiautomorfizmus, ¢* =
1, (r), és ha A invertdlhato6, akkor (A=)t = (AH~!

g) My (M (R)) > M (R).

Feladat 44 Ha f: R — S egy morfizmus, legyen
M (f) : Mn(R) = My (S), Mn(f)((ai;)) = (f(aiy)).

Bizonyitsuk be, hogy:
a) M, (f) morfizmus.
b) M,(1g) = 1y, (r) és Mp(go f) = Myu(g) o My(f).
Tz oy , a b .
Feladat 45 Legyen K = —y oz | z,y e R} és Ay = b a |a,b€Zy, k € Z. Tgazoljuk, hogy:
a) (K,+,-) test és K ~ C.
b) (Ag,+, ) kommutativ egységelemes gyfirti.

)
¢) Ay integritastartoméany < k nem teljes négyzet.
d) Ay ~ By, ahol By = (Z x Z,+, -),

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),
(a,b)(c,d) = (ac + kbd, ad + bc).

e) Ha d € Z négyzetmentes szém, akkor Z[v/d] ~ Ag ~ By.

Feladat 46 (kvaternidk teste) Legyen H = {(Zw 1;) | z,w € (C} C M5(C). Bizonyitsuk be, hogy:

a) (H, +, ) nemkommutativ test és létezik egy ¢ : C — H injektiv testmorfizmus. Jeldlés:

10\ . (i 0\ . [0 1 (0 i
(9= N =) -0 a)

H={zx=al+bi+cj+dk]|a,b,cdecR}.
b)i? =j? = :—_]l—k Jk——kJ—l ki = —ik =j.

—c d —b
a
d) Hy test, ahol Hy := {al + b1 + cj+ dk | a,b,¢,d € Q} (raciondlis kvaternidk).
e) Hal:={§1+ gi + i+ %k | a,b,¢,d € Z mind péros vagy mind pératlan}, akkor I gy{iri és nem test.
f) Qs := {£1,+i, £j, £k} csoport (készitsiink mfiivelettdbldt). Qg-cat a nyolcelemii kvaternidesoportnak
nevezzik.

ij
b d
¢) H ~ Hy, ahol Hy — Do e |a,b,c.d € R

Feladat 47 Ha z = al + bi + ¢j + dk, legyen & = al — bi — ¢j — dk, N(x) = zT és Tr(x) = = + Z. Igazoljuk,
hogy :

a) ¢ : H —» H, 2 — z méasodrend( antiautomorfizmusa H-nak, és ¢ o ¢ = 1y. (Azt mondjuk, hogy ¢
involucio).

b) N(zy) = N(x)N(y), és ha x # 0 akkor 2~ ! = Z/N(x).

Feladat 48 (Abel-csoport endomorfizmusgyirije) Legyen (A, +) egy Abel-csoport, és legyen

frg: A=A (f+9)(x) = f(x) +9(x)

minden f, g € End(A, +) esetén.
a) Igazoljuk, hogy (End(A4,+),+,0) egységelemes gytirti.
14



b) Ha (R, +, ) egy egységelemes gytir(i, akkor ¢ : R — End(R, +), ¢(a) = t, injektiv unitér gylirlimorfizmus,
ahol t, : R — R, to(r) = ar.

¢) Hatdrozzuk meg az End(Z,+) és End(Q, +) gytiriiket.

d) Hatédrozzuk meg a (Z,+) automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Au

(Zv +)7 O) = (UQ’ )
e) Hatdrozzuk meg a (Q,+) automorfizmusait. Igazoljuk, hogy (Au +

t
t(@a )70) = (Q*a)
Feladat 49 a) Hatdrozzuk meg a (Z,+, -) endomorfizmusait.

b) Hatdrozzuk meg a Hom(Z, Q) halmazt.

c¢) Legyen R egy gyliril. Igazoljuk, hogy ¢ : Hom(Z, R) — Idemp(R), ¢(f) = f(1) bijektiv fiiggvény.

d) Hatarozzuk meg a Hom(Q(v/d), Q(y/e)) halmazt és az (Aut(Q(v/d)), o) csoportot, ahol d # e négyzetmentes
egész szamok.

Feladat 50 Hatdrozzuk meg az (Aut(R), o) csoportot.
Feladat 51 Han € N, n > 2 és (Z,,+, *) egységelemes gytirti, akkor (Z,+, *) >~ (Zn,+, ).
Feladat 52 Hatarozzuk meg az Osszes 4-elemli nemizomorf egységelemes gytirtit.

Feladat 53 a) Ha (R, +,-) ~ (S, +,-), akkor (U(R),-) ~ (U(S),").
b) Igazoljuk, hogy (R x R, +,-) 2 (C, +,").

Feladat 54 a) Ha K egy kommutativ test, akkor (K, +) % (K*,).
b) Hatdrozzuk meg az f : (Q,+) — (Q*,-) homomorfizmusokat.

Feladat 55 (injektiv morfizmusok jellemzése) Legyen f : R — S egy gylirthomomorfizmus. A kovetkezd
allitasok ekvivalensek:

(i) f injektiv.

(i) Ker f = {0}.

(iii) f monomorfizmus, (azaz minden «, 8 : R' — R gylirlimorfizmus esetén, foa = fo 8 = a = f).

Feladat 56 Legyen f: R — S egy gylrtimorfizmus. Azt mondjuk, hogy f epimorfizmus, ha minden o, 5 : S —
S’ gylirlimorfizmusok esetén o f = fo f = a = 3. Igazoljuk, hogy:

a) Ha f sziirjektiv, akkor f epimorfizmus.

b) Z — Q, n+— n epimorfizmus és nem sziirjektiv.

¢) Z — Z[\Vd], n + n nem epimorfizmus.

Feladat 57 Legyenek R és S egységelemes gylirlik és f : R — S egy sziirjekt{v (tehdt unitér) morfizmus.
Igazoljuk, hogy:

a) ha r € R invertdlhat6 (centrdlis, idempotens, nilpotens), akkor f(r) invertdlhaté (centrélis, idempotens,
nilpotens);

b) a forditott allitds nem igaz.

1.9 Részgytrik, résztestek

Ertelmezés 1.25 a) Legyen (R, +, ) egy gyliri és S C R. Azt mondjuk, hogy S részgydrije R-nek (jeldlés:
S < R), ha S zart részhalmaza R-nek az ,,+”-ra és ,,-”-ra nézve és, ha az (S, +, ) szintén gy{rfi.

Ha R egységelemes és 1 € S, az S részgytrlje R-nek, akkor S unitér részqyiiri.

b) Legyen (K, +,-) test , L C K. Azt mondjuk, hogy L részteste K-nak (jelolés: L < K), ha az L zart a
két miiveletre nézve és az (L, +,-) szintén test.

Tétel 1.26 (részgyliriik és résztestek jellemzése) a) Adott az (R, +,-) gylrd és legyen S C R. S akkor
és csak akkor részgyirije az R-nek, ha

1. S#0;

2. minden a,b € S esetén a—b,abe S.

b) Adott a (K,+,-) test és L C K. L akkor és csak akkor részteste K-nak, ha
1. |L] > 2;

2. minden a,b € L, b# 0 esetén, a —b,ab~! € L.
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Bizonyitas. a),,—" Feltételezzlik, hogy S részgyfiriije R-nek. Ebbdl kovetkezik, hogy S gylirii az indukéalt
miiveletekkel. Alkalmazva a részcsoportok jellemzési tételét kovetkezik, hogy S # ), minden a,b € S esetén
a—>beS. A, indukdlt miivelet értelmezésébdl kovetkezik, hogy a - b € S.

,, =" Mivel S # () és minden a,b € S esetén a — b € S, a részcsoportok jellemzési tételébdl kovetkezik,
hogy S részcsoportja (R, +)-nak, tehdt S zirt az Osszeaddsra nézve és (S, +) csoport. Mivel S zart a szorzésra
nézve is, és a miiveletek tulajdonsigai 6roklodnek, kovetkezik, hogy (S, +, ) gyfirt.

b) ,,=—" Feltételezziik, hogy L részteste K-nak. Akkor L test, tehdt L-nek van legaldbb két eleme. Az
(L, +) részcsoportja (K, +)-bol, kovetkezik, hogy minden a,b € L esetén a—b € L. Abbdl, hogy (L*,-) csoport,
kévetkezik, hogy minden a,b € L esetén ab~! € L.

=" Mivel |L| > 2 és minden a,b € L esetén a — b € L, kovetkezik, hogy L részcsoportja (K,+)-nak.
Minden a,b € L* esetén ab~' € L, de egy testben nincsenek zérusoszték és nem nulla elem inverze nemnulla,
kovetkezik, hogy ab~! € L*. Tehat L* részcsoportja (K*,-). Mivel L zart a két mfiveletre nézve is, és a
miiveletek tulajdonsigai 6roklodnek, kovetkezik, hogy (L, +,-) test. m

Példa 1.27 7Z részgyfiriije (Q, +, -)-nak, Q részteste (R, +,-)-nak és R részteste (C, +, -)-nak.

2) Ha R gyfirti, akkor {0} és R részgy(irtii R-nek. Ezeket trividlis részgyfirliknek nevezziik. Ha S az R-nek
olyan részgytrtije, hogy S # {0} és S # R, akkor S-et valddi részgyiirinek nevezzik.

3) Ha R egy gytirii (test), akkor

Z(R)={reR|rz=uar, Yz € R}

részgyliriije (részteste) R-nek. A Z(R)-et az R centruménak nevezziik.

Feladat 58 a) R = {(8 8) | a,b e (C} < M3(C); R-ben nem létezik jobb oldali egységelem, és végtelen sok
bal oldali egységelem 1étezik.

b) S = {(8 2) | a,b € (C} unitér részgytiriije Mo (C)-nek.

)T = {(g 8) | a,be (C} < M3(C), nem unitér, de T egységelemes gyirii.

Feladat 59 (trianguldris mdtrizok) Legyen R egy gytir(i és
T, (R) = {A = (aij) € Mu(R) | aij =0 hai > j}

a felsd trianguldris mdtrizok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy:
a) T,(R) < M, (R).
b) f:Th(R) = R", f((aij)) = (a11, ..., ann) szlirjektiv homomorfizmus.
c) Ha A € Ker f, akkor A™ =0,

Feladat 60 Ha R egységelemes gylirli, akkor Z(M,(R)) = Z(T,,(R)) = {al, | a € Z(R)}.

Feladat 61 Legyen p egy primszam és

Q(¥p) ={z=a+byp+c¥/p? | a,b,c€Q}.

Bizonyitsuk be, hogy:

a)a+byp+cy/pP=0&a=b=c=0.
b) Q(¢/p) részteste R-nek.

c) {a+byp|a,be Q} nem részteste R-nek.

Feladat 62 Legyen S C Z[Vd]. Tgazoljuk, hogy S unitér részgyfirtije Z[vd-nek < (I)n € N tgy, hogy S =
7 + n\/dZ.

Feladat 63 Legyen C([0,1]) = {a: [0,1] = R | « folytonos}. Igazoljuk, hogy:
a’) C([O’ 1]) < (R[OJ}?_"’ )
b) « invertdlhaté < « > 0 vagy a < 0.
¢) «a idempotens < «a = 0 vagy a = 1.
d) « nilpotens < a = 0.
e) a zérusoszté < ()@ # I C [0, 1] nyilt intervallum gy, hogy a(t) =0 (V)t € I.
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Feladat 64 Legyen R egy gytri, X C R és
Cr(X)={reR|re=ar (V)z e X}

az X centralizdtora (tehdt Cr(R) = Z(R), az R centruma). Igazoljuk, hogy:
a) Cr(X) < R; ha R test, akkor Cr(X) résztest.
b) X CY = Cgr(X) 2 Cr(Y).
¢) X € Cr(Cr(X)).
d) Cr(Cr(Cr(X))) = Cr(X).
e) Hatdrozzuk meg Z(H)-t és Cr(i)-t.

1.10 Megoldott feladatok

1) Legyen M egy halmaz és P(M) az M részhalmazainak halmaza. Bevezetjiik a P(M) halmazon a + és -
miiveleteket:
X+Y=(X\Y)U(Y\X) é X - Y=XnY.

Igazoljuk, hogy:

i) (P(M),+,-) kommutativ, egységelemes, asszociativ gy(ir(i;

ii) ha |M] > 2, akkor bérmely X € P(M) \ {0, M} zérusosztd;

iii) (P(M),+,-) akkor és csak akkor test, ha |M| = 1.

Megoldds: i) Latjuk, hogy X +Y az X és Y részhalmazok szimmetrikus kiilonbsége. Az el6z6 részben az
1) feladatban bizonyitottuk, hogy (P(M),+) Abel-csoport. A metszet tulajdonsdgaibdl és a ,,-” miivelet

meghatédrozdsabdl kovetkezik, hogy ,,-” asszociativ, kommutativ és M a semleges elem. Tehdt (P(M),-) kom-
mutativ monoid.
A kovetkezOkben levezetjik a ,,-” disztributivitdsat a ,,4+”-ra nézve. Valéban,

XY+X - Z=(XNY)+(XN2)
=[(XNY)NCXNZ2)\|U[(XNZ)NnC(XNY)]
=XNYNECX)UC@)U[XNZn(C(X)ul(Y))]
= XNYNCX)NUXNYNCOIUIXNZNCX)UXNZNCY)]
=QU[XNYNCZ)uduXNnZnC(Y)]
=XNYNCZ)UXNZNnCY)|=Xn[(YNC(Z)U(ZnNnC(Y))]
=X -(Y+2),
tehdt a szorzds disztributiv az Osszeaddsra nézve. Tehdt (P(M),+,-) kommutativ, egységelemes, asszociativ
gyiirti, ahol a zérus ), az egység pedig M.
ii) Ebben a gyfirtiben igaz, hogy X € M, X2 = X, vagyis X (X —1) = 0, vagy ekvivalens médon, X (X +M) = 0,
ami azt jelenti, hogy barmely X € P(M) \ {0, M} zérusoszto.
iii) Az el6z6 pontbdl kovetkezik, hogy a (P(M), +, ) gylirti akkor és csak akkor zérusosztémentes, ha P(M) =
{0, M}, vagyis |[M| < 1. Ha |M| = 0, akkor M = 0 és (P(M),+,-) trividlis, ha pedig |M| = 1, akkor
(P(M),+, ) izomorf (Zs,+, -)-vel, ahonnan kovetkezik, hogy (P(M),+,-) test.

2) Legyen (R, +, -) asszociativ gyf{irli és a,b € R. Igazoljuk, hogy:
a) (a+b)? =a®+2ab+b? & ab=ba < a®> — b*> = (a — b)(a + b);
b) ha ab = ba akkor minden n € N*-re igazak a kdvetkez6 azonossdgok:
(a+b)"=C%" +Cta" b+ ---+C" tab"t + C"O",
a — b :(a _ b) (an—l + (Ln_2b+ . +abn—2 +bn—l) :
a2n+1 4 b2n+1 — (a_|_ b) (aQn _ a2n71b+ L ab2n71 + an) )

Megoldds: a) Ha (a+b)? = a®+2ab+b?, akkor a® +ab+ba+b> = a® +ab+ab+b%, és mivel (R, +)-ban barmely
elemmel egyszertisiteni lehet, kovetkezik, hogy ab = ba. Az a® — b*> = (a — b)(a + b) egyenletbdl kovetkezik,
hogy a? — b? = a® + ab — ba — b?, ahonnan kapjuk, hogy 0 = ab — ba, vagyis ab = ba. Ha ab = ba, akkor a két
egyenlet helyessége rogton igazolhato.

b) Figyelembe vessziik azt a tényt, hogy a’t/ = bla?, Vi, j € N* és indukciét alkalmazunk n szerint. Az n = 1
nyilvanvalbéan igaz, és ha feltételezziik, hogy igaz n-re, akkor

(a+0)"" = (a+b)"(a+b) = (CY%" + Cla™ b+ -+ CP 1ab" ! + C"™)a
+(C%" + Cla™ o4+ O a4 CT™)b
= Cpa™™ + (Cp + CR)a"b + -+ (Ch 7 4 C)ab™ + O™t
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Mivel C = C =1 és Ck + CE=! = Ck | bérmely n € N*-re és 1 < k < n, kapjuk, hogy
(a+b)"" = Cp 0™ + Cpypa™ -+ Ol yab”™ + Ot

vagyis az egyenlet n + 1-re is igaz. A mdsik két egyenletet tigy vezethetiik le, hogy kifejtjiik az el6bbi egyenlet
jobb oldalat.

3) Legyen Z[v2] = {a +bv2 | a,b € Z} és Q(v/2) = {a + bv2 | a,b € Q}. Bizonyitsuk be, hogy:

i) Z[v/2] egységelemes részgytiriije (R, +, -)-nak;

ii) Q(v/2) részteste (R, +, -)-nak;

iii) S; = {a +bV/2 | a,b € Z} nem részgyiirtije (R, +, -)-nak;

iv) Sy = {a +b3/2 | a,b € Q} nem részgyiirtije (R, +, -)-nak.

Megoldds: i) Nyilvan Z[v/2] # 0. Béarmely v = a + bv/2, v/ = o' +0'v2 € Z[V2] (a,d’, b,/ € Z) elemekre
felirhatd, hogy:

u—u' = (a—a)+(b-b)V2e€ZV2, uu = (ad’ + 20') + (ab' + d'b)V2 € Z[V2]

és 1 =1+ 0v2 € Z[/2]. Tehat Z[v/2] részgyiirti és 1 € Z[\/2).

ii) Nyilvan |Q(v/2)| > 2. Az elébbivel analég médon bizonyitjuk, hogy barmely u,u’ € Q(v/2)-ra igaz, hogy
u—u' uu’ € Q(v2). Legyen u = a + bv/2 € Q(v/2), u # 0. Ez azt jelenti, hogy a,b € Q és a® — 2b% # 0,
kovetkezésképpen

yl 1 a—b\/i_ a _ b
a+bv2 a?—202 a2 —2b> a2 —2b?

V2 € Q(V2).

Tehat Q(v/2) résztest.
iii) Legyen u = v/2, igy u € S;. Kimutatjuk, hogy u? ¢ S;. Hau? € S; igaz lenne, kovetkezne, hogy u? = a+bu
ahol a,b € Z, ahonnan u> = au + bu?, vagyis

2 = au + b(a + bu) = ab + (a + b*)u,

de mivel u irraciondlis, ab = 2 és a + b> = 0. Ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa Z-ben. Tehdt S
nem zart a szorzdsra nézve és emiatt S; nem lehet (R, +, ) részgytrtije.
iv) Az elébbihez hasonlé médon kimutathaté, hogy u = /2 € Sy, de u? ¢ Ss.

4) Hatérozzuk meg a Q(+/2) test automorfizmusait.
Megoldds: Feltételezziik, hogy f : Q(v/2) — Q(v/2) automorfizmus. Mivel a testek kozti nemnulla morfizmusok
unitérek, f(1) = 1.

1 1 1
Ha m,n € N*, akkor f (@) = f< +-- 4 ) =mf () Kovetkezik, hogy
n n n n

1= =1 (%) =nf (1),

teht f (;) - %f(l) Ly (%) - %f(l) - % és f (—%) —f (%) - —%. Vagyis f(z) = z bérmely

n
r € Q-ra. Mivel (v/2)? = 2 kovetkezik, hogy [f(v/2)]? = 2, ahonnan f(v/2) € {—v/2,v/2}. Tehédt f € {f1, f2},
ahol fi(a +bv2) = a+bV2 és fala +bv2) = a —bV2. Az f, = lo(yz) egyenletbdl kovetkezik, hogy fi

automorfizmus. Tovabbd, mivel foo fo = lowa) kovetkezik, hogy fo bijektiv és f5 ! — #,. Kénnyen igazolhatd,
hogy f» morfizmus. Tehdt f, is automorfizmus. A Q(v/2) test automorfizmusai tehét fi és fo.

5) Bizonyitsuk be, hogy a (R, +,-) test egyetlen nemnulla endomorfizmusa 1g.

Megoldds: Legyen f egy endomorfizmusa (R, +,-)-nak. Mivel (f(1))? = f(1) két esetiink van: f(1) = 1 vagy
f(1) = 0. A mésodik esetben f a nullmorfizmus. Ha f nem a nullmorfizmus, akkor f injektiv. Hasonléan
az el6z6 feldat megolddsdhoz, kimutatjuk, hogy f(x) = x barmely = € Q-ra, és ha € R, = > 0, akkor

f(@) = f((vVz)?) = (f(V/x))? > 0 (az, hogy f(\/z))? szigortian nagyobb mint 0, ahonnan kovetkezik, hogy f
injektiv). Kapjuk tehdt, hogy barmely x,y € R-re, ahol z < y

fly) = f(x) = fly —x) >0,

vagyis f szigoriian névekvd. Egy a € R\Q értéket kozelithetiink alulrdl egy (al,)nen , feliilrdl pedig egy (al!)nen
raciondlis sorozattal, igy a), < a < a) barmely n € N-re, kovetkezésképpen

a, = f(a,) < f(a) < f(ay) = ay
Vn € N. Hatdrértékben kapjuk, hogy f(a) = a. Tehét f = 1g.
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2 Vektorterek

2.1 Alapfogalmak
Legyen K egy kommutativ test.

Ertelmezés 2.1 a) Legyen (V,+) egy Abel-csoport. Azt mondjuk, hogy V = (V,+, K) K-feletti vektortér
(vagy K-linedris tér), ha értelmezett egy

o KxV =V, ola,z) = ax

fiiggvény (kiilsé miivelet) tgy, hogy a kovetkez6 négy axiéma teljesiil:
(M1) oz +1y) = az +ay,
(M2) (a+b)x = ax+ bz,
(M3) (ab)z = a(bx),
(M4) 1z =z,
minden a,b € K és z,y € V esetén.

Az K test elemeit skaldroknak nevezziik, és a ¢ kiilsé miiveletet skaldrokkal vald szorzdsnak. (V,+) a 'V
vektortér additiv csoportja, elemeit vektoroknak nevezzik, semleges elemét Oy -t pedig zérusvektornak.

Megjegyzés 2.2 (Szamitasi szabdlyok) a) Legyen V egy K-linedris tér, és tekintsik az f, : V. — V|
falx) = ax és fl : K — V, fl(a) = ax figgvényeket. Az (M1)-(M4) axiomakbdl kovetkezik, hogy f, :
(V,+) = (V,+) és fL: (K,+) = (V,4) csoportmorfizmusok, tehdt minden a,b € K és x,y € V esetén

) aOv = OKI‘ = Ov.

) (—a)x = a(—x) = —azx, (—a)(—z) = ax.

) a(z —y) = ax — ay.

) (a — b)x = ax — ba.

b) Ha axz = 0, akkor a = 0 vagy = 0.

Valéban, ha a # 0, akkor létezik a=! € K. Ekkor x = 1z = (¢ 'a)x = a *(az) = a=10 = 0.

(1
(2
(3
(4

Feladat 65 K K-linedris tér, ahol ¢(a,z) = ax Va,z € K. Altaldnosabban, K™ = {z = (x1,...,2,) | #; € K}
K-linearis tér, ahol
Ty =(T1+Y1, -, Tn+ Yn),
ax = (axy,...,ax,)

minden z,y € K" és a € K esetén.

Feladat 66 (szabad vektorok) a) Vo = {# = i +yJ | x,y € R}, (a sikbeli szabad vektorok halmaza) R-feletti
vektortér és azonosithaté R2-tel. b) Vs = (Vs,+, x,R) = {# = xi + yj + zk | z,y,2 € R}, (a térbeli szabad
vektorok halmaza) R-feletti vektortér és azonosithaté R3-nel.

Feladat 67 Legyen V. = R% = (0,4+00), K =R, 2@y =ayésaGuz =2% VackK, z,yc V. Akkor V
K-feletti vektortér.

Feladat 68 Legyen V # {0} egy K-feletti vektortér. Igazoljuk, hogy | K| < |V]|.

2.2 Részterek

Ertelmezés 2.3 Legyen V egy K-linedris tér és U egy nemiires részhalmaza. Azt mondjuk, hogy U résztere
V —nek (jelolés: U <k V ha

(1) Ve,yeU, z+yel.

(2) VaeK,zeU axel.

Megjegyzés 2.4 a) Ha U <k V, akkor U K-linedris tér az indukélt miiveletekkel.
b) § # U <k V akkor és csak akkor, haV z,y € U, a,b€ K ax+by e U.
¢) {0}, V <k V. Ezek a trivialis részterek. Ha U <y V, U # {0}, V, akkor U valddi résztér.

Feladat 69 Legyenek Uy, ..., U, részterek. Akkor

n
(Ui:=Uin---NU,,

=1
ZUi :U1++Un:{l‘1++$n‘$l€Ul}
=1

is résztér.
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Feladat 70 Legyenek Uy, Us részterek. Akkor Uy UUs <g V < Uy C Us vagy Uy C Us.

Feladat 71 A V5 valddi részterei azonosithatok az origdt tartalmazé egyenesekkel.
A V3 valédi részterei azonosithatok az origdt tartalmazé egyenesekkel vagy sikokkal.

2.3 Linearis fiiggvények

Ertelmezés 2.5 Legyen U és V két K-linearis tér és f : U — V egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f
K-linedris, ha

(1) fle+y) = f()+ F),

2)  flaz)=af(z).
minden z,y € U és a € K esetén.

Az f: U — V linearis fuggvény izomorfizmus ha létezik f': V — U gy, hogy f'o f =1y és fo f/ = 1y.

A kovetkez jeloléseket gyakran fogjuk hasznalni:

e Homg(U,V)={f:U =V | f K-linedris}. ¢ Endg (V) = Homg(V,V) (endomorfizmusok halmaza).
o Autg(V)={f:V = V| f K-izomorfizmus} (automorfizmusok halmaza).

o U ~V ha létezik f: U — V izomorfizmus.

Feladat 72 a) f : U — V K-linedris < f(ax 4+ by) = af(x) + bf(y) minden z,y € U és a,b € K esetén.
b) Ebben az esteben f(0) =0 és f(—z) = —f(x) Va € U.

Feladat 73 Legyen f : U — V egy morfizmus. f izomorfizmus < f bijektiv.

Feladat 74 Legyenek f, f':U =V, g:U" — U és h:V — V' K-lineéris fliggvények.
a) fog:U' — V K-linedris.
b) ho(f+ f'Y)og=hofog+hof og.
¢) (Homg (U,V),+, K) K-linedris tér, ahol

(f + (@) = f(z) + f'(2)
(af)(z) =af(z) VacK,zel.

Ertelmezés 2.6 Legyen U és V két vektortér és f : U — V egy linedris fiiggvény. Ha U’ <z U és V' <y V,
akkor értelmezziik a kovetkezo részhalmazokat:

a) fU') ={f(x) [z €U} CV.

b) I ( )= f(U)CV (az f képe.)

) f (V’)*{zeUlf( ) eV}

d) Ker(f) = f71({0}) ={z € U | f(z) =0} (az f magja.)

Feladat 75 a) f(U') <gx V és f~1(V') < U. Partikuldrisan, Im(f) <x V és Kerf <y U.
b) f injektiv & Kerf = {0} & (f(z) =0 = = =0).

2.4 Megoldott feladatok

1) Lehet-e egy véges halmaznak vektortér struktirdja egy végtelen elemii test folott?

Megoldds: Legyen V egy véges halmaz és K egy végtelen elemi test. Ha V-nek egyetlen eleme van, akkor
egyetlen vektortér struktira johet széba K {6l6tt, a trividlis vektortér. Ha |[V| > 2, feltételezziik, hogy létezik
V-nek egy vektortér struktirdja K folott. Tekintsiik az  # 0 elemet. Ekkor a ¢, : K — V, /() = az
fliggvény injektiv, mert

ap,as € K, th (1) =t (az) = a1z = asxr = (g —ag)z =0 2 0 —as=0= a1 = as.

Kovetkezik, hogy |K| < |V, ami ellentmond annak, hogy V véges halmaz.

2) Legyen V egy vektortér K folott, S <x V és x,y € V. Haszndljuk a kovetkezd jeldlést: (S, z) = (S U {x}).
Bizonyitsuk be, hogy ha z € V'\ S és = € (S,y), akkor y € (S, x).
Megoldds: Mivel z € (S,y) kovetkezik, hogy léteznek s1,...,s, € S és ay,...,a,,a € K tigy, hogy

T =181 + -+ aps, +ay.

Ha o = 0 lenne, akkor z = ay81 + -+ + a8, € S, ami ellentmond a feltevésnek, tehdt o # 0 és invertalhatd
K-ban. Felirhatjuk, hogy

y=—atais; —-—a ltays,+alz e (S, x).
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3) Ha V egy vektortér K f6lott, V1, Vo <i V és V =V, @ V4, akkor azt mondjuk, a V; (i = 1, 2) részterek direkt
Osszeadanddok V-ben. Igazoljuk, hogy egy résztérnek azon tulajdonsiga, hogy direkt Gsszeadandd, tranzitiv
tulajdonsag (a résztereire nézve).

Megoldds: Legyen V egy vektortér K folott és Vi, Vo, Vs, Vy részterei V-nek tgy, hogy V = Vi @ V5 és
Vi = V3 @ Vy. Kovetkezik, hogy V = Vi + Vo = V3 + Vi + Va. S6t, ha vs € V5N (Vg + Va), akkor 1éteznek
vy € Vi, vo € Vo vektorok dgy, hogy vs = vg + vo. Tehat vo = vy — vy € V3 + Vy = Vi, kovetkezésképpen
vy € V1 NV4 = {0}. Kapjuk, hogy vo = 0 és v3 = v4 € V5NV, = {0}. fgy tehdt V3 N (Vy + Vo) = {0} és
V =V3® (V4 + V), ami azt jelenti, hogy V3 direkt 6sszeadand6 V-ben.

4) Létezik-e olyan f : R® — R? R-linearis fiiggvény, ami teljesiti a kovetkezd azonossagot:
f(1,0,3) = (1,1)s1f(=2,0,-6) = (2,1)?

Megoldds: Nem, mert f(—2,0,—6) # (—2)f(1,0,3), mivel f(—2,0,—6) = (2,1) és (—2)f(1,0,3) = (=2)(1,1) =
(—2,-2).

2.5 Véges generatorrendszer. Linearis fiiggoség és fiiggetlenség. Bazis

Ertelmezés 2.7 a) Legyen V egy K-linedris tér, x1,...,x, € V és a1,...,a, € K. Azt mondjuk, hogy

r=ax1+ - +apr, €V az x1,...,x, elemeknek egy linedris kombindcidja. Jelolés:
(1, yzn) ={a1z1 + -+ apzy |a1,...,a, € K}.
b) {z1,...,2,} generdtorrendszere V-nek, ha

(@1, xn) =W

Azt mondjuk, hogy V' végesen generdlt ha van egy (véges) {x1,...,x,} generdtorrendszere.
c) x1,...,x, €V linedrisan fuggetlen elemek ha minden a; ..., a, € K esetén
a1+ --+apxr, =0 = a1 =---=a, =0.
d) Ellenkez$ esetben azt mondjuk, hogy az {xi,...,z,} rendszer linedrisan éGsszefiiggd, azaz, léteznek a
nem mind nulla a; ..., a, € K skalarok dgy, hogy

a1x1 + -+ apxy, = 0.

e) Egy linedrisan fliggetlen generdtorrendszert bdzisnak neveziink.

Lemma 2.8 Legyenek x,x1,...,x, € V.
a) (T1,...,2n) <g V.
b) x € (x1,...,2n) & (X, X1,...,Zn) = (T1,...,Tpn)
c) {z1,...,xn} akkor és csak akkor bdzisa V-nek, ha minden x € V egyértelmien felirhaté az x1,..., 2,

elemek linedris kombindcidjaként.
Bizonyitas. a) Legyen x,y € (x1,...,%n), T = a121 + - + @pTn, Yy = b1 + -+ + by, és legyen a € K.
Ekkor

;c+y:(a1+b1)l‘1+"'+(an+bn)xn6<‘T17"'7xn>7

ar = a1y + -+ anty € (T1,. .., Tp)-

b) Vegytlik észre, hogy (z1,...,z,) C (x,x1,...,z,). Forditva, ha v = a1z1 + -+ apxy és y = bxr +brxy +
st by, € (Tyxy, .., xy), akkor y = (a1 + b))z + -+ (apb+ by, € (X1, ..., X))

¢) ,,=” Ha {x1,...,x,} bézis, akkor minden z € V linedris kombindciéja z1,...,z,-nek. Feltételezziik,
hogy
=171+ ATy =alTy + o+ al Ty,
Akkor (a1 — a})xy + -+ + (an — al)x, = 0, és mivel {z1,...,2,} linedrisan fiiggetlen, kovetkezik, hogy a; =
a,, i=1,...,n.
,,<=" Elég igazolni, hogy {z1,...,x,} linedrisan fiiggetlen rendszer. Valéban, ha

a1x1+ -+ apry, =0=0x1 4+ 4+ 0xp,

akkor a; =0, i=1,...,n. m
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Feladat 76 C R-feletti vektortér és {1,i} bazisa.

Feladat 77 {Z, j} bazisa a Vo, R-feletti vektortérnek, és {Z, 7, 12} bézisa a V3 R-feletti vektortérnek.
Feladat 78 {1,X,..., X"} bézisa K,[X]-nek. K[X] nem végesen generdlt K-modulus.

Feladat 79 K™-ben tekintsiik a kovetkezo elemeket:

e1 = (1,0,0,...,0)
€y = (0,1,0,...,0)
es = (0,0,1,...,0)

en = (0,0,0,...,1)
Akkor e = {ey, ..., e, } bdzisa K"-nek. e-t kanonikus bdzisnak nevezziik.
Feladat 80 Az iires halmaz linedrisan fuggetlen és bazisa {0}-nak.

Tétel 2.9 Legyen V eqy K -feletti vektortér.

a) 1 € V linedrisan figgetlen < x; # 0.

b) Az z1,...,x, € V vektorok akkor és csak akkor dsszefiggdk, ha létezik i € {1,...,n} dgy, hogy x;
felirhato a tobbi vektor egy linedris kombindcidjaként.

¢) Ha V végesen generdlt, akkor minden generdtorrendszerébdl kivdlaszthatd egy bdzis.

Bizonyitas. a) Mivel 1-0y = 0y és 1 # 0, kdvetkezik, hogy {0y} linedrisan 6sszefiiggd rendszer.
Ha x1 # 0 és a;z1 = 0, akkor (1.2.b)-bél kovetkezik, hogy a; = 0.
b) Ha ajx1 + -+ - + anxyn = 0 és a; # 0, akkor

T, = a;lalxl + -+ a;lai_lmi_l + a;lai+1xi+1 + -+ ai_lanxn.
Forditva, ha x; = byxy + - -+ + bj—12i—1 + biv1Tip1 + - - + bpzy, akkor
bizy + -+ biiwio1 + (= 1)@ + bip1Zipr + -+ bpxn =0,

és —1#0.

c¢) Feltételezhetjiik, hogy V' # {0}, és hogy az X = {x1,...,x,} generdtorrendszerben minden vektor
nemnulla. n szerinti indukciét alkalmazunk.

Ha n =1, akkor X = {1} generdtorrendszer, és a)-szerint linedrisan fiiggetlen, mert x; # 0.

Feltételezziik, hogy n > 1 és hogy az &llitds igaz n — 1-re, és legyen X = {x1,...,z,} generdtorrendszer.
Két eset van:

(i) Ha létezik i € {1,...,n} Ugy, hogy x; linedris kombindcidja a tobbi vektornak, akkor b) szerint, X’ =
X\ {z;} generdtorrendszer. Mivel X’'-nek n — 1 eleme van, X'-bél kivalaszthaté egy bézis, tehdt X-bél is
kivalaszthaté.

(ii) Ellenkezd esetben b)-bél kovetkezik, hogy X linedrisan fiiggetlen, tehdt X bazis. m

Feladat 81 Igazoljuk, hogy a kovetkezé rendszerek linedrisan fiiggetlenek RE-ben:
a) sin \it,,...,sin A,t, ahol A1,..., A, € RY kiilénb6z6 szamok.
b) 1,sint,...,sinnt,cost,...,cosnt, ahol n € N*.

Feladat 82 Legyen (S, -) egy monoid, o; : (S,-) — (K*,-) kiillonb6z6 homomorfizmusok, i = 1,...,n. Igazoljuk,
hogy o1,. .., 0, linedrisan fiiggetlenek K*°-ben.

2.6 Vektorterek univerzalis tulajdonsaga

Tétel 2.10 Legyenek U és V' K-linedris terek, X = {x1,...,2,} bdzisa U-nak, és f : X — V egy fiiggvény.
Ekkor létezik egyetlen f: U — V linedris fiigguény gy, hogy az f lesziikitése X -re megeggyezik f-el.

Bizonyitas. Tételezziik fel, hogy f létezik. Ha x € U, akkor léteznek az egyértelmiien meghatarrozott
ay,...a, € K skalarok dgy, hogy z = a1z1 + - - - + a,x,, Ekkor

flx) = f(z a;z;) = Zaif(wi) = Zaif(%),

tehdt f egyértelmiien van meghatérozva.
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Legyen most f:U—=V, fx) =31 aif(x;) ahol © = a1z1 + -+ + anx, € V. Igazoljuk, hogy f linedris
és fix = f. Valéban, ha 2’ = ajz1 +--- +a,x, €V és a € K, akkor

Flo+2) = f@nl(ai ) = @ Fal)far) =
- iazf(wz) n iaéf(xz) _ ) + ),
f(ax) = f(aiaizi) = fT(Xn; aa;r;) =
_ ilaasz _ a<leaif<mz>> — af(@)

Ha z; € X, akkor z; = 1 - z;, tehét f(z;) =1- f(x;) = f(z;). ®

Lemma 2.11 Legyen f:V — V' egy K-linedris figgvény és X = {x1,...,x,} C V.

a) Ha X linedrisan figgetlen és [ injektiv, akkor f(X) = {f(x1),..., f(zn)} is linedrisan figgetlen.

b) Ha (X) =V és [ szirjektiv, akkor (f(X)) =V’

¢) Ha X bdzis és f(X) figgetlen, akkor f injektiv.

d) Ha (f(X)) = V', akkor f sziirjektiv.

e) f akkor és csak akkor izomorfizmus, ha minden bdzist egy bdzisba visz dt.
Bizonyitas. a) Legyen ai,...,a, € K gy, hogy > 1, a;f(z;) = 0; kovetkezik, hogy f(>_I_, a;x;) = 0, tehdt
o, a;z; =0, mivel f injektiv, és a3 = -+ = a, = 0 mivel X linedrisan fiiggetlen.

b) Ha 2’ € V', akkor létezik x € V gy, hogy f(x) = z’. Mivel (X) =V, 1étezik ay,...,a, € K gy, hogy
r =" a;x; es ekkor

¥ = f(z) = f(z a;r;) = Zaif(xi) € (f(X)),

tehat (f(X)) =V".

¢) Legyen x € V és tételezziik fel, hogy f(z) = 0. Mivel X bézis, léteznek az aq,...,a, € K skaldrok gy,
hogy = = > | a;x;. Mivel 0 = f(z) = Y1 a;f(z;) és f(X) fiiggetlen, kivetkezik, hogy a; = --- = a, = 0,
tehat x = 0, és f injektiv.

d) Legyen o’ € V'. Mivel (f(X)) = V', kovetkezik, hogy léteznek az ay,...,a, € K skaldrok ugy, hogy
o' =31 aif(x;), tehdt o' = f(X1, aix;) és f sziirjektiv.

e) az a), b), c¢) és d) pontokbol kévetkezik. m

Kovetkezmény 2.12 Ha V-nek van egy n-elemi X bdzisa, akkor V ~ K™.

Bizonyités. Legyen e = {ey,...,e,} a K" kanonikus bézisa, és legyen f: X — K", f(x;) =¢;, i=1,...,n.
Ekkor f izomorfizmus. =

2.7 Steinitz-tétel. Vektortér dimenzidja

Tétel 2.13 Legyen V egy K-feletti vektortér, r,n € N*, {x1,..., 2.} egy linedrisan figgetlen rendszer és
legyen {y1,...,yn} egy generdtorrendszer. Ekkor r < n, és az yi,...,ynvektorok kézil r vektor kicserélhetd az
1,...,2, vektorokkal igy, hogy

<x15"'7xT7yT+la"'7yn> :V

Bizonyitas. r szerinti indukciét alkalmazunk. Ha r = 1, akkor » < n. Legyen aq,...,a, € K gy, hogy
T1 = a1y1 + - + apyn. Mivel xq1 # 0, 1étezik i gy, hogy a; # 0; feltételezhetjik, hogy a; # 0. Ekkor

—1 —1 —1
Ypr=a; 1 —ay QY2 — - — Gy AplYn

éS V = <y17y2~-~,yn> = <$1792~-~,yn>~
Feltételezziik, hogy az allitds igaz (r — 1)-re és legyen {z1,..., 2.} egy linedrisan fiiggetlen rendszer. Akkor

{z1,...,x,—1} is linedrisan figgetlen. Az indukci6 hipotézisabdl kovetkezik, hogy r — 1 < n és

V: <y1’y2"'7yn> = <I1"":L‘7"_17y7'""yn>'

Har—1=n,akkor V = (z1,...,2,_1) és x, fiigg x1,...,x,-t8l, ellentmondds, tehdt r —1 < n és r < n. Mivel
xp €V ={(x1,...Tr_1,Yr ..., Yn), kovetkezik, hogy

T, =biz1+ -+ b1z 1+ bryr +oee bnyn
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Mivel 1, ..., z, fliggetlenek, 1étezik i, r < i < n Ggy, hogy b; # 0; feltételezhetjiik, hogy b, # 0. Ekkor
Yr = —a, by — o —ay 1@y +ay e — a1 Y — o — @y tbpYn,
tehdt V.= (y1,92. .-, Un) = (1, - Ty Y1+, Yn). W

Kovetkezmény 2.14 a) Ha B, B’ CV bdzisok és B véges, akkor B’ is véges és |B| = |B’|.
b) V-nek van egy n-elemd bdzisa akkor és csakis akkor ha V ~ K™.

Megjegyzés 2.15 Altaldban igaz, hogy ha B, B’ C V bézisok, akkor |B| = |B’|.

Ertelmezés 2.16 Ha V-nek van egy n-elemti bézisa, akkor minden bézisénak n eleme van. A bazis szémossagat
a V (K-feletti) dimenzidjdnak nevezzik. Jelolés: dimg V = n.
Jegyezziik meg, hogy ha dimg V = dimg V', akkor V ~ V'.

Kovetkezmény 2.17 (alternativa tételek) Feltételezzik, hogy dimg V = n.
a) Ha B CV és |B| =n, akkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

1. B bazis

2. B linedrisan fiiggetlen.

3. B generdtorrendszer.

b) Ha f € Endg (V) a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
1. f izomorfizmus

2. f injektiv.

3. f szurjektiv.

Bizonyitas. a) Ha B fliggetlen, akkor a Steinitz-tételbdl kovetkezik, hogy |B| < dimg V' és 1étezik egy bdzis
amely tartalmazza B-t. Mivel |B| = n = dimg V', kovetkezik, hogy B bézis.

Ha (B) =V, akkor létezik egy B’ bézis ugy, hogy B’ C B. Mivel |B’| = n, kévetkezik, hogy B’ = B, tehit
B bazis.

b) Legyen B egy bazis. Ha f injektiv, | f(B)| = n és 2.11.a) szerint f(B) fiiggetlen; a)-bdl kovetkezik, hogy
f(B) bézis, es 2.11.d)-bél kovetkezik, hogy f sziirjektiv.

Ha f sziirjektiv, akkor 2.11.b) szerint (f(B)) = V, és a) szerint f(B) bézisa V-nek, tehdt linearisan fiiggetlen.
2.11.¢)-bdl kovetkezik, hogy f injektiv. =

Feladat 83 a) Ha I véges halmaz, akkor dimyx K! = |I|.
b) dimg M,, ,,(K) = mn.

¢) dimg S, (R) = 2 dimg A, (R) = 221,

Feladat 84 Ha dimy U = m és dimg V = n, akkor dimg U X V =m + n.
Feladat 85 Legyen f:U — V egy K-homomorfizmus. Igazoljuk, hogy:

a) f akkor és csak akkor injektiv, ha létezik g € Homg (V,U) ugy, hogy go f = 1p.
b) f akkor és csak akkor sziirjektiv, ha létezik g € Homg (V,U) tigy, hogy fog = 1y.

2.8 Dimenziéra vonatkozé képletek

Tétel 2.18 Legyenck V és V' K-feletti vektorterek és f : V — V' egy linedris fiigguény. Ekkor

dimg V = dimg Ker f + dimg Im f.

Bizonyitas. Legyen {zi,...,z,} C V bézisa Ker f-nek, és legyen {x, ,...,2,} C V' bazisa Im f-nek.
Ekkor léteznek az x,41,...,2, € V vektorok ugy, hogy f(z;) = a}, i = r+ 1,...,n, és elég igazolni, hogy
{x1,.. . &r,Tr41,..., Ty} bazisa V-nek.

24



Feltételezziik, hogy Y7, a;z; = 0. Ekkor

= f(z aixi) = Zaif(xi)
i=1 i=1

= me(xl) + Z ai f(x;)
i=1 i=r+1
= 2": a;xh;

i=r+1

kovetkezik, hogy a,41 =+ =a, =0,>.._, a;z; =0, ésvéglil, a; = -+ = a, =0, tehdt {1, ..., 2, Trq1,..., 20}
linearisan fiiggetlen rendszer.
Ha 2/ = f(z) € Im f, akkor 1éteznek az a,41,...,a, € K skaldrok dgy, hogy

n n n
= > =Y aif(zi)=f( > am);
1=r+1 1=r+1 1=r+1

kovetkezik, hogy f(x — 0" aix;) = 0, és legyen y = o — Y7  a;x;. Mivel y € Ker f, léteznek az
ai,...,a, € K skaldrok ugy, hogy y = >_|_, a;x;, tehét

T=y+ Z a;x; :Zaixi E{X1, .., Tp). W
i=r+1 i=1
Tétel 2.19 Legyen egy V. K-feletti vektortér és UW <y V. Ekkor

dimg (U + W) = dimg U + dimg W — dimg (U N W).

Bizonyitas. Tekintsiikk az U x W = {(u,w) | v € U, w € W} vektorteret. Konnyii igazolni hogy, ha
{u1,...,u,} bazisa U-nak és {w1,...,wy,} bdzisa W-nek, akkor

{(u1,0),..., (tn,0),(0,w1),...,(0,wmn)}

bazisa U x W-nek, tehdt dimg (U x W) =n + m.
Legyen f: U x W = U+ W, f(u,w) =u+ w; ekkor f linedris, sziirjektiv (azaz Im f = U + W), és

Ker f = {(u,w) e U x W | f(u,w) =0}
={(u,w) eUxW |u+w=0}
={(u,—u) eUXxW |ueUNW}.
Mivel g : UNW — Ker f, g(u) = (u, —u) izomorfizmus, kovetkezik, hogy dimy Ker f = dimg (U N W), és
végiil,
dimg U + dimg W = dlmK(U X W)
= dimg Ker f + dimg Im f
=dimg(UNW) +dimg(U+W). m

Feladat 86 Legyen V egy K-feletti vektortér, dimg V =n, S,T <g V. Igazoljuk, hogy:
a) Hadimg S=n—1éT ¢ S, akkor S+ T =V és dimg(SNT) =dimg T — 1.
b) Ha dimg (S +T) =dimg(SNT)+ 1, akkor S C T vagy T C S.

Feladat 87 Legyen dimg V =n és f,g € Endg (V). Igazoljuk, hogy, ha fog=0és f + g € Autg(V), akkor
dimg Im f 4+ dimg Im g = n.

Feladat 88 (Sylvester) Legyenek f : U — V, g : V — W K-homomorfizmusok, dimg U = m, dimg V =
n, dimg W = p. Igazoljuk, hogy dimg Ker(g o f) < dimg Ker f + dimg Ker g.
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2.9 Megoldott feladatok
1) Legyen n € Nés f,, : R = R, f,(x) = sin” . Igazoljuk, hogy az L = {f,, | n € N} halmaz vektorai linedrisan
fiiggetlenek az R f616tti R® vektortérben.

Megoldds: Legyenek nq,...,n, € N kiillénboz6 természetes szdmok és aq,...,ar € R gy, hogy a1 fn, +
-+ ag fn, = 0 (ahol 0 a konstans nulla fiiggvény). Kovetkezik, hogy
Ve € R, apsin™ x+ -+ agsin"™* z = 0,
ahonnan a
p=a1 X"+ -+ ap X" € RIX]

polinomnak barmely ¢(= sinz) € [—1, 1] érték gydke, vagyis végtelen sok gydke van. Ez azt jelenti, hogy p = 0,
tehat oy =--- = = 0.

2) Legyen p € N egy prim. Igazoljuk, hogy a szokédsos Osszeadds és szorzds miiveletek vektortér struktirat
adnak a V' = {a + by/p + c/p? | a,b,c € Q} halmaznak Q folott. Adjunk egy bézist ebben a vektortérben és
hatarozzuk meg a dimenzidjat.

Megoldds: V a gR vektortérnek egy {1, /p, v/p?} éltal generdlt résztere. Kimutatjuk, hogy 1, ¢/p, v/p?
linedrisan fiiggetlenek. Ha a,b,c € Q és a + by/p + cy/p? = 0 akkor beszorozhatunk ¢/p-vel és kapjuk, hogy
ay/p+bi/p*+cp = 0. Kiejtjiik a {/p? tagot a két egyenl8ségbdl és kovetkezik, hogy (ab—c*p)+(b* —ac) /p = 0,

2

b
ahonnan a ¢/p ¢ Q alapjdn felirhatd, hogy ab — ¢?p = 0 = b* — ac. Ha feltételezziik, hogy a # 0, akkor ¢ = "
3

bt b b
és ab— —/p =0, vagyis ¢p = — . EDbbdl az kovetkezik, hogy /p = — € Q, ami ellentmond annak, hogy
a a a

¢/p ¢ Q. Tehat a = 0, amibdl kévetkezik az is, hogy b = ¢ = 0.

3) Legyen V egy 3 dimenzids vektortér K 0lott és Vi, Vo két kolonbozé, 2 dimenzids résztér. Igazoljuk, hogy
Vi N Vo-nek a dimenziéja 1. Mi a mértani értelmezése a K = R, V = R? esetnek?

Megoldds: Vi # Vo és dim Vy = dim V5, Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy Vo € V;. Tehdt
ViGVi+hCV,
ahonnan dim(V; + V,) = 3 és
dim(V; NVa) = dim V; + dim V3 — dim(V; + V) = 1.

R3-ban a mértani értelmezés az, hogy két, origén dtmend, kiilonbozé sik metszete egy origén dtmend egyenes.

4) Legyen V egy n € N* dimenzi6s vektortér K {6l6tt és V7, Va részterei V-nek. Igazoljuk, hogy ha dim V; = n—1
és Vo ¢ Vi, akkor
dim(Vy NVe) =dim V, — 15iV; + Vo = V.

Megoldds: Mivel Vo € Vi, kovetkezik, hogy ViNVa G V5, tehdt dim(ViNVa) < dim Vs, vagyis dim Va —dim(Vy N
V2) > 1. Akkor

n=dimV >dim(V; + V5) =dim V] +dim V5 —dim(ViNV3) >n—-1+1=n.
Igy tehat dim(V; + V2) = n = dim V ahonnan V = Vj + V5. Ebbdl rogton felirhatd, hogy

dim(ViNV,) =dimVy +dim Vs —dim(V; + Vo) =n—1+dim Vo —n = dim Vo — 1.
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3 Linearis fliggvények és matrixok, linearis egyenletrendszerek

3.1 Linearis fiiggvény matrixa

Legyen u = (uq,...,u,) U-nak egy bézisa és v = (v1,...,v,) V-nek egy bazisa. (Figyelembe vessziik az elemek
sorrendjét, azaz rendezett bazisokat tekintiink.)
Ha z € U, akkor léteznek az egyértelmiien meghatarozott z1, ..., z, € R skaldrok, ugy, hogy x = Y .- | ;u;.
Azt mondjuk, hogy (z1,...,z,) az x vektor az u bdzisra vonatkozdé koordindtavektora, és legyen
1
My(x) = [z]lu = | | € Mna(K)
Ln

az x vektor az u bdzisra vonatkozo mdtriza.

Feladat 89 Igazoljuk, hogy:
a) My : U — M, 1(K), M,(z) = [z], K-izomorfizmus;
b) My 1(K) ~ K™,

Legyen f : U — V egy linedris fiiggvény. A vektorterek univerzdlis tulajdonsagdbdl kovetkezik, hogy az
flur), ..., f(u,) € V elemek meghatdrozzak f-et. Legyen

f(uj) = Zaijvi, 1 S ] S n.
=1

Az a;; € K skalarok egyértelmiien meghatdrozottak, és legyen

Mo (f) = [fluo = as]1<i<m € My n(K)
1<j<n

az f fiiggvény az (u,v) bdzispdrra vonatkozd mdtriza. Vegyiik észre, hogy [f(u;)], egyenld az [f],, matrix
j-edik oszlopaval.
Ha A € M, n(K), a kovetkez6 jeloléseket fogjuk hasznalni:

° oj‘ = az A matrix j-edik oszlopa.
o s = az A métrix i-edik sora.

Tétel 3.1 Legyenck U,V és W wektorterek u = (u1,...,upn), v = (V1,...,0y) dletve w = (w1,...,wp)
bazisokkal. Tovdbbd, legyenek f, f" € Homg (U, V) és g € Homg (V, W).

a) [f(@)]o = [fluv[t]u, minden x € U esetén.

b) [f + fl}uv = [fluw + [f/}uv

¢) [afluw = a[fluw, minden a € K esetén.

d) [90 fluw = [glow  [fluv-
Bizonyitas. a) Legyen y = f(z) = > 1", y;v;, tehdt

Y1
[y]v = [f(x)]v =
Ym
Ekkor
Soywi=y=Ff@)=fO wu) =D wif(u) =D x; Y agvi=» (> aiz;)vi.
i=1 j=1 =1 =1 =1 i=1 j=1

Mivel {v1,..., v, } bézis, kovetkezik, hogy

n

yizzaiﬂp I<i<m,
=1

vagy matrixokkal,

(@) = [fluv -

27



b) Ki kell szdmitani az (f + f')(u;) koordindtait, ha 1 < j < n:

(f + )(uy) = f(ug) + f'(uy) Zawvl +Zawvl = Z Qij +a;j)via
i=1

tehat
!

[f + f/]uv = [aij + agj] = [a;] + [aij} = [fluo + [fl]ulw

¢) Hasonl6 médon, minden 1 < j < n esetén,

(af)(uy) = af(u;) = a(d>_ aijvi) = > _(aai;)vi,
i—1 i—1
tehét
[afluv = [aai;] = alai;] = a[fluv.

d) Ha 1 < j < n, legyen

p
u;) = E Chj W,
k=1

azZaz

[90 fluw = [erjli<k<p € Mpn(K).
1Z52n

Megismételve a fenti szamitasokat,

m

(90 f)us) = g(f(u;)) = Q(Z a;jv;) = Z ai;9(vi) Z aij Z briwg = (D briay)w

k=1 i=1

Mivel {wy,...,w,} W egy bézisa, kévetkezik, hogy

m
k= brigij, 1<k<p 1<j<n,
i=1

és matrixokkal,

[g © f]uw - Ck] Z bk"Lalj mu : [f]uv- L

Kovetkezmény 3.2 M, , : Homg (U, V) — My, o(K) K-linedris izomorfizmus.
Feladat 90 Ha dimg U = m és dimg V = n, akkor dimg Homg (U, V) = mn

Feladat 91 Legyen t € R, f;,g; : R? — R?, f;(z) = (z1cost — wasint, zysint + wocost), gi(z) = (z2cost +
xosint, xq sint — xo cost).

a) Igazoljuk, hogy f:, g; € Endr(R?).

b) Hatdrozzuk meg az [fi]c,e és [g]e, métrixokat, ahol e = (e, e2) a kanonikus bézis.

¢) Hatdrozzuk meg az fi o fy, g0 gy, ftogy, gt o fpr morfizmusok matrixat.

Feladat 92 Legyen V =R, [X] ={f e R[X] | gr(f) <n}, a € R, f e R[X], éslegyen B=(1,X —a,...,(X —
a)™/nl).

a) Igazoljuk, hogy B bdzisa V-nek.

b) Hatdrozzuk meg az f koordindtdit a B bazisban (Taylor-képlet).

¢) Legyen D : V — V, D(f) = f’. Hatdrozzuk meg a D métrixat a kanonikus bazisban.

3.2 Baziscsere

Legyen U egy vektortér u = (u1,...,u,) bazissal. Ha u' = (uj,...,u;) egy elemrendszer, u} € U, akkor
léteznek az egyértelmitien meghatarozott ¢;; € K skaldrok ugy, hogy

u; = Zti]‘ui, 1 S] < n,
i=1

azaz,



ahol ’
T =T, = [tijli<ij<n € Mp(K).

: / s . z z 7. Ve YO 7. .
Azt mondjuk, hogy T'=T¥ az u bdzisrdl az v’ rendszerre vald dttérési mdtriz.

Tétel 3.3 a) v/ = (u),...,u,) bizis & T =T invertdlhaté mdtriz. (Informalisan, u a ,,régi” bazis és u’ az
,,Uj"bézis.)
b) Ha w' bdzis, akkor minden x € U esetén

e = (T2) " [alu |

c) Legyen V egy szabad modulus, v = (vi,...,0m) és v = (v],...,v),) két bdzisa, és legyen

’

S=T; =[sijlicij<m € Mm(R)
az dttérési matrix, ahol

m

/ .

v; = E siv;, 1< j7<m.
=1

Ha f:U — V egy linedris figgvény, akkor

[f]u’,'u/ = S_l[f]u,vT .

Bizonyitas. a) A vektorterek univerzalis tulajdonsdgdbdl kovetkezik, hogy 1étezik egy egyértelmiien meghatdrozott
h: U — V linedris fliggvény tgy, hogy h(u;) = u}, 1 < j < n, és vegyiik észre, hogy [h]u. = T. A 2.11.
Lemmabdl és 3.2.-b6l kdvetkezik, hogy v’ = (h(u1),. .., h(uy)) bézis < h izomorfizmus < T = [h], ., € M, (K)
invertalhaté matrix.

b) Legyen « = 37" | wju; = Y5 aful; € U. Ekkor

J

n n n

n n n
! !/ !
xr = E xjuj = E IZTj E tijui = E ( E tijxj)ul- = E T;Uj.
i=1

7j=1 Jj=1 =1 =1 j=1

Mivel u = {uq,...,u,} bazis, kvetkezik, hogy
n
wi= Y tyrj, 1<i<n,
j=1

7 []u = Tle]u.

¢) Kétféleképpen kiszdmitva az [f(z)], matrixot, kapjuk, hogy

[f (@) = [fluwlle = [flunT[2]ur,

és
[f(@)]o = S[f ()] = S[flw v [%]ur
1 0 0
0 1 0
Rendre behelyetesitve [z], et az | . |, | . |,...,| .| € My 1(R) métrixokkal, kévetkezik, hogy [flu.,T =
0 0 1

S[f]u',v/, tehat

3.3 A determinans értelmezése

3.3.1 A. Masod és harmad rendii determinansok

Legyen K egy kommutativ test és tekintsiik a kovetkez6 egyenletrendszert:
{auxl + ajpx2 = by

a21%1 + a22%2 = bo.
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Legyen A = <le 312> € Ms(R) az egyenletrendszer mdtriza és B = <
21 @22

) € M (R) a szabad tagok
oszlopmdtriza.
Alkalmazva a kikiiszobdlési médszert, kapjuk, hogy az egyenletrendszer ekvivalens a kdvetkezd egyenlet-
rendszerrel:
{(a11a22 - a12a21)$1 = brazs — a12bs

(auazz - 012021)I2 = baagy — a21by.
Definici6 szerint, legyen

ail a2
a21 A22

det A = = a11a92 — a12a91 € R

as A matrix determindnsa.

Vegyiik észre, hogy ha A; = <Z; Z;;) és Ay = (Zi ll;;)’ akkor

r1det A =det Ay, x5det A= detAs.

Tekintsiik most a kovetkezo egyenletrendszert:

1121 + a12%2 + a1373 = by
a21%1 + a22%2 + a3T3 = by

a3121 + azar2 + azzrs = ba,

ailp a2 ais bi a2 a3 ann b ais
és legyenek A = [az; a2 a3 |, Ai= by a2 azs|, As=|a2 by a3
as1 Gz 033 b3 azz as3 as1 bz ass

air a2 b
és As = | a21 age b2 | € M5(R). Hasonlé médon kapjuk a kovetkezd ekvivalens egyenletrendszert:
asy asz b3

I detA:detAl, .Z‘QdetA:detAg. $3detA:detA3,
ahol definici6 szerint,

ailp a2 ais
det A = a21 Q22 0423
asz1 asz as3

= (11022033 + A12023031 + 013021032 — G11023032 — Q13022031 — G12021033

Feladat 93 Szédmitsuk ki a kovetkezd determindnsokat:

cost sint a b c i
a) sint costl’ b) |b ¢ al; ¢ |a b ¢
B c a b a? b2 2

3.3.2 B. n-ed rendii determinans

A fenti szamitdsokat folytatni bonyolult lenne, de szugerédljak a kovetkez6 dltaldanositast:

Ertelmezés 3.4 Ha A = [a;;] € M, (K), akkor az A métrix determindnsénak nevezziik a kovetkezs K-beli
elemet:

det A = Z $gN(0)015(1)A25(2) - - - Ane(n)-
oeS,

Az Gsszegnek n! tagja van, és mindegyik szorzat tartalmaz az A métrix minden sorabdl és minden oszlopabdl
pontosan egy elemet.

Lemma 3.5 det A = det A’.
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Bizonyitas. Legyen A’ = [af;] € M,,(K) az A métrix transzpondltja, ahol af; = a;;, 1 < 1,5 < n. Ekkor
det A" = Z Sgn(a)aﬁo(l)a’ga@) s afm(n)
oceS,

= Z Sgn(a)ad(l)la'a(2)2 - Qo(n)n
cEeS,

= Z Sgn(a)alda(l)a%fl@) <o Opo—1(n)
gESy

= > sgn(7)a1-(1)a2:(2) - - - Anr(n)
TESH

=det A.
Az utolsé el6tti egyel6ségben felhasznaltuk az K kommutativitasat és a kovetkezd tényeket:
o Az S, = S,, 0 7 = 0! bijektiv fiiggvény;
e sgn(o) =sgn(oc!). m
3.4 A determinans induktiv értelmezése
3.4.1 A. Multilinearis alakok
Legyenek U,V K-linedris terek és legyen U =U x --- x U.

Ertelmezés 3.6 a) A ¢ : U™ — V fiiggvényt n-linedrisnak nevezziik, ha

/! / /
d(x1,...,ax; +ad'x, ... xn) =ad(x1,. . x4y ) Fa G, Ty
minden a,a’ € K és x1,...,24, %, ...,2, € U esetén (azaz, ¢ minden véltozéjaban linedris).

Ha V = K, akkor ¢-t alaknak nevezzik.
b) Azt mondjuk, hogy ¢ : U™ — K alterndld alak, ha

T =Tip1 = AT, T Vi, ) =0
minden ¢ € {1,...,n — 1} esetén.
Példa 3.7 a) Minden ¢ € Homg (U, V) 1-linedris fiiggvény.

b) Legyen M = My 1(K), n=2, 21 = (Z;) és g = <Z;z) Ekkor

ql) M x M — K, ¢($1,$2) = 111022 — Q21Q12
2-linedris alternal6 alak.

Lemma 3.8 Legyen ¢ : U™ — K egy n-linedris alterndlo alak.
a) Hat < j, akkor ¢(z1,..., @i . 5, Tn) = —O(T1,. . Tjy o Tiy oo, T
b) Ha i # j és x; = xj, akkor ¢(z1,...,2,) =0;
c) Hai#j ésac K, akkor ¢(z1,..., 2, +axj, ..., xn) = ¢(x1, ..., Tiy ..., Tn).

Bizonyitas. a) Legyen k = j — i; k-szerinti indukciét alkalmazunk. Ha k = 1, akkor
O i+ i1, T+ Tigrs o) = A, x 2y, ) + O T T, )
+ (i1, @iy ) F O T, Tigr, ) =
= ¢("'a$iaxi+la"') +¢("'a$i+1axia"')7
tehat
¢(xla vy Ly Tig1y e e e 7xn) = 7(725(371’ ey L1y Ly e e axn)~
Legyen k > 1, és feltételezziik, hogy az allitas igaz k—1-re. Felcsréljiik z;-t ;4 ,-val harom lépésben: felcseréljiik
ZTi-t Tipp—1-gyel, utdnna x4 -t x;-vel, és végll x;y_1-et x;4,-val. Az indukcid hipotézisabdl és a k = 1 esetbol
kovetkezik, hogy ¢ haromszor valt elGjelet, tehat
¢(x17~~';xia"'axi+k7"'7xn) = 7(725(3717"' axi—&-ka"'axia"'axn)'
b) Feltételezhetjiik, hogy k = j — i > 1; ekkor
A1y Ty Ty ) = —P(T1, o Tty Ty Ty e Tp) = —0 =0,

¢) Az i < j esetet vizsgdlva,

O,z +azy,...,xj,...)=¢(..,xi... x5, ) Fad(.. 2, T, ) =



Lemma 3.9 Legyen ¢ : U™ — K egy n-linedris alterndld alak, A = [ai;] € M, (K), z1,...,z, € K, €és legyenek

n
yjzz:aija:i, ISJSTL,
i=1

n
Z; = E AijT g, 1§Z§’I’L
j=1

FEkkor
Y1y yn) = O(21,. .., 2n) = det(A)p(z1, ..., 24).

Bizonyitas. Mivel ¢ n-linedris, kdvetkezik, hogy

n n
Szt 2n) = 0)_anwy, .,y anzy) =
j=1 j=1

= Z A1iy - Oy Ty T4, )

1<in < <in<n

Legyeno : {1,...,n} = {1,...,n}, o(k) = ix; ha o injektiv, akkor o bijektiv, tehdt o € S,; ha o nem injektiv,
akkor ¢(x;,,...,x;,) =0, mert ¢ alternald.
Kovetkezik, hogy

A(z15. 00, 20) = Z A1o(1) - Anon)P(To(1)s - - s Ta(n)) =
gESy

Z SgN(0)A14(1)025(2) - - - Ano(n)P(Tiys - - Ti,) =
o€eSy

=det(A)p(z1,...,Tn)

Vegytik észre, hogy
n n
Yi = Zajz'ﬂfj = Zafj%‘a
j=1 j=1
tehat a masodik egyenléség kovetkezik az els6bdl, és abbdl, hogy det A = det A*. m

3.4.2 B. Determinansok alaptétele

Ha A = [a;5] € M, (K), és M := M,, 1(K) akkor legyen
aij
A

° 0 = : € M az A j-edik oszlopa, 1 < j < n;

An j
° sf‘ = (ail . ..aln) € My o(K) ~ M az A i-edik sora, 1 <i <n.
Vegyiik észre, hogy ha I = I,, := [§;;] € M, (K) az n-ed rendii egységmatrix, akkor az (e; = of,..., e, = o})
vektorrendszer az M kanonikus bazisa.

Tétel 3.10 Létezik az egyértelmiien meghatdrozott 6, : M™ — K n-linedris alterndlé alak gy, hogy
Onler,... en) =1

Minden A € M, (K) esetén,
det(A) = 8, (0, ..., 02).

rn
Bizonyitas. Nem bizonyitjuk
Ertelmezés 3.11 a) det : M, (K) — K, A det(A) fiiggvényt n-ed rendié determindnsnak nevezziik.

b) AT;; = (1) det(A;;) € K elem az a;; elem algebrai komplementuma.
¢) Azt mondjuk, hogy a

n
det(A) = Zaijfij
j=1
képlet az A determinansanak az i-edik sora szerinti kifejtése, 1 < i < n.
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Kovetkezmény 3.12 (Determindnsok alaptulajdonsagai) a) Az A determindnsa linedrisan figg az A
oszlopaitol.
b) Ha A-nak van két egyenld oszlopa, akkor det(A) = 0.
c) Ha A két oszlopdt feleseréljik, akkor a determindnsa (—1)-szeresére vdltozik.
d) Az A determindnsa nem vdltozik, ha egy oszlopdnak skaldrszorosdt eqy mdsik oszlopdhoz adjuk.
e) Mivel det(A) = det(A?), a fenti dllitdsok sorokra is igazak.
f) det(A) j-edik oszlopa szerinti kifejtése:

det(A) = Z(—l)”%m det(Aij), 1 < j <n.
i=1

Feladat 94 Szamitsuk ki a kévetkez6 determinansokat:

S oo atd bte cta . b oo
a) b —d 0 f; b) |a®>+b% bP+c? P2 +ad?l; o 2o 2 2
ad+c B+ed A+ad 3 13 3 3

- —e —f 0 a> b ¢ d

Feladat 95 a) Szémitsuk ki az A = (a;;) € M, (K) determinansét, ha a;; =0, i > j.
b) Szdmitsuk ki az A = (a;;) € M,(K) determinansat, ha a;; =0, i+ j < n.

Feladat 96 Szamitsuk ki a kovetkez6 determindnsokat:

a b 0 0 0 0
a r x ... X c a b 0 0 0
r a x ... T 0 ¢ a b 0 0
a) A, =|% T @ ... T b)DnZOOca 0 0
r T x a 0 0 0 O b
0 00 O c
T Yy yy Yy
z x Yy y Yoy 1 1 1 1
zZ z Ty Yy oy ay ag as Qn
)B,=|? % %z =@ y oy d) V, = a? a3 a? a?
zZ z z ay™t ah? a3_1 an~1
z z z z
O ai2 ais T A1n
—a12 0 a3 . a2n
e) S, =|"ms —am 0 ... asm| (G, _néln paratlan).
—aiy, —a2, —a3p ... 0
Feladat 97 Igazoljuk, hogy:
1 1 1 1
aq ag as (07%%
ai a3 4} az,
Vrf(al,---,an) = C;i'—.l ag—l aé—l aifl ZSnﬂ'(ahn-,an)Vn?
gttt aé“ a?-l ai+l
ap ) ag a,
ahol
Sk :Xl...Xk+~~'+Xn_k+1...Xn
a k-adik elemi szimmetrikus polinom és V,, = V,,(a1,...,a,) a Vandermonde-determindns.
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3.5 Determinansok tulajdonsagai. Invertalhaté matrixok

Tétel 3.13 (Cramer-szabdly) Ha A€ M, (K) ésb=3"7_, zjoit € My 1 (K), akkor

Snof, .. .,Ii), 00 =z det(A).

rn

Bizonyitas. Mivel §, n-linearis alternald, kovetkezik, hogy

5n(0‘14,...7b,...,0;;‘):5n(0‘14,...,2xj Zx] (of,...0 34,...,0;?):
j=1
=20, (00, ... 08, ... o) :xidet(A). |

Tétel 3.14 (Determindnsok szorzastétele) Ha A, B € M, (K), akkor
det(AB) = det(A) det(B).
Bizonyités. Legyen (e1,...,e,) az M = M, 1(K) kanonikus bdzisa. Az x; = Y . a;e;, 1 < j <n

Osszefiiggéseket a matrix forméban irva:
Z1 €1

Ebben az esetben, a 3.9. Lemmabdl kévetkezik, hogy
On(z1,...,x,) = det(A)dn (e, ..., e,) = det(A).

Vegyiik észre, hogy
=AB)| : | =AB| ¢ |) éslegyen B| : | =

Ekkor

det(AB) = det(AB)dn(e1,...,en) = 6n(21,. .y 2n) =
=det(A)0n(y1,---,Yn)
= det(A) det(B)d,(e1,...,€,)
= det(A) det(B). |
Tétel 3.15 (Adjungalt matrix) Legyen A = [a;;] € M, (K) és legyen A = [a;;] € M, (K), ahol
&ij = Fji = (—1)i+j det A]z
A-taz A adjungdltjinak nevezzik, és fenndll a kovetkezd egyenldség:

AA = AA =det(A) -1,

Bizonyitas. Mivel AA = D heq Qiklkjli<ij<n 68 AA = (> h—q Gikakjli<i,j<n, igazolni kell, hogy

Z ailjr = 055 det(A)  és Z ag;lri = 55 det(A),

k=1 k=1

ahol §;; a Kronecker szimbdlum.

Bizonyitsuk be az elsé egyenl6séget. Ha i = j, akkor valdban >, _; a;x i = det(A) (i-edik sor szerinti
kifejtés). Feltételezziik, hogy i # j és legyen A" = [a};] € M, (K) 1gy, hogy sfl/ = s ha j # 1, és s = g4

J
Mivel A’-nek van két egyenl$ sora, kovetkezik, hogy
0=det A’ = Za’ikfgk = Zajkfik. n
k= k=

Feladat 98 Ha A € T,,(K) akkor A = (T';;) € T(K).
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Tétel 3.16 (Invertdhaté matrixok) Ha A = [a;;] € M, (K), akkor a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(i) A invertdhatd mdtrix.

(i) det(A) € K invertdlhatd elem.

(iii) (of}, ..., n) bdzisa M-nek.

(iv) (si,...,s2) bdzisa My ,(K)-nek.
Bizonyitas. ,,(i)=-(ii)” Ha létezik B € M,,(K) gy, hogy AB = BA = I,,, akkor det(A) det(B) = det(l,) = 1,
tehat det(A) € U(K).

,(i))=(i)” Ha det(A) € U(K), akkor az el6z6 tételbél kovetkezik, hogy A~ = det(A) 1 A.

(1)< (iil)” Létezik az egyértelmlien meghatdrozott f : M — M linedris fiiggvény tgy, hogy f(e;) = 034,

1 < j < n. Mivel 0] = Y, a;je;, kovetkezik, hogy [fle,e = A. Ekkor 2.11. és 3.2.-b8l kivetkezik, hogy A
invertdhat6 < f izomorfizmus < (f(e1),..., f(en)) bazis < (of},...,04) bézis. m
Jegyezziik meg, hogy ha det(A) € U(K), akkor
A7 =det(A)'A & det(A7Y) = det(A)7!
Az invertalhat6é métrixok halmazét GL,, (K )-el jeloljuk. Mivel GL,, (K) az (M, (K),+, ) gyfirti invertdlhaté

elemeinek a halmaza, kovetkezik, hogy (GL,(K),-) csoport. Ezt a csoportot az dltaldnos linedris csoportnak
nevezzik. A fentiekbdl kovetkezik, hogy a

det : GL,(K) = U(K), A det(4)
fliggvény csoportmorfizmus.

Feladat 99 Igazoljuk, hogy SL, (K) := {A € GL,(K) | det A = 1} részcsoportja (GL,(K),-)-nak. (SL,(K)-t
a specidlis linedris csoportnak nevezziik.)

Feladat 100 Igazoljuk, hogy GL, (Q)-nak van egy S,-nel izomorf részcsoportja.
Feladat 101 (Ortogondlis és unitér csoportok) Legyen n € N*|

O(n):={Ae M,(K)|A-A'=1,}
az ortogondlis matrixok halmaza és

U(n) :={Ac M,(C)| A-A" =1,}

az unitér métrixok halmaza, ahol: A" := A', A := [a;;]1<i j<n- 1gazoljuk, hogy:

a) Ha A € O(n), akkor A*A =TI, és det A = +1.

b) Ha A € U(n), akkor A"A =1,, és |det A| = 1.

¢) SO(n) < O(n) < GL,(R), ahol SO(n) := {A € O(n) | det A = 1} a specidlis ortogondlis csoport.
d) SU(n) < U(n) < GL,(C), ahol SU(n) := {A € U(n) | det A = 1} a specidlis unitér csoport.
) O

cost sint cost sint
2= {<Sint COSt) ’ (Sint COSt) [t e [0727‘-)}'

Feladat 102 (Blokkmdatriz inverze) Legyen K egy kommutativ test, legyen

Apn An
A= e M, (K),
(A21 A22> (K)

e

ahol A1 € Mp(K),Azs € My(K), p+ q = n, és feltételezzilk, hogy Ass invertdlhaté. Igazoljuk, hogy A
invertalhaté akkor és csak akkor ha A1 — A12A521 Az € M,(K) invertdlhaté. Ebben az esetben, fejezziik ki az
A inverzét Ay és (A — Ao Ay Agy) ! segitségével.

1 2 0 2
p P . 1 1 11 e .
Alkalmazds. Szémitsuk ki az A = 11 92 4]€ M,,(Q) métrix inverzét.
01 01

Feladat 103 Szamitsuk ki az A € M,,(K) inverzét, ahol

1+aq 1 1
1 14+as ... 1
A= : ) }
1 1 . 14a,
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Feladat 104 (Gauss-szam) Feltételezziik, hogy |K| = ¢, és legyen
Gk (q) = U <k K™ | dimg U = k}|.

Igazoljuk, hogy:

yG%; N?S 1)@”*@@"*fl~@"f¢*W
©) Gh(q) = LMoo
d) G (@ G”W)
; k) =q"GF () + G (g, k=1,...,n—1.

Hény rendezett bézisa és hany bazisa van a K™ vektortérnek?

U p=1,...,n—1.

Legyen det(A) egy n-ed renddi determindns, 1 < iy < -+ <. <n, 1 <j; <+ <jr. <nés Dgllj: az a

(2
minor (aldetermlnans) amelyet a det(A) i1,...,4, sorainak és ji,..., j, oszlopainak a kivdlasztasaval kapunk.

Jeloljiik D] I el a D]1 ]T kiegészitd aldetermmansat (amelyet a megmaradt sorok és oszlopok természetes

sorrendbeli klvalasztasaval kapunk). Végiil, (—1)a++irtit +JTD311_”3: a Dfllf: adjungdlt minora.

Tétel 3.17 (Laplace-kifejtés)
det(A)= 3T (L B
1< < <jr<n
(det(A) kifejtése az i1, ...,4, sorok szerint; az osszegnek CT tagja van.)
Bizonyitas. Felhasznéljuk a determindns definicidjét:
det(A) = Z sgn(a)alg(l) -+ Ong(n)-
ocES,,

Ha det(A)-bdl kivdlasztunk r oszlopot, akkor a kivdlasztott sorok és oszlopok egy r-ed rendii aldetermindnst
hatdroznak meg. Ennek szorzata adjungéltjival det(A)-nek r!(n — r)! tagjit szolgdltatja, mégpedig helyes
el¢jellel. Mivel r oszlop C)-féleképpen vélaszthaté ki, az Osszes ilyen médon nyert determindnsszorzatok a
det(A) determindns CJ, - rl(n — r)! = n! tagjat éllitjdk el6. Ezek kozott det(A) mindegyik tagja szerepel
(éspedig akkor csak egyszer). m

Kovetkezmény 3.18 (Determindnsok szorzastétele) Ha A, B € M, (K), akkor
det(AB) = det(A) det(B).

Bizonyitas. Tekintsiik a
A 0,
C = <_In B) € My, (K)

blokkmatrixot. Laplace tétele szerint,

n(n—1)
2

det(C) = det(A) det(B)(—1)* = det(A) det(B).

Minden j = 1,...,n esetén adjunk hozzd az elsé oszlop b;i-szeresét, a masodik oszlop b;s-szeresét stb, az
n-edik oszlop b;,-szeresét az n + j-edik oszlophoz. Eljutottunk a

, (A AB
o= (4 )

det(A) det(B) = det(C) = det(C")
= (=1)"FER= MLk det(AB)
= det(AB). |

matrixhoz, és

Feladat 105 (Ciklikus determindns) Igazoljuk, hogy:

aq as as ... QAp
Ay, ay a2 ... Gp-1

Cn — |apn—1 an a1 ... Ap—2| — (EO) f(en—l)a
az as Qa4 ... ai

ahol f=a1 +as X +---+a, X" 1, 65¢;, i=0,...,n— 1 az n-ed rendii egységgyokok.
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Feladat 106 a) Alkalmazva a Laplace-képletet, szdmitsuk ki a kovetkezd determinédnst:

0
1
0

Y1
0

)
I
oS o f

C1

b) Szdmitsuk ki a kdvetkez& determindnst:

ai
a2
as

0

C1
C2
C3
a1

as 0
0 X9
by O
0 w2
Co 0

as
0
bs| .
0
c3

0 0 as b2 C2 d2
0 0 as b3 Cc3 d3

¢) Szédmitsuk ki a dg,, = det(A) determindnst, ahol A = [a;;] € Ma, (K),

Ty, Z:j
a;j =10, i#j i+j=2n+1, 1w,y €K.
yi, it+j=2n+1

d) Ha A € M,,,(K), B € M, ,(K) és C € M,(K), akkor det (61 g) = det(A) det(C).

¢) Ha A, B,C € M, (K), akkor det (g é) — (—1)" det(A) det(B).
Feladat 107 a) Legyen A, B € M,(R) és i = v/—1 € C. Igazoljuk, hogy
det <g _B> = |det(A +iB)|?,
és szamitsuk ki a
a —b —c —d
b a —-d c
D= c d a b
d —c b a
determinénst, ahol a, b, c,d € R.
b) Szédmitsuk ki a
a —-b c
b a —-d c
D= —-c d a —b
—d —c b a

determinénst, ahol a, b, c,d € R.

Feladat 108 (Binet-Cauchy) Legyen A = (ai;) € Mym (K), B = (bg1) € Mpn(K) és C = AB. Bizonyitsuk be,
hogy:

aij, Qg5 agj anjy | |bji1 b2 by bjin

aij, g5, G3j, anjy | |bja1 bj2 bjys oo bjn

det C = E A1j5 255 353 Qpjs | . bjgl bj32 bj33 ce bjgn
1<j1 < <gn<m .

aij, 25, asj, anj, | |bj,1 bj2 b3 bjn

(tehdt det C = det Adet B ham =n és det C =0 han > m).
Alkalmazds. Ha A € M, (K), m > n, akkor det(A’ - A) = 3" 5 B?, ahol B végig fut az A n-edrendii
minorainak a halmazan.

Feladat 109 (Gram-determindns) Ha © = (z1,...,%s), ¥ = (Y1, ..

n
i=1

az x, y vektorok kanonikus skaldris szorzata. Legyen v',...,v™ € R" egy vektorrendszer, a;; := (v',v7), 1 <
1,7 < n, és legyen

;Yn) € R", legyen

G, ..., v") = det(a;)).
Igazoljuk, hogy {v!,...,v"} akkor és csak akkor fiiggetlen ha G(v!,...,v") # 0.
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3.6 Matrix rangja

Ertelmezés 3.19 Legyenek U és V' K-feletti vektorterek, f : U — V egy linedris fliggvény, és uy,...,u, € U
vektorok.
a) Ertelmezés szerint, a vektorrendszer rangja egyenld a vektorok dltal generdlt résztér dimenzigjaval:

rang(uy, ..., Upy) = dimg (U1, ..., Um).
b) A linedris fiigguény rangja egyenld a képtér dimenzidjaval:
rang f = dimg Im f.

Megjegyzés 3.20 a) A 2.18. tételbdl kovetkezik, hogy rang f = dimg U — dimg Ker f.
b) Feltételezziik, hogy (e1,...,e,) U-nak egy bazisa, tehdt U = {z = > | z;¢; | x; € K}. Ekkor

Im f = f(U) ={f(z) |z €U}
= {inf(ei) | z; € K'}
i=1

= (f(e1),.-.. f(en)) <k V,
tehdt, rang f = rang(f(e1),..., f(en))-
Ertelmezés 3.21 Legyen A = [aij] € My, n(K), és legyen 0 < r < min{m,n}. Azt mondjuk, hogy az A
rangja egyenlé r-el (jelolés: rang A = r), ha A-nak van egy r-ed rend{i nemnulla minora (aldetermindnsa), és
minden 7-nél nagyobb rendii minor egyenld 0-val.

Tétel 3.22 (Kronecker-tétel) Minden A € M,, ,(K) mdtric esetén,

rang A = rang(o?', ..., 07) = rang(si,...,s2).

Y m

Bizonyitas. Legyen r = rang A. Ekkor A-nak van egy r-ed rendl nemnulla minora, és egyszerliség kedvéért,
feltételezhetjiik, hogy det(B) # 0, ahol

ayyp ... a1y
B =
Apr1 .. Ay
Kévetkezik, hogy az of,... 0P oszlopok linedrisan fiiggetlenek, tehdt az of',... 02 oszlopok is linedrisan
fiiggetlenek; kovetkezik, hogy r < rang(of,...,07).

Kiegészitjiik B-t egy sorral és egy oszloppal, és legyen

alr ... A1y Gy

D=\ - : : -, 1<i<m, r<j<n.
Gr1 Qry  Qrj
Qi1 Ay A5

Igazoljuk, hogy D;; = 0 minden 1 <¢ <m, r < j <n esetén. Valéban, ha 1 < ¢ < r, akkor D;;-nek van két
egyenld sora (az i-edik és az r + l-edik) tehat D;; = 0; ha pedig ¢ > r, akkor D;; A-nak egy r + 1-ed rendii
minora, tehat feltevés szerint D;; = 0.

Legyen d = det(B) # 0, és legyenek di,...,d,,d az a;1,...,a;,a;; elemek algebrai komplementumai;
vegyiik észre, hogy ezek az elemek nem fiiggnek i-t6l. Kifejtjiik D;;-t az r + 1-edik sora szerint; koévetkezik,

hogy
0= Dij =aj1dy + ...a;d, + aijd.

Legyen ap = —d~'dg, 1 < k <r. Ekkor
a;; = a1a;1 + oAz + -+ oy, 1<i<m, r<j<n.

Kovetkezik, hogy minden r < j < n esetén,

"),

A_ A A A
0j = ai07 + - +ay0, € (07,...0;

tehat rang(of',...0) <r. m
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Megjegyzés 3.23 A tétel bizonyitdsaban csak azt hasznaltuk fel, hogy A-nak van egy r-ed rendli nemnulla
minora, és minden r + 1-ed rendil kiegészité minor egyenl6 0-val.

Példa 3.24 Tekintsiik az

1 -2 1 3
A=|[1 -2 -1 1] ¢€ M3’4(R)
2 -4 0 1

1 1

métrixot. Ha By = [1], akkor det By # 0, és ha By = <1 1

), akkor det By # 0, tehat rang A > 2. Van két

kiegészité minor; mivel

1 -2 1 1 1 3
1 -2 —1|=0 ¢ |1 -1 1|=0,
2 -4 0 2 0 1

kovetkezik, hogy rang A = 2.
Feladat 110 Hatérozzuk meg az A = (2;y;)1<i<m,1<j<n € Mp(K) matrix rangjat.

Feladat 111 Tgazoljuk, hogy rang(AB) < min{rang A, rang B}.

3.7 Linearis egyenletrendszerek. A Kronecker—Capelli-tétel

Legyen K egy kommutativ test, m,n € N*, és feltételezziik, hogy adottak az a;; € K, b; € K elemek,
1<i<m, 1<j<n.

Linedris egyenletrenszernek nevezziik a kovetkezd feladatot: hatdrozzuk meg az x1,..., x, € K elemeket
ugy, hogy
11201 + @122 + -+ - + A1 Ty =b
2121 + A22%2 + ++ + + A2p Ty = by

(5)

Am1®1 + AmaTa + -+ + QmnTn = by
Vezessiik be a kovetkezd matrixokat:
by T
A =lajjlicicm € My n(K), b= 1 | € Mpua(K), x=| ' | €M, (K).
1<j<n b, 2,

Ekkor konnyen észrevehetd, hogy (S) egyenértékii a kovetkez6 méatrixegyenletekkel:

n
(S) <= Az=b < > zj0} =D
j=1
Ertelmezés 3.25 a) Az a;; elemeket egyiitthatoknak, a b; elemeket szabadtagoknak és az x; elemeket is-

meretleneknek nevezziik.
b) Azt mondjuk, hogy A az egyenletrendszer mdtriza, és

a1 e A1n bl
A=Aty =] D | € M (K
Am1 -+ Gmn by
az egyenletrendszer bévitett mdtrixa.

c) Ha b =0, akkor (S) homogén egyenletrendszer.
d) (S) kompatibilis ha létezik x € M,, 1(K) ~ K™ Ggy, hogy Az = b; ellenkezé esetben, (S) inkompatibilis.

Tétel 3.26 (Kronecker—Capelli) Az (S) egyenletrendszer kompatibilis akkor és csak akkor, ha

rang A = rang A.

Bizonyitas. Feltételezziik, hogy (S) kompatibilis. Ekkor léteznek az z1,...,z, € K elemek dgy, hogy
b= Z;'L=1 xjof, azaz b € (of, ..., 02). Kévetkezik, hogy (o7',...,0) = (of',...,02,b), tehat

rn r¥n r¥n

rang A = dimg (0f, ..., 0) = dimg (0f, ..., 02,b) = rang A.
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Forditva, feltételezziik, hogy rang A = rang A, azaz

dimK<0‘14, cee 02‘) = dimK<o‘14, o, 00 D).
Mivel (of},...,02) <k (0f},...,02,b), az alternativa tételbél kivetkezik, hogy
(oft, ... 0%y = (o}, ..., 01 b).

Akkor b € (of',... 02), tehat léteznek az z1,...,z, € K elemek tigy, hogy b = Z?Zl xjof. ]
Koévetkezmény 3.27 (Rouché-tétel) Feltételezzik, hogy rang A = r és legyen
ayr .- alr
det B=| : S #0

(07 N Ay

az (S) rendszer fédetermindnsa. Az A bdvitett matrix azon (r + 1)-ed rendfi minorjait amelyek bévitik B-t és
tartalmaznak szabadtagokat karakterisztikus minoroknak nevezzik.

a) A karakterisztikus minorok szdma m — r.

b) (S) kompatibilis <= minden karakterisztikus minor egyenld nulldval.

3.8 Linearis egyenletrendszerek megoldasa

Az el6z6 paragrafus jeloléseit hasznaljuk.

3.8.1 A. A megoldasok halmaza

Azonositsuk az M, 1(K) és K™ vektortereket, valamint az M,, 1(K) és K™ vektortereket, és jeloljik e-vel
a kanonikus bazisokat. Legyen f : K" — K™ az egyértelmiien meghatdrozott linedris fliggvény ugy, hogy
[fle,e = A. A fenti azonosi tasokbdl kovetkezik, hogy f(r) = Az minden x € K™ esetén. Vegyiik észre, hogy az

f7H0) ={z e K" | f(z) = b}
halmaz megegyezik az (S) megoldédsainak a halmazéval.
Tétel 3.28 a) Ha 2° az (S) egyenletrendszernek egy partikuldris megolddsa, akkor
F7H0) = 2" + Ker f.

b) dimg Ker f = n —rang A.
¢) (Cramer-szabdly) Feltételezziik, hogy m = n. Az (S) rendszernek akkor és csak akkor van egyetlen
megolddsa, ha det A #£ 0.
Ebben az esetben
zj = (det A)~' - det(of,...,b,...,0%).
J

ren

(05 5 a1y
d) Feltételezziik, hogy (S) kompatibilis, rang A =, det B = | : D | #0, és legyen
r1 .. Qpp
a11r1 + ajpTs + -+ 1Ty = by
(5) : a21%1 + a2 + -+ + aopTy, = by
ar1%1 + apa2 + -+ ATy = by

a redukdlt egyenletrendszer. (Az utolsé m — r egyenletet mellékegyenletnek nevezziik.)

Ekkor minden x € K™ esetén, x megolddsa (S)-nek < x megolddsa (S')-nek.
Bizonyitds. a) Feltételezziik, hogy f(x°) = b.

Ha x € f71(b), akkor f(z) = b = f(2°), tehat f(x — 2°) = 0, azaz y := 2 — 2° € Ker f; kdvetkezik, hogy
x=2+y ez’ +Kerf.

Forditva, ha = 2° + y € 20 + Ker f, ahol y € Ker f, akkor f(z) = f(z°) + f(y) = f(2°) = b, tehdt
z € f7H(b).
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b) Tudjuk, hogy Ker f <y K", és n = dimg K™ = dimg Ker f + dimg Im f. Tovdbba,
Im f = f(K") = {f(x) | ¢ € K"} = {Av |z € K"} =

n
:{Zacjo;4 |z; € K, j=1,...,n}of,... 0.
j=1

Kronecker tétele szerint, rang A = dimg (07, ..., 02), tehat dimg Ker f = n — rang A.
¢) Feltételezziik, hogy m = n. Ekkor
If71(0)| =1 <= Ker f= {0} és f1(b) £ 0
< f injektiv és f~1(b) # 0
<= f bijektiv  (alternativa tétel szerint)
<= A = [f]e, invertdlhaté
<= det A #0.

Ebben az esetben, mivel b= Az = >°;_ zx05, kivetkezik, hogy

n n
det(of,...,?,...,oﬁ) = det(o‘f,...,Zxkoﬁ,...,oﬁ) = Zxkdet(of,...,of,...,of)
k=1 k=1
= z;det(of, ... ,0;-‘, 0 =z det(A).

d) Ha 2° € K™ megoldésa (S)-nek, akkor nyilvanvald, hogy z° megolddsa (S’)-nek is. Legyen

aill e A1n
A= :
ar1 Qrn
b1
az (S') egyenletrenszer matrixa, b’ = | : |, éslegyen f': K™ — K", f'(x) = A'x.
b,

Ha f(z) = Ax =0, akkor 0 = A’z = f/(z), tehédt Ker f <x Ker f’. Mivel
dimg Ker f' =n —rang A’ =n —r =n —rang A = dimg Ker f,
kévetkezik, hogy Ker f' = Ker f, és végiil, f~1(b) = 2° + Ker f = 2% + Ker f' = f'~'(b). m
Kovetkezmény 3.29 Legyen (S) egy homogén egyenletrendszer. Ekkor
a) (S) kompatibilis.
b) Ha m = n, akkor (S)-nek van nemtrividlis megolddsa < det A = 0.
Feladat 112 Targyaljuk és oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszereket:

201 — X +w3—14 =1
a){xy + a9 +oxst+rs =—1
T1—To+x3+Brs =7

ax1+ (a+ Dzg + (a+2)xz3 =a+3
b) S bz + (b+ 1y + (b+2)z3 =b+3

1+ cro + c2x3 =c?

3.8.2 B. A matrixegyenlet targyalasa
A fenti egyenletrendszereket a Rouché és Cramer tételei alapjan oldottuk meg. A kovetkezd mddszer matrixe-

gyenletként kezeli (5)-et.

Ha (5) kompatibilis, akkor a 3.28. tétel d) pontjabdl kivetkezik, hogy feltételezhetjiik, hogy rang A = m <
n, és legyen det B # 0 az (S) fédetermindnsa, ahol

a1 A1m
B=| : D € My (K).

am1 .- - Amm
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Felirjuk A-t az A = [B : S] alakban, ahol

a1, m+1 . A1n
s=| : | € M m(K),
Am m+1 N Amm,
L1 Tm+1
és legyen x = (iB>, ahol xp = a foismeretlenek matrixa, és xg = a mellékismeretlenek
° Tm, T,

métrixa. Ekkor (S)-et felirhatjuk a kovetkezd alakban:
(9): Bzxp + Szg =0b.

Tekinstik el6szor az (5)-hez rendelt Bxp + Szs = 0 homogén matrixegyenletet. Ennek a megolddsa

zp =—B 'Szg, axge K" ™.
1 0 0
Legyen xg.l) = 1./ 93592) = 1 ,...,z(sn_m) = 0 a K™ ™ kanonikus bézisa, xg) = folSzfgj), ahol
0 0 1

1<j<n—m,éslegyen
‘ 29
20 = Gyl €Kerf, 1<j<n-—m.
Zs
Mivel dimg Ker f = n — m, kovetkezik, hogy (M), ..., z("=™) bizisa Ker f-nek, tehat
Ker f = (x(l), .. ,x("_m)>.

Tovabbd, egy z° partikuldris megolddst a kovetkezd képpen kapunk: legyen 2% = 0 € K"™™, és 2% =

B7'b— B7182% = B~'h € K™, tehat
20 = <Bolb> e K"
megolddsa (S)-nek.
Megkaptuk tehat az (S) megolddsainak a halmazdt:
Fr0) =2+ Ker f = 2%+ (2M, ... 2(m7m) =
={2® + M2® 4 XAz AL Al € KL

Azt mondjuk, hogy A1,..., A\—m € K szabad paraméterek.

Példa 3.30 Tekintsik az
T, 4+ 229 +x3+3x4+3x5 =3
(S) : —T1 — Tg — T3 — 2T4 — 2w5 = —2
T1 4+ 3xs + 223 + dxg +4x5 =2

egyenletrendszert. A fenti jeloléseket alkalmazva,

1 2 1 3 3 3 1 2 1
A=|-1 -1 -1 -2 2|, b=|-2|, B=|-1 -1 -1},
1 3 2 5 4 2 1 3 2
0 -1 3
-B7'S=|(-1 —-1], B'v=|1 |,
-1 0 -2

tehét az (S) megolddsainak a halmaza

{.TO + /\1.13(1) + )\2.13(2) I A, Ag € K},

ahol
3 0 —1
1 -1 -1
=] -2 aW = -1 @ =10
0 1 0
0 0 1



Feladat 113 Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:

{x1+3x2—x3—2x4 =3
a)

2rx1 —x9 +3x3 —4xy = —1

T — 2Ty — 2203 — 224 — x5 =0
b) T4 — To — X3 — 3T4 + X5 =1

T+ To — Ddr3 — x4 + Tx5 =2

r1 +2x94+2x3+30x4+3x5 =3
¢)
—$1—$2—$3—2$4—2$5 = -2

1
S K=z
5 ( 7)

221 + xo0 — 23 =
I + 5%2 —+ ng

Gyakorlatban, ha m és n nagy szamok, akkor a fenti médszerek nem hatékonyak. A kévetkezd paragrafusban
egy sokkal gyorsabb eljarast mutatunk be.

3.9 Algoritmikus moédszerek
3.9.1 A. Kicserélési lemma (Elemi baziscsere)
Legyen V egy K-feletti vektortér és e = (eq,...,e,) egy rendezett bazisa,

Lemma 3.31 Legyen v = aje; + -+ ane, €V és tekintsik az e’ = (e1,...,v,...,e,) vektorrendszert.

a) e akkor és csak akkor bdzisa V-nek, ha a; # 0.
b) Feltételezziik, hogy a; # 0, és legyen

$:x161—|—"'—|—£t1'6i—|—"'+93n6n:I/161—|—"'+1‘;’U+"-—|—1‘{n€nEV

FEkkor
x; Tja; — x;0,
mé:—l, x;:M, j#i.
a; Q;
Bizonyitas. a) Az alternativa tétel szerint, e’ akkor és csak akkor bazis, ha linedrisan fiiggetlen. Ha by, ..., b, €
K, akkor
n
b161+"'+bi’l)+"'+bn6n:0<:>b161+"'+bizaj€j+"'+bn6n:0
j=1
< (b1 + bial)el 4+ 4 biaﬂ} + .-+ (bn 4+ bian)en =0
< b;a; =0, bj—&—biaj:O, j#i.
Ha a; # 0, akkor b; = 0; kovetkezik, hogy by = --- = b, = 0, tehdt ¢’ bazis.

Ha a; = 0, akkor legyen b; = 1, és b; = —a;, j # 1; kovetkezik, hogy e’ nem fiiggetlen.
b) Ha a; # 0, akkor

r=m1€1 + -+ X6 + -+ xie+ -+ Tpey =
:-TllelJr"'JrSU;UJF"'JrCU;'ejJr"'JrSU;ﬁn:
= (@) +jar)er + - - - + wiaze; + - - + (2 + wiag)e; + -+ (@7, + Tian)en.
Mivel e bazis, kdvetkezik, hogy z; = z}a; és x; = o, + wja; ha j # i, tehdt

T T

;e r i . .

;= —, T;=x5— —aj, jFI. [
Q; Q;

Az a; # 0 elemet generdlo elemnek nevezziik. A fenti szdmitasokat egy tablazatban rendszerezziik:
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T

/I T1a;—T;aQ1
er| O Ty = HEEE

<

€1 ay 1

cfrow=

. /4 — Tja;—Ti04

€; aj T e;j | 0 x = ==
/ Tnpna; —T;Q

en| an T en| 0 Xy = TR

Az alapmiiveletet kénny( megjegyezni: a generdl6 elem sorat osztjuk a generdlé elemmel, a t6bbi elemet az
un. téglalap-szabdllyal szamitjuk ki.

3.9.2 B. Alkalmazdsok

a) Baéziscsere. Legyen v = (vy,...,v,) egy vektorrendszer, ahol
n
vj:Zaijei, ISJSTL,
i=1

és legyen T = [a,j] € M, (K) az attérési matrix. Tudjuk, hogy v akkor és csak akkor bézis, ha T invertalhato,
és ha
T =x161+ + Tpey = Tiv1 + -+ T 0p,

akkor [z], = T~ ![x].. n-szer alkalmazva a kicserélési lemmat, meghatarozhatjuk az [x], métrixot.

V1 ... Up | T Vi ... Up| X
!/
€1 aip ... Qip Ty V1 1 ... 0 Xy
"y ,
en| apni ... Qpn| Tn n 1épés vp| 0 ... 1] z
Ha T nem invertalhaté, akkor az eq,...,e, vektorokat nem lehet kicserélni a vy, ..., v, vektorokkal.

Példaul, legyen V = R3 e = (e1,e2,e3) a kanonikus bazisa, és legyen vy = (1,4,2), v = (1,3,1), vz =
(1,2,1) és z = (1, -2, —2).

V1 V2 U3 x
el 1 1] 1
ea| 4 3 2| -2
es| 2 1 1] —2
v 1 1 1] 1
e2| 0 -2/ —6
es| 0 —1 —1| —4
U1 1 0 -1 )
V2 0 1 2 6
es| 00 2
v 1 0 0] -3
vl 0 1 0] 2
v;] 0 0 1] 2

Az utolsé tablazatbol kovetkezik, hogy v bézis és © = —3wvy + 2vs + 2v3.

Feladat 11/ Tgazoljuk, hogy v = (v1,...,v,) bédzisa V-nek és hatdrozzuk meg az z koordindtdit a v bézisban,
ahol:
a) V=123, v = (2,3,1), vo = (1,2,4), v3 = (0,1,1), =z = (4,2,1).
b) V=R v =(2,1,3,-2), vy=(—1,1,-2,1), v3=(4,53,—1), vy=(1,5-31), x=(1,1,1,1).
C) Vv :R37 V1 = (17271)’ U2 = (25373)’ U3 = ( a771)7 T = (1a1a1)

Feladat 115 Hatarozzuk meg az U, V,U + V,U NV <g R° részterek egy-egy bézisat, ahol:
a) U =1{((1,0,4),(2,1,0),(1,1,-4)), V =((-3,-2,4),(5,2,4),(—2,0,—-8)).
b) U ={(1,1,0),(0,1,0),(0,1,1)), V =((1,1,-1),(2,0,1)).

= 7



b) Mitrix rangja. Ha A € M,, ,,(K), akkor rang A = dimg (07, ...0%), tehdt alkalmazhatjuk a kicserélési

1 -2 1 3
lemmaét. Példadl, legyen A= |1 -2 -1 1
2 -4 0 4
od o o of
el 2 1 3
€o 1 -2 -1 1
es 2 4 0 4
ol 1T 2 1 3
ea| 0 0 -2
es| 0 0 -2 -2
ol 1 2 0 2
o3 0 0 1 1
e3| 0 0 0 O
Az utolsé téblazatbél kovetkezik, hogy o5 = —20f', 0ft = 207 + 04!, és 0i', 04 linedrisan fiiggetlenek, tehst
rang A = 2.
Feladat 116 Hatarozzuk meg a kovetkez6 matrixok rangjat:
1 -1 1 2 2 1 -2 1 3
a) {1 -1 -1 1 3 by[1 -2 -1 1
2 2 0 35 1 -4 0 4

c) Matrix inverze és determindnsa. Az A = [a;;] € M, (K) métrix akkor és csak akkor invertélhatd, ha

(of),...,02) bazis. Legyen I = I,, az n-ed rendii egységmatrix, és tekintsiik a kovetkezd tablazatokat:
A A I I I I
oy ... 0L | o1 ... o Vi ... Up| O] ... Oy
€1 aill Aln 1 0 0114 1 0 bll bln
sz A
€n anl Anpn 0 1 nE;as (% 0 1 bnl bnn

Legyen B = [b;;]. Az utolsé tabldzatbdl kévetkezik, hogy minden 1 < j < n esetén, 0]1. =>"1_, oy, azaz

n
0ij = Zaikbkja 1<4,5<n,
k=1

tehat I, = AB és B = A™L.

Legyen a®  a k-adik generald elem. A determindnsok tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy

Tkjk

eIk’

det A = [ (-1 **all)
k=1

2 4 2
Példaul, legyen A= (1 1 1| € M3(Zs). Elsallitjuk a kovetkezd tablazatokat:

3 21

of 0 of | of of of

e ialioo o0

e 11 110 1 0

es| 3 2 110 0 1

o1 2 113 0 0

e | 0 0] 2 1 0

es| 0 1 3|1 0 1

ol 1 0 1] 2 2 0

o 0 1 03 4 0

es| 00 301 i

ol 1 0 0] 1 0 3

o 0 1 0|3 4 0

o 0 0 1|1 2 2

S
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Az utols6 tablazatbdl kovetkezik, hogy A~ = , és det A

= Q> >
D> > O
D> O LD

Feladat 117 Hatarozzuk meg a kovetkezo matrixok inverzét:

2 0 1 2 4 2
a) [1 2 1) e M;3(Zs) by [1 1 1| e M;s(Zs).
2 1 1 0 2 1
2 2 0 1
4 30 -1 2 4 / (PN N i /
Feladat 118 Legyen f € Endg(R*), 9 5 3 1 legyen e’ = (e, €5, €4, €)), ahol €] = eq,¢e5 =
1 2 1 3
€1+ ez, €5 = ey + e2 +e3, €) = e1 + e2 + e3 + e4. Hatdrozzuk meg az f métrixét az (e’,e’) bazisparban.

Feladat 119 Legyen u = (uy,us,us, ug) és v = (v1,v9,v3,v4), ahol ug = (1,2, -1 0) ug = (1,-1,1,1), ug =
(—1,2,1,1), ws = (=1,—1,0,1), vy = (2,1,0,1), v3 = (0.1,2,2), v3 = (—2,1,1,2), é v = (1,3,1,2) Ri-beli
vektorok. Igazoljuk, hogy u,v bazisok, és hatarozzuk meg a T, attérési métrixot.

d) Az egyenletrendszerek megolddsa. Tekintsiik az Ax =b <= Buxp + Sxg = b egyenletrendszert, ahol
a 3.8.2. paragrafus jelolései hasznaljuk. Ha B € M,,(K) invertdlhat6, akkor az egyenletrendszer megoldasait
megkapjuk m 1épés utan. A szamitdsok azt is kimutatjak, ha a rendszer 6sszeférhetetlen, mert ebben az esetben
rang A < rang A.

A A A A
of ... Opm| Ofhiq ... 0f| b
€1
B S b
€m
} m 1épés
A A A A
01 ol Oy - 05| b
of
: -1 —1
: I B~—S B~
A
Om

Példaul oldjuk meg az
T1 4+ 2x9 + 23 +3x4 +3x5 =3
(S) : —T1 — Tg — X3 — 204 — 225 = —2
T, 4 3T + 223 + dxg + 45 =2

egyenletrendszert.
o' o4 of off 0| b
el 2 1 3 3
ex | -1 -1 -1 2 -2| -2
e3s| 1 3 2 5 4| 2
ol 1 2 1 3 3] 3
e | 0 0 1 1|1
es| 0 1 1 2 1/ -1
off 1T 0 1 1 1] 1
o 0 1 0 1 1] 1
es| 0 0 1 0| -2
of71T 0 0 0 1] 3
o 0 1 0 1 1|1
o4 0 0 1 1 0] -2
Az utolsé tablazatbdl kovetkezik, hogy
0 -1 3
-B7'S=|(-1 -1], B'v=| 1|,
-1 0 —2
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tehat az (S) megoldasainak a halmaza

{20 4+ Az® 4+ X02® | A, Ny € K},

ahol
3 0 -1
-1 -1
2= -2 M =[-1 , 2@ =10
0 1 0
0 0 1

Feladat 120 Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszereket:
1’1+3£C2—(L'3—2{E4 =3
a) { 2wy — 19 + 323 — 4y = —1
3x1 —bro+Trg —6ry =1

50172132721’3721'471’5 =0
b) xl—xg—x3—3x4+x5 =1

Tl + To — Drs — x4 + Tx5 =2

Ty + 229 + x3 + 324 + 375 =3
C) —T1 7()’]271’3723]4721’5 = -2

T1 + 3x9 + 223 + Sxy + 45 =2

Ql‘l + x9 — 213 =1
d) Ql‘l + 21‘2 + QQ?g =0 s (K = Z5)
T+ leg + 21’3 =2

Feladat 121 Legyen f : R™ — R™ egy linedris leképezés. Hatdrozzuk meg a Ker f és Im f vektorterek egy-egy
bézisat, ha adott az f matrixa a kanonikus bazisokban:

o= (7 3 )

0 -1 5
b) [flee={1 0 0

0 1 -5

1 0 -3 2
¢) [flee=1-2 3 0 1

3 -3 -1 1

2 2 1
A) [flee=|-1 -3 1

1 2 -1

3.10 Megoldott feladatok
1) Legyenek v = ((1,2),(-2,1)) és v' = ((1,-1,0),(-1,0,1),(1,1,1)). Mutassuk ki, hogy v és v’ bazisok
R%-ben, illetve R3-ban és frjuk fel az f : R? — R3, f(x,y) = (z + vy, 22 — y, 3z + 2y) linedris fiiggvény matrixdt
a (v,v") bézisokban.

Megoldds: Mivel a v vektoraibdl képezett métrix rangja 2, és a v’ vektoraibdl képezett méatrix rangja 3,
kovetkezik, hogy v bdzis R%-ben és v’ bazis R*-ban. Az [f],, = (a;j) € M3 2(R) métrix oszlopait a kovetkezd
egyenletek alapjan irjuk fel:

(3,0,7) = f(].,?) = au(l, —1,0) + azl(—l,O, 1) + 031(1, ]., 1),
(717 75a 74) = f(72’ 1) = 1112(1, 715 0) + a22(71707 1) + a32(17 1a 1)

Az el6z6 két egyenlet a kovetkezd két egyenletrendszert eredményezi:

a1 —ag1 +azr =3 ai2 —age +azz = —1
—ail +a3z1 =0 és —a12 + azo = —5H
ag1 +az1 =7 Ao + azz = —4
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10 11 1 2 1
amiknek a megoldasai (30 g 30) illetve (5 —= —0>. Kovetkezésképpen

3737 3
o
3 3
11 2
[f}v,v’ - ? _5
10 10
3 3
1 -1 1
Alternativ megoldds: Az R? e kanonikus bazisabdl v'-be valé attérési matrix T = -1 0 1 |,azf
0 1 1
fliggvény matrixa a v, e’ bazisokban pedig
3 -1
[floer =10 =5 |,
7 —4

(a matrix oszlopai az f(1,2) és f(—2,1) koordinatéi az e’ bazisban), tehét

w5
3 3

_ 11 2

[f]v,v’ =T 1[.]0]”76/ = ? 75
i

3 3

2) Legyen az f : R?® — R* linedris fiiggvény, ahol a kanonikus bézisvektorok képei:

f(el) = (17273’4)7 f(62) = (4’35271)7 f(e?)) = (_27 1,4, 1)'

Hatarozzuk meg;:
i) f(v)-t barmely v € R3-ra;
ii) az f métrixdt a kanonikus bédzisokban;
iii) Im f és Ker f egy-egy bazisét.
Megoldds: 1) f(z1,22,23) = 1 f(e1) + z2f(e2) + 23 f(e3).
ii) f métrixa a kanonikus bézisokban az a matrixk aminek az oszlopai f(e1), f(e2) és f(es), vagyis

1 4 -2
2 3 1
3 2 4
4 1 1
111) Im f = f(<€1,62, 63>) = <f(el)a f(62), f(e3)>a tehat
1 4 -2
. 2 3 1
dim(Imf) = rang 3 9 4 =3,
4 1 1

kovetkezésképpen f(e1), f(ea) és f(es) bézist alkotnak Im f-ben. Akkor
dim(Kerf) = dimR?® — dim(Imf) = 3 — 3 = 0,
tehat Ker f = {(0,0,0)} és 0 a Ker f bazisa.

3) Legyenek V, V' vektorterek R f6lott, v = (v1, v, v3) bazis V-ben, v’ = (v{, v}, v5) bézis V'-ben és f : V — V'
lineéris fiiggvény tgy, hogy

0 -1 5
flowr=11 0 0
0 1 -5

Hatarozzuk meg:
i) Im f és Ker f dimenzidjat, adjunk mindegyikben egy-egy bézist;
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ii) az [f]y,er métrixot abban az esetben, amikor V' = R3, v{ = (1,0,0), v5 = (0,1,1), vj = (0,0,1) és ¢’ az R?
kanonikus bézisa;
iil) f(x) értéket z = 2v1 — v + 3vs-re a ii) pontban megadott feltételek mellett.

Megoldds: 1) Az [f],,.» matrix oszlopait az f(vi), f(ve), illetve f(vs) vektorok v’ bézisbeli koordindtai
alapjan irjuk fel, vagyis

flor) = vy, f(v2) = —vy +v3 és f(ug) = 5vy — 5us.

Akkor dim(Im f) =rang[f]v,.v = 2. A [f]y, métrix egy mdsodrendi nemnulla minorat kapjuk az els§ két
oszlopbdl és az elsd két sorbdl, kovetkezésképpen, f(v1) és f(vg) bdzist alkotnak Im f-ben. Kovetkezik, hogy

dim(Kerf) =dimV — dim(Imf) =3 -2 =1,
és mivel az [f],,» métrix mésodik és harmadik oszlopa ardnyos, kapjuk, hogy
f(vs) = =5f(v2) & f(vs —Bvg) =0 < v3 — Hvg € Ker f.

Tehat vs — bvy bazis Ker f-ben.
ii) Az €’ kanonikus bazisbdl a v" bazisba val6 dttérési métrix (') oszlopai a v}, vh, v; vektorok és

[f]v,v’ = Til [f]v,e’ -~ [f]v,e’ = T[f]v,v“

iii) Mivel az [f], e métrix oszlopait az f(v1), f(ve) és f(vs) vektorok koordindtédi adjédk az e’ béazisban,

f(x) = f(2v1 —va + 3v3) = 2f(v1) — f(va) + 3f(v3).

4) Legyen f € Endg(Q?), aminek a kovetkezd métrixa van a kanonikus bézisban:

1 2 1 2
3 2 3 2
-1 -3 0 4

0 4 -1 -3

Adjunk meg egy-egy bazist Ker f-ben és Im f-ben.

Megoldds: Legyen e = (e, ez, e3,e4) oQ* kanonikus bdzisa. A megadott matrix pont [f]., az oszlopai
fler), f(ea), f(es), illetve f(e4). Im f bazisdnak és dimenzidjdnak kiszdmitdsdhoz kiszdmoljuk [f]. rangjit
és figyelembe vessziik, hogy milyen oszlopokbdl tudtunk ,kivdgni” egy olyan nemnulla minort, aminek a
rangja egyenld rang|f].-vel. Kapjuk, hogy dim(Im f) = 3, kévetkezésképpendim(Ker f) = 1. Ker f bézisdnak
meghatédrozdsdhoz ugyanigy jarunk el, mint az elzé feladat i)-es pontjéndl, figyelembe véve, hogy 7(c1 —c3) =
co—cy4 (ahol ¢;-vel jeloltiik a métrix i-edik oszlopat, ami pontosan f(e;)). A bdzis meghatdrozdsdhoz a kovetkezd
moédon is eljarhatunk:

X1 0 SC1+ 21‘2+ l‘3+ 21‘4:0
To _ 0 3rx1+ 2x9 4+ 3z3+ 224 =0
(x1,l'2,333,m4) eKeI‘f@[f]e $3 - 0 —$1—3$2 _|_ 41,4:0
X4 0 +4x9 —x3 — 314 =0

A linearis egyenletrendszernek a kovetkezd megoldashalmaza van:
{(70(, —aQ, —70(,0() € @4 | a € Q} = {Oé(?, _17 _7a 1) ‘ a € Q} = <(7a _17 _7a 1)>7

tehdt a (7, —1,—7,1) vektor linedrisan fiiggetlen generdtora (vagyis bazisa) Ker f-nek.

5) Legyen f:R? — R2, f(z,y) = (3x + 3y, 22 + 4y). Bizonyitsuk be, hogy f € Endg(R?). Mutassuk meg,
hogy diagonalizalhaté az f fliggvény [f]r matrixa (a kanonikus bézisban) és adjunk meg egy képletet [f™]-re,
ahol f* = fo fo---of, neN"

Megoldds:
Felirjuk f maétrixat: [f]lg = (; Z) és meghatdrozzuk a sajétértékeit: pp(A) = det([flg — A2) =
’32)\ 43/\’ = A2 — 7\ + 6 = 0, kapjuk, hogy A\; = 1, Ay = 6. Innen kovetkezik, hogy ma,(1) = 1 és

Maiq(6) = 1. Meghatarozzuk a sajdtértékekhez tartozé sajatrésztereket.

-0
2 4—X ) \y 0 20 +3y =0 2Y:
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A megolddshalmaz M; = {(—3y,y)|y € R} =< (=3,2) >= V(1) = myeom(l) = dimg V(1) = 1.

3— XA 3 z\ (0 . -3z + 3y :O:>x—
2 4—2X) \y 0 20 -2y =0 v

A megoldashalmaz My = {(y,y)ly € R} =< (1,1) >=V(6) = Mgeom(6) = dimr V(6) = 1.

Lathat6, hogy mgeom (1) = Maig(1) és Mgeom(6) = Mmaig(6), tehat a métrix diagonalizdlhaté. Legyen
B = ((-3,2),(1,1)). Tudjuk, hogy B bézisa R%-nek, mert kiilonbozé sajétértékekhez tartozé sajatvektorok
linedrisan fiiggetlenek és dimg R? = 2. Mivel (—3,2) és (1,1) sajatvektorok, akkor az f fiiggvény métrixa
ebben a bédzisban [f]p = <)\1 \ > = <(1) g) (Ugyeljiink a (sajat) bazisvektorok sorrendjére! Ha a bézist

2

6

B =((1,1),(—3,2))-nek irtuk volna fel, akkor [f]g = 0 (1)> lenne.) Vegyiik észre, hogy Tpp = <_23 1)7

_21 é) Az 4ttérési métrixok segitségével felirhaté az [f]g = Tes - [f1B - TBE

=0 D)= 1) 6 s 5)

tehdt akkor Tpp = Typ = & (
egyenlet, tehat:

Tehat:
n (=3 1\ (1™ Oo\1/-1 1\ 1/342-6" —-3+3-6"
Fle = ( 2 1> <0 6”) 5 < 2 3> "5 (—2—}—2-6” 243-6" )
0 -1 5
6) Legyen f : R3 — R3 egy linearis fiiggvény, a kovetkezd métrixszal: [flz =1 0 0 |. Hatarozzuk
0 1 =5
meg a ker f és Imf vektorterek egy-egy bazisat.
Megoldds:
0 -1 5 x 0 r =0
Megoldjuk az [f]g-v =0 egyenletet: {1 0 0 yl=10] = = M = {(0,52,2)|]z €
0 1 -5 \z 0 {y =5z

R} =< (0,5,1) >. Lathatd, hogy ker f egydimenzids résztér, bazisa lehet pl. a B = ((0,5,1)). Tovdbba
dimg (Imf) = dimg R? — dimg (ker f) = 3 — 1 = 2, tehét elég talalni két linedrisan fiiggetlen vektort Im f-ben és
akkor azok bazist fognak alkotni. Ennek legegyszeriibb médja, hogy kell6 szamu linearisan fiiggetlen vektort
vélasztunk ki az [f]g métrix oszlopai koziil. A métrix oszlopai a bazisvektorok képei az f fliggvényen keresztiil,
tehat elemei Imf-nek. Ezért példdul Imf =< (0,1,0), (—1,0,1) >, a bazis B’ = ((0,1,0), (—1,0,1)).
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