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Az algoritmus végrehajtasahoz sziikséges id6

* Avégrehajtashoz sziikséges id6 az algoritmus ,, bonyolultsdgadt” fejezi ki.
* Nem mérink pontos id6t, hiszen ez sok ,kils6” feltételtdl fugg.

* Szlikségvan egy , mértékegységre”, ami algoritmusonként valtozhat: megneveziink
egy bizonyos miiveletet, amit az adott algoritmus valamelyik ciklusaban adott
szamszor végrehajt, és ennek szamossagaval mérjiik az algoritmus
teljesitményét.

A mlveletlehet: egy érték beolvasasa, egy érték kiirasa, valamely aritmetikai,
logikai, relaciés miivelet, 6sszehasonlitas.

Példak

1. Egysorozatban meg kell keresnlink az adott X értéket: a mivelet az

osszehasonlitas lesz.

Ossze kell szoroznunk két matrixot: két valds szdm szorzdsa lesz a mértékegység.
Két nagyon nagy szamot kell 6sszeadnunk: két szamjegy feldolgozdsa lesz az

Alarmt mivialaf



A bemeneti adatok méretének szerepe

* Az algoritmusbemeneti adatainak ismert a szamossaguk (illetve a hatarok,
amelyek kozott ez a szamossag mozog).

* Az alapmiveletet dltaldaban minden adatra elvégezziik = ilyenkor a@ bemenet
mérete megadja a végrehajtdasok szamat is.

Példak

1. Ha egy n elem(i sorozatban meg kell keresnlink egy bizonyos elemet, akkor az
algoritmus legtobb n dsszehasonlitast fog elvégezni.

2. Két matrix 6sszeszorzasakor a mliveletek szamat a két matrix méretének
fuggvényében szamoljuk.

3. Nagy szamok dsszeadasakor a szamok szamjegyeinek szama a méret.

4. A grafelméletifeladatokban a csomopontok szama vagy az élek szama johet
szamitasba, esetleg mind a kettd.



Algoritmusok bonyolultsaga

Az algoritmus bonyolultsdagat az a fiiggvény irja le, amely az algoritmus futdasanak
idé és/vagy helyigényét adja meg a bevitt adatok szamdnak/méretének
fiiggvényében kifejezve.

Az id6bonyolultsagot nem mérjiik masodpercben, hanem a lépések szamdval, mivel
ez a szam nem fligg a szamitogép mindségetol.

A fiiggvény argumentuma a feldolgozando adatok szama (3ltalaban: n)

A hely bonyolultsagat is figgvénnyel adjuk meg, ahol az argumentum szintén a
feldolgozanddé adatok szama.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a bonyolultsagot n fliggvényében mindig egy egész
szamot eredményezd kifejezéssel adjuk meg.

Ez egy becslés, nem preciz szamolasok eredménye.



A végrehajtasi ido

A bemenetiadatok tulajdonsagainak figgvényében ugyanaz az algoritmus vdltozo
mennyiségl idb alatt hajtodik végre.

Példa: Legyen S egy n elem(, egész szamokbol all6 sorozat. Keressiik meg az X adott
szammal egyenld elem indexét a sorozatban! Ha X nincs a sorozatban, az eredmény
legyen 0!

 Akeresés ledllhat az elsé osszehasonlitds utdn, de ha a keresett elem nincs a
sorozatban, akkor n ésszehasonlitdst végziink.

* Aveégrehajtasi id6t meghatarozhatjuk az Ugynevezett legrosszabb esetben, a legjobb
esetben, vagy beszélhetlink dtlagos végrehajtasi idoro|.



Algorithm Keres(n, S, X):
// bemeneti adatok: n, S, X
// Rimeneti adat: i
i1
While i < n AND S; # X execute
ie<i+1
EndWhile
If i > n then
i« 0
EndIf
return i
EndAlgorithm



Atlagos végrehajtasi id6

Alapmiivelet (az el6bbi példaban): a sorozat egy elemének 6sszehasonlitasa X-szel.

* Abemenetek kiilonboz6ségét X poziciodja fejezi ki. Ha X megtalalhatd a
sorozatban, ez lehet az els6, a masodik, ..., az n-edik elem; de az is lehetséges,
hogy nincs = 6sszesen n + 1 eset lehetséges.

* Ha X megtaldlhatd a sorozatban, akkor atlagosan T(n) = (n + 1)/2
osszehasonlitast végzink, vagyis = dtlagban a sorozat felét kell
megvizsgalnunk.

* |gy szokvanyos esetekre kapjuk meg az algoritmus lépéseinek szamat, tehat ez az
atlag a varhato futasi idot fejezi ki.

e Ugyanakkor: elég nagy a valdszin(isége annak, hogy ez soha nem fordul el§,
hiszen ez csak egy ,,joslas”...



A legrosszabb és a legjobb eset

A legrosszabb eset a legkedvez6tlenebb esetet jellemzi: garantdltan nem fordulhat elé
nagyobb futdsi idob.
— Ha X a sorozat utolso elemével egyenl6 vagy X nincs a sorozatban, ,, pechesek”
vagyunk és a végrehajtasi id6 a lehet6 legnagyobb lesz:
T(n)=max{T):i=1,2,...,(n+1)}=n.
A legjobb eset a legkedvez8bb esetben fejezi ki az algoritmus [épéseinek szamat:
garantdltan nem fordulhat eld kisebb futdsi ido.

— Ha szerencsések vagyunk, és megtalaljuk X-et az els6 helyen, a lehetséges
legrovidebb futasi id6 alatt fut le az algoritmus:

T(n)=min{T}):i=1,2,...,(n+1)}=1



Az algoritmus ndvekedési rendje

Kdvetkeztetések:

* Nem érdemes, de nem is lehetséges pontos, preciz értéket keresni a futasi id6
megadasara.

* Az esetek tulnyomo tébbségében arra kell szoritkoznunk, hogy a végrehajtasi id6
nagysdgrendjét hatarozzuk meg.

* Ha a bemenet méretét n-nel jeldljik, a végrehajtas idejét kifejezhetjik n
fiiggvényeként.

— A futdsi id6t kifejez6 képletnek csak a f6 tagjat tartjuk meg (példaul, ha a képlet an? + bn + ¢, csak
az an? tagot tartjuk meg), mivel az alacsonyabb rend( tagok nagy n-re kevésbé Iényegesek.

— Szintén figyelmen kivil hagyjuk a f6 tag konstans szorzdéjat, mivel a nagy bemenetekre ezek
elhanyagolhatok.

* Ez a ndovekedésirend, és a ©(g(n)) fuggvénnyel jeloljuk.



Novekedési rend

* Az algoritmusfutasi idejének névekedésirendje, (sebessége) kifejezi az algoritmus
hatékonysagat és
» eszkoz algoritmusok mindségi 6sszehasonlitdasara.
— PI. ha az n bemeneti méret elég nagy, akkor az dsszefésiilé rendezés, amelynek

futasi ideje atlagos esetben ®(n Ig n) jobb, mint a beszuiré rendezés, amelynek
novekedési rendje ®(n?).

« Altaldban nem szamoljuk ki pontosan az algoritmus futdsi idejét, mivel elég nagy
bemeneti adatokra a pontos futasi id6 multiplikativ allandéinak és alacsonyabb
rendi tagjainak a hatasa eltorpiil a futasi id6 nagysagrendjéhez képest.



Példa

Tekintslik az 6sszegszamito algoritmusunkat:
Algorithm Osszegszamitas(N, X):
// bemeneti adatok: az N elemii X sorozat, kimeneti adat: S
S « 0
For i = 1, N execute
S« S + X
EndFor
return S
EndAlgorithm

« Megszamoljuka miveleteket: 1 (S kezd6értéket kap) + 1 (i kezd6értéke) + n (i novelése)
+ n (i 6sszehasonlitasa n-nel) + n (az 6sszeadasok) + 1 (a returnés) = 3 + 3n.

* De a 3-as konstansbol allé tagot nem vesszik figyelembe és a 3-as szorzét sem, mivel a
konstans szorzoktol is eltekintlink.

* [gy az algoritmus bonyolultsaga: ®(n) ami egyben itt O(n) is.



Lépések szama a bemeneti adatok szamanak fiiggvényében

Bemeneti
adatok
szama
2 4 8 16 64 16

4
8 3 8 24 64 512 256
256 4096 65536

» Lépések szama «




Aszimptotikus hatékonysag

Algoritmusok hatékonysaganak elemzésekor feltesszik a kérdést:
Miként novekszik az algoritmus futdsi ideje, ha né a bemenet mérete, vagyis n — .

O(g(n)) = { fln) : Iétezik c,, ¢, és n, pozitiv dllandé ugy, hogy0 < ¢,g(n) < f(n) < c,g(n)
barmely n = n, esetén }

Mas széval, minden n 2 ny esetén az f{n) fuggvény — egy allando szorzétényez6tol
eltekintve — egyenld g(n)-nel

—> g(n) aszimptotikusan éles korldtja f{n)-nek.

e Gyakran fogjuk hasznalni a ®(1) jelolést az dllando végrehajtasi idére. Ekkor az
algoritmus végrehajtasiideje nem fiigg a bemenet méretétol.

Magyaradzat: Mivel barmely allandé egy nulla foku polinom, ezért barmelyik konstans
fuggvényre fennall a ®(n°) = ©(1) becslés.



Példa

Tekintslik az ismert felcserélés algoritmust:
Algorithm Felcserél(a, b):
// bemeneti adatok: a, b
// kRimeneti adatok: a, b
segéd « a
a«b
b « segéd
EndAlgorithm
* Az algoritmusx és y értékeitdl fuggetlentl 3 mivelet végez el.
 Eza 3egykonstans, tehat az algoritmus bonyolultsaga ®(1).

* De akkor sem tévediink, ha O(1)-gyel fejezziik ki, mivel ®(1) = O(1).



A ©-jelblés

* Minden n = ny esetén az f{n) fuggveny — egy
allando szorzotényez6t6l eltekintve —
egyenlé g(n)-nel:

* g(n) aszimptotikusan éles korlatja fin)-nek.

* Minden fin) € ©(g(n)) aszimptotikusan
nem-negativ kell legyen = a g(n)
fluggvénynek aszimptotikusan nem-
negativnak kell lennie (else ®(g(n)) Gres).

C,9(n)
f(n)
c,9(n)

No 1(n) € B(g(n))



Az O-jeldlés

* Az O-jeldlés aszimptotikus felsé korlatot ad az cq(n)
algoritmus futasi idejére. /

* Egyadott g(n) figgvény esetén O(g(n)) -nel t(n)
jeloljuk a figgvényeknek azt a halmazat, i
amelyre ; ,

Olg(n)) = { fin) : |étezik ¢ és n, pozitiv allando

Ny f =0
ugy, hogy 0 < fin) < cg(n) barmely n = ny esetén } o () =O(g(m)



Példa

Hatarozzuk meg az n természetes szam legnagyobb paratlan osztodjat!
Algorithm legnagyobbParatlanOszté(n):
// bemenet: az n természetes szdm, kimenet: a legnagyobb pdratlan oszto
S « 0
While n MOD 2 = @ execute
n «< n DIV 2
EndWhile
return n
EndAlgorithm

Az algoritmus bonyolultsaga O(log n).
Magyarazat: =



Magyarazat

* Felirjuk az n szamot 2-es szamrendszerben.

* Eszrevessziik, hogy az 4brazolas bitjeinek darabszdma = 2-es alapti logaritmus a
szambol + 1.

Példak:

* Han=7=111,), log,7 egesz része = 2, hozzaadva 1-et megkapjuk a 7 bitjeinek
darabszamat.

* Legyen n=16=10000,), log,16 = 4, hozzaadva 1-et megkapjuk a 16 bitjeinek
darabszamat.



Magyarazat

Az algoritmusban addig osztunk (DIV) Ujra meg Ujra, amig a 2-vel torténd egész
osztas maradéka (Mob) egyenld 0-val.

Példaul, a 7 esetében 0-szor, a 16 esetében 4-szer, vagyis a legrosszabb esetben
annyiszor ahany bitje van n-nek (-1).

Ez akkor fordul el, amikor a szam kettéhatvdny; ekkor az while addig dolgozik, mig
n értéke 1 lesz. Tehat a Iépésszam az n 2-es alapu logaritmusdval egyenlé.

Tipp: ha egy ciklus minden lépésében az a valtozo, amely iranyitja a ciklust (legyen
ez n) osztodik 2-vel, valoszind, hogy a ciklus lépésszama log,n.

Az alapot nem mindig tintetjik fel, mivel ez (szintén) konstans.
Fontos: minél nagyobb az alap, anndl jobb az algoritmus hatékonysaga.



Példa

Hatarozzuk meg az {1, 2, ..., n} halmaz minden permutacidjat!

Tudjuk, hogy osszesen n! permutacionklesz, tehat az algoritmus|épéseinek szama
nem lehet kisebb, mint n!

Hatarozzuk meg az {1, 2, ..., n} halmaz minden részhalmazat!

Tudjuk, hogy 6sszesen 2" részhalmazunk lesz (az tGres halmaztis beleszamitva), tehat
az algoritmuslépéseinek szama nem lehet kisebb, mint 2".

Den!22" hanz4

Kovetkezik, hogy mindkét algoritmus bonyolultsaga exponencialis lesz: O(2")



Példa

Hatarozzuk meg az n-nél kisebb és n-nel egyenl6 szamok osztdinak darabszamat!
Algorithm osztokSzama(n, d):
// bemenet: az n természetes szadm
// kimenet: a d sorozat, ahol d[i] az 1 osztoinak szdma

For 1 = 1, n execute
d[i] « ©
EndFor

For i = 1, n execute
For j = i, n, i execute
d[j] « d[j] +1
EndFor
EndFor
EndAlgorithm



Lépésszam?

Szamoljuk meg a ciklus [épéseit!
A kils6 For ciklusnak n l1épése van; irhatjuk: O(n * ?)

Ahhoz, hogy a ?-t ,kiszamitsuk”, felirjuk az i egymas utan kovetkezé értékeire a
|épésszamokat:

Hai=1, alépésszam=n

Hai=2, alépésszam=n/2

Hai=3, alépésszam=n/3

Hai=n, alépésszam=n/n

Ha osszeadjuk ezeket:
n+n/2+n/3+..+n/n=n*(1+1/2+1/3+..+1/n)=n*logn

Kovetkezik, hogy az algoritmus bonyolultsaga: O(n * log n)



Gyakorlat

* Legyen a kovetkez6 algoritmus. Hatarozzuk meg a lépésszamot.
Algorithm hanyLépés(n)
SZ «— 0
ien
While i 2 1 execute
j « i
While j 2 1 execute
SZ « sz + 1

J«<J-1
EndFor
i« i DIV 2
EndFor
return sz

EndAlgorithm



Megoldas

Szamolunk:

Hai=n, alépésszam =n

Hai=n/ 2, alépésszam=n /2

Hai=n/ 2% alépésszam=n [ 22

Hai=n/ 2% alépésszam = n / 2%, ahol 2k =n

Ha dsszeadjuk ezeket:
n+n/2+n/22+..+n/2k=2%pn-1

Kovetkezik, hogy a bonyolultsag O(n)

Vagyis nem 100%-os az el6bbi tipp © Itt is osztottunk 2-vel, de a logaritmikus
szorzotényezd ,,eltlnt”



Az Q)-jeldlés
* Aszimptotikus also korlatot ad a figgvényre.

* Egyadott g(n) fuiggvény esetén Q(g(n))-nel f(n)
jeloljuk a figgvényeknek azt a halmazat, A cg(n)
amelyre ,

Q(g(n)) = { fin) : |étezik ¢ és n, pozitiv dllandd , n
ugy, hogy 0 < cg(n) < fin) barmely n = n, esetén } n, f(n) = Q(g(n))

Példa: buborékrendezés, mivel, ha
,szerencsések” voltunk, és a bemeneti sorozat a
kivant modon rendezett volt a, elég lesz egyszer

bejarni: Q(n)



Az algoritmus altal feldolgozott adatok szamara
sziikséges memoria mérete

* Gyakran el6fordul, hogy egy program, a bemeneti és kimeneti adatokon kivul,
ideiglenesen létrehozott adatszerkezetekkel is dolgozik.

* Ugyanakkor: ha egy algoritmus a feldolgozas kdézben, a bemeneti és kimeneti
adatokon kivll csak konstans méreti plusz memoriat vesz igénybe, azt
mondjuk, hogy helyben dolgozik.

* Konstans méretd memoriardl beszélliink, ha a lefoglalt memoria mérete nem
fiigg a bemeneti adatok szamataol (a figgvény, amivel leirjuk nem
tartalmazza a bemenet méretét jel616 valtozot).

Példa:

Legyen egy program, amely megadja egy adott keresztnév esetében a
névnapot. Ehhez tarolnia kell a ,, kalendariumot”, amelynek a mérete
rogzitett és nem fugg a keresett névnapok szamatol.



Algoritmusok egyszeriisége

Az egyszer(iség nem feltétlenltl mérvado tulajdonsag.

Ha egy algoritmust a legkézenfekvébb otlet alapjan tervezink meg (brute force),
sokszor (néha, gyakran) foloslegesen terheljiik a szamitogép eréforrasait.

Magyarul: naiv algoritmusnak hivjuk.

Ugyanakkor egy egyszer( algoritmust konnyebben irunk meg, olvashatobb,
kdnnyebben javitjuk és konnyebben bizonyitjuk a helyességét.

Ne gondoljuk, hogy minden naiv algoritmus visszaél az er6forrasokkal, hiszen:
léteznek optimalis naiv algoritmusok!



Algoritmusok optimalitasa

* Feltételezzik, hogy egy adott feladatnak megvaldsitottuk az algoritmusat, és
kiszamitottuk a végrehajtasahoz sziikséges id6t.

Kérdés: vajon létezik-e jobb (kisebb végrehaijtasi idejd) algoritmus, mint amit

megterveztink?

* Az optimaltds bizonyitdsakor szamitasba kell venniink minden lehetséges
algoritmust, és ki kell mutatnunk, hogy ezeknek a futasi ideje nagyobb minta
targyalt algoritmusé.

— Feltételezziik, hogy egy adott feladat megoldasara talalt minden algoritmus legkevesebb
T(n) id6t igényel.

— Ha egy idGegység alatt az algoritmus egy mliveletet végez, akkor a T(n) az elvégzendd
m(iveletek szamat jelenti.

— Egy algoritmus akkor optimalis az adott algoritmushalmazon beliil, ha legrosszabb
esetben T(n) miveletet végez, vagyis minimalis |épésszamot: ez azt jelenti, hogy a
leghatékonyabb!!!



Példa

Hatarozzuk meg egy n elemdii sorozat minimumat!

Algorithm Minimum(n, a, min):
// Bemeneti adatok: n, a, Kimeneti adat: min
min « a,
For 1 = 2, n execute
If a; < min then
min <« a;
EndIf
EndFor
EndAlgorithm



Elemazés

Az algoritmusbanaz a = (a,, a,, ..., a,) sorozat elemeivel pontosan n -1
osszehasonlitast végziunk.

Allitas: A fenti algoritmus optimalis.

Bizonyitas: Indukciot hasznalva kimutatjuk, hogy barmely, 6sszehasonlitasokra
épuld algoritmus legkevesebb n — 1 m(iveletet végez.

 Han =1, nemvégzink egyetlen 6sszehasonlitast sem (0 = n = 1 6sszehasonlitas).

* Feltételezzik, hogy barmely algoritmus, amely megoldja a feladatot n szam
esetében, legkevesebb n — 1 dsszehasonlitast végez, és targyaljuk azt a feladatot,
amely n + 1 szam minimumat kéri.



Bizonyitas (folyt.)

Legyen az els6 6sszehasonlitds, amely (anélkil, hogy vesztenénk az
altalanossagbol) dsszehasonlitja a,-t a,-vel, és megallapitja, hogy a, < a,.
A tovabbiakban meg kell oldanunk a feladatot az (a,, a,, ..., @,,,) sorozat
esetében.

De ezt a feladatot (a sorozatnak n eleme van) n =1 6sszehasonlitassal végeztik,

tehat az n + 1 elem(i sorozat minimumat 6sszesen n 6sszehasonlitas utan kaptuk
meg.



Hires algoritmusok bonyolultsaga

Szekvencialis keresés: O(n) (helyben dolgozik)

Kivalogatas: O(n) (dolgozhat helyben vagy hasznalhat segédsorozatot)
Osszefésiilés: O(n + m) (nem dolgozik helyben)

Binaris keresés: O(log n) (helyben dolgozik)

Buborékrendezés: O(n?) és Q(n) (helyben dolgozik)

Ladarendezés: O(n) (nem dolgozik helyben)

Gyorsrendezés: ®(n log n) és O(n?) (helyben dolgozik)

OsszefésulS rendezés: O(n log n) (nem dolgozik helyben)
Kupacrendezés: O(n log n) (helyben dolgozik)



Oszd meg és uralkodj moédszer. Bevezetés

Az Oszd meg és uralkodj mddszer akkor ajdanlott amikor:
» afeladatot fel lehet bontani egymdstdl fiiggetlen részfeladatokra,

* amelyeket az eredeti feladathoz hasonloan oldunk meg, de kisebb méret(
adathalmaz esetében.

1. Az eredeti feladatot felbontjuk egymastol fiiggetlen részfeladatokra: az eredetihez
hasonldak, de kisebb adathalmazra definialtak.

2. Arészfeladatokkal hasonldan jarunk. A felbontast akkor dllitjuk le, amikor a feladat
megoldasa a lehetl legegyszeriibb.

3. Eztalegegyszer(ibb feladatot megoldjulk.

4. Arészfeladatok eredmeényeibdl fokozatosan felépitjik mindig a kovetkez6 méret(
feladat eredményeit, ezek dsszerakadsa altal. Az utolso osszerakas az eredeti feladat
eredményét adja.



Megjegyzések

A részfeladatok csak méreteikben kiilonboznek az eredeti feladattél = a Divide
et Impera modszert rekurzivan fejezzik ki.

A felbontds megtorténik a rekurzidba valo belépéskor, a részeredmények
osszerakdsa pedig a kilépéskor.



A maddszer altalanos bemutatasa

A Divimp(bal, jobb) algoritmus az a,, a,, ..., a, sorozatot dolgozza fel, tehat
Divimp(1, n) alakban hivjuk meg el8sz6r.

Formalis paraméterei bal és jobb, amelyek az aktualis részsorozat bal és jobb
indexei.

Ha nem szeretnénk globalis valtozdkkal dolgozni, ehhez hozzaadddnak: n és a.

Az Oszd meg és uralkodj stratégiat lehet iterativan is implementalni (példaul,
binaris keresés).

— Ezek az algoritmusok mindig gyorsabbak lesznek.



Algorithm DivImp(bal, jobb, eredmény):
If jobb - bal < & then
Megold(bal, jobb, eredmény)
else
Feloszt(bal, jobb, kdzép)
DivImp(bal, kdzép, eredményl)
DivImp(kdzép+l, jobb, eredmény2)
Osszerak(eredményl, eredmény2, eredmény)
EndIf
EndAlgorithm

A ,leghiresebb” és egyben a leggyakrabban alkalmazott Oszd meg és Uralkodj tipusu algoritmus a
»Dbinaris keresés”.



Binaris keresés

Adott egy n egész szambol allo, névekvd sorrendbe rendezett sorozat: x, < X, <...< X,
Allapitsuk meg egy adott szém helyét a sorozatban! Ha az illetd szém nem
taldlhato meg a sorozatban, irjunk ki eqgy megfelelo lizenetet!

Elemzés

Az elemet a sorozat kozepén fogjuk el6szor keresni.

1. keresett = x;,,, = keresetta sorozatban a kézép helyen van

2. keresett < xy;,5, = mivel a sorozat rendezett, a keresett szamot a sorozat elsG (x,,
weer Xyiszep-1) fEI€DEN keressiik tovabb

3. keresett > xy;,5,— a keresett szamot a sorozat masodik (%6544, ---» X,,) f€lében
keressik tovabb

A feladat dtalakul ugyan két feladattad, de csak az egyiket kell megoldani.

Nincs sziikség a divide et impera harmadik lépésére (a részeredmények
osszerakasadra).



Algorithm BinKeres(bal, jobb):
If bal > jobb then // kdézép = a keresett helye, ha megtaldlhato
return -1 // ha keresett nincs a sorozatban
else
kozép « (bal + jobb) div 2
If keresett > Xy 5,6, then
return BinKeres(k6zép + 1, jobb)
else
If keresett < X,s,¢ then
return BinKeres(bal, kodzép - 1)
else
return koézép
EndIf
EndIf
EndIf
EndAlgorithm

Megjegyzés: ha a szamok nem kildnboz6k, és keresett tobbszor is el6fordul, az algoritmus a
keresett tetszdleges el6fordulasat tériti.



Algorithm IterativBinKeres(n, x, keresett):
bal « 1
jobb « n
While bal < jobb execute
k6zép « (bal + jobb) div 2
If X5,6p = keresett then

return kézép // ha megtaldltuk, vége
else
Ha X,s,¢, > keresett then
jobb < kozép - 1
else
bal « koézép + 1
EndIf
EndIf
EndWhile
return -1 // csak, ha nem taldltuk meg

EndAlgorithm



A binaris keresés alkalmazasai

Kovetkezik néhany feladat, amelyeknek megoldasaiban felhasznaljuk a binaris
keresést.
Ezekben a keresés nem jelenik meg, mint explicit részfeladat, hanem az eredmény

egy olyan érték, amelynek értéktartomanyatismerjuk, ugyanakkor lehetséges a
ytalalgatas” a binaris keresés algoritmusanak alkalmazasaval.

Tehat: a binaris keresés algoritmusa eredményesen alkalmazhatoé algoritmusok
optimalizalasanak érdekében.

Bizonyos feladattipusok esetében, a megoldasként javasolt linedris algoritmus egy
logaritmikussal helyettesithetd, ha felhaszndljuk a bindris keresés elvét.



1. Keresztmetszet (Mat-Info verseny, 2016)

* Legyen ket sorozat, amelyeknek elemei kiilobnb6z6 természetes szamok: az a sorozat
elemeinek szama n (0 < n €10 000), a b sorozat elemeinek szama m (0 < m £ 10 000)
és novekvoen rendezett.

* Hatdrozzuk meg azt a ¢ sorozatot, amelynek k (0 < k < 10 000) eleme lesz, és amely a
két sorozat minden k6z6s elemét eqyszer tartalmazza.

Példa:han=4,a=(5,-7,-2,3), m=5ésb=(-2,3,5, 7, 8), a csorozatnak k=3 eleme
van: ¢=(5, -2, 3).



Elemzés

* Ismerjuk a klasszikus algoritmust, amely két nem rendezett sorozat keresztmetszetét
hatarozza meg (programozasi tétel). Ennek bonyolultsaga O(n*m).

 ,Eszrevessziik” hogy a b sorozat rendezett. De a fent emlitett algoritmus ezt nem
Jkeéri” ...

* De ne maradjon a tulajdonsag kihasznalatlanul! igy a b sorozatban rendre keressiik
az a sorozat elemeit... bindris kereséssel!



Algorithm kozosElemek(n, a, m, b, k, c):
k « © // egyelére a c sorozatnak nincs egyetlen eleme sem
For i = 1, n execute // az a elemeit keressiik rendre b-ben
megvan <« hamis
bal « 1; jobb « m // a b rendezett, lLehetséges a bindris keresés
While nem megvan és bal < jobb execute
kozép « (bal + jobb) / 2

If a; = bysep then // megtaldltuk: a; R6zés
k « k +1
Ck ¢« 3y // elhelyezziik a c sorozatban
megvan <« 1igaz // a keresés Lledll
else
If a; < bygsep then
jobb <« kézép - 1 // tovdbb keresiink a b sorozat bal felében
else
bal « ko6zép + 1 // tovdbb keresiink a b sorozat jobb felében
EndIf
EndIf
EndWhile

EndFor
EndAleorithm



2. S osszegl elemek kivalasztasa

Legyen egy nelem( (3 < n <100 000), kiilbnbbz6 természetes szamokat tartalmazo
sorozat és az S természetes szam.

Vdlasszunk ki az adott sorozatbol hdrom elemet, amelyeknek az 6sszege S! Adjunk
meg minden megoldast!

Elemzés
* Részletosszegeket kell szamitanunk: harom elem Osszegét hasonlitjuk $-sel.

* A feladat megoldhaté harom egymasba agyazott For ciklussal is (az n értéke miatt,
ez a megoldas idbdigényes; hiaba tigyeskednénk While ciklusokkal, illetve a
|épésszamok csokkentésével, a bonyolultsag tovabbra is O(n?®) lenne).



Megoldas

Ha a megoldasba beépitjlik a bindris keresést, a bonyolultsag O(n? - log n) lesz:
Ahhoz, hogy alkalmazhassuk, el6bb rendezziik az adott sorozatot (ennek
bonyolultsaga pl. O(n?)).

Két While ciklussal kivalasztunk a sorozatbdl két elemet (legyen ezeknek indexe n, és
n,). Ennek bonyolultsaga O(n?).

Megkeressiikaz S - a,, — a,, értéket a bindris keresést alkalmazva. Ennek
bonyolultsdga O(log n), de n?-szer.

A megoldast tovabb javitjuk (példaul, ha a,, értéke meghaladja §-t, kiléplink az els6
While-bol stb.).
Tehat az algoritmus bonyolultsaga:

O(n?) + O(n? - log n) = O(n? - log n)



Algorithm General(a, n, S):
i1
While i < n-1 és a; < S execute
j«—1i+1
While j < n és a; + a; < S execute
BinKeres(a, j+1, n, S - a; - aj, k)
// ha S - a; - a; megtaldlhato a sorozatban,
// akko k értéke egy valid index, Rilénben k értéke ©
If k # 6 then
Ki: i, j, k
EndIf
j« 3j+1
EndWhile
ie<i+1l
EndWhile
EndAlgorithm



3. Négyzetszamok darabszama

Szamoljuk meg egy n (1 < n <1000 000) elem( sorozat négyzetszamait!
A szamok nem nagyobbak 1 000 000-nal.

Megoldas

Részfeladat: ellenbrizniink kell, hogy egy szam négyzetszam-e? Tudjuk mar, hogy a
kovetkezd algoritmus nem lesz kielégit6 hatékonysagu.



Algorithm Szamol_1(n, a, p):
p « ©
For i = 1, n execute
If négyzetgyok(a;) = [négyzetgyodk(a;)] then
p«p+1

EndIf
EndFor
EndAlgorithm

1. Tudjuk, hogy a négyzetgyok kiszamitasa elkeriilendd, mivel id6igényesebb, mint gondolnank.
F6leg, ha sokszor kell alkalmaznunk.

2. ElBszoris az While feltételébdl kiemeljik” az a-t szam-ba, mivel a;-t megkeresnia
memoridban, (az i index, a tomb els6 elemének cime és az @ tomb tipusanak megfelel6
elemhossz alapjan) tobb id6, mint egy egyszer valtozéban tarolt értéket keresni.

3. Azt hogy egy adott szam négyzetszam-e, hatékonyabban is tudjuk ellenérizni:



Algorithm Szamol _2(n, a, p):

p « © // p a négyzetszdmokat szdmldlja
For i = 1, n execute
k <« © // a k négyzetét hasonlitjuk a;-val
szam « a; // az a;-t ,,megkeresni” nehezebb
While k * k < szam execute
k « k + 1
EndWhile
If k * k = szam then // a k értéke = [négyzetgydk(szam)]
p«—p+1
EndIf
EndFor

EndAlgorithm



Elemzés

Ha implementaljuk az elsd, valamint a masodik algoritmust, €és megmérjika
végrehajtasi id6t, [atni fogjuk, hogy az utobbi sokkal kevesebb idét igényel, mint az
elsé!

De még nem alkalmaztuk a binaris keresés elvét!

Vegylk észre, hogy nem érdemes minden k (k * k < szam) értékre elvégeznia
vizsgalatot, hiszen tulajdonképpen egy rendezett halmazban keresiink!

k lehetséges értékeiaz {1, 2, ..., 1000} halmazhoz tartozhatnak, mivel az
ellenérizendd szamok kisebbek vagy egyenl6k 1 000 000-val.



Algorithm Szamol 3(n, a, p):
p « ©
For i = 1, n execute
szam « a;
eleje « ©
vége <« 1000
While eleje < vége execute
k « (eleje + vége)/2
If k * k 2 szam then vége « k
else eleje « k + 1

// a legnagyobb érték 1 000 000

EndIf

EndWhile

If eleje * eleje = szam then // eleje = [négyzetgyok(szam)]
p«<p+1

EndIf

EndFor
EndAlgorithm



4. Sikmértan

Két fliggbleges fal egymastol t tavolsagra talalhato.
Egy h, hosszusagu deszkat az egyik fal alapjatol a masik falnak tamasztunk.
Egy h, hosszusagu deszkat a masik fal alapjatol az elsé falnak tdmasztunk.

A két deszka m magassagban érinti egymast eqgy pontban, amely valahol a két
fal kbzétt talalhato.

Szamitsuk ki t-t h,, h, és m ismeretében (megengedett hibalehetéség 10°3).



Eszrevétel

A magassadg, ahol a két
deszka taldlkozik né, ha
a keresett t tavolsag
csokken és forditva.




Megoldas

Atfogalmazzuk a kdvetelményt: keressiik meg azt a legnagyobb t értéket,
amelyre a magassag, ahol a két deszka talalkozik ne legyen kisebb, mint m.

Felhasznaljuk a bindris keresésta t értékének megtalalasa érdekében.

A t lehetséges legkisebb értéke 0 (a két fal egymas mellett van), legnagyobb
értéke pedig a rovidebb deszka hossza.

Igy a t értékét 0 és Min(h,, h,) kézott keressiik.
Miutan van egy javaslat t-re, h, és h, értékeivel kiszamitjuk az érintkezesi pont
magassagat sikmeértani ismeretekkel.

Ha a kiszamitott magassag nagyobb mint az adott m akkor noveljuk t-t, else
csokkentjuk.



Algorithm deszkak(m, hl, h2):
megvan <« hamis
If hl > h2 then t « h2
else t « hl
EndIf
min <« ©; max « t
While nem megvan execute
t « (min + max) / 2
szamol(hl, h2, t, sz)
If abs(sz - m) £ 0.00001 then
megvan <« 1gaz

else
If sz > m then min « t
else max « t
EndIf
EndIf
EndWhile
return t

EndAlgorithm



5. Ladak

e Koltozik a muzeum. A targyakat kocka alaku, kiilbnbéz6 méretii ladakba
csomagoltak. Kicsomagoldskor tobb személy dolgozik eqyiddben, és a rendetlenség

elkertilése végett, azokba a helyiségekbe, ahol kicsomagolas folyik, felszereltek egy
futoszalagot, amelyre az lires ladakat helyezik, a nyitott fedellikkel félfele.

* A futoszalag végéehez egy robotot dllitottak, amelynek az a feladata, hogy leszedje a
Iddakat a futoszalagrodl és ugy helyezze eqyiket a mdsikba (ha lehet) hogy végiil a

ladacsomagok szama a leheté legkisebb legyen. A robotot eqgy program iranyitja
ugy, hogy:



Ladak

A laddkat az érkezésiik sorrendjében szedi le a futoszalagrol.
Az aktudlis ladat csak egy nala nagyobb méreti ladaba helyezi.

Ha nincs olyan megkezdett csomag, amelybe elhelyezheté az aktudlis lada, akkor ez
a lada egy uj csomag elsé ladaja lesz.

Egy megkezdett csomagba csak egyetlen ladat helyez, vagyis nem helyez két [adat
egymas mellé, még akkor sem, ha ez egyébként lehetséges volna.

Egy elhelyezett ladat, tobbé nem mozgat.

Egy megkezdett csomagot nem helyez egy masik csomagba még akkor sem, ha ez
egyébként lehetséges volna.

Egyetlen ladat sem hagy figyelmen kiviil.



Ladak

* Hatdrozzuk meg a ladak szamanak (0 < n <15 000) és méreteiknek (1 < ladaMéret <
10 000) ismeretében a csomagok lehetséges legkisebb szamat, valamint, minden
csomag esetében az illeté csomagban talalhato laddkat.

Példa: n = 10, méretek=(4, 1,5,10,7,9,2,8, 3, 2)
Eredmény:

Ladacsomagok szama: 4

Csomagok:

1. csomag= (4, 1)

2. csomag = (5, 2)

3. csomag= (10, 7, 3, 2)

4. csomag= (9, 8)



Megoldas

A feladat tulajdonképpen azt kéri, hogy az adott sorozatot bontsuk fel minimalis
szamu novekvo részsorozatra.

A feladat megoldhaté egy moho algoritmussal, amely mindig a legkisebb olyan
ladaba csomagol, amelybe lehetséges.

Eszrevétel: a ladacsomagokba utoljara elhelyezett ladak mérete névekvé sorozatot
alkot, tehat a megfelel6 csomag megkeresése lehetséges bindris kereséssel.

Ugyanakkor: nem egy ismert értéket kell megkeresniink, hanem egy olyat, amely
legkisebb az adott szamnal nagyobbak kozott.



Megoldas

 Gond: az adatok taroldsa, hiszen, ha a ladak csokkend (vagy novekvd) sorrendben
érkeznek, a kovetkezG6 két ugynevezett ,legrosszabb esettel” allunk szemben:

— Ha a |adak esékkend sorrendben érkeznek, egyetlen csomagba befér minden lada,
tehat egyetlen novekvé részsorozatunk lesz, aminek a hossza legtébb 15 000.

— Ha a ladak ndévekvé sorrendben érkeznek, akkor minden érkez6 lada Uj csomagnak
felel meg, tehat legtébb 15 000 darab egy elemii részsorozatunk lesz.



Megoldas

* Afentieket figyelembe véve egy 15 000 x 15 000 méretl tdmbot kellene
|étrehozzunk, ami (ha lehetséges a valasztott programozasi kornyezetben) nagyon

nagy tarpazarlast jelent, hiszen még tarolnunk kell a csomagok hosszat is egy legtobb
15000 elem tombben.

* A megoldast a dinamikus tdarkezelés hozza: minden csomag egy verem tipusu lista
lesz, amelynek a feje az utoljara elhelyezett lada méretét tartalmazza.

A binaris keresést a veremfejek sorozatan végezziik:

 ha nem talalunk olyan ladat, amelybe az aktualis |[ada elhelyezhetd, akkor Uj csomagot
inditunk,

* else elhelyezziik az aktualis ladat a megfelel6 csomag tetejére.



Algorithm Keres(bal, jobb, uj):
If bal > jobb then // sikertelen keresés
jobb <« jobb + 1
csomagokszama <« jobb
Helyez(csomagok, csomagokszama, Uj) // uj csomagot kezdiink, a jobb utdn

else
If csomagok[bal]”~.méret > Uj then // megvan
Helyez(csomagok, bal, uj) // az 4j ldddt a bal csomagba tessziik
else
kozép « (bal + jobb)/2 // tovdbb keresiink
If uj < csomagok[kozép]”.méret then
Keres(bal, kodzép, uj)
else
Keres(kdzép + 1, jobb, uj)
EndIf
EndIf
EndIf

Vége(algoritmus



Algorithm Helyez(csomagok, csomagokszama, uj):
// elhelyezziik az uj méreti lddat a csomagokszdma sorszdmu csomagba
helyet kériink a p mutato dltal mutathato elem szdmdra (new)
pt.méret « Uj
p~.kov « csomagok|[csomagokszama]

csomagok|[ csomagokszama] « p
EndAlgorithm



Kovetkeztetések

Ha egy maximalis értéket kell meghataroznunk, amelynek olyan kovetelményeknek
kell eleget tennie, amelyek ha teljestilnek egy bizonyos értékre, akkor biztosan
teljestlnek az ennél kisebbekre, akkor a binaris kereséssel és a feltételek utdlagos

ellenérzésével log n lépésben eredményt kapunk.
A szabaly alkalmazhaté minimum esetében is.

Az elv alkalmazasa az algoritmus végrehajtasi idejének csokkentését eredmeényezi,
de ehhez el6bb be kell latnunk, hogy ez lehetséges, majd meg kell talalnunk az
alkalmazas maddjat.



6. Kalitkak

Az dllatkertben a papagdjok 1-t6l n-ig szamozott kalitkakban élnek (1 € n £ 10 000).

Egy adott pillanatban egy jatékos majom kinyit minden kalitkat. Megijed a
kovetkezmeényektél, visszatér az elsé kalitkahoz és bezar minden masodik kalitkat
(igy bezarjaa 2,4, 6, ... sorszamuakat).

A majomnak megtetszik ez a jaték. Ezért ujra elindul az elejéerdl és meglatogat
minden harmadik kalitkat (vagyisa 3, 6, 9, ... sorszamuakat) és bezarja a kalitkat, ha
az nyitva van, illetve kinyitja, ha azt zarva taldlja. A negyedik bejaraskor meglatogat
minden negyedik kalitkat, és hasonloan jar el (megvaltoztatva a megldtogatott
kalitka allapotadt).

A majom megismétli a jatékot, mig az utolso bejaraskor (az n. bejarads) bezarja az n.
kalitkat, ha ez nyitva van vagy kinyitja, ha zarva van



Megoldas

A majom egy bejaras alkalmaval, akkor és csakis akkor |latogat meg egy kalitkat, ha a
kalitka sorszdama a bejdrds sorszamdnak tobbszordose.

Kovetkezik, hogy egy adott kalitka megldatogatdsdnak darabszama egyenlé a
kalitka sorszama kiilonb626 osztoéinak darabszamaval.

A kalitka akkor és csakis akkor marad nyitva, ha a sorszamdnak pdratlan
darabszamu osztoja van.

A feladat megoldasa visszavezethet6 azoknak a kalitkaknak a megszamolasara,
amelyeknek sorszama négyzetszam.

Egy n természetes szam négyzetszdm, ha+/n * \/n =n.
Az n-nél kisebb (vagy egyenlé) négyzetszdmok darabszéma egyenlé| /nJ-nel.

Ez az érték meghatarozhatd a bindris keresés mddszerével, amikor keressiik al /-
etazl, 2, ..., n/2 rendezett szdmsorozatban.



Algorithm kalitkak(n):
nyitvaSz = @
For i =1, (i * i <= n) execute
nyitvaSz = nyitvaSz + 1
EndFor

return nyitvaSz
EndAlgorithm

Algorithm kalitkak(n):
bal = 1
jobb = n DIV 2
While bal < jobb execute
k = (bal + jobb) DIV 2
If k * k >= n then
jobb = k
else
bal = k + 1
EndIf
EndWhile
If bal * bal <= n then
return bal
else

return bal - 1

EndIf
EndAlgorithm



7. Egészitsétek ki (Felvételi — 2019)

Adott az n elem( (3 € n £ 100), n6vekv6éen rendezett x sorozat, amely 30 000-nél kisebb
kilonb0z6 természetes szamokat tartalmaz.

A legkdzelebbi(x, bal, jobb, ér) algoritmus meghatarozza az x sorozat legnagyobb

értékd elemének pozicidjat, amely a bal és jobb pozicidk kozétt helyezkedik el (1 € bal <
jobb £ n) és, amelynek az értéke kisebb, vagy egyenld ér-rel. Ha nem létezikilyen elem,
a legkdzelebbi(x, bal, jobb, ér) algoritmus 0-t téritvissza.

* Amodulusz(a) algoritmusaz a egész szam abszolut-értékét tériti vissza.

* Aszamol(n, x, adottSz) algoritmus meghatarozza azt az elemét az x sorozatnak,
amely a legkozelebb all adottSz-hoz. Ha két elem azonosan kozel van adottSz
értékéhez, az algoritmus a nagyobb szamot hatarozza meg.



Egészitsétek ki

* Legyenn=5,x=(5,9,11, 15, 99) és adottSz = 12. Allapitsatok meg melyik
kifejezéssel helyettesithet6a,, . . .” a legkézelebbi(x, bal, jobb, ér)
algoritmusban, ahhoz, hogy a szamol(n, x, adottSz) algoritmus11-et téritsen

Vissza.

x[k6zép - 1] <= ér AND ér < x[kdzép]

x[kézép - 1] <= ér OR ér < x[kozép]

x[k6zép - 1] < ér AND ér <= x[kozép]

o 6o w »p

x[k6zép] <= ér AND ér < x[kdzép - 1]



Algorithm legkézelebbi(x, bal, jobb, ér)
If ér > x[jobb] then
return jobb
EndIf
If ér < x[bal] then
return bal - 1
EndIf
kozép « (bal + jobb) DIV 2
If ... then
return kézép - 1
else
If ér < x[kozép] then
return legkozelebbi(x, bal, kozép - 1, ér)
else
return legk6zelebbi(x, kozép + 1, jobb, ér)
EndIf
EndIf
EndAlgorithm



Algorithm szamol(n, x, adottSz)
i « legkdzelebbi(x, 1, n, adottSz)
If i = 6 then
return x[i + 1]
else
If modulusz(x[i]- adottSz) < modulusz(x[i + 1] - adottSz) then
return x[i]
else
return x[i + 1]
EndIf
EndIf
EndAlgorithm



Megoldas

Az algoritmusban felismerjik a bindris keresést

Kilonbség: itt nem egy adott értékd elemet keresiink, hanem egy masikat, amelynek
az értéke a legkozelebb all az adott szamhoz.

A szamol(n, x, adottSz) algoritmus meghivjaa legkézelebbi(x, bal, jobb,
ér) algoritmust, amely tériti az adott szam valamelyik szomszédos értékl elemének
indexét.

A tovabbiakban, a téritett indexnek megfelel6 elem és az adott szam kulonbsége
alapjan eldonti, hogy melyik érték a legkozelebbi, igy ezzel a gonddal a
legkdzelebbi(x, bal, jobb, ér) algoritmus nem foglalkozik.

Kovetkezik, hogy azt az indexet téritjik, amelytdl balra egy olyan elem talalhatg,
amely kisebb, mint az adott szam, mikdzben jobbra egy nagyobb.



Megoldas

Ugyanakkor, a hianyzo feltételt tartalmazo utasitas foloslegesnek tlinik, mivel sejtjuk,
hogy az algoritmus mikodése soran, vagy valamelyik 6nmeghivas, vagy a két leallasi
feltétel kozul valamelyik hajtodik majd végre.

Megvizsgaljuk, mi torténne, ha a kézép kiszamitasa utani Ha (a felkinalt feltételektdl
fuggetlenul) és ennek az 1f-nek a then aga hianyozna.

Lassuk, hogyan hajtodik végre az algoritmus,ha (n=5,x=(5,9, 11, 15, 99) és adottSz
=12):

Az egyetlen eset, amelynek megfelel6en a targyalt Ha utasitast végrehaijtja a program,
a B. eset. Ekkor a téritett érték 2, vagyis x, =9. De mégsem ez lesz a végeredmény,
err8l gondoskodik a szamol(n, x, adottSz) alprogram.

Mivel belattuk, hogy a hianyzo feltételt tartalmazo utasitas folosleges, valasz lehetne
A., B., C, D., tehat, mindegyiket helyesnek nyilvanitjuk.
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Megoldas

12 Ha ér > x[jobb] akkor
Ha ér < x[bal] akkor
Ha ér < x[kozép] akkor

Ha ér > x[jobb] akkor
Ha ér < x[bal] akkor

bal |jobb |kbzép ér | Végrehajtott utasitds |Magyardzat

Mivel 12 < 99 a Ha-nak veége
Mivel 12 > 5 a Ha-nak vége
Mivel 12 > 11, a kiilonben

ag kovetkezik (djra hivas)
Mivel 12 < 99 a Ha-nak vége
Mivel 12 < 15, tériti bal — 1-et
vagyis 3-at (x; = 11), vége



Bonyolultsagi osztalyok

P: polinomid6ben megoldhatdé feladatok (O(n*)).

NP: polinomid6ben ellendrizhetd feladatok (példaul a linedris programozasi
problémak (George Dantzig: simplex modszer, amely exponencialis, de Leonid
Khachian orosz matematikus felfedezett egy polinomialis algoritmust.)

co-NP: olyan feladatok, amelyeknek esetében létezik példa, amelyre polinomid&ben
kimutathato, hogy az algoritmus eredmény NEM helyes.

NP-nehéz: a megoldas algoritmusa modosithatd egy NP probléma megoldasara
(példaul az utazéligynok probléma)

NP-teljes: az NP osztalyhoz tartozo feladatok, amelyek egyben nem NP-nehezek
Létezik szamukra exponencialis megoldas és nem tudjuk, hogy Iétezik-e polinomialis
megoldas.



