Dr. lonescu Klara




€ Adott egy ntermészetes szam (1 < n < 21). Mennyi annak a helyiértékes
szamrendszernek az alapja, amelyben az n felirasa a lehet6 legtobb nulla
szamjeggyel végz8dik? A valasztott szamrendszeralap 1-nél nagyobb
természetes szam kell legyen. Ha a szamvégi nullak szama tobb
szamrendszeralap esetén is maximalis, akkor ezen szamrendszeralapok koézul a
legkisebbet kell megadni.

Példak

® n=2esetén 2=(10), és bérmely Je > 2 alapu szamrendszerben a 2 abrazolasa
dnmaga —azaz (2), — hiszen 2 < k = (10),, a helyes valasz tehat 2;

©® n=4esetén a helyes valasz szintén 2, 4 = (100), = (11), = (10), = (4),, [V k> 4);

©® n =225 esetén a helyes valasz 2 és itt 225 = (22100)..
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€ Ha a kszamrendszeralap n-nél nagyobb, akkor nincs nulla a feliras végeén,
hiszen ennek egyetlen szamjegye maga az n.

€ Ha a kszamrendszeralap pont n, akkor a szam alakja (10),, tehat mindig van
olyan feliras, ami egy nullaban végzédik.

€ Ha n-t felirjuk a k alapu szamrendszerben, akkor az utolsé szamjegy értéke
n mod k. Mikor lesz ez nulla?
¢ (valasz: Ha m oszthato k-val.)
€ Adott kszamrendszeralap esetén, mikor végzédik a feliras két nullaban?
¢ (valasz: Ha m oszthato k? -tel.)
¢ Altaldban hany nulldval végzédik az n szam k alapd szdmrendszerbe irdsa?

¢ (valasz: Annyival, amennyi a legnagyobb olyan p egész hatvanykitevd, amire n
oszthatd k” -nel — legrosszabb esetben p = 0.)
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Megoldas

©® Az eredmény n azon valddi osztoja, amelyik a legnagyobb hatvanyra emelhet6
ugy, hogy még mindig ossza n-t — ha pedig tobb ilyen van, akkor ezek koziil a
legkisebb.

€ Ez az osztd primszam?

¢ (valasz: Igen, mert ha dsszetett lenne, akkor lenne nala kisebb o0szté — ennek egyik
valodi osztoja — mely legalabb ugyanarra a hatvanyra emelhetd.)

® Megkeressiik az n primtényez6s felbontasaban azt a legkisebb primet,
amelyhez tartozo hatvanykitevé maximalis.



Algorithm megold(n):
valasz « 2; legtobbNulla « ©
While n mod 2 = @ execute
n < n DIV 2; legtobbNulla <« legtobbNulla + 1

EndWhile
For o0sztd « 3; osztd * osztd £ n; osztd « osztdé + 2 execute
hatvany « 0
While n mod oszté = @ execute
hatvany « hatvany + 1; n « n DIV oszté
EndWhile
If hatvany > legtobbNulla then
legtobbNulla « hatvany
valasz « oszté
EndIf
EndFor
If n # 1 és legtobbNulla = @ then valasz <« n EndIf
return valasz
EndAlgorithm



Tornyok

@ Legyen megfelel6 darabszamu azonos

méret( érme, amelyekbdl tornyok
épitenddbk a kévetkezb szabalyok
alapjan:

1. alegmagasabb torony magassaga n (0 <n £ 13), a legkisebbnek a magassaga 1;

2. atornyok ugy kertlnek egymas mellé, hogy barmely két, azonos magassagu
torony kozott |étezik legalabb egy magasabb torony, mint ez a ketté.
Szamitsuk ki azt a legnagyobb toronyszamot (tornyokSzdama), amelyek
felépithet6k az adott szabalyok alapjan és az épitkezéshez sziikséges érmeék
szamat (érmékSzama).

Példa: ha n = 3, tornyokSzama = 7 és érmékSzama = 11.
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Megoldas

€ Rajzolgatunk és rajoviink, hogy ha lerajzoltuk azokat a tornyokat, amelyek
megfelelnek egy bizonyos n értéknek, majd noveljik az n értékét, hogy
lerajzoljuk a beszirando tornyokat, a tornyok szama 27~ *-gyel né.

€ Tehat, ahhoz, hogy megadhassuk a tornyok szamat, generaljuk a kett6hatva-
nyokat (27~ *-ig), majd 6sszeadjuk 6ket. Vigyaznunk kell a hatékonysagra, tehat
egy-egy kett6hatvany kiszamitasat nem kezdjik mindig el6lrél, hanem felhasz-
naljuk az el6z6 |épésben kiszamitottnak az értékét.

& A tornyokSzdama és érmékSzama értékeket egyetlen ismétld strukturaval
szamitjuk ki:



Tornyok

Algorithm tornyok(n, tornyokSzama, érmékSzama):
érmékSzama « ©
tornyokSzama « @
hatvany « 1
For magassag = n, 1, -1 execute
tornyokSzama « tornyokSzama + hatvany
érmékSzama <« érmékSzama + hatvany * magassag
// minden toronyban ,,magassdg” darab érme van
hatvany « hatvany * 2
EndFor
EndAlgorithm
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Legyen egy tukrokbdl kialakitott, téglalap alaku keret.
Egy fénysugar elindul a téglalap bal alsé sarkabdl, 45° fokos Z Z
szoget alkotva a téglalap also oldalaval, és nekittkozik a tég-

lalap fels6 vagy jobboldali oldalanak.

Itt tikroz6dik (elindul egy masik oldal felé, szintén 45° fokos szoget alkotva azzal az
oldallal, amelybe belelitkdzott). igy folytatja az Utjat, amig a keret valamelyik
sarkaba nem ér.

Szamitsuk ki, hogy hanyszor valtoztatja a tikroz6dés iranyat a fénysugar, amig leall
valamelyik sarokban. A kiindulasi pontot nem szamitjuk be ebbe a szamba. A tég-
lalap hossza és szélessége 1 < @, b < 10 000.

Példak ha a =& és b =3, akkor vadltSz=9, ha @ =8 és b = 4, akkor valtSz = 1.



Megoldas

€ Legyen egy ABCD téglalap, amelyet 1 X 1 méretd négyzetecskékre osztottunk.
& Atéglalap hossza a = 8 (négyzetecske), a szélessége b = 3 (négyzetecske).
€ Ha tukrozzuk a téglalapot a CD oldal mentén, megkapjuk a CDFE téglalapot.

€ Hasonldan jarunk el a CDFE téglalappal (most az EF oldal mentén tukrozink).
D F

C E

Ha a fénysugarat az ABGH téglalapon bellil mozgatjuk, k-1 alkalommal
valtoztatja az iranyat, ahol k azoknak a négyzeteknek a szama, amelyeknek
oldalhosszusaga b = 3, tehat a BG oldal hossza egyenl6 Ikkt(a, b).



Megoldas

Ikkt(ab) Ikkt(83) 24

b 3 5 =8

& Kiszamitjuk a példank esetében: k =

€ Lattuk az abran, hogy az ABGH téglalapon belul a fénysugar 7-szer valtoztat
iranyt.
@ Visszatérunk az eredeti ABCD téglalaphoz. Amikor a fénysugar nekititk6zik a CD

oldalnak, majd az AB oldalnak, p — 1-szer valtoztatja meg az iranyat, ahol p a
tukrozott (a példaban 8 oldalhosszusagu) téglalapok szama.

_ lkkt(ab) 24

®p o = 3. Az dbran latjuk, hogy a fénysugar kétszer ttkozik

fuggblegesen.

a



Megoldas

@ Tehat, az iranyvaltasok 6sszes szama:

véltszém = (k—1) + (p—1) = = ”"“lf“"’) ~1 4 ”"“‘5“"’) _

1.

axb

& Tudjuk, hogy lkkt(a, b) = inko(ab)

Elvégezzik a behelyettesitéseket:

axb axb a b
Inko(a,b)*b -1+ Inko(a,b)*a -1= Inko(a,b) -1+ Inko(a,b) B
€ A példank esetében: Inko(a, b) = Inko(8, 3) = 1, tehat behelyettesitve:
¢ valtSzam=8/1-1+3/1-1=09.

& Kovetkezik, hogy a fénysugar a és b értékeinek fliggvényében valtoztatja az
iranyt, de tulajdonképpen az Inko(a, b) fuiggvényében.

©® valtSzam = 1.



Algorithm fénysugar(a, b):
d « lnko(a, b)
If d = a then
valtSz «< b DIVd -1
else
If d = b then
valtSz «< aDIvVd -1
else
valtSz «< b DIVd +abDIVd- 2
EndIf
EndIf
return valtsz
EndAlgorithm



& Egy hajotorés utan a tengerészeknek sikertlt a mentécsdnakokkal
megmenekulni.

€ Minden csdnakban volt harom tengerész és minden csonak mas-mas szigeten
vetddott partra.

@ Elelem utan kellett nézniiik és minden i, szigeten a tengerészek
dsszegyljtottek b, banant, amelyeket elraktaroztak a csonakjukba, mivel ugy
dontottek, hogy csak masnap osztjak szét egymas kozott.

€ Barmely csonakban legtobb k banan fér el.



€ Az éjszaka folyaman, az egyik szigeten, az egyik tengerész felkelt és
szétosztotta a csdnakban levé bananokat harom részre, minden halomba
ugyanannyi banant tett, de maradt még egy banan, amit nem tehetett egyik
halomba sem, igy ezt megette.

€ Ezutan, az egyik részt elrejtette, a masik két részt visszatette a csonakba és
lefekidt aludni.

€ Reggelig, minden tengerész, mindegyik szigeten elvégezte ugyanezt a titkos
beavatkozast (elosztotta a bandanokat harom egyenl6 részre és megette az
egyetlen megmaradt banant).

€ Reggel, mindegyik szigeten, a megmaradt bananokat harom egyenlé (nem
Ures) részre osztottak és megint maradt egy banan, amit a tengerészek egy
majomnak adtak. Igen, mindegyik szigeten élt egy-egy majom!©
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Bananok — kovetelmenyek

¢ Ha az egyik szigeten, az éjszaka beallta el6tt, a tengerészek 6sszegyjtottek 241
banant, hany banan maradt egy-egy halomban az osztozkodas végén (ezen a
szigeten)?

¢ Ha az egyik szigeten, az osztozkodas végén minden halom 15 banant tar-
talmazott, és egy masik szigeten minden halom 31 banant, hany banant
gyljtottek 6sszesen a két szigeten?

¢ Szamitsatok ki adott kszamra azt a lehetséges legnagyobb bmax értéket,
amely azoknak a bananoknak a szama, amelyeket a tengerészek egy bizonyos
szigeten O0sszegyljtottek. Keressetek képletet, amely kiszamitja bmax
legnagyobb értékét k fliggvényében. (bmayx, k —természetes szamok, 1 £ bmax
<k, 100 < k < 10 000 000).

Példa: ha k = 200, akkor bmax = 160.



Bananok

¢ Szamitsatok ki (adott k szamra) az 6sszes szigeten 6sszegy(jtott maximalis
bananszamok osszegét (dsszegMax).

¢ Minden szigeten a tengerészek kiilonbdz6 b, szamu banant gydjtottek (5, —
természetesszam, i=1, 2, ...,52, 1< b, <k, 100 £ k < 10 000 000).

¢ sz—aszigetek szama, természetes szam, 2 < sz £ 10.
¢ OsszegMax— az 0sszes szigeten 0sszegyUjtott maximalis bananszamok 6sszege.
¢ A feladatnak mindig lesz megoldasa

Példa:
¢ Ha k=400, sz= 3, akkor a harom szigeten rendre 322, 241 és 160 banant
gydjtottek.

¢ Az Osszes szigeten 0sszegy(ijtott maximalis bananszamok dsszege dsszegMax =
322 + 241 + 160 = 723.
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Jelolések:

® maz 6sszegyljtott bananok szama.

e n=3p+1(eredetileg 6sszegylijtott bananok, p ismeretlen)

e 2p=3t+1(azelsb éjszaka utan maradt bananok, ¢ ismeretlen)

e 2t=3g+ 1(amasodik éjszaka utan, g ismeretlen)

e 2g=3r+1(aharmadik éjszaka utan, rismeretlen)

o reggel 3 * r+ 1 banant osztanak szét, (egy végleges halomban rbanan van)

@ Behelyettesitések utan: r=(8 * n—65) / 81 (*) (az osztozkodas reggelén
talalhato bananok szama.

& Kovetkezik, hogy &1-esével haladunk ahhoz, hogy végeredményhez jussunk.
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@ Egész szamok halmazan dolgozunk, tehat r paratlan szam és r legkisebb
lehetséges értéke 7, n legkisebb lehetséges értéke 79, mert:

&l

e har=1,2%*g=4,2%t=7-lehetetlen,
J

o

e har=3,2%g=10,2%t=16,2 * p= 25— lehetetlen

e har=52%g=16,2% t=25-lehetetlen

U

e har=7,2%g=22,2%t=34,2*%p=52,n=79

@ Erre az eredményre jutunk a kovetkezéképpen is:

)

@ Az el6bbi (*) relacid alapjan = n= (81 * r+ 65) / & (**).
@ Felirhatoigyis:n=(80*r+64) /8+(r+ 1)/ &.

& Kovetkezik, hogy r+ 1 a 8 tobbszorose, igy r legkisebb lehetséges értéke 7.
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& Vialaszok a kérdésekre:

1. (*) = r=(8* n—65) / 81. Behelyettesitve n-et: (241 *8-65) / 81 =

_a

A

2. (**) =>n=(81%r+ _’35) / . Behelyettesitve a két szigeten 6sszegydijtott
bananok szamat: (81 * 15+ 65) / 8 + (&

81 *

31 + 65) / 8 =482 banan.
Algorithm a képletekre tamaszkodva:

@ megkeressiik azt a 79-nél nagyobb szamot,

81-esével haladva, amelyre: n_max =79 + d * 81

@ ahol n_max-ot helyettesitjuk k-val (lehetséges legtébb banan), és
meghatarozzuk d-t: d = (k- 79) / &1
@ Innen kovetkezik, hogy: bmax =79 + [(k—=79) / 81] * &:

=
Q4.
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Algorithm bananok 1(k):
return 79 + (k - 79) DIV 81 * 81
EndAlgorithm

Az algoritmus dolgozhat egy ,,0kos” ismétld strukturaval (felhasznalva a (*)
relaciot):
Algorithm bananok 2(k):
While (8 * k - 65) MOD 81 # @ execute
k =k -1
EndWhile

return k
EndAlgorithm



Megoldas

@ Fel kell dolgoznunk minden sziget

esetében az eseményeket. Algorithm bananokSzigetek_1(k, sz):
: : O0sszegMax = ©
@ Az algoritmusnak tartalmaznia kell >3 ?g
For 1 = 1, sz execute

egy ismétlo strukturat a szigetek

feldolgozasara és ki kell szamolnia a ni = bananok_2(k)
kiildnb6z8 szigeteken 6sszegy(ijtott O0sszegMax = OsszegMax + ni
bananok szamat, amit 6sszegeznie k =ni -1
kell. EndFor
¢ Vigyaznunkkell arra is, hogy az egyes "Et'"'“. OsszegMax
szigeteken begyjtott bananok Vége(Algorithm)

Osszege kilonbozd legyen:
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Ha a ket kovetelmenyt osszeflizzik:

Algorithm bandnok 4(k, b, nb): Algorithm mindenSziget 2(k, sz):
n =1 nb = 0
nb = 0 bananok_4(k, b, nb)
While n <= k execute s=9
If (8 * n - 65) MOD 81 = 0 then For i = nb, i 21 AND sz > 0, '1) execute
nb =nb + 1 S =s + b[i]
b[nb] = sz = sz -1
EndFor
EndIf
return s
n=n+1 EndAlgorithm
EndWhile

return b[nb]
EndAlgorithm



& Az dllatkertben a papagdjok 1-t6l n-ig szamozott kalitkdkban élnek (1 € n £ 10 000).

& Egy adott pillanatban egy jatékos majom kinyit minden kalitkat. Megijed a
kévetkezmeényektdl, visszatér az elsé kalitkahoz és bezar minden masodik kalitkat
(igy bezdrjaa 2,4, 6, ... sorszamuakat).

® A majomnak megtetszik ez a jaték. Ezért ujra elindul az elejérél és meglatogat
minden harmadik kalitkat (vagyisa 3, 6, 9, ... sorszamuakat) és bezdrja a kalitkat,
ha az nyitva van, illetve kinyitja, ha azt zdrva taldlja. A negyedik bejardskor
meglatogat minden negyedik kalitkat, és hasonloan jar el (megvaltoztatva a
meglatogatott kalitka allapotat).

® A majom megismétli a jatékot, mig az utolso bejdaraskor (az n. bejaras) bezadrja az n.
kalitkat, ha ez nyitva van vagy kinyitja, ha zdrva van
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® A majom egy bejaras alkalmaval, akkor és csakis akkor latogat meg egy kalitkat,
ha a kalitka sorszdama a bejdrds sorszamadnak tobbszorose.

® Kovetkezik, hogy egy adott kalitka meglatogatdsdanak darabszama egyenlé a
kalitka sorszama kiilénb6z6 osztoinak darabszamaval.

@ A kalitka akkor és csakis akkor marad nyitva, ha a sorszdémdnak pdratlan
darabszamu osztoja van.

& Afeladat megoldasa visszavezethet6 azoknak a kalitkaknak a megszamolasara,
amelyeknek sorszama négyzetszam.

@ Egy ntermészetes szam négyzetszam, ha v/n * v/n =n.

©® Az n-nél kisebb (vagy egyenlé) négyzetszamok darabszama egyenld Lvnl-nel.

@ Ez az érték meghatarozhato a bindris keresés modszerével, amikor keressuk
alvnl-etaz 1,2, ..., n/2 rendezett szamsorozatban.



Algorithm kalitkak(n):
bal = 1
jobb = n DIV 2

—While bal < jobb—execute
k = (bal + jobb) DIV 2

Algorithm kalitkak(n):
If k * k >= n then g (n)

jobb = k nyltvaSz = 0
else For i =1, (i * i <= n) execute
bal = k + 1 nyitvaSz = nyitvaSz + 1
EndIf EndFor
E"dwhlli return nyitvaSz
If bal bal <= n then EndAlgorithm
return bal
else
return bal - 1
EndIf

EndAlgorithm
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Maximalis szorz
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€ Adott az melemi (2 £ n < 10 000), egész szdmokat tarold s sorozat, ahol az
elemek értéke nagyobb, mint -30 000 és kisebb, mint 30 000.

# irjatok alprogramot, amely meghataroz hdrom szamot az x sorozatbdl,
amelyeknek a szorzata maximalis.

& Az alprogram bemeneti paraméterei n és x, kimeneti paramétereiaz @, » és ¢
szamok, amelyek az x sorozat elemei és rendelkeznek a kért tulajdonsaggal. Ha
a feladatnak tobb megoldasa van, csak egyet kell megadnotok.

Példa: ha n=10ésa=(3,-5,0,5,2,-1,0,1,6, 8), a harom szam:

= E b e £ e,
f}lg:),.ggf),_cgi).



@ Tobb megkozelités is lehetséges (ktlonb6z6 bonyolultsagu algoritmussal)
1. Naiv algoritmus: generalunk minden lehetséges indexharmast, kiszamitjuk a
megfelelb elemek szorzatat és megdrizzik a szorzatok koézil a legnagyobbat

Ha az értékek a megengedett fels6 hatar kdzelében talalhatok, a harom szam
szorzata tulcsordulhat

Bonyolultsag: O(n°)
2. Rendezéssel: a sorozat rendezhet linedris rendezéssel, majd feldolgozzuk a
harom legnagyobb és két legkisebb értéket

Nehézséget okoz a tény, hogy a szamok értéke nagyobb, mint -30 000 és kisebb,
mint 30 000

Bonyolultsag: O(n)
3. Rendezéssel:a sorozat rendezhetd buborékrendezéssel
¢ Bonyolultsag: O(n?)



4. Linedris algoritmussal (Ez a j6 megoldas!!!):

® Meghatarozzuk a tomb maximumat (rnzl)

€® Meghatarozzuk a tomb masodik maximumat (a2
€ Meghatarozzuk a tomb harmadik maximumat (rmz3)
€ Meghatdrozzuk a tomb minimumat (minl)

€® Meghatarozzuk a tomb masodik minimumat (min2)
® Feldolgozzuk ezt az Ot értéket

€ Bonyolultsag: 5 * O(n) + O[1) = Oln)
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Ay &t értdk fe .
Az Ot ertek feldolgoz

0%

If maxl > @ és minl * min2 > max2 * max3 then
a « maxl
b « minl
C <« min2

else

max1l

max2

TT 1

max3
EndIf
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Adott két természetesszam: wés hH, 1<a<1000000és 1< h <1000 000.

- -

Hatarozzuk meg azt a k elem( x sorozatot, (/— természetes szam, 0 < < 1000),
amely minden olyan természetes szamot tarol, amelyek az @, 5] intervallumhoz

tartoznak és azonos szamjegyekbdl allnak. Ha ilyen szam nem létezik, / értéke ©
lesz.

1. Példa:
Haa=8és b=120, akkor k=12és x=(8, 9, 11, 22, 33, 44,55, 66, 77, &8, 99, 11
2. Példa:

Ha @ = 590 és v = 623, akkor k = 0 és az » sorozat Ures.
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A hatékony algoritmus nem dolgozik foloslegesen, hanem szamolasokkal
generalja a kért sorozat elemeit.

A szadmok generaldsa az egyszamjegyl szamokkal kezd6dik és/vagy a 11, 111,
1111 stb. szamok tobbszoroseivel folytatodik)



Algorithm azonosSzamjegyek(a, b, k, Xx):
k =0; i =a
While i < 10 és i <= b execute

k =k +1; x[k] =1i; i =1+ 1
EndWhile
akt = 11; leptek = 11
Amig akt <= b execute
If akt >= a then
k = k + 1; x[k] = akt
EndIf
akt = akt + leptek
If akt > 9 * leptek then
akt = leptek * 10 + 1; leptek = akt
EndIf
EndWhile
EndAlgorith



