Rekurzio

lonescu Klara

clara@cs.ubbcluj

10



mailto:clara@cs.ubbcluj.ro

Iterativ és rekurziv algoritmusok

Barmely algoritmus megvalésithaté iterativan és/vagy rekurzivan.
Mindkét technikanak a |ényege: bizonyos utasitdsok ismételt végrehajtdsa
Az iterativ algoritmusokban az ismétlést ciklusokkal valdsitjuk meg

A rekurziv algoritmusokban az ismeétlés azaltal valésul meg, hogy az illet6 alprogram
meghivja 6nmagdt, amikor még aktiv.



Mikor érdemes rekurziv algoritmust tervezni?

1. ha a feladat eredménye rekurziv szerkezeti;
2. ha a megoldas legjobb mddszere a visszalépéses keresés modszer (backtracking );

3. ha a megoldas legjobb médszere az oszd meg és uralkodj modszer (divide et
impera);

4. ha a feldolgozando adatok rekurzivan definialtak (pl. binaris fak).

Pro: egy rekurziv algoritmus témorebb, olvashatobb az iterativnal

Kontra: néha tulsagosan igénybe veszi a végrehajtdsi vermet, és el6fordulhat, hogy a
futdsi ideje is nagyobb, mint az iterativ valtozatnak



Bevezetés

* Arekurzié egy kuldnleges programozdsi stilus, inkabb ,,technika” mint mddszer.

* Arekurziv programozas, mint fogalom, a matematikai értelmezéshez kdzelalld
modon kerult kdozhasznalatba.

Példak

1. Az aranyhal és a harom kivansag: az elsé (valami...), a masodik (valami...), a
harmadik: ,teljesitsd még harom kivansdgomat”.

2. A matematikaban, egy fogalmat rekurziv modon definialunk, ha a definicién
beliil felhasznaljuk magat a definialando fogalmat. Példaul, a faktorialis
rekurziv definiciéja adott n szdm esetében: ' {1, ha n=0

n!=

n-(n—-1)! ha neN’



Példak

3. Knuth: Egy bindris fa vagy lires, vagy tartalmaz egy csomdpontot, amelynek van
egy bal meg egy jobb utoda, amelyek szintén bindris fak.

e A programozasban: azokat az algoritmusokat, amelyeknek szerkezete rekurziv,

vagy amelyeket rekurzivan definialt adatszerkezetekre alkalmazunk, altalaban
rekurzivan kodolunk.

* Olyan alprogramokat neveziink rekurzivaknak, amelyek meghivjak 6nmagukat.



Kozvetlen és kozvetett rekurzié

 Haaz onmeghivas az illet6 alprogram dsszetett utasitasaban talalhato, kézvetlen
(direkt) rekurziorol beszélink.

* Ha egy rekurziv alprogramot egy masik alprogram hiv meg, amelyet ugyanakkor
az illeté alprogram hiv (kdzvetve, vagy kozvetlenil) akkor kézvetett (indirekt)

rekurziorol beszéllnk.

* Koézvetlen rekurzid: a rekurziv hivds akézben térténik, mikézben a
szamitogép az illeté alprogram osszetett utasitasat hajtja végre.



Megjegyzések

1. Arekurziv eljarasok esetében is, hasonléan a nem rekurzivakhoz, az aktivalas
feliételezi a veremhaszndlatot, ahol a paramétereket, a visszatérés helyének cimét,
valamint a lokalis valtozdkat tarolja (minden aktuadlis aktivalas idejére) a
programozasi kornyezet.

2. Uj aktivalds csak az Ujrahivasi feltétel teljesiilésekor torténik;
3. Az ujrahivdsok szama meghatarozza a rekurzio mélységét;

Az 1. megjegyzést figyelembe véve, egy rekurziv megoldas csak akkor hatékony, ha
ez a mélység nem tul nagy.



Megjegyzések

3. Amikor az uUjrahivasi feltétel nem teljesul, az ujraaktivalasok sora leall;
—> Az Ffeltétel tagadasa a rekurziobol valo kilépés feltétele;
= Az Ffeltétel a rekurziv eljaras paramétereitél figg és/vagy a helyi valtozoktdl;
—> A paraméterek olyan valtozok lesznek, amelyek vdltoznak egyik hivastol a
masikig
A kilépést a paraméterek és a lokalis valtozok modosuldsa (egyik hivastol a
masikig) biztositja.
(Ha ezeket a kovetelményeket nem tartjuk be, a program hibatzenettel (Stack
overflow) kilép.)



Megjegyzések

. Ujrahivds (kbzvetlen rekurzié esetén), tébbszéris el6fordulhat egy rekurziv
eljarasban; ebben az esetben, kiilonb6zni fognak a visszatérési cimek.

. A rekurzio késleltetiaz eljaras azon utasitasainak végrehajtasat, amelyek a
rekurziv hivas utdni részhez tartoznak.

. Minden eddigi allitas igaz a rekurziv fiiggvények esetében is, csak a hivas madja
mas.

. Egy rekurziv fliggvényt egy kifejezésbdol hivunk meqg.

. Egy rekurziv fliggvény osszetett utasitasa, hasonléan a nem rekurziv

fuggveényekhez, tartalmaznifog egy értékado utasitdast, amely a figgvény
azonositdjanak ad at értéket. Ebbe az utasitasba kerdl, tobbnyire, az Ujrahivas.



Megoldott feladatok

Egy sz6 betlinek megforditasa

Irjuk ki egy sz6 bettiit, forditott sorrendben, témbhaszndlat nélkiil. A sz6 betdi utdn
'*!' karakter kovetkezik.

Elemzés
* Afeladat kdvetelményének megfelel6en betlik szintjén dolgozunk.

A megforditott kiiras azt jelenti, hogy miutan beolvastunk egy bettiit, nem irjuk
ki, csak azutdan, hogy megforditottuk a szo fennmaradt részét.

* Afennmaradt rész esetében ugyanigy jarunk el; a modszer addig folytatodik,
amig eljutunk az utolso bet(ih6z, amikor nincs mit megforditani.



Algoritmus Fordit: // nincs paraméter, mivel
// az alprogramban olvasunk be és irunk R1i
Be: betu
Ha betu # '*' akkor
Fordit // meghivja énmagdt, hogy
// megfordithassa a sz6 fennmaradt részét
kiilonben
Ki: 'Forditott szé:
vége(ha)
Ki: beti
Vége(algoritmus)

Az alprogram hivdsa: Fordit



Meg lehet valdsitani a kdvetkez6képpeniis:

Algoritmus Fordit: // nincs paraméter, mivel
// az alprogramban olvasunk be és irunk Ri
Be: betl
Ha betd # '* ' akkor
Fordit // meghivja énmagat, hogy
// megfordithassa a sz6 fennmaradt részet
Ki: betu
kiilonben
Ki: 'Forditott szé:
vége(ha)
Vége(algoritmus)



Példa: sz0 = zar. Megforditva = raz

'r' 'rl
'é' 'él lé'
VZ' 'ZV 'Zl 'Z'

Elso hivas. Masodik Harmadik  Negyedik
Beolvastuk a  hivas. hivas. hivas.
' > ' betiit. oe Wi=a i - et =i N o ldu=J



Kiléplink
az aktualis

hivashbol.

Kiirjuk a

bettit,

amely 'r’

Kiléplnk
az aktualis

hivashbol.

'él

'Zl

Kiirjuk a

bettit,

amely 'a

Kiléplink
az aktualis

hivashbol.

'Z'

Kiirjuk a

betut,

Kilepink
az aktualis

amely 'z' hivasbol.



Szavak sorrendjének megforditasa

Beolvasunk egy n természetes szamot és n szot a billentylizetrél, kiilbnb6z6 sorokban.
Irjuk ki a szavakat a beolvasds forditott sorrendjében! Ne haszndljunk témbéket!

Algoritmus Szavakat_ fordit _1(n):

Be: sz6
Ha n > 1 akkor Azbelslc'i hivas akttfélis:aramdétere
. a beolvasott n szam. Az eredeti

_ “Szavakat_for‘dlt_l(n - 1) feladat tehat n sz6 megforditasat

kulonben valositja meg, a részfeladatok
Ki: 'Forditott sorrendben:' pedig egyre kevesebb szé

vége(ha) megforditdsat.
Ki: sz6

Vége(algoritmus)



Ha forditva indulunk, vagyis ,megforditjuk” egy szonak a sorrendjét, majd a tobbiét,
akkor az algoritmus a kdvetkez6:

Algoritmus Szavakat fordit 2(i, n):
// az elsé hivds aktudlis paramétere 1
Be: szo
Ha i < n akkor
Szavakat fordit 2(i + 1, n)
kiilénben
Ki: 'Forditott sorrendben:'
vége(ha)
Ki: szé
Vége(algoritmus)



Faktorialis

Irjuk ki az n adott szdm faktoridlisdt.

Elemzés

Felhasznaljuk a faktorialis matematikai definiciéjat és ez a Fakt(n) alprogramban
lesz felismerhetd.

Algoritmus Fakt(n):
Ha n = @ akkor

téritsd 1
kulonben
téritsd Fakt(n - 1) * n
vége(ha)
Vége(algoritmus) Az elsé hivas Fakt (n)-nel

torténik, ahol n a beolvasott szam.




Megjegyzések

1. A faktorialis tulajdonképpeni kiszamolasa akkor torténik, amikor kilépunk egy-egy
hivasbol. Mivel minden egyes alkalommal mas-mas n paraméterre van szukség,
fontos, hogy ezt értékként adjuk at; igy kifejezéseket is irhatunk az aktudlis
paraméter helyére.

2. = A faktorialis rekurziv kiszamitasa el6nytelen; sokkal id6igényesebb mint az
iterativ megoldas, hiszen szliikséges volt n + 1-szer aktivalni a Fakt figgvényt.



Legnagyobb kozds oszto

Szamitsuk ki rekurzivan két természetes szam legnagyobb kbézés osztojat!
Elemzés

Ha figyelmesen elemezzik Eukleidész algoritmusat, észrevesszik, hogy a
legnagyobb k6zos oszté (Lnko(m, n)) egyenlé n-nel (ha n osztéja m-nek),
kilénben egyenlé Lnko(n, m mod n)-nel.



Algoritmus Lnko(m, n):
mar < m mod n // mar = lokdl1is vdltozo,
// 1gy nem fogjuk egy hivdson beliil kétszer szdamitani a maradékot
Ha mar = @ akkor
téritsd n
kiilonben
téritsd Lnko(n, mar)
vége(ha)
Vége(algoritmus)

Az els6 hivas torténhet példaul egy kiird utasitasbdl (Ki: Lnko(m, n)).




Descartes szorzat

Egy rajzon nviragot fogunk kiszinezni. A festékeketaz 1, 2, ..., m szamokkal kodoljuk.
Bdarmely virag, barmilyen szindi lehet, de szeretnénk tudni, hogyan lehetne ezeket
kiilonb6z6 modon kiszinezni.

1) Oldjuk meg a feladatot, ha m = 2;

2) Oldjuk meg a feladatot, ha m = 2.

Elemzés

A kovetkez6 Descartes szorzatot generaljuk: x = (xy, x,, ..., %), x,€ M,i=1, ..., n.
Ham=2ésn=3, MP=MxMxM, M={1, 2}

X, X, X X, X, X3
1) 1 1 1 52 1 1
2) 11 2 6)2 1 2
3) 1.2 1 7)2 2 1
4) 1 2 2 8)2 2 2



Descartes szorzat

* Hax, =1eés eltekintinktéble, az (x,, x;) elemek értékeiaz M x M Descartes
szorzatot jelentik.

* Ugyanigy, ha x, = 2 és eltekintunk téle.

—> az M" Descartes szorzat elemeinek generalasa feltételezi, hogy az 1 és 2 értékeket
egymas utan valasszuk ki és adjuk x,-nek, majd generaljuk az M"* Descartes
szorzatot.

* Ennek elemeit meg6brizzik a sorozatunkban, a masodik elemtél kezdéd6en.

* Ezen elemek generalasa ujbdl azt jelenti, hogy az 1 és 2 értékeket egymas utan
kivalasztjuk és atadjuk x,-nek, majd generdljuk az M"? Descartes szorzatot.

* Ennek elemeit megdbrizzik a sorozatunkban a harmadik elemt6l kezd6dben és igy
tovabb, amig kivalasztottuk az 1 és 2 értékeket az x, elem szamara is.



Algoritmus Descartes_szorzat_1(i, n, Xx): {MmMm=(, 2)}
X; < 1
Ha i < n akkor
Descartes_szorzat 1(i + 1, n, Xx)
kilonben
Kiir
vége(ha)
X; < 2
Ha 1 < n akkor
Descartes szorzat 1(i + 1, n, Xx)
kulonben
Kiir
vége(ha)
Vége(algoritmus)

‘Az elsé hivds Descartes szorzat 1(1) alakd. ‘




Elemezve az el6bbi algoritmust észrevessziik, hogy két részlete majdnem azonos: x;
értéeke el6bb 1, majd 2. Megirjuk ugy, hogy egy j valtoz6 értékét 1-t6l 2-ig mozgatjuk:

Algoritmus Descartes_szorzat_2(i, n, x): {MmM=(, 2)}
Minden j = 1, 2 végezd el:
Xj < J

Ha i < n akkor
Descartes_szorzat 2(i + 1, n, Xx)
kiilonben
Kiir
vége(ha)
vége(minden)
Vége(algoritmus)



Megjegyzések

Ha m = 2, x, nem két értéket vehet fel, hanem m értéket.

Algoritmus Descartes 3(i, n, m, x): {M=(1, 2,
Minden j = 1, m végezd el:
X; < J
Ha i < n akkor
Descartes 3(i + 1, n, m, Xx)
kulonben
Kiir
vége(ha)
vége(minden)
Vége(algoritmus)

ey M)}



k elemu részhalmazok

Adva vannak az n és k (1 < k < n) egész szdamok. Generaljuk rekurzivanaz {3, 2, ...,
n} halmaz valamennyi, k elemet tartalmazo részhalmazat.

Elemnzés

* Az ({3, ..., n}halmaz k elemet tartalmazé részhalmaza egy tomb segitségével
kodolhato, amelynek k eleme van:

XI, XZ, ceny Xk.
* Arészhalmaz elemeikilonboz6k és nem szamit a sorrendjuk.

* Vigyazunk, hogy az x sorozatba ne generaljuk kétszer, vagy tobbszor ugyanazt a
részhalmazt (esetleg, mas sorrendl elemekkel).



k elemu részhalmazok

Ha az x sorozatba az elemek szigoriuan névekvd sorrendben keriilnek: x, < x, <...< X,
egy részhalmazt csak egyszer dllitunk eld.

Legyen k=3 és ahalmaz: {1, 2, 3,4} (n=4)
A részhalmazokat a Descartes szorzat elemeinek generalasahoz hasonléan generaljuk:

1)1 2 3 2) 1 2 4 3) 1 3 4 4) 2 3 4

Ahhoz, hogy az x, és x; elemek kezd6értéket kaphassanak, x, csak 1illetve 2 lehet;
ugyanigy, ha x, = 1, x, csak 2, illetve 3 lehet, és ha x, = 2, x, csak 3 lehet.
Altalanositva, mivel valamennyi x; szigortian nagyobb mint x, ,, az értékei x, , + 1-t6l
nének n = (k= i)-ig.



k elemu részhalmazok

Sorban kivalasztunk az {3, ..., n = k + i} halmazbdl egy-egy értéket és a
tovabbiakban k - 1 elemet tartalmazo részhalmazokat generalunk az {x, + 1, ..., n}
halmaz elemeibdl.

Ezeket az x sorozatban Grizziik meg a masodik helyt6l kezd6dben.

A k-1 elemet tartalmazo részhalmaz generalasa céljabdl ugyanigy jarunk el.
Minden elem az el6z6 utani értéket veszi fel: (x elemeit 0-tél indexeljuk).

x globalis valtozo és minden elemének kezd6értéke 0.



k elemi részhalmazok

Algoritmus Részhalmazok(i, n, x):
// M=(, 2, ..., n), x globdlis = x; =0, 1 = 0, 20
Minden j = %;., + 1, n - k + i végezd el:
X; < J
Ha i < k akkor
Részhalmazok(i + 1, n, Xx)
kiilénben
Kiir
vége(ha)
vége(minden)
Vége(algoritmus)

A részhalmazokat generalo algoritmust az i paraméter 1 értékére hivjuk meg.




Fibonacci sorozat

Generaljuk a Fibonacci sorozat n-edik elemét!
Elemzés

Az n-edik elem kiszamitasahoz szukséglnk van az el6tte talalhato két elemre. De
ezeket szintén az el6ttik levs elemekbdl szamitjuk ki.

Asorozat: 0,1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, &9...

F,<0,F,« 1

Fi«F,,+F,, hai>2



Fibonacci sorozat

Algoritmus Fibonacci(n):
Ha n = 1 akkor
téritsd ©
kiilonben
Ha n = 2 akkor
téritsd 1
kiilonben
téritsd Fibonacci(n-2) + Fibonacci(n-1)
vége(ha)
vége(ha)
Vége(algoritmus)



Fibonacci sorozat

Ha végrehajtjuk az algoritmust n = 6-ra,
ez 15-szor hivja meg 6nmagat.

Ezt a szamot lecsokkenthetjuk 9-re, ha a
kiszamolt értéekeket megoérizziik egy

sorozatban. Legyen ez a sorozat F,
amelyet globalis valtozoként kezelunk.

A két megoldas kozotti kiilonbséget
annal jobban érzékeljik minél nagyobb
n-re teszteljuk ezeket.

Algoritmus Fib(n):
Ha (n > 2) akkor
Fib(n-1)
F, < F,.q + F 5
kiiléonben
F, < ©
Ha n = 2 akkor
F, « 1
vége(ha)
vége(ha)
Vége(algoritmus)



Gyorshatvany

Algoritmus gyorsHatvRek(n, x): // x" al-Kvarizmi algoritmusa
Ha n = 0 akkor
téritsd 1
kiilonben
Ha n mod 2 = 1 akkor
téritsd x * gyorsHatvRek(n / 2, x * Xx)
kiilonben
téritsd gyorsHatvRek(n / 2, x * Xx)
vége(ha)
vége(ha)
Vége(algoritmus)



Osszes részhalmaz

Generdljukaz {1, 2, ..., n} halmaz minden részhalmazat.

Elemzés

Egy halmazt ebben az esetben is az x, < x, <...< x; sorozattal abrazolunki=1, ..., n.

Ha m = 3, az Gres halmaztol kilonbozé részhalmazok a kovetkezok:
Xy, X; X3

=
W NN = = =
W NN
w



Megjegyzések

A sorrend az ugynevezett lexikogrdfikus sorrend.

A részhalmazok generalasa feltételezi, hogy x, szamara rendre kivalasztunk egy
bizonyos értéket és a tovabbiakban az { x, + 1, ..., n} halmaz elemeit generaljuk.

Ezeket az x sorozatban taroljuk a masodik helyt6l kezd6déen.
Ujabb részhalmazok generaldsa érdekében hasonléan jarunk el.

Altaldnos esetben, ha az {x;_, + 1, ..., n} halmazt szeretnénk generdlni (az x
sorozatban az ji-edik helytél kezdve) rendre kivalasztjuk a halmaz elemeit az x;
szamara és generaljuk az {x;,,, ..., n} részhalmazait.

Ezeket az i + 1-edik helytdl kezd6édben 6rizzik meg.
Az {x;,4, ..., n} halmaznak van legalabb egy eleme, ha x; < n.



Osszes részhalmaz

Algoritmus Részhalmaz(i, n, x):
// M=(, 2, ..., n), x globdlis = x; =0, i =0, n
Minden j = x;.;, + 1, n végezd el:
X; < J // amint Rivdlasztottunk az x; szamdara egy uj
// értéket, a részhalmazt azonnal Riirjuk
Kiir(i, x) // Xy, X35 w, X
Részhalmaz(i + 1, n, Xx)
vége(minden)
Vége(algoritmus)

A kilépési feltétel (x; = n) el van rejtve a Minden utasitasba (ha x; = n, a ciklusvaltozd
kezdGértéke x;, , nagyobb mint a végss érték, igy a Minden ciklusmagja nem lesz tobbet
végrehajtva és a program kilép az aktualis hivasbal).




Particidok

Generaljuk az n természetes szam particioit!

* Particio alatt azt a felbontast értjuk, amely soran az n
szamot 0-nal nagyobb pozitiv szamok dsszegeként irjuk

fel.

* Két particio kiilonbozik egymastol, ha vagy az eléfordulé
értékek vagy az eldforduldsuk sorrendje kiilonbozik.

(n=py+p,+...+p, p; eN*i=1,.., k k=1, .., n).

Példa
Han=4:
4=1+1+1+1
4=1+1+2
4=1+2+1
4=1+3
4=2+1+1
4=2+2
4=3+1

4=4




Elemzés

A generalas soran, rendre kivdlasztunk egy lehetséges értéket a particio elsé p,
eleme szamara és

Generdljuk a fennmaradt n = p, szam particioit.

Ez a maradék (tulajdonképpen kilonbség) egy Uj n, amellyel ugyanugy jarunk el.
Egy particiot legeneraltunk és kiirhatjuk ha n aktualis értéke 0.

Az algoritmust a Particid (1, n) utasitdssal hivjuk meg el8szor.



Particiok

Algoritmus Particid(i, n, p):
Minden j = 1, n végezd el:
Pi < J
Ha j < n akkor
Particiéo(i + 1, n - j, p)
kiilonben
Kiir(1i)
vége(ha)
vége(minden)
Vége(algoritmus)



