1. Experiment fizica

La laboratorul de fizicd, efectuati urmatorul experiment cu colegii vostri: se incalzeste un lichid

bl el

Si cu ajutorul lui termometru se misoard temperatura lichidului din #in #secunde (un singur <

elev citeste temperatura la momentul 7 si o noteazi in caiet). Stiind ¢ lichidul se incilzeste

O T

urmand o functie strict crescitoare, determinati momentul de timp # in care lichidul a atins

pentru prima datd o temperaturd pozitiva.

Fiind dati o functie strict crescitoare £, adici f{z + 1) > f(z), V X €lN, determinati

valoarea lui t pentru care f devine pozitiva pentru prima data.
Rezolvare

Metoda 1

Cea mai simpld metodd de rezolvare ar fi sd calculdm, in mod secvential, valoare functiei £ pentru toate valorile

lui 51 sa ne oprim la prima valoare a lui # pentru care f(t) este mai mare sau egald cu 0.

int findFirstPositiveMi() {
for (unsigned int t = @; t < std::numeric_limits<unsigned int>::max(); t++)
if (f1(t) >= 0)
return t;
return -1;

Complexitatea acestei metode este O(N).
Metoda 2

O metodd mai eficientd ar fi de a aplica cdutarea binard (preconditia este satisficutd pentru cd functia este strict
crescitoare); dar pentru ciutarea binard, avem nevoie de un interval marginit (pozitia de start si de final a sub

intervalului in care facem cdutarea).

incepem rezolvarea prin a determina o valoare pentru ezd pentru care functia este pozitiva
e incepem cu enddela 0, si ct timp flend) este mai mic decit zero, dublim valoarea lui exd.
®  Odata ce f{end) este mai mare decat zero, atunci ludm end ca valoare de final a intervalului pentru
ciutarea binard $i end/ 2 ca valoare de inceput.
® Apoi aplicim algoritmul de cdutare binard pentru a gisi prima valoare pozitiva a lui f(end) intre end/2

si end.




int binarySearch(int start, int end)

{
if (end >= start)
{
int mid = start + (end - start) / 2;
if (f(mid) >= @ && (mid == start || f(mid - 1) < @))
return mid;
if (f(mid) <= 0)
return binarySearch((mid + 1), end);
else
return binarySearch(start, (mid - 1));
}
return -1;
}

int findFirstPositiveM2()

{
if (f(0) > 0)
return 0;
unsigned int end = 1;
while (f(end) <= @)
end = end * 2;
return binarySearch(end / 2, end);
}

Complexitatea acestei metode este O(log N).

Numirul de pasi pentru a gisi limita superioard end a intervalului de cdutare este O(log N).

Valoarea lui end este cel mult 2¥*N. Numairul de elemente dintre end/2 si end este ~N. Complexitatea cautirii

binare este O(log N), iar complexitatea totald a timpului este 2¥O(log N), ceea ce Inseamnid O(log N).



2. Numere concurs

Alice organizeaza un concurs de dans (in perechi) i a tipdrit etichetele
cu numdrul de concurs (valoare intre 1 si 10000) pentru fiecare dintre
cei # participanti. Membrii unei echipe au acelagi numar de concurs.
Totusi, inainte de concurs, Alice observa ci 1i lipseSte o eticheta (are
doar #-7 etichete).

Fiind dat un tablou unidimensional care contine numerele de pe
etichetele listate pentru concursul de dans (toate elementele apar de
doud ori, cu exceptia unui element care apare o singurd dati), scrieti

un program C++ care determini elementul care nu are pereche.

Metoda 1

Cea mai simpl si ineficientd metodd ar fi sd parcurgem tabloul $i pentru fiecare numdr s calculdm de cate ori
apare in tablou.

int findElementNotInPairMi(int arr[], int n) {
int count = ©;
for (int i = 0; i < n; i++) {
count = 0;
for (int j = 0; j < n; j++)
if (arr[i] == arr[j]) {
count++;

if (count != 2)
return arr[i];

}

return -1;

Complexitatea acestei metode este O(N?).

Metoda 2

O metodd putin mai eficientd ar fi s sortim vectorul, apoi si-1 parcurgem $i sd determinim elementul care nu
apare de doud ori.

int findElementNotInPairM2(int arr[], int n) {
// sortam tabloul
sort(arr, arr + n);
// parcurgem tabloul pentru a determina care este elementul ca nu apare de 2 ori




for (int i =0; i < n - 1; i+=2) {
if (arr[i] != arr[i + 1])
return arr[i];

}

return arr[n - 1];

Complexitatea acestei metode este O(N logN). Cel mai costisitor pas este dat de sortare cu complexitate
O(NlogN).
Metoda 3

O altd metodd ar fi sd calculim vectorul de frecventd pentru tablou, $i pe baza acestuia sd determinim elementul

care apare o singura data.

int findElementNotInPairM3(int arr[], int n) {
int* freq = new int[10000](); // () - initializeaza vectorul de frecventa cu ©
for (int 1 = 0; i < n; i++) {
if(arr[i] >=0 && arr[i]< 10000) // ne asiguram indexul pe care vrem sa-1 accesam
este valid
freqlarr[i]]++;
}
// parcurgem vectorul de frecventa si determinam numarul care apare o singura data
for (int i = @; i < 10000; i++)
if (freq[i] == 1)
return i;
// eliberam memoria alocata dinamic
delete[] freq;
return -1;

Complexitatea acestei metode este O(N), dar folosim si un tablou auxiliar, deci si complexitatea spatiu
este O(M).

Metoda 4

Operatia XOR (%), sau "sau exclusiv", returneazi 1 In fiecate pozitie de biti unde bitii corespunzitori ai celor

doi operanzi sunt diferiti.

% y X
0 0 0
0 1 1




Daci aplicim aceastd operatie asupra a doud numere care sunt egale, rezultatul va fi intotdeauna 0.
In plus observim ci x"0 = x, V x € {0, 1}, pentru ci:

e x=0: 070 =0;

e x=110=1.

De asemenea, operatia XOR este asociativd $i comutativi, ceea ce inseamnd cd ordinea In care se fac operatiile

nu conteaza.

S4 ludm ca exemplu operatia 13 © 13. 13 reprezentat in binar este: 1101 (23+22 +20=8 +4 + 1 = 13).

Rezultatul este deci O.

In schimb, daci efectuim operatia 13 ~ 5. 13 reprezentat in binar este: 1101 (23422 +20=8 + 4 + 1 = 13), iar
51n binar este 0101 (22 +20 =4+ 1 =5).

Rezultatul este diferit de 0 (8).

In cazul nostru, toate numerele din array-ul dat apar de doud ori, cu exceptia unui singur numdr care apare o
singurd datd. Daci am aplica operatia XOR pe toate numerele, numerele care apar de doud ori ar fi eliminate,
ramanand doar numdrul care apare o singurd datd. Acest lucru se Intampld deoarece, atunci cand doud numere

identice sunt “XOR-ate”, toti bitii corespunzitori sunt identici, iar rezultatul operatiei este 0.

De exemplu, daca avem tabloul
{4, 5, 2, 2,16, 5, 4}

474 =0

545 =0

222 =0



iar 16707070 = 16.

int findElementNotInPairM4(int arr[], int n) {
int el = 9;
for (int 1 = 0; i < n; i++)
el = el ~ arr[i];
return el;

Complexitatea acestei metode este O(N).



3. Tranzactionare de actiuni

Se dd un tablou unidimensional p, in care fiecare element p/7/ reprezintd
pretul actiunii In ziua 7 Determinati profitul maxim pe care il puteti obtine
alegand o zi in care si cumpdrati o actiune $i o altd zi (ulterioard) in care si

vindeti aceastd actiune.

Rezolvare

In primul rind convertim tabloul de preturi ale actiunii intr-un tablou de diferente de pret intre zile succesive,
deoarece profitul maxim care poate fi obtinut prin cumpirarea $i vanzarea unei actiuni la momente diferite este

echivalent cu gisirea sumei maxime a oricirui subsecvente contigue din tabloul de diferente de pret.

Daci luim in considerare oricare doi indici 7 §i / astfel incat / < j, atunci profitul care poate fi obtinut prin
cumpdrarea actiunilor la indicele 7 $1 vanzarea lor la indicele j este dat de p[j] - p[i]. Dorim sd gdsim valoarea

maximd a acestei expresii pentru toate valorile posibile ale lui 7 i /.

S4 presupunem acum ci credm un tablou d de diferente de pret intre zile succesive sub forma dfi] = p/i] - p/i-1]
pentru 7 in intervalul /7, #-7]. Retineti ci 4 are cu un element mai putin decat p. Valoarea lui d/i] reprezintd
diferenta dintre pretul actiunilor din ziua 7 i pretul actiunilor din ziua precedenti /-7. Daci dli] este pozitiv,
inseamna cd pretul actiunilor a crescut fatd de ziua precedentd, iar dacd 47/ este negativ, inseamnd cd pretul

actiunilor a scizut fatd de ziua precedenta.

Acum, daci luim in considerare oricare doi indici 7 i /, astfel incat 7 < j, atunci profitul care poate fi obtinut
prin cumpdrarea actiunilor la indicele i i vanzarea lor la indicele j este dat de suma elementelor din intervalul
/4, j-1] al tabloului 4. Acest lucru poate fi vazut prin extinderea expresiei: p/j/ - p/i] ca (pfj] - pli-1]) + (@[j-1] - plj-
2]) + ..+ (pli+1] - pli]) + (p/i] - p/i-1]) si observand ci fiecare termen din expansiune este egal cu un element al
tabloului 4.

Prin urmare, gisirea profitului maxim care poate fi obtinut prin cumpdrarea Si vanzarea actiunilor la momente
diferite este echivalentd cu gasirea sumei maxime a oricirei subsecvente contigue din tabloul

diferentelor de pret intre zile succesive.



Metoda 1. Metoda cea mai simpld de rezolvare ar fi si considerdm toate perechile posibile pentru inceputul si

finalul subsecventei cu suma maximad, Si sd calcu

Cod c++:

int maximumSubarraySumVi(int arr[], int n) {
int maxSum = std::numeric_limits<int>::min();
int currSum = ©;
for (int 1 =0; i < n - 1; i++) {
currSum = arr[i];
for (int j =1+ 1; j < n; j++) {
currSum += arr[j];
if (currSum > maxSum) {
maxSum = currSum;

¥
}

return maxSum;

Complexitatea acestei metode este O(N?)

Metoda 2.

Algoritmul lui Kadane este un algoritm eficient pentru a gasi suma celui mai mare subSir comun (maximum
subarray problem) intr-un tablou unidimensional de numere intregi. La fiecare pas, algoritmul adauga un
element la subsirul curent $i decide daca subsirul cu elementul addugat este mai bun decat subsirul de suma
maximd curent sau nu. Dacd subsirul cu elementul addugat are o sumi mai mare decit subgirul maxim curent,

atunci se actualizeazi subgirul de sumi maximi curent.

Algoritmul mentine doud variabile importante: maxSoFar $i maxEndingHere. Variabila maxSoFar reprezintd
valoarea sumei subsirului cu suma maximd intalnitd pand in prezent in tabloul dat, inclusiv subsirul curent.
Initial, aceastd valoare este 0. Variabila maxEndingHere reprezintd valoarea maximi a subsirului care se termind
cu elementul curent. Adicd, valoarea maximai a sumei tuturor subsirutilor care includ elementul curent Si se

termind cu acesta. Initial, aceastd valoare este 0.

in timpul parcurgerii array-ului, valoarea lui maxEndingHere este actualizatd la fiecare pas prin addugarea
elementului curent. Dacd maxEndingHere devine mai mare decit maxSoFar , maxSoFar este actualizat la valoarea
maxEndingHere. Acest lucru se Intampld pentru cd maxEndingHere reprezintd valoarea maximd a subgirului care
se termind cu elementul curent, iar maxSoFar reprezinta valoarea maxima a subsirului care se termind cu unul
dintre elementele precedente. Deci, dacd maxEndingHere este mai mare decat maxSoFar, inseamnd ca subsirul
care se termind cu elementul curent este mai bun decat oricare alt subSir care se termind cu un element

precedent.



int maximumSubarraySumvV2(int arr[], int n) {

int maxSoFar = @; // valoarea sumei subsirului cu suma maxima intalnita pana in prezent
in tabloul dat

int maxEndingHere = ©; // suma maxima a subsirului care se termina cu elementul curent

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
maxEndingHere += arr[i]; // adaugam elementul curent in subsirul curent

if (maxEndingHere > maxSoFar) {
maxSoFar = maxEndingHere; // actualizam profitul maxim de pana acum

}

if (maxEndingHere < 0) {
maxEndingHere = 0; // resetam profitul maxim daca acesta devine negativ
}
}

return maxSoFar;

De exemplu, daci avem tabloul {2, -4, 6,-1, 5, 3,-12, -6}:

2; maxSoFar = 2

i = 0; maxEndingHere
i = 1; maxEndingHere = -2; maxSoFar = 2
maxEndingHere = 0

i = 2; maxEndingHere = 6; maxSoFar = 6
i = 3; maxEndingHere = 5; maxSoFar = 6
i = 4; maxEndingHere = 10; maxSoFar = 10
i = 5; maxEndingHere = 13; maxSoFar = 13
i = 6; maxEndingHere = 1; maxSoFar = 13
i = 7; maxEndingHere = -5; maxSoFar = 13
maxEndingHere = 0

Rezultatul va fi 13.

Astfel, algoritmul lui Kadane giseste suma celui mai mare subgir comun intr-un array unidimensional de numere
intregi intr-un mod eficient §i elegant. Algoritmul are o complexitate temporald de O(N), unde N este lungimea

array-ului, ceea ce il face foarte eficient in comparatie cu algoritmul prezentat antetior.

Revenind la problema propusi:

int computeMaxProfit(int p[], int n) {

int diff[MAX_SZ];
// calculam diferentele dintre preturile actiunilor
for (int i = 1; 1 < n; i++) {
diff[i-1] = p[i] - p[i - 1];
}
// atentie, tabloul cu diferente are n-1 elemente

int maxProfit = maximumSubarraySumvVi(diff, n - 1);
return maxProfit > @ ? maxProfit : ©;




De exemplu, daci avem urmaitorul tablou unidimensional cu preturi:

10 12 8 14 13 18 21 9 3

Prima dati calculdm diferentele dintre preturile actiunii in zile consecutive:

2 -4 6 -1 5 3 -12 | -6

iar profitul maxim pe care il putem obtine este 13.



