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Combinatorica

Probleme de numarare

Programa scolara in vigoare ne pune cel mai adesea in situatia de a numara pentru o multime
finita nevida A (sub)multimi finite de elemente din A, (sub)multimi ordonate finite de elemente
din A si sisteme ordonate finite de elemente din A.

Sa incepem cu ultimele dintre ele. Un sistem ordonat finit de elemente din A este un element
(a1, az,...,ax) al produsului cartezian A x --- x A (k € N). O simpla schimbare de reprezentare

k multimi
— eliminarea parantezelor si a virgulelor — conduce la scrierea

ajag . ..akg,

care justifica denumirea de cuvant de lungime k peste A sau cuvant cu elemente din A pe care o
preferam celei de mai sus. Numarul k£ se numeste lungimea cuvantului, iar elementele a1, ..., ag
se numesc componentele cuvantului. Pentru doua cuvinte ajas...ay si b1by ... by,

a1a9...a =biby... by & k=ssia; =0b,YVi=1,2,...,k.

Cuvantul vid (peste A) este singurul cuvant (peste A) care are lungimea 0.

Observatiile 1 i) Subliniem cdteva deosebiri esentiale intre multime si cuvant:

a) Intr-o multime, ordinea in care scriem elementele nu conteazd, pe cand in cuvint ordinea
componentelor este importantd.

b) Elementele unei multimi sunt_distincte, in timp ce componentele unui cuvint pot sa si coin-
cida.

- . . . o . .

i1) Daca multimea A are n elemente, atunci numarul cuvintelor de lungime k peste A este

|AF| = n* (k,n € N, n#0).

—  Acest numar este egal cu numarul functiilor de la {1,...,k} la A si, printr-o generalizare simpla,
st cu numarul functiilor de la o multime cu k elemente la o multime cu n elemente.

O submultime finitd a multimii nevide A in care elementele sunt aranjate Intr-o anumita or-
dine se numeste submultime ordonata a multimii A. Daca evidentiem ordinea prin numerotarea
elementelor, o submultime ordonata cu k elemente din A (kK € N) este un sistem ordonat
(a1,a2,...,ax) cu toate componentele distincte, adica un cuvant ajasy...a, (peste A) care
are componentele distincte.

Definitia 2 Fie A o multime finita nevida cu |Al =n (n € N*) si fiek € N, 0 < k < n.
Submultimile ordonate de k elemente ale lui A se numesc aranjamente (R dc n
(elemente) Tuate cate k.

—/_\—_




Observatia 3 Doud aranjamente de n luate cate k se deosebesc prin matura elementelor lor

sau prin ordinea elementelor lor (sau ambele).
——/—'— ————

Notatia 4 Notim cu AX numdirul aranjamentelor de n luate cate k.

—_—
—

Observatia 5 Daca k,n € N, k <n atunci

n!
A =nn-—1Dn-2)(n—k+1) = —— .
§=n(n—1)(n—2)-( = <
Cum pentru un alfabet vid se poate forma un singur cuvant, cuvantul vid, iar acesta nu are
componente care sa se repete, putem scrie A8 = 1. Asadar, AY =1 chiar si atunci cand n = 0.

Definitia 6 Fie A o mulfime finita (nevida) cu |A| =n. Se numeste permutare a multimii A
sau permutare de n elemente orice multime ordonatd (cuvant cu componentele distincte) care se
poate forma cu toate cele n elemente ale multimii A. Cu alte cuvinte, o permutare de n elemente
este un aranjament de n elemente luate cate n.

Observatia 7 Doua permutari de n elemente se deosebesc doar prin ordinea elementelor lor.

Notatia 8 Notam cu P, numdrul permutdarilor multimii A cu n elemente.

—
—

Observatia 9 Tinand cont de definitia permutarilor, P, = Al'. Asadar,

P,=nl=n(n-1)(n-2)----3-2-1, Vn e N.

_

Definitia 10 Pentru o multime (nevidi) A cu n elemente, submulfimile lui A avind fiecare
cate k elemente, unde k € N, 0 < k < n, se numesc combinari de n (elemente) luate cate k.

Observatia 11 Doud combinari de n luate cate k se deosebesc prin natura elementelor lor.

Notatia 12 Notdm cu C¥ numarul combindrilor de n luate cate k.

Observatia 13 Daca k,n € N, k < n atunci

~nn-1)(n-2)---(n—k+1) n!
Cn = Kl =W kEme =T

Chiar si cand A = () existd o singurd submultime cu 0 elemente a mulfimii A, prin urmare
putem scrie CO = 1 pentru orice n € N.

Enunturi

. Sa se arate ca numaéarul functiilor de la o multime A cu m elemente la o multime B cu n
elemente este n™ (m,n € N¥).

27 Sa se determine numarul legilor de compozitie ce pot fi definite pe o multime M cu 3
elemente. Cate dintre acestea sunt comutative? Cate legi de compozitie admit element neutru?
Sa se generalizeze la o multime cu n elemente (n € N*). Generalizare. -

— (-]
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