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1 Probleme cu vectori

1.1 Probleme care implica operatiile de adunare si de inmultire
a vectorilor cu scalari

1. Se considera triunggul ABC si punctele M, N, P astfel incat M este mijlocul laturii
AB, AD i}ZR si BN = kBC. Determinati valoarea parametrului real k pentru care
MP =3MN!, T
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2. Se considera triunghiuiBC si punctele M, N, P astfel incat M este mijlocul laturii AB,
ﬁ = ZA—C) si ]\ﬁ = 3MN. Ardtati cd B, N, C sunt coliniare.
>)
Solutie. o P> -
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= e => B N.C — Coltvinere
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3. Se considera triunghiul ABC si punctele M, N, P astfel incat M este mijlocul laturii AB,
ﬁ = ZR si N punctul Eterm_%nat in problemele (1) si (2). Exprimati vectorii ﬁ si
BRin functie de vectorii BN si BM, unde {R} = MC N AN.

Solutie.
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4. Consideram unghiul BOB’ si punctele A € (OB), A’ € (OB’). Ardtati ca

— 1— — —
OM=m—""OA + " oal (1.1)
1—mn 1—mn
— _ — _ —
ON=m" =L 04 +n™ =L 0ar. (1.2)
n—m m-—n

— — — —
unde {M} = AB'NA’B, {N} = AA’N BB/, OB=m OA and OB’=n OA’.
Solutie. Vom demonstra doar egalitatea (1.1), cealaltd demonstrandu-se analog. In
—

acest sens observam ca pentru vectorul OM avem descompunerile

—  — —  — —
OM=0A + AM=0B + BM. .

— — — —
Deoarece vectorii AM si AB’ sunt coliniari, iar vectorii BM si BA’ sunt de asemenea
—

— — —
coliniari rezulta ca exista scalarii «, /3 € ]R astfel 1ncat AM= «a AB si BM B BA’
— —
A§adar OM OA + AM= OA +oc AB’ OA +zx(OB’ OA) = (1- zx) OA +0cn OA’
H
si OM OB + BM OB +ﬁ BA’ OB +,B(OA’ OB) (1—-pB)m OA +B OA’ Prm

urmare (1 — «) 0A +an OA’ (1-B)m 0A +B OA’ Deoarece vectorii OA si OA’
sunt necoliniari, deducem ca

[arg 0

Acest sistem liniar este compatibil determinat si are solutia

1—m 1—m

lle_i,‘B:n

mn 1—mn’
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care poate fi usor determinatd folosind metoda substitutiei. Folosind valoarea lui « sau

H
valoarea lui j, astfel determinate, intr-una din reprezentdrile lui OM sub forma

N —
(1 —a) OA +an OA’
sau sub forma
— —
(1—B)m OA +B OA'
deducem imediat (1.1).
5. Consideram un patrulater convex ABCD avand laturile opuse neparalele. Fie M si
N mijloacele diagonalelor [AC] respectiv [BD] ale patrulaterului dat, iar P mijlocul
s
segmentului [EF], unde {E} = AD N BCsi {F} = ABNCD. Aritati cd vectorii MN si
_>

MP sunt coliniari, adicad punctele M, N, P sunt coliniare.

Solutie. Deoarece vectorii AB si AF sunt coliniari, iar vectorii AD si AE sunt de aseme-

nea coliniari rezultd ca existd scalarii m, n € R astfel incAt AF=m ABsi AE=n AD.

. . ‘) H . *) . . H *) . .
Vom exprima acum vectorii AM, AN si AP in termenii vectorilor AB si AD si scalarii

m si n. De exemplu
— 1 /— — — 1 /— — 1 — —
AN= 5 <AB + AD> si AP= 5 <AF + AE) =5 (m AB +n AD> .
Folosind egalitatea (1.1) deducem

; N N
AC=m =" AB+nt™™ 4D
1—mn 1—mn
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si deci
— 1 — 1 1-n — 1-m —
A—M_ZAC_2<m1—mn 1—mnAD
! 1 AB +n(1 AL
~ 2(1—mn) (m( —n) +n(l—m) )
1 — — —
=———(mAB+n AD —mn AB—l—AD)
2(1 —mn)
1 — —
= 2 AP —2mn AN AP —mn AN
2(1 —mn) 1 —mn
Pin urmare

—  — — — —  — —
(1—mn) AM=AP —mn AN <—=AM —mn AM=AP —mn AN
— — — — — —
&AM — AP= mn (AM - AN) <= MP= mn MN .
— —
Aceasta aratd ca vectorii MN si MP sunt coliniari, adicd punctele M, N, P sunt col-
iniare.

6. Relativ la un reper cartezian ortonormat consideram vectorul de vectorul T (t,t%), t €
R\ {0}. S4 se arate ca:

(a) vectorii ¥} si ¥ (a,b) sunt coliniari dacé si numai daci at — b = 0.
_>
(b) Existd t € R\ {0} astfel incat T} este coliniar cu b (17,19).2
— o &
’\}- S v~ Suwrﬁ Co(l'ﬂ(o-.n' ) i— _E =) A==
. L é - L( - .e
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1.2 Probleme care implicd produsul scalar al vectorilor v &, 5)
1. Relativ la un reper cartezian ortonormat consideram vectorul de vectorul v (t,t2), t €
R\ {0}. S4 se arate ca: Py L
v (s,5%)

(a) vectorii 75 si 7,5 sunt perpendiculari daca si numai daca st = —1.

(b) vectorii ¥; si ¥ (a,b) sunt perpendiculari dacd si numai dacd a + bt = 0.
1
(C) T, este perpendicular pe 7( -1, 5) 3
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2. Se considera patrulaterul convex ABCD astfel incat triunghiurile ABD si CBD sunt
isoscele (AB = AD =a, CB = CD = ¢) si fiea = m(BAD). S se arate ci

(a) ﬁ-zﬁﬁ—zﬁiﬁiza%osm

(b) zﬁ . zﬁ) + @ . C_[>) = (a2 — c2) cosa, daca ABCD este, in plus, inscriptibil.
Solutie.

A

O N\
A (o) A.]g .A-D:AB.A.D.CDS(A,ZIA_;>
’ &%ND = o cocr
B D _\ 7
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2
= CL COSL/_L— 0() = C_zéCoso§7:—L CoS A
AB AD tC T

— = 2 2
'CIS :azcos-< —C Cos X ;(a—a")CDJd

Cornel Pintea




Consultatii pentru elevii de liceu organizate de Facultatea de Matematica si Informaticd pentru pregétirea
concursului de admitere 2023-Calcul vectorial (12.11.2022-MSTeams in intervalul 9:00-10:15)

Observatie Daca iar ABCD este romb, atunci

(a) zﬁ-zﬁ+zﬁ-ﬁ:a2cosa.
(b) AB-AD+Ch-CD =o.

In cazul particular a = 12, « = 60° (si ABCD bineinteles romb), atunci obtinem ca

AB-AD + AC-BD = 724

*CONCURS DE ADMITERE, UNIVERSITATEA BABES-BOLYAI CLUJ-NAPOCA, FACULTATEA DE
MATEMATICA ST INFORMATICA, 21 iulie 2019 Proba scrisi la MATEMATICA

Cornel Pintea 9



Consultatii pentru elevii de liceu organizate de Facultatea de Matematica si Informaticd pentru pregétirea
concursului de admitere 2023-Calcul vectorial (12.11.2022-MSTeams in intervalul 9:00-10:15)

Cornel Pintea 10



