1. FEJEZET

Sorozatok

1. Kitizott feladatok

1.1. FELADAT. Az ai,a9,...,an,,... sorozat tagjait az
1 1 1 1
a; = 5702 = 3’ €8 tpt+1 = ﬁan—l - man,vn eEN,n>2

Osszefiiggések hatarozzak meg.

a) Ird fel az an,-et az n fiiggvényében!
b) Szamitsd ki a lim (a1 + a2 + ... + a,) hatarértéket!
n—o0

1.2. FELADAT. Tanulményozd az (xy)n>0 sorozat konvergenciajat, ha

o =4, s Tpt1 = Vn > 0.

Y
n—

1.3. FELADAT. Az (ap)n>1 sorozat tagjait az
a1 =1,a3 =3, és apyo = (n+3)apnt1 — (n+2)a,,Vn e Nyn > 1
osszefiiggések hatarozzék meg. Ird fel az a,-et az n fiiggvényében!
1.4. FELADAT. Az (ap)n>0 valos szamsorozat teljesiti a
4Gp41 - Qp—1 * Qg = SQ% “Qp_9 — 3Qy - ai_l

n(n

" .. . . +1)
Osszefiiggést, barmely n > 2 esetén. Szamitsd ki a lim a,-2~ 2 hatarértéket,

n—o0
ha ag = a1 = 2a9 # 0.

Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1988

1.5. FELADAT. Adott az uy € (0,1) és upy1 = u2 —u,+1,¥n € N* rekurzio

altal meghatarozott sorozat. Szamitsd ki a lim wq - us - ... - u, hatarértéket!
n—oo

Helyi olimpia, 1992, Marius Cavachi
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1.6. FELADAT. Irjunk fel az a, = [(2 + \/g)"} sorozat tagjaira egy rekur-
zi6t, ahol [z] az x egész része!

Spiru Haret Emlékverseny, 1986

1.7. FELADAT. Tekintsiik az (,)n>0 €s (yn)n>0 sorozatokat, amelyeket a

kovetkezs feltételek hataroznak meg:
xo=1,21 = 2,211 = 42, — Tp_1, Vn €N,
Yo =091 =1, ynt1="4Yn — yn—1, Vn €N
Igazold, hogy z2 = 3y2 + 1,¥n € N.
1.8. FELADAT. Adott az (z,)n>1, 1 = 2,

Tpy1 = 22p, + /322 — 3, VneN*

rekurziv sorozat. Igazold, hogy a sorozat minden tagja természetes szam!

1.9. FELADAT. Adott az (zp)n>1,

1
T (1+4xn+\/1+24xn),Vn€N*

rekurziv sorozat. Hatarozd meg a sorozat altalanos tagjanak képletét!

1 =1, 2441 =

1.10. FELADAT. Hatérozd meg az (ay,),>0 sorozat altalanos tagjanak kép-
letét, ha aq, +an =2n+3, VneN.
Spiru Haret, Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1991, Bogdan Enescu

1.11. FELADAT. Bizonitsd be, hogy ha az (ay)n>0 valos szamsorozat telje-
siti az
apt+1 = |an — an—1|
Osszefiiggést, barmely n > 1 esetén, akkor tartalmaz nulldhoz tarto részsoro-

zatot!

Grigore Moisil Emlékverseny, 1996, Mircea Bélaj

1.12. FELADAT. Adott az f : R — R, f(z) = 42 — 22,V € R fiiggvény,
és tekintsiik az z,41 = f(xn), 2o € R rekurzié altal meghatéarozott sorozatot.
Igazold, hogy végtelen sok olyan zg valos szam létezik, amelyre az (2y,)n>0

sorozat periodikus.
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1.13. FELADAT. Periodikus-e az a,, = (—1)[V™ sorozat?

Spiru Haret Emlékverseny, 1985, Bogdan Enescu

1.14. FELADAT. Tanulményozd az (an)n>0 sorozat konvergenciajat, ha
ag > 0,a9 # e, és
1
Gp41 = €1-man  Vn € N.

Spiru Haret Emlékverseny, 1985, Sorin Saileanu

1.15. FELADAT. Az (2,)n,>1 valos szamsorozat teljesiti az z1 = 2,

24 x,
1-—2x,

Osszefiiggéseket, barmely n € N*. Bizonyitsd be, hogy a 0 nem tagja a sorozat-

Tn+l1l =

nak, és x, # Ty, ha n #m.
Megyei olimpia, 1995
1.16. FELADAT. Az (xy,)nen- sorozatra x1 = 1, 90 = a és
Tn=C2n+ Da,_1 — (n2 — Dxp_2, Vn>3.

Milyen a > 0 értékekre teljesiilaz x;|x; Osszefiiggést minden i < j esetén?

Valogatoverseny, 1995
1.17. FELADAT. Az z1,%9,...,Tn, Tyl pozitiv valos szamokra
Tp+l =21+ T2+ ...+ Tn.

Bizonyitsd be, hogy

n n
D o Vaiwae — o) <\ | Y Tt (@ — ).
=1 =1

Valogatoverseny, 1996, Mircea Becheanu

1.18. FELADAT. Az (zy,)nen valos szamsorozatra

~T31+1 < x% és Tpt1+xn > 0,Vn e N

Bizonyitsd be, hogy az (x,)nen sorozat konvergens!

Gazeta Matematica, 1/1977, D.M. Batinetu
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1.19. FELADAT. Az (a,)nen+ sorozatra teljesiilnek az

atai_i<ap,, <a+al
egyenl6tlenségek, minden n > 2 esetén (a > 0 rogzitett). Bizonyitsd be, hogy
az (ap)nen+ sorozat konvergens!
Helyi olimpia, 1991, Marius Cavachi
1.20. FELADAT. Az (zy,)nen pozitiv szamsorozat teljesiti az
(n+ 1Dxpt1 —nz, <0

egyenl6tlenséget, minden n € N* esetén. Bizonyitsd be, hogy (x,)nen konver-

gens. Felvételi, 1987
1.21. FELADAT. Az (xy,)nen sorozat teljesiti az
Tn € (0,2) és (2 — xp)Tpy1 > 1
Osszefiiggéseket, barmely n € N esetén. Bizonyitsd be, hogy a sorozat konver-
gens, majd szamitsd ki a hatarértékét!
1.22. FELADAT. Az (xy,)nen+ sorozat teljesiti az
Ty <22 < Ty

egyenlStlenséget, barmely n > 2 esetén. Tanulményozd az (xy,),en+ sorozat

konvergencidjat, és konvergencia esetén szamitsd ki a hatarértékét!

1.23. FELADAT. Az (xy,)neN sorozatra

14+ 14z 1
5 “ Sx2n+2§Tn+

a) Bizonyitsd be, hogy lim = 1.
n—,oo

, VYneN.

b) Adjal példat nemkonstans sorozatra, amely teljesiti az adott feltételt!

1.24. FELADAT. Bizonyitsd be, hogy ha az (a,)nen sorozat tagjaira
a2 —2an41 < 4a, — 9 < 2(3a, — apy1 — 1), VneN,

akkor az (ap)nen sorozat konvergens, majd szamitsd ki a hatarértékét!

Helyi olimpia, 1982, D.M. Batinetu
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1.25. FELADAT. Az (x,)nen szigortan pozitiv valos szamokbol 4ll6 sorozat

tagjai teljesitik az
T (20 — Tpy1) > a

egyenlGtlenséget, barmely n € N esetén (a € RY rogzitett). Bizonyitsd be,

hogy az (zy)nen sorozat konvergens, majd szamitsd ki a hatarértékét!
Gazeta Matematica, 9/1982, Dorel Mihet,
1.26. FELADAT. Az (z,),ecn nemnegativ valos szamokbol allo sorozat tagjai
teljesitik az
$§L+1 < 333’!7, - 2,
egyenl6tlenséget, barmely n € N esetén. Bizonyitsd be, hogy az (x,,)nen sorozat
konvergens, majd szamitsd ki a hatarértékét!
Gazeta Matematica, 12/1983, Mariana Mirica
1.27. FELADAT. Lehet-e konvergens az (ap)nen+ sorozat, ha a1 < ag, és

a masodik tagtél kezd6dGen minden tag szigortian kisebb a szomszédos tagok

szamtani kozéparanyosanal?
1.28. FELADAT. Az (x,)nen+ valos szdmsorozat tagjai teljesitik az
r1=1 (n+1)(zpt1 —pn) > 1+ 2z,

egyenl6tlenséget, barmely n € N* esetén. Bizonyitsd be, hogy az (z,)pen-

sorozat nem korlatos!

Gazeta Matematica, 10/1988, Mircea Lascu
1.29. FELADAT. Az (x,)nen valos szamsorozat tagjai teljesitik az
Tp < Ty 68D a0 +c 2y <d-Tpy

Osszefiiggéseket, barmely n € N esetén, ahol a > 1, ¢ > 0, és b > d rogzitett

pozitiv szdmok. Szamitsd ki a lim x,, hatarértéket!
n—oo

Helyi olimpia, 1982, D.M. Batinetu és Mircea Trifu
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1.30. FELADAT. Az (zp)nen+ €s (Yn)nen+ valos szamsorozatok teljesitik az
n2(xp - Tm — k- 2m —m-ag) < (1 —kn)(14+mn), VYm,n € N* k<m,

valamint az

y1 =1, ypy1 = V1 + Zn+1Yn, Vn € N*

Osszefiiggéseket. Bizonyitsd be, hogy 1i_>m Z—" =1.
n

oo In

Helyi olimpia, 1987, D.M. Batinetu
1.31. FELADAT. Az (z,,)nen valos szamsorozat konvergens és tagjai telje-
sitik az
xi_xn’xn—&—l_* >0
n
egyenlGtlenségeket, barmely n € N* esetén. Bizonyitsd be, hogy lim z, <O0.
n—oo

Grigore Moisil Emlékverseny, 1990
1.32. FELADAT. Az f: R — R folytonos fiiggvényre igaz az
flz)eZ=z€Z
implikacié. Bizonyitsd be, hogy az a,, = f(n) —n, n > 0 sorozat monoton.
Grigore Moisil Emlékverseny, 1993, Liviu Vlaicu
1.33. FELADAT. Az (ap)nen pozitiv tagi szamsorozat teljesiti az
An+1 < arctg an

egyenlGtlenséget, barmely n € N esetén. Bizonyitsd be, hogy a sorozat konver-

gens, majd szamitsd ki a hatarértékét!

1.34. FELADAT. Bizonyitsd be, hogy ha az (z,,),ecn nemnegativ taga soro-
zat tagjaira

2Tp42 < Tpy1 +Tp, VR EN,

akkor az (x,)nen sorozat konvergens.

1.35. FELADAT. Az (x,,)nen valos szamsorozat tagjai teljesitik a kovetkezs

egyenlGtlenségeket:

Tn > 1,Vn €N és xyp1 < /Ty Tn_1,Vn € N*.
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Bizonyitsd be, hogy az (x,)nen sorozat konvergens!

Grigore Moisil Emlékverseny, 1994, Dan Barbosu

1.36. FELADAT. Legyen ag € R, ag > 0, és tekintsiik az
1
Unt1 = Gp + —, Vn € N
Qn

rekurencia altal meghatarozott (a,)nen sorozatot. Bizonyitsd be, hogy

a) an > +/ag+2n, VYn>1;

b) a2 <ak+2n+ al—o(an—ao), Vn > 1.

1.37. FELADAT. Az (ap)nen+ €s (bp)nen+ sorozatokat az

1 1
On41 = Qp + — eSbn—H:bn"’_*
bn an

rekurenciak hatarozzak meg, ahol n € N* a3 > 0 és by > 0. Igazold, hogy
ags + bas > 10v/2.

1.38. FELADAT. Az (zy,)nen+ sorozatot a kovetkezd rekurzié hatarozza meg:
Ty + 2
Ty + 1

Igazold, hogy az (x,)nen+ sorozat konvergens, és szamitsd ki a hatarértékét!

1 =1,2p01 = ,Vn € N*.

1.39. FELADAT. Tekintsiik az (xy,)nen sorozatot, ahol

) Tn—1
xo=1, és x, = ——— Vn € N*,
-’EnflﬁLl

Igazold, hogy x, < %,Vn e N*.
1.40. FELADAT. Az (xy,)nen+ sorozat teljesiti a kovetkezd rekurziot:
x1=a € (0,1), és xpy1 = xp(l —xy,),Vn € N*.
Igazold, hogy nh_{glo T, =0, és nh_)rréon cx, = 1.

1.41. FELADAT. Az (Z,)nen+ sorozat tagjai teljesitik az

1 =22 =1, éS Tny1 = /NTpn + Tp—1

osszefiiggéseket, barmely n > 2. Szdmitsd ki a lim 7 hatarértéket!
n—oo

Helyi olimpia, 1988, Constantin Caragea
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1.42. FELADAT. Az (xy)nen+ sorozat teljesiti az
In

$1:1é5$n+1:m
n

n
osszefiiggésket, barmely n € N* esetén. Bizonyitsd be, hogy az y, = > zp

k=1
sorozat konvergens!

Spiru Haret és Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1991, Liliana Niculescu

1.43. FELADAT. Az (zy)nen €S (Yn)nen sorozatokra teljesiilnek a kévetkezd
feltételek:

o (Tp)nen szigortian névekvd;
¢ (yn)nen korlatlam;
® Tnp Znyn,VTLEN

Bizonyitsd be, hogy az a,, = 41 — T, sorozat korlatlan!

Helyi olimpia, 1978, Dorin Andrica
1.44. FELADAT. Az (x,)nen+ sorozatra teljesiilnek az

x1>16s xpy1 =z, + 22, Yn € N¥

n

osszefliggések. Szamitsd ki a lim hatéarértéket!
n—oo ntl

Helyi olimpia, 1991, Gheorghe Bordea

1.45. FELADAT. Tanulményozd az z1 =a € (—1,1),
a- T,

X 1= ’

m V(242 = 1)22 + (1 — a?)

Osszefiiggésekkel értelmezett sorozat konvergencidjat!

Vn € N*

Megyei olimpia, 1994, Silviu Boga
1.46. FELADAT. Az (xn)nen* €S (Yn)nen+ sorozatok teljesitik az

2 4
Tnt1 =Ty +18S Ynt1 = Tn - Yn

Osszefiiggéseket, minden n > 1 esetén. Bizonyitsd be, hogy létezik a li_>m "5—"
n—oo Jn

hatarérték és /7-nél szigorian kisebb!

Grigore Moisil Emlékverseny, 1992, Serban Buzeteanu és Dorin Andrica
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1.47. FELADAT. Az (xy,)nen+ sorozatot az

1 2
TP vy e N*
n

r1 €ERés xpy1 =

Osszefiiggésekkel értelmezziik. Szamitsd ki a H_)m n®-x, hatarértéket, ha a € R
n o0

egy rogzitett paraméter!

Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1990, Dan Popescu

1.48. FELADAT. Tanulményozd az (z,),en sorozat konvergenciajat, ha
xo = b € (a,2a), és a > 0 rogzitettek, illetve

Tnt1 = a+ oy - (2a —xy), Yn>0.
Spiru Haret és Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1990, Petre N&chila

1.49. FELADAT. Az a és b egynél szigortan nagyobb valds szdmok és xg =

x1 = 1, valamint
Tn
({'/m) g gt Y >0

ahol p € N, p > 2 rogzitett. Bizonyitsd be, hogy az (x,)nen sorozat konvergens!

Spiru Haret és Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1992, Cornel Noan&

1.50. FELADAT. Az (ay)n>1 szigorian pozitiv tagi valos szamsorozat tagjai

teljesitik az

Osszefiiggést, minden 0-t6l kiillénb6z6 n természetes szam esetén. Szamitsd ki
m (L oL 1 srértéket!
a nh_}rrgo NG <a1 +5t Tt an) hatéarértéket!
Spiru Haret Emlékverseny, 1989

1.51. FELADAT. Jeloljon (ay)nen+ egy valos szamsorozatot. Szamitsd ki a
lim n‘% hatarértéket, ha az x, = any2—2a,41+ay, sorozat korlatos, és o > 0

n—oo

rogzitett!

Grigore Moisil Emlékverseny, 1991, Dumitru Acu



10 1. SOROZATOK

1.52. FELADAT. Az (ap)nen+ valos szamsorozat teljesiti az
a1 > 0,a2,; = n(an — ant1),¥n € N*

Osszefiiggésket. Bizonyitsd be, hogy lim n% = e.

n—oo

Megyei olimpia, 1993, Gheorghe Marchitan

2

1.53. FELADAT. Jeloljiikk a,-nel az x* = e egyenlet megoldasainak szaméat

Sp-ben. Bizonyitsd be, hogy ap+1 = ap +n-ap—1, ¥n > 2, majd szamitsd ki a

lim 2z hatarértéket!
n—oo

Megyei olimpia, 1991, Gheorghe Bodea
1.54. FELADAT. Az (ap)nen valos szamsorozat tagjai teljesitik az
ay >1ésan+1:2a,21—1,Vn21

osszefiiggéseket. Szamitsd ki a lim =—*122=2n=l hatarértéket!
n—oo n

Spiru Haret és Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1996

1.55. FELADAT. Az (a,)nen sorozat minden tagja a (0,1) intervallumban

talalhato. Ertelmezziik az
To =0, Tpy1 =b-ap+xn-(1—ap), ¥Vn € N

osszefiiggéseket teljesits (x,)nen sorozatot. Bizonyitsd be, hogy (x,)nen kon-
vergens, majd adjal meg egy sziikséges és elégséges feltételt ahhoz, hogy az

(Zn)nen sorozat hatarértéke b legyen!

Spiru Haret és Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1994

1.56. FELADAT. Tanulmanyozd az zo € [—v/2,2 + /2],

22
xn+1:1+xn—7",VnZO

Osszefiiggésekkel értelmezett sorozat konvergenciajét!

Spiru Haret és Gheorghe Vranceanu Emlékverseny, 1993, Ion Chitescu



