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@ 3 x 50 perc

o Kérdések




Milyen szempontbdl lehet ,hatékony” egy algoritmus?

Algoritmusok
bonyolultsidga




Milyen szempontbdl lehet ,hatékony” egy algoritmus?

Futasi id6
Memériaigény
Tarhelyigény b
Klasszikus algoritmusok esetén nem szoktuk emliteni, de parhuzamositott
algoritmusok esetén ide tartozhat a kommunikacidéhoz sziikséges savszélesség
is (lasd pl. bitcoin banyaszat). Ez fontos szempont lehet barmilyen esetben
ahol adatokat kiildiink interneten keresztiil, példaul webes alkalmazasok
esetén, kliens-szerver architektirakban stb.




Hogyan hasonlithatjuk 6ssze két algoritmus hatékonysagat?

Mi a probléma a direkt idéméréssel?

Algoritmusok
bonyolultsaga




Hogyan hasonlithatjuk 6ssze két algoritmus hatékonysagat?

Mi a probléma a direkt idéméréssel?

Fiigg a szamitégép(halézat) hardware-jétél.

Fligg a hasznalt programozasi nyelvtol.

Fligg a hasznalt optimalizalasi szinttdl.

Fiigg az implementélas médjatdl (pl. paraméteratadas).
Fligg az operacids rendszertol.

Fligg a bemeneti adatok méretétdl és szerkezetétdl.

Algoritmusok
bonyolultsaga




Legrosszabb, legjobb, atlagos esetek

Feladat

Adott egy n elemii a tdmb és egy x érték. Allapitsuk meg, hogy x szerepel-e a
tombben!

Algoritmusok
bonyolultsaga

o Vilasszuk alapmiiveletnek az 6sszehasonlitast!

@ A legjobb esetben rogton az elsé pozicion megtaladljuk a keresett elemet, ekkor
a miveletek szdma 1.

@ A legrosszabb esetben x nem szerepel a tombben, de ezt csak n
osszehasonlitas utan tudjuk megallapitani.

Binaris keresés

o Kis matekezéssel kdnnyedén levezethetd, hogy az atlagos esetben %1

Osszehasonlitasra van szilikséglink.




Algoritmusok novekedési rendje

o A fentiekbdl lekdvetkeztethetjiik, hogy nem érdemes, de nem is lehetséges
pontos, preciz értékeket keresni a futasi id6 megadasara (ez sok esetben a
tobbi hatékonysagi szempontra is igaz).

@ Az esetek tilnyomd tébbségében arra kell szoritkoznunk, hogy a végrehajtasi
id6 nagysagrendjét hatarozzuk meg.

@ Lattuk, hogy ezt kézenfekvé a bemeneti adatok méretének fliggvényében
kifejezni, ezt altaldban n-el jeldljik (vannak esetek, amikor nem elég egy
paraméter a bemeneti adatok méretének kifejezéséhez).

Binaris keresés




Algoritmusok novekedési rendje

Példak a bemeneti adatok méretére

@ Az el6bbi példaban egy vektor volt a bemeneti adat, ilyenkor n a témb
elemeinek szdmat jeldli.

o Két matrix Osszeszorzasakor a matrixok sorainak és oszlopainak szamét
tekintjik a bemeneti adatok méretének.

@ Nagy szdmok 6sszeadasakor a szamok szamjegyeinek szdma a méret.

o Grafelméleti feladatokban altaldban a csomépontok szamat (n) és sokszor az
élek szamat (m) is figyelembe vessziik.




Algoritmusok novekedési rendje

Az alapmiivelet

@ Amikor egy algoritmus hatékonysagat probaljuk meghatarozni futasi ido
szempontjabdl, annak a nagysagrendjét prébaljuk kifejezni, hogy egy adott
alapmiivelet hanyszor hajtédik végre.

Algoritmusok
bonyolultsaga

e Fontos, hogy hogyan valasztjuk meg ezt a miiveletet, s6t el6fordulhat, hogy
tobb alapmiiveletet is kell valasztanunk a pontos eredmény érdekében.

o JellemzGen a , legbelsébb™” miveletekre kell gondolnunk, amelyek a legtobbszor
hajtédnak Végre Binéris keresés




Algoritmusok novekedési rendje

@ Az algoritmusok bonyolultsdgat (komplexitdsat) a bemeneti adatok méretének
(n, m stb.) fuggvényeként irjuk le.

o A képletnek csak a 6 tagjat tartjuk meg, pl. an® 4 bn + c-bdl csak az an’-et, e
mivel az alacsonyabb rendii tagok nagy n-re kevésbé lényegesek. bonyolultséga

@ Szintén figyelmen kiviil hagyjuk a fé tag konstans szorzdjat, mivel nagy
bemenetekre ez is elhanyagolhaté, igy csak n®> marad a fenti példaban.

o Az igy kapott kifejezést nevezziik az algoritmus ndvekedési rendjének.

Binaris keresés

o Altalaban akkor mondjuk, hogy egy algoritmus hatékonyabb egy masiknal, ha
a legrosszabb esetben valé novekedési rendje kisebb.




Aszimptotikus jelolések

© jelolés

e Formalisan
©(g(n)) ={f(n)|Fc1,c2,np > 0:0 < c18(n) < f(n) < cg(n),¥n > ng}

@ Az aszimptotikus jeldlések fliggvények halmazat jeldlik, vagyis matematikailag
Ggy lenne pontos irni, hogy 3n? + 5n+ 2 € ©(n?), de a jeldléseket kicsit
feloldva f(n) = ©(g(n))-t szoktuk hasznalni.

o A O jelolést szavakkal dgy is leirhatjuk, hogy minden n > ng esetén az f(n)
fuggvény — egy allandé szorzétényezétdl eltekintve — egyenld g(n)-el.

Binaris keresés

e Ezt Ggy mondjuk, hogy g(n) aszimptotikusan éles korlatja f(n)-nek.




Aszimptotikus jelolések

© jelolés

e Mas széval az f(n) fliggvény hozzatartozik a ©(g(n)) halmazhoz, ha léteznek
1 és ¢y allanddk tgy, hogy f(n) — elég nagy n-re — beszorithaté c1g(n) és
c2g(n) kozé.

o Grafikusan

59 (B}
£(n)

.
D//c’g(")

A konstans (allandé) bonyolultsagot ©(1)-el jeloljiik, ekkor az algoritmus futasi
ideje nem fligg a bemeneti adatok méretétdl, vagy ha memoriardl beszéliink nem
hasznal n-el aranyos méretli plusz memoriat.




Aszimptotikus jelolések

O jelolés

@ Az O jelolés aszimptotikus felsé korlatot ad.
e O(g(n)) ={f(n)|Fc,no >0:0<f(n) <cg(n),¥n> no}

ag (n)
fin)

o




Mindez a gyakorlatban 2024-ben

@ Mekkora n-re fut le egy ©(n) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt?




Mindez a gyakorlatban 2024-ben

@ Mekkora n-re fut le egy ©(n) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n < 108

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt?




Mindez a gyakorlatban 2024-ben

@ Mekkora n-re fut le egy ©(n) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n < 108

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n < 10000

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) iddbonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt?




Mindez a gyakorlatban 2024-ben

@ Mekkora n-re fut le egy ©(n) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n <108

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n < 10000
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@ Mekkora n-re fut le egy ©(nlog n) idébonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt?




Mindez a gyakorlatban 2024-ben

@ Mekkora n-re fut le egy ©(n) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n <108

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n < 10000

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) iddbonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt? kb. n <500

@ Mekkora n-re fut le egy ©(nlog n) idébonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt? kb. n <5 000 000 S [

@ Mekkora n-re fut le egy ©(log n) idébonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt?




Mindez a gyakorlatban 2024-ben

@ Mekkora n-re fut le egy ©(n) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n <108

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) idébonyolultsagii algoritmus par masodperc
alatt? kb. n < 10000

o Mekkora n-re fut le egy ©(n?) iddbonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt? kb. n <500

@ Mekkora n-re fut le egy ©(nlog n) idébonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt? kb. n < 5000 000 Binaris keresés

@ Mekkora n-re fut le egy ©(log n) idébonyolultsagi algoritmus par masodperc
alatt? Gyakorlatilag barmekkorara :)




Az algoritmus altal feldolgozott adatok szamara szlikséges
memdéria mérete

@ Gyakran el6fordul, hogy egy program a bemeneti és kimeneti adatokon kiviil,
ideiglenesen létrehozott adatszerkezetekkel is dolgozik.

@ Amikor egy algoritmus memériabonyolultsagardl beszéliink, akkor altaldban
ezekre gondolunk, tehdt a bemeneti adatok térolasara sziikséges memoriat Algoritmusok

bonyolultsaga

nem vessziik figyelembe.

o Példaul ha egy segédmatrixot hasznélna az algoritmusunk, a
memériabonyolultsdg ©(n?) lenne.

@ Ha egy algoritmus feldolgozas kézben csak konstans méretii plusz memériat
vesz igénybe (vagyis memoriabonyolultsaga ©(1)), azt mondjuk, hogy helyben
dolgozik. Ekkor a lefoglalt memdria mérete nem fiigg a bemeneti adatok
méretétdl.

Binaris keresés




Bonyolultsagi osztalyok

@ Az informatikaban megjelend feladatokat kilonb6z6 bonyolultsagi osztalyokba
sorolhatjuk, ezek koziil szamunkra a legfontosabbak a P, az NP és az
NP-teljes osztalyok.

@ A P vagy PTIME bonyolultsagi osztalyba azok a feladatok tartoznak, melyek
megoldhatbak polinomiélis idében, vagyis a legrosszabb esetben vett Algoritmusok
id8bonyolultsaguk n®®) forméaban irhaté. Példaul: osztja-e egyik szam a S
masikat; annak ellendrzése, hogy egy szam prim-e

@ A matematikai precizitast elhagyva, kéznyelvileg mondhatjuk, hogy az NP
bonyolultsagi osztalyba azok a feladatok tartoznak, melyek eredménye
ellendrizhet6 polinomidlis idében. Példaul: a Hamilton-kor |étezésének
kérdésében a csiicsok egy sorozatardl konnyen ellenérizhetd, hogy egy
Hamilton-kort irnak-e le; ha a kérdés az, hogy ki tudunk-e pontosan fizetni egy
adott Osszeget bizonyos érmékkel, a kivalasztott érmék értékeit csak ssze kell
adnunk az ellendrzéshez.

Binaris keresés




P és NP kapcsolata

P = NP vagy P # NP?

Kénnyen belathatd, hogy P C NP, de az maig nyitott kérdés, hogy a két
feladatosztaly egyenlé-e, vagy P C NP. A szakérték tilnyomd tébbsége szerint a
masodik eset all fenn, de ezt még nem sikeriilt bizonyitani.

Binaris keresés




NP-teljes feladatok

e Az NP-teljes feladatok a legnehezebb (legaltalanosabb) feladatok az NP
osztalybol.

e Barmelyik NP feladat levezethetd (redukalhatd) barmely NP-teljes feladatra.
o Ebbdl kovetkezik, hogy az NP-teljes feladatok egymasra redukalhatéak.




Konnyli és nehéz feladatok

o Altalaban azokat a feladatokat tekintjuk kénnyen megoldhaténak (tractable),
amelyek megoldasara ismeriink polinomiélis idejli algoritmust, vagyis a P
feladatosztalyba tartoznak.

Algoritmusok

o Ezekkel ellentétben vannak a nehezen megoldhaté (intractable) feladatok,
melyeknek legfontosabb csoportjat az NP-teljes feladatok képezik.

bonyolultsaga

o Az NP-teljes feladatokat azért fontos ismerni, mert ha egy feladatrdl tudjuk,
hogy nehezen megoldhatd, abbdl kévetkezik, hogy nagy eséllyel nincs értelme
polinomialis megoldasi algoritmust keresniink ra.

Binéris keresés
@ Ismeretlen feladatokrdl is gyakran gy bizonyitjuk, hogy nehezen
megoldhatodak, hogy levezetjiik ket egy ismert NP-teljes feladatra.




Mihez kezdhetliink a nehéz feladatokkal?

@ Kis bemenetekre alkalmazhatunk nyers erdre, vagy visszalépéses keresésre
alapulé megkozelitéseket.

@ Ha egy gyorsan el6allithaté megoldasra van sziikségiink, valamilyen greedy
heurisztikan alapulé stratégia j6 valasztas lehet. Algoritmusok

bonyolultsdga

@ Bizonyos feladatokra léteznek kozelité algoritmusok, amelyek garantalt
hibaszazalékon beliil maradnak az optimumhoz képest.

o Valamivel nagyobb futasi id6t igényelnek, de sokszor lényegesen jobb
megoldasokkal szolgalnak, a mesterséges intelligencia teriiletérdl ismert
kiildnb6z6 metaheurisztikak. Ezek egy része nemdeterminisztikus algoritmus,
vagyis véletelenszamokra alapszik, igy két egymas utani futds nem mindig ad
azonos eredményt.

Binaris keresés




Mennyi az aldbbi algoritmus idébonyolultsdga?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j = 1, n végezd el:
Kiir: 7%’
VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes valasz:




Mennyi az aldbbi algoritmus idébonyolultsdga?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j = 1, n végezd el:
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VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes valasz: ©(n?)




Mennyi az aldbbi algoritmus idébonyolultsdga?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j = i, n végezd el:
Kiir: 7%’
VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes valasz:




Mennyi az aldbbi algoritmus idébonyolultsdga?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j = i, n végezd el:
Kiir: 7%’
VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes valasz: ©(n?)




Mennyi az alabbi algoritmus idébonyolultsaga?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j = i, n, i végezd el:
Kiir: 7%’
VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes valasz:




Mennyi az alabbi algoritmus idébonyolultsaga?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j = i, n, i végezd el:
Kiir: 7%’
VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes vélasz: { + .+%:n~(%—|—...+%):@(nlogn)

[SIE]
+




Mennyi az alabbi algoritmus idébonyolultsaga?

i=n
AMIG i > 1 végezd el:
MINDEN j = 1, i végezd el:
Kiir: 7%’
VEGE (Minden)
i=1i/2
VEGE (Amig)

Helyes valasz:




Mennyi az alabbi algoritmus idébonyolultsaga?

i=n
AMIG i > 1 végezd el:

MINDEN j = 1, i végezd el:

Kiir: 7%’

VEGE (Minden)

i=1i/2
VEGE (Amig)

i

Helyes valasz: & + & +...+ % =n- (5 + ...+ 3r) = ©(n), ahol k ~ [log, n]




Legyen a kovetkezd algoritmus, amelynek paramétere az n, nullatdl kiillonb6zé természetes szam és
amely egy természetes szdmot térit vissza.

Algoritmus f(n):
jen
Amig j > 1 végezd el
ie1
Amig i < n végezd el
ie2*i
vége(amig)

j «j DIV 3
vége(amig)
visszatérit j

Vége(algoritmus)

A kovetkezé bonyolultsagi osztalyok koziil melyikhez tartozik hozza a fenti algoritmus
idébonyolultsaga?

@ O(log, n)
O O(log3n)
@ O(login)

@ O(log, logz n)
Helyes valasz:




Legyen a kovetkezd algoritmus, amelynek paramétere az n, nullatdl kiillonb6zé természetes szam és
amely egy természetes szdmot térit vissza.

Algoritmus f(n):
jen
Amig j > 1 végezd el
ie1
Amig i < n végezd el
ie2*i
vége(amig)

j «j DIV 3
vége(amig)
visszatérit j

Vége(algoritmus)

A kovetkezé bonyolultsagi osztalyok koziil melyikhez tartozik hozza a fenti algoritmus
idébonyolultsaga?

@ O(log, n)
O O(log3n)
@ O(login)

@ O(log, logz n)
Helyes valasz: b, ¢




Az aldbbi algoritmusok koziil melyek implementalhatdk (gy, hogy idébonyolultsaguk linearis legyen
(O(n)?

@ Egy elem szekvencidlis keresése egy n szdmot tartalmazé vektorban

@ Egy n szdmot tartalmazé egydimenziés témb rendezése besziird rendezéssel

@ A legnagyobb érték megkeresése egy n szdmot tartalmazé nem rendezett vektorban

@ Egy n soros és n oszlopos négyzetes matrix f6atléjan taldlhaté elemek dsszegének kiszamitasa

Helyes valasz:




Az aldbbi algoritmusok koziil melyek implementalhatdk (gy, hogy idébonyolultsaguk linearis legyen
(O(n)?

@ Egy elem szekvencidlis keresése egy n szdmot tartalmazé vektorban

@ Egy n szdmot tartalmazé egydimenziés témb rendezése besziird rendezéssel

@ A legnagyobb érték megkeresése egy n szdmot tartalmazé nem rendezett vektorban

@ Egy n soros és n oszlopos négyzetes matrix f6atléjan taldlhaté elemek dsszegének kiszamitasa

Helyes valasz: a, c, d




Adott az £(x, n) algoritmus, ahol x és n természetes szdmok (0 < n < 10000,0 < x < 10000)
1. Algorithm f(x, n):

2 If n = 0 then

3. return 1

4. EndIf

5 m <« n DIV 2

6 p « f(x, m)

7 If n MOD 2 = O then
8. return p * p

9. EndIf
10. return x * p * p
11.EndAlgorithm

Feltételezve, hogy minden szorzasi és osztasi miivelet végrehajtasanak ideje konstans, mit
mondhatunk az algoritmus idébonyolultsagardl?

@ Az id8bonyolultsag fiigg az x és n paraméterektdl.

@ Az idébonyolultsdg nem fligg az x paramétertdl.

@ Az idébonyolultsdg O(loglog n).

@ Az id8bonyolultsag logaritmikus az n paraméter fiiggvényében (O(logn)).

Helyes valasz:




Adott az £(x, n) algoritmus, ahol x és n természetes szdmok (0 < n < 10000,0 < x < 10000)
1. Algorithm f(x, n):

2 If n = 0 then

3. return 1

4. EndIf

5 m <« n DIV 2

6 p « f(x, m)

7 If n MOD 2 = O then
8. return p * p

9. EndIf
10. return x * p * p
11.EndAlgorithm

Feltételezve, hogy minden szorzasi és osztasi miivelet végrehajtasanak ideje konstans, mit
mondhatunk az algoritmus idébonyolultsagardl?

@ Az id8bonyolultsag fiigg az x és n paraméterektdl.

@ Az idébonyolultsdg nem fligg az x paramétertdl.

@ Az idébonyolultsdg O(loglog n).

@ Az id8bonyolultsag logaritmikus az n paraméter fiiggvényében (O(logn)).

Helyes valasz: b, d




Adott az alabbi kédrészlet. Adjatok meg, hogy hanyszor lesz kiirva az 'UBB’ karakterlanc, tudva,
hogy n = 3%, ahol k természetes szam (1 < k < 30)?
jen
While j > 1 execute
ie1
While i < n execute
ie3%d

Write 'UBB'

Endwhile

j « j DIV 3
Endwhile
Q ¥
Q k-3F
Q@ kk+1)
Q 3k

Helyes valasz:




Adott az alabbi kédrészlet. Adjatok meg, hogy hanyszor lesz kiirva az 'UBB’ karakterlanc, tudva,
hogy n = 3%, ahol k természetes szam (1 < k < 30)?
jen
While j > 1 execute
ie1
While i < n execute
ie3%d

Write 'UBB'

Endwhile

j « j DIV 3
Endwhile
Q ¥
Q k-3F
Q@ kk+1)
Q 3k

Helyes valasz: ¢




Melyik bonyolultsagi osztaly irja le legpontosabban az alabbi algoritmus idébonyolultsagat?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j =i + 1, n végezd el:
segéd = n
AMIG (segéd > 3) végezd el:
segéd = segéd / 4
VEGE (Amig)
VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes vélasz:




Melyik bonyolultsagi osztaly irja le legpontosabban az alabbi algoritmus idébonyolultsagat?

MINDEN i = 1, n végezd el:
MINDEN j =i + 1, n végezd el:
segéd = n
AMIG (segéd > 3) végezd el:
segéd = segéd / 4
VEGE (Amig)
VEGE (Minden)
VEGE (Minden)

Helyes vélasz: ©(n®log n)




Mennyi a besziiré rendezés memériabonyolultsidga a legrosszabb esetben?
@ ©
Q ©
Q@ ©
Q@ O(nlogn)
Q o)

Helyes valasz:




Mennyi a besziiré rendezés memériabonyolultsidga a legrosszabb esetben?
@ ©
Q ©
Q@ ©
Q@ O(nlogn)
Q o)

Helyes valasz: a




Az aldbbiak kozil melyik bonyolultsigi osztalyokhoz tartozik a binaris keresés id6bonyolultsdga
legrosszabb esetben?

O(logn)
©(n)
©(nlogn)
O(log n)
O(n)
O(nlog n)

Helyes valasz:




Az aldbbiak kozil melyik bonyolultsigi osztalyokhoz tartozik a binaris keresés id6bonyolultsdga
legrosszabb esetben?

O(logn)
©(n)
©(nlogn)
O(log n)
O(n)
O(nlog n)

Helyes valasz: a, d, e,




Mennyivel né a szdm1416 valtozd értéke miutdn az aldbbi alprogramot P(1) alakban hivjuk meg?
Feltételezhetjiik, hogy az algoritmus helyesen lefut és n paros szam.

ALGORITMUS P(i)
HA (i > n) akkor
szamlalé = szamlalo + n
KULONBEN
P(i + 2)
P + 2)
P(i + 2)
VEGE (Ha)
VEGE (Algoritmus)

Helyes valasz:




Mennyivel né a szdm1416 valtozd értéke miutdn az aldbbi alprogramot P(1) alakban hivjuk meg?
Feltételezhetjiik, hogy az algoritmus helyesen lefut és n paros szam.

ALGORITMUS P(i)
HA (i > n) akkor
szamlalé = szamlalo + n
KULONBEN
P(i + 2)
P + 2)
P(i + 2)
VEGE (Ha)
VEGE (Algoritmus)

z o
Helyes valasz: n- 32




Legyen a kovetkezd algoritmus, amelynek paramétere az n, nullatdl kiillonb6zé természetes szam és
amely egy természetes szdmot térit vissza.

Algoritmus f(n):
jen
Amig j > 1 végezd el
iel
Amig i < n* végezd el
iea*i
vége(amig)

j « 3 DIV 2
vége(amig)
visszatérit j

Vége(algoritmus)

A kdvetkezé bonyolultsagi osztalyok koziil melyikhez tartozik hozza a fenti algoritmus
idébonyolultsaga?

Q O(log, ”2)
O O(log; n%)
@ O(log;n)

@ O(log; log, n)
Helyes valasz:




Legyen a kovetkezd algoritmus, amelynek paramétere az n, nullatdl kiillonb6zé természetes szam és
amely egy természetes szdmot térit vissza.

Algoritmus f(n):
jen
Amig j > 1 végezd el
iel
Amig i < n* végezd el
iea*i
vége(amig)

j « 3 DIV 2
vége(amig)
visszatérit j

Vége(algoritmus)

A kdvetkezé bonyolultsagi osztalyok koziil melyikhez tartozik hozza a fenti algoritmus
idébonyolultsaga?

Q O(log, ”2)
O O(log; n%)
@ O(log;n)

Q@ O(log, log, n)
Helyes valasz: b, ¢




BONUSZ

Allapitsd meg az alabbi alprogram bonyolultsagat n fiiggvényében a © jeldlést hasznalva, ha a
kezdeti hivads B(1, n)!

ALGORITMUS B(bal, jobb)
HA (bal < jobb) akkor
hossz = jobb - bal
B(bal + hossz / 4, (bal + jobb) / 2)
B(jobb - hossz / 4 + 1, jobb)
i=0
AMIG (hossz > i) végezd el:
hossz = hossz / 3
i=i/2
VEGE (Amig)
VEGE (Ha)
VEGE (Algoritmus)

Helyes valasz:




BONUSZ

Allapitsd meg az alabbi alprogram bonyolultsagat n fiiggvényében a © jeldlést hasznalva, ha a
kezdeti hivads B(1, n)!

ALGORITMUS B(bal, jobb)
HA (bal < jobb) akkor
hossz = jobb - bal
B(bal + hossz / 4, (bal + jobb) / 2)
B(jobb - hossz / 4 + 1, jobb)
i=0
AMIG (hossz > i) végezd el:
hossz = hossz / 3
i=i/2
VEGE (Amig)
VEGE (Ha)
VEGE (Algoritmus)

Helyes valasz: ©(1/n) (a Mester tétel alapjan)




Binaris keresés

Feladat

Adott egy n egész szambél allé szigorian novekvd sorozat. Allapitsuk meg egy
adott szam helyét a sorozatban! Ha az illeté6 szdm nem taldlhaté meg a sorozatban,
frjunk k| megfe|e|6 Uzenetetl Algoritmusok

bonyolultsaga

Példa: [1 4511 12 13 25]

Ha a keresett szdm a 13-as, visszatéritjiik, hogy ez a 6. pozicién talalhaté.

Ha a keresett szam a 14-es, visszatéritjiik, hogy ez nem taldlhaté meg a sorozatban.
Megjegyzés: A bindris keresés mddszere ennél altaldnosabb, hasznalhaté a Binaris keresés
legkisebb elem helyének meghatarozasara, amely nagyobb mint a keresett elem,
vagy a legnagyobb elem helyének a meghatarozasara, amely kisebb, mint a keresett
elem. A sorozat lehet implicit is, példaul egy folytonos valés fiiggvény.




Binaris keresés

Elemzés

Az elemet a sorozat kdzepén fogjuk elGszor keresni, egyre csokkentjik az aktualis
sorozatot, amelyben a keresést végezziik ennek a végeit a bal és jobb valtozdk
jelzik, kezdetben bal = 1, jobb = n. Harom eset lehetséges: AT

bonyolultsaga

@ Ha keresett = alkdézépl, megtaldltuk az elemet a k6zép indexen.

@ Ha keresett < alkdézépl, mivel a sorozat rendezett, az elemet az aktuélis
sorozat elsé felében keressiik tovabb a bal..kézép - 1 intervallumban.

© Ha keresett > alkozép], a keresett szamot az aktuadlis sorozat masodik Biniris kereste
felében keressiik tovabb a kézép + 1..jobb intervallumban.




Binaris keresés

Elemzés

o A feladat atalakul ugyan két részfeladattd, de ezek koziil csak az egyiket kell
megoldani.

o lgy nem lesz sziikség a Divide et impera utolsé |épésére, az eredmények
Osszerakasara.

@ Ennek koszonhetden a binaris keresés iterativan is konnyedén implementalhaté.

@ Ha az aktudlis sorozat liressé valt, azt jelenti, hogy a keresett elem nem
taldlhaté meg a bemeneti sorozatban.

Binaris keresés




Binaris keresés (rekurzivan)
Pszeudokéd

ALGORITMUS BinKeresRek(bal, jobb, keresett, a)
HA (bal > jobb) akkor
VISSZATERIT: -1 //a keresett elem nincs a sorozatban
KULONBEN

Binaris keresés




Binaris keresés (rekurzivan)
Pszeudokéd

kézép = (bal + jobb) / 2
HA (keresett > alkézép]) akkor
VISSZATERIT: BinKeresRek(kézép + 1, jobb, keresett, a)
KULONBEN
HA (keresett < alkézép]) akkor
VISSZATERIT: BinKeresRek(bal, kozép - 1, keresett, a)
KULONBEN
VISSZATERIT: kézép
VEGE (Ha) R
VEGE (Ha)
VEGE (Ha)
VEGE (Algoritmus)




Binaris keresés (iterativan)
Pszeudokéd

ALGORITMUS BinKeresIt(bal, jobb, keresett, a)
bal =1
jobb = n
megvan = HAMIS

Binaris keresés




Binaris keresés (iterativan)
Pszeudokéd

AMIG ((NEM megvan) ES (bal <= jobb)) végezd el:
kézép = (bal + jobb) / 2
HA (keresett > alkézépl)
bal = koézép + 1
KULONBEN
HA (keresett < alkézépl)
jobb = kézép - 1
KULONBEN
megvan = IGAZ Binaris keresés
VEGE (Ha)
VEGE (Ha)
VEGE (Amig)




Binaris keresés (iterativan)
Pszeudokéd

HA (NEM megvan) akkor
VISSZATERIT: -1
KULONBEN
VISSZATERIT: kézép
VEGE (Ha)
VEGE (Algoritmus)

Binaris keresés




Altalanositott (diszkrét) bindris keresés

@ Legyen T egy tulajdonsag melyet a tomb elemein értelmeziink.

o Feltételezziik, hogy kezdetben a bal indexen taldlhaté elem nem rendelkezik a
T tulajdonsaggal, mig a jobb indexen talalhaté rendelkezik a T tulajdonsaggal
(bal < jobb).

o Ekkor a binaris keresés ezen valtozata taladl két szomszédos elemet
(jobb — bal = 1), tgy, hogy T(bal) = HAMIS és T(jobb) = IGAZ

@ Vegylik észre, hogy az algoritmus akkor is helyesen miikédik, ha a sorozatban
tobb mint egy ,valtasi pont” van.

nem T T
bal jobb
nem T nemT| T T

bal  jobb

Binaris keresés




Altalanositott (diszkrét) binaris keresés
Pszeudokéd

ALGORITMUS AltalanosBinKereses(bal, jobb, T)
AMIG (jobb - bal > 1)
kézép = (bal + jobb) / 2
HA (T(kézép))
jobb = koézép
KULONBEN
bal = kézép
VEGE (Ha)
VEGE (Amig)
VEGE (Algoritmus)

Binaris keresés




Altalanositott (diszkrét) bindris keresés
Példak

o A klasszikus binaris keresést gy kapjuk az altalanosbédl, hogy a tomb két
végére strazsat allitunk (a[0] = —oo, aln + 1] = o0), kezdetben bal = 0 és
jobb = n+ 1 és a tulajdonsagot a kovetkez6 médon vessziik fel:

T(i) = a[i] > keresett

@ Az algoritmus futdsa utan a keresett index a jobb valtozéban lesz. Ha
a[jobb] # keresett, akkor a keresett elem nem szerepel a tdmbben és
visszatérithetiink —1-et. Binaris keresés




Binaris keresés C+-+-ban

1 #include <iostream>

2  #include <vector>

3  #include <algorithm>

4

5 using namespace std;

6

7 int main()

8 {

9 vector <int>a = {1, 3, 3, 5};

10

11 cout << lower_bound(a.begin(), a.end(), 3) — a.begin() << endl; //1
12 cout << lower_bound(a.begin(), a.end(), 4) — a.begin() << endl; //3
13

14 cout << upper_bound(a.begin(), a.end(), 3) — a.begin() << endl; //3
15 cout << upper_bound(a.begin(), a.end(), 4) — a.begin() << endl; //3
16

17 cout << equal_range(a.begin(), a.end(), 3).first — a.begin() << endl; //1 Binaris keresés
18 cout << equal_range(a.begin(), a.end(), 3).second — a.begin() << endl; //3
19

20 //C++20-1ig

21 cout << binary_search(a.begin(), a.end(), 3) << endl; //TRUE

22 cout << binary_search(a.begin(), a.end(), 4) << endl; //FALSE




Ternaris keresés

o Egy olyan sorozat minimumat kereshetjilk meg vele, amely elébb csokken,
majd novekszik. Szimmetrikus médon egy olyan sorozat maximumat is, amely
elébb novekszik, majd csokken.

Algoritmusok

@ Harom harmadra osztjuk az intervallumot és attdl fliggden, hogy a két JRavi e
»harmadolé pontban” milyen értékek vannak, az egyik harmadot
»eldobhatjuk”.

@ Akkor allunk meg, amikor az intervallum hossza elérte a harom elemet, ekkor a
megmaradt harom elem kozott lesz a keresett érték. Binaris keresés




Ternaris keresés

1 #include <iostream>

2 #include <vector>

3

4 using namespace std;

5

6 int main()

7

8 vector <int> a = {8, 1, 3, 4, 5};

9

10 int bal = 0, jobb = a.size() — 1;

11 while (jobb — bal > 2)

12 {

13 int k1 = bal + (jobb — bal) / 3;

14 int k2 = bal + 2 % (jobb — bal) / 3;

15 if (a[kl] < a[k2]) jobb = k2;

16 else bal = k1; Binéris keresés
17 }

18 cout << min({a[bal], a[bal + 1], a[jobb]}) << endl;




Legyen a biivés(x) algoritmus, ahol x természetes szdm (1 < x < 32000):
Algorithm biivos(x):
bal « 1
jobb « x
While bal < jobb execute
kozép « (bal + jobb) DIV 2
If kozép * kozép = x then
return True
EndIf
If kozép * kozép < x then
bal « kézép + 1
else
jobb « kézép - 1
EndIf
EndWhile
return False
EndAlgorithm

Allapitsatok meg, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak!
@ Az x barmely 10-nél szigortian kisebb értékére az algoritmus False-t térit vissza
@ Az algoritmus tdrzstényezdkre bontja az x szdmot
© Az algoritmus True-t térit vissza, ha az x szdm négyzetszam.
@ Az algoritmus nem térit vissza True-t az x egyetlen megengedett értékére sem.

Helyes vélasz:




Legyen a biivés(x) algoritmus, ahol x természetes szdm (1 < x < 32000):
Algorithm biivos(x):
bal « 1
jobb « x
While bal < jobb execute
kozép « (bal + jobb) DIV 2
If kozép * kozép = x then
return True
EndIf
If kozép * kozép < x then
bal « kézép + 1
else
jobb « kézép - 1
EndIf
EndWhile
return False
EndAlgorithm

Allapitsatok meg, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak!
@ Az x barmely 10-nél szigortian kisebb értékére az algoritmus False-t térit vissza
@ Az algoritmus tdrzstényezdkre bontja az x szdmot
© Az algoritmus True-t térit vissza, ha az x szdm négyzetszam.
@ Az algoritmus nem térit vissza True-t az x egyetlen megengedett értékére sem.

Helyes vélasz: ¢




Jancsinak implementélnia kell a binaris keresés algoritmusat, amellyel meg kell keresnie egy a elemet az n
elemii, egész szamokat tarold, névekvéen rendezett V sorozatban (1 < n < 1000)(V([1], V[2],... V[n]).
Jancsi a kdvetkezd algoritmust irta:
Algoritmus binarisKeresés(a, n, V):
bal « 1
jobb « n
Amig jobb - bal > 1 végezd el
kdzép « (bal + jobb) DIV 2
Ha a < V[kozép] akkor
jobb « kozép
kiilonben
bal « kozép
vége(ha)
vége(amig)
visszatérit jobb
Vége(algoritmus)

Dontsétek el, hogy a kévetkezé allitasok koziil melyek igazak:
© Ha n=1, akkor az algoritmus mindig 1-et térit vissza.
0 Barmely n > 1-re, ha a kisebb a sorozat minden eleménél, a Jancsi algoritmusa 1-et térit vissza.

@ Ha az a érték megtalalhaté a sorozatban, a Jancsi algoritmusa NEM mindig tériti vissza az a
poziciéjat (indexét a V vektorban).

© Ha n>1és anagyobb a sorozat minden eleménél, a Jancsi algoritmusa az n értékét tériti vissza.

Helyes valasz:




Jancsinak implementélnia kell a binaris keresés algoritmusat, amellyel meg kell keresnie egy a elemet az n
elemii, egész szamokat tarold, névekvéen rendezett V sorozatban (1 < n < 1000)(V([1], V[2],... V[n]).
Jancsi a kdvetkezd algoritmust irta:
Algoritmus binarisKeresés(a, n, V):
bal « 1
jobb « n
Amig jobb - bal > 1 végezd el
kdzép « (bal + jobb) DIV 2
Ha a < V[kozép] akkor
jobb « kozép
kiilonben
bal « kozép
vége(ha)
vége(amig)
visszatérit jobb
Vége(algoritmus)

Dontsétek el, hogy a kévetkezé allitasok koziil melyek igazak:
© Ha n=1, akkor az algoritmus mindig 1-et térit vissza.
0 Barmely n > 1-re, ha a kisebb a sorozat minden eleménél, a Jancsi algoritmusa 1-et térit vissza.

@ Ha az a érték megtalalhaté a sorozatban, a Jancsi algoritmusa NEM mindig tériti vissza az a
poziciéjat (indexét a V vektorban).

© Ha n>1és anagyobb a sorozat minden eleménél, a Jancsi algoritmusa az n értékét tériti vissza.

Helyes valasz: a, c, d




Melyek lehetnek egy olyan vektor elemei, amelyre, ha alkalmazzuk a binaris keresés algoritmusat és a 36-os
értéket keressiik, az 6sszehasonlitasok egymas utan rendre a 12, 24, 36 értékekkel torténnek?

@ 2 4,7, 12, 24,36, 50

Q 2 4, 8,9, 12, 16, 20, 24, 36, 67
Q@ 4.8,9 12, 16, 24, 36

Q@ 12, 24, 36, 42, 54, 66

Helyes valasz:




Melyek lehetnek egy olyan vektor elemei, amelyre, ha alkalmazzuk a binaris keresés algoritmusat és a 36-os
értéket keressiik, az 6sszehasonlitasok egymas utan rendre a 12, 24, 36 értékekkel torténnek?

@ 2 4,7, 12, 24,36, 50

Q 2 4, 8,9, 12, 16, 20, 24, 36, 67
Q@ 4.8,9 12, 16, 24, 36

Q@ 12, 24, 36, 42, 54, 66

Helyes valasz: b, ¢




Legyen a verifica(n, pl, p2) algoritmus, ahol n, pl és p2 természetes szamok (1 < n, p1,p2 < 106).
Algorithm verifica(n, pl, p2):
bt « (p1 + p2) DIV 2
If pl > p2 then
Return False
EndIf
If bt * bt = n then
Return True
EndIf
If bt * bt > n then
Return verifica(n, pl, bt - 1)
EndIf
Return verifica(n, bt + 1, p2)
EndAlgorithm
A kovetkezd allitasok kozil melyek igazak?
@ Ha pl,p2 és n relativ primek, akkor a verifica(n, pl, p2) hivas True-t térit vissza.

@ Az algoritmus a bindris keresés médszerét alkalmazza és ha n primszdm, a verifica(n, 1, n) hivas
True-t térit vissza.

e A verifica(n, 1, n) hivas akkor és csakis akkor térit vissza True-t, ha az n négyzetszam.

@ Hapl<n<p2ésalpl,n]és [n,p2] intervallumokban létezik legaldbb egy-egy négyzetszam, akkor
a verifica(n, pl, p2) hivas True-t térit vissza.

Helyes valasz:




Legyen a verifica(n, pl, p2) algoritmus, ahol n, pl és p2 természetes szamok (1 < n, p1,p2 < 106).
Algorithm verifica(n, pl, p2):
bt « (p1 + p2) DIV 2
If pl > p2 then
Return False
EndIf
If bt * bt = n then
Return True
EndIf
If bt * bt > n then
Return verifica(n, pl, bt - 1)
EndIf
Return verifica(n, bt + 1, p2)
EndAlgorithm
A kovetkezd allitasok kozil melyek igazak?
@ Ha pl,p2 és n relativ primek, akkor a verifica(n, pl, p2) hivas True-t térit vissza.

@ Az algoritmus a bindris keresés médszerét alkalmazza és ha n primszdm, a verifica(n, 1, n) hivas
True-t térit vissza.

e A verifica(n, 1, n) hivas akkor és csakis akkor térit vissza True-t, ha az n négyzetszam.

@ Hapl<n<p2ésalpl,n]és [n,p2] intervallumokban létezik legaldbb egy-egy négyzetszam, akkor
a verifica(n, pl, p2) hivas True-t térit vissza.

Helyes vélasz: ¢




Legyen a kdvetkezd jaték: az egyik jatékos (Jatékosl) gondol egy 1 és 1000 kdzotti természetes szamra. A
masik jatékosnak (J4tékos2) ki kell taldlnia ezt a szdmot minél kevesebb prébalgatassal. A titkos szam
,birtokosa” (Jatékosl) egy-egy taldlgatasra csak annyit valaszol, hogy a titkos szam kisebb vagy nagyobb
mint a masik jatékos (Jatékos2) altal feltételezett szam.

[rjunk programot amely a fenti jatékot szimulalja, Ggy, hogy a programunk a Jatékos2, azaz 6 talalja ki a
felhasznalé titkos szaméat. Nem tippelhetiink tobb mint 10-szer.




Adott az a[1], a[2]....a[n](n > 1) kiilénbdz8 természetes szdmokat tartalmazé csdkkend sorozat és az x
természetes szam. [rjatok algoritmust pszeudokédban, melynek idébonyolultsiga O(logan) és amely
visszatériti azt a poz poziciét, amelyen az x elem megjelenik az a sorozatban (ha x megjelenik a
sorozatban), vagy azt a poziciét, amelyre x-et be kellene szlrni az a sorozatba dgy, hogy az elemek
csokkend sorrendje megmaradjon. Indokoljatok az algoritmus bonyolultsdgat. Megjegyzés: Egy elem

beszirasa a k. poziciéra feltételezi a k, k + 1, ..., n poziciékén 1évs elemek egy poziciéval val6 jobbra toldsat
és a sorozat hosszanak ndvelését.

Példa. Ha n = 4 és az a sorozat (14, 12, 9, 5) akkor:
@ ha x = 15 a visszatéritett érték poz=1, mivel a 15 beszirasa utén a sorozat (15, 14, 12, 9, 5);
@ ha x = 11 a visszatéritett érték poz=3, mivel a 11 beszirasa utén a sorozat (14, 12, 11, 9, 5);

@ ha x = 12 a visszatéritett érték poz=2, mivel 12 mar megjelenik a 2. pozicién.

Algoritmu
bonyolu

Binaris




Legyen két sorozat, amelyeknek elemei kiilonb6z6 természetes szamok: az a sorozat elemeinek szdma n
(0 < n <100 000), a b sorozat elemeinek szdma m (0 < m < 100 000) és ndvekv6en rendezett.
Hatdrozzuk meg azt a c sorozatot amely a két sorozat minden kdzds elemét egyszer tartalmazza.

Példa
Bemenet Kimenet
4 3
5-7-23 5-23
5
-235738




Adott egy n elemii témb, mely 32 bites el6jeles egész szamokat tartalmaz és egy x 32 bites eldjeles egész
szam. Hatadrozzuk meg, hogy létezik-e két olyan eleme a tdmbnek, melyek dsszege pontosan x.
Alkalmazzunk binéris keresést! Ha tobb megoldas létezik, irjuk ki a lexikografikusan elsét

Példa

Bemenet Kimenet
5 12 1

1 45

2
16
4
8




Adott n elemii a sorozat, melyre igaz, hogy a1 > a2 és a,—1 < an (3 < n <1000, a; # aj+1,Vi=1,n—1).
Lokalis minimumnak neveziink minden olyan a; elemet, amelyre a;_1 > a; < aj41 ési=2,n— 1.

Hatarozzunk meg egy tetszdleges lokalis minimumot egy tdmbben, melynek kezdetben ismeretlenek az
elemei! Nem kérhetjiik le tobb mint 25 elem értékét.




Egy f fiiggvény gydkének azt az x pontot nevezziik, amelyre f(x) = 0. Egy f fliggvény lineéris, ha

f(x) = ax + b formaban irhatd, ahol a, b € R, a # 0. Hatdrozzuk meg oszd meg és uralkodj médszerrel egy
lineéris fiiggvény x gydkét 100 pontossaggal, tudvan, hogy x > 0. Nem kérhetjiik le a fiiggvény értékét
tobb, mint 100-szor.
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