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SOROZATOK ES FUGGVENYEK HATARERTEKE
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1. SOROZATOK HATARERTEKE

1.1. Miiveleti 6tletekkel kiszamolhaté hatarértékek (konjugilas, teleszképikus 6sszegek, Cesaro—
Stolz-tétel, Cauchy—d’Alembert-tétel).

Tétel (Cesaro-Stolz). Ha a (by)nen sorozat szigorian novekvd, korldtlan és létezik a lim I)"La” hatdrérték,
n—oo
a

- hatarérték is és

akkor létezik a lim Bl

n—oo
.a L Qpe1 — @

lim =% = lim -2F iy
n—oo b,  n—o0 by — by

Tétel. (Cauchy-d’Alembert) Ha a, > 0, Vn € N és létezik a lim “ hatdrérték, akkor létezik a lim /ay,

n—o00 n n—o00
hatarérték is és

. . an+1
lim ¥a, = lim ntl

n—o00 n—00 (U
1. Szamitsd ki a kovetkez6 hatarértékeket!

2 In 2+ 251 In 34+ In(n+1)

(a) 1 (W* V) (\/7) () L G s A T D)
(b) (W—W) (i) lim ¥l

(c) (\/n3+n VnZ —n); () Jim @§

(d) hm <E+Tﬁ+"'+m)§ (k) lim Inn;

© sgrgo<ﬁ+ﬁ+---+m>; 0 fim, /mGal

() lim (F+2+ 5+ + 52); (m) lim L 3/fn D) +2)-.(n + n);
(g) nh_}rr;o L4204tn” hap € N; () lim §/ 2

2. Igazold, hogy ha hm Tp = x, akkor lim w = z. Igaz-e az allitds forditottja?
n—oo

3. Igazold, hogy ha z, > 0 minden n € N esetén és ha lim z, = x, akkor
n—oo

lim Yzix9...2, = .

n—oo

Igaz-e az allitas forditottja?

1.2. Majoralasi kritériummal és fogé6-tétellel kiszamolhaté hatarértékek.

Tétel (Majoralasi kritérium). Ha a (by)nen sorozat konvergens, nlg)go b, =0 és létezik £ € R gy, hogy
lan — 4] <b,, VneN,

akkor az (an)nen sorozat is konvergens és lim a, = £.
n—oo

Tétel (Fogé-tétel). Ha az (an)nen €s (bn)nen sorozatoknak létezik hatdrértéke és

lim a, = lim b, =/,
n—o0 n—oo

valamint
anp < xp < by, VneNF,
akkor az (xp)nen sorozatnak is létezik hatdrértéke és lim x, = /.
n—oo
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4. Szamitsd ki a kovetkezd hatdrértékeket!

(a) Jim 3 e) lim (i-k L. 4 1))
(b) ”;;10 711H‘QH‘“'-IM%!. n—00 \/ﬁl ”+11 V2n 1
T (2n) .
(c) nlﬁoo ! o > 0; (t) nhanc}o (vn2+1 + n2+42 * + n2+n> ’
A e ey o> 0 () lim L3~ &
(d) lim <L—|—#+...+#)- & n—oo ™ 1= n2+k
n—oo \"° (n+1)2 (2n)2 ) -

1.3. Konvergencia vizsgalata a monotonitas és korlatossag segitségével. Egyéb konvergenciaval
kapcsolatos feladatok.

5. Igazold, hogy a v/2, \/ 22, 2\/ 21/2, ... sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!

6. Igazold, hogy a v2, V2 4+ v2,1/2 + V2 + V2, ... sorozat konvergens és szamitsd ki a hatarértékét!

7. Bizonyitsd be, hogy az
1 1 1
S S 7

képlettel értelmezett sorozat konvergens és a hatarértéke % és 1 kozott van!

8. Igazold, hogy az
1

3
képlettel értelmezett sorozat konvergens és a hatarértéke % és 1 kozott van!

1 1
xn:1_§+ +(—1)n+lg

9. Igazold, hogy az

—1+1+1+ —l—l 1
Tp = 5 3 " nn

képlettel értelmezett sorozat konvergens és hatarértéke 0 és 1 kozott van!

10. Igazold, hogy az a, = 1+ % + % 4+ 4 % képlettel értelmezett sorozat konvergens és hatarértéke e.
Igazold azt is, hogy e irracionalis!

11. Igazold, hogy az a, = ﬁ, Vn € N* képlettel értelmezett sorozat konvergens, majd szamitsd ki a
hatérértékét!
1.4. Rekurzivan értelmezett sorozatok konvergenciajaval kapcsolatos feladatok.

12. Tanulményozd a kovetkezo rekurzivan értelmezett sorozatok konvergenciajat, és ha konvergensek, szamitsd
ki a hatarértékiiket is!

(a) an = V2 F an_1, ag € [~2, 0); (c) an=1+a217@0:1;
— 71 = : "
(b) an = ao 07 (d) ap = % (anfl + ana_1>; aop, @ > 0.

1+an71 )

13. Legyen z1 és y; két olyan pozitiv valds szam, amelyekre 1 < ;. Ertelmezziik az Tntl = /TnYn €S

Yntl = I”;ry" képlettel az (zp,)n>1 €8 (Yn)n>1 valds szamsorozatokat. Bizonyitsd be, hogy mindkét sorozat

konvergens és a hatarétékeik megegyeznek!

14. Legyen z1 és y; két olyan pozitiv valds szam, amelyekre 1 < ;. Ertelmezziik az Tptl = /TnYn €8

Yni1 = jffz//’; képlettel az (z5)n>1 €s (Yn)n>1 valds szamsorozatokat. Bizonyitsd be, hogy mindkét sorozat

konvergens és a hatarétékeik megegyeznek!
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2. FUGGVENYEK HATARERTEKE
2.1. Fiiggvényhatarértékek létezése, bal- és jobboldali hatarértékek.
15. Igazold, hogy nem léteznek a kovetkezd fliggvény-hatarértékek:

(a) xl;rﬁlo sin x; (c) xllrglo(l — cos x)e’; (d) hml eo1.
rT—r
(b) lim %sini; (e) lim (1+sinz)Inz.
z—0 % T—00

16. Szamitsd ki a kovetkezé fiiggvények jobb- és baloldali hatarértékeit a 0-ban:

in L 1
) o :|s1nx" ., :x-lsmx“ O o) = S5
(a) f(z) T T —
14 2% 14 2% z
2.2. Alaphatarértékek és azok segitségével kiszamolhaté hatarértékek.
A D’Hospital-szabaly alkalmazhatdésaga.
17. Igazold az alabbi alap fiiggvény-hatéarértékeket (elfogadhatod, hogy lir% (1+ x)% =e):
T—
(a) lim 2 =1, (d) Jlim =4 = o™ Ing; (g) Jim costzcostn = —
. Inz—1 1. sinx __ . ' —xy 1
(0) Jigg, "em™ = o) e = 1 0 Jig, ' =75
c) ili}% =1 = Ing; (f) zlggo W = COS Tp;

Miért nem alkalmazhat6 egyik fenti hatarérték szamoldsakor sem a I’Hospital szabaly? Mit ”jelentenek”

ezek a hatarértékek?

18. Szamitsd ki a kdvetkezd fliggvényhatarértékeket!

Y 1+x71 .

(a) hH%) (g) 0 lx(s:?rfxa: : (m) hi{(l) sin® z+sin3 2x%+~~~+sin3 nx :
x— z
2 .
) iy S ;gm;zz)% ) Iy 22
(C> 111% @ chosw (1) };Eg , ahol a > 0; (0) IIH%) e’ ;gosx’
T n T
(d) Jim (1 +a2)e" (j) lim ©7=2%, ahol a > 0 (p) lim ZE72,
T— @ ,1;—)% 4
(e) lim (1 + tg? \/E)i, (k) ilg(lz — Z ahol a > 0; . X
z=0 sin z (Q) lim ( 2+1) ;
(f) lim (M)izj:iﬁz. 1) lim & , ahol a > 0; oyoo @ 1
70 " ’ . (r) lim(Inz) 7 =Fers2?

r—e

19. Hatéarozd meg az a,b, c,p € R valds szamokat gy, hogy teljesiiljon a

lim (\/9:64 — 2423 + 622 +5 — (aajp—}—bx—}—c)) = T

T—00 3

egyenldség!
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