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Introducere

Analiza complexitatii unui algorim are ca scop estimarea volumului de resurse de calcul necesare executiei
acestuia. Resursele sunt:

* spatiul de memorie - pentru stocarea datelor prelucrate de algoritm
* timpul de executie - necesar pentru executia operatiilor

Complexitatea spatiu depinde de tipurile si structurile de date folosite, iar complexitatea timp depinde de
numdrul de operatii pe care le face algoritmul. Valorile concrete are complexitdtilor depind de sistemul care
ruleazd algoritmul. Pentru a putea evalua comparativ performanta algoritmilor este necesar un model teoretic
de calculator.

Acest model teoretic se numeste model RAM (Random Access Machine). Acest model este unul simplificat,
dar este adecvat pentru aproximarea performantei algoritmilor si are urmatoarele caracteristici:

¢ prelucririle se efectueaza in mod secvential

* operatiile elementare sunt efectuate in timp constant (o unitate de timp) indiferent de valoarea oper-
anzilor

¢ timpul de accesare a informatiilor nu depinde de pozitia acestora (primul element al unui sir se va accesa
in acelasi timp ca oricare alt element al sirului)

Astfel, complexitatea timp a unui algoritm depinde de numarul de operatii elementare efectuate de acesta.
Operatii elementare:

e operatii de atribuire
e operatii aritmetice, de comparatie si logice

e operatii de intrare/iesire

Notatia O (Big O Notation)

Notam cu 7'(n) timpul de executie al unui algoritm, unde n reprezintd dimensiunea datelor de intrare. Spunem
caT(n) € O(f(n))sauT(n) = O(f(n)) dacd existd constantele c si ng, independente de n, astfel incat

0<T(n)<c-f(n),¥n>ng
Altfel spus:
T(n)

lim —+ =k,k>0
n—oo f(n)

Notatia O furnizeazi o limitd superioard pentru ordinul timpului de executie, astfel se poate descrie complex-
itatea timp a unui algoritm in cazul cel mai defavorabil. Proprietéti ale notatiei O:

1. Daca T'(n) = Zf:o a; -n',unde a; > 0, atunci T'(n) € O(n?),¥p > k
e n?2 € 0(n?),n? € O(n?), etc.
* 2" € O(n!)

2. f(n) € O(f(n))



e n2 € 0(n?
3. Dacd f(n) € O(g(n)) si g(n) € O(h(n)) atunci f(n) € O(h(n))

4. O(f(n) + g(n)) = O(max(f(n),g(n))), clasa de complexitate a unei functii este clasa de complexitate a
termenului dominant

e n'+10-n%+2¢€ 0(n?)
* n+logy(n?) € O(n)

= ¢*f(n) = T(n)
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Fig. 1: Exemplu notatie O. In acest caz, observam ca ng = 50 este punctul din care T'(n) este marginita superior

dec- f(n)

Din motive pragmatice, in analiza complexitatii unui algoritm se cautd cea mai micd functie f(n) pentru
care inegalitatea 0 < T'(n) < c¢- f(n) are loc.
Alte notatii sunt:

¢ Omega - furnizeaza o margine inferioara pentru complexitatea timp
¢ Theta - margineste atat inferior cat si superior complexitatea timp a unui algoritm

In Problema 1, fiecare liniile 1, 2 si 3 contin cate o operatie elementard, deci timpul de executie pentru fiecare
din ele este 1 unitate de timp. Liniile 4 si 5 contin cdte 2 operatii elementare, deci timpul de executie pentru
fiecare este 2 unitati de timp.insé liniile 3, 4, 5 sunt repetate de mai multe ori. Liniile 4, 5 se repetd de n ori, iar
linia 3 se repetd de n + 1 ori (este necesar sd se execute si verificarea n < n pentru a putea decide cd bucla se
incheie). Complexitatea timp totald se obtine prin insumarea complexitdtilor individuale:

Tn)=14+14+n+1)+2n+2n=5n+3

Problema 1 54 se calculeze suma primelor n Operatie Cost Numar repetitii

numere naturale nenule. 1 1 1
2 1 1

1: S« 0

. 3 1 n+1

2: 10

o . 4 2 n
3: while 7 < n do

5 2 n

4: 14— 1+1
5: S+ S+i

] Tabel 1: Costurile fiecdrei operatii elementare si numarul de
6: end while

repetitii al fiecdreia pentru Problema 1

Analiza cazurilor extreme

Numarul de operatii sau repetitii ale unei operatii depinde uneori si de alti factori in afara dimensiunii datelor
de intrare. Astfel, pentru mai multe cazuri ale aceleiasi probleme se pot executa un numar diferit de operatii.
In aceste situatii se urmareste determinarea unor margini ale numaérului de operatii:



* Cazul favorabil - in care se executd cel mai mic numar de operatii

¢ Cazul nefavorabil - in care se executd cel mai mare numar de operatii

Problema 2 S se verifice daca sirul de nu-

mere intregi S contine un numar intreg X. Operatie Cost  Numdr repetitii
Fie n lungimea sirului S. 1 1 1
i+ 1 2 1 1< fl(n)<n+1
: while i <n do 3 1 1< f2(n)<n
if S[i{] = X then 4 1 0<f3(n)<1
return True 6 2 0< fd4(n) <n

P—i41 Tabel 2: Costurile fiecadrei operatii elementare si numarul de

. end while repetitii al fiecreia pentru Problema 2

1
2
3
4
5: end if
6
7
8: return False

fi(n) = k X se afld pe pozitia k
" |n+41 Xnuse afli in sir
f2(n) kX se afld pe pozitia k
n) =
n X nu se afld in sir

1 Xse afld pe pozitia k
f3(n) = pepoz!
0 Xnu se afld in sir

2k —2 Xse aflad pe pozitia k
fa(n) = pe poz!
2n X nu se afld in sir

T(n) = 4k X se afld pe pozitia k
~ |4n+2 Xnuse afld in gir

Analiza cazului mediu

Pentru unele probleme, atat cazul favorabil cat si cel nefavorabil apar cu o frecventd mica. In aceasti situatie
se poate estima complexitatea timp medie de executie. Pentru aceasta se foloseste o medie ponderatd unde
valorile sunt complexitatile cazurilor posibile si ponderile sunt probabilitatile aferente acestora. Fie C numarul
total de cazuri (situatii in care algoritmul efectueaza acelasi numar de operattii). Definim T} (n), complexitatea
timp si P(k), probabilitatea de aparitie a cazului k, unde 1 < k < C. Complexitatea timp medie, notatd T, (n)
se calculeaza:

C
Tpn(n) = P(k) - Tu(n)
k=1

In particular, daci fiecare caz are aceeasi probabilitate, atunci formula devine media aritmeticd intre com-
plexitatile timp ale tuturor cazurilor.

Revenind la Problema 2, fie P probabilitatea ca elementul X sa fie in sir. Atunci probabilitatea ca acesta
sd fie pe una din cele n pozitii ale sirului este £. Jar cazul in care X nu se afld in gir are probabilitatea 1 — P.
Timpul mediu 7}, (n) se va calcula astfel:

Tm(n)=§Z(4k)+(1—P>-(4n+2):%.” ;F"
k=1

+n(4—4P)+2 2P =

Tpn(n) =2n(2 — P) 42

Alternativ, putem presupune cd probabilitatea ca elementul X si nu fie in sir este egald cu probabilitatea ca
acesta sd fie pe una dintre pozitiile din sir. In acest caz, probabilitatea fiecirui eveniment este de n%rl Atunci
timpul mediu de executie este:

1
n+1

2n% +6n + 2
n+1

Tp(n) = (i(élk’) +4n+2) =
k

=1



Problema 3 Precizati complexitatea timp pentru urmétorul algoritm.

1: procedure F(n)

2 fori <+ 1,ndo

3: forj + 1,ndo
4: print(i + j)
5 end for

6 end for

7. end procedure

Problema 4 Care din urmatorii algoritmi calculeaza corect suma numerelor de pe diagonala principald si suma
numerelor de pe diagonala secundara a unei matrici M cu n linii si n coloane. Specificati complexitatea fiecarui
algoritm.

A
1: procedure P(M, n)
2 S1+0
3 52+ 0
4 fori«+ 1,ndo
5: forj + 1,ndo
6 if i = j then
7 S1+ S1+ MJi][j]
8 end if
9: ifi+j =n+ 1 then
10: S2 « 82 + MTi][j]
11: end if
12: end for
13: end for

14: end procedure

: procedure P(M, n)
S1+0
S52++0
fori <+ 1,ndo
S1 <+ S1+ MJi][d]
S2 « S2+ Mli][n — i+ 1]
end for
end procedure

Problema 5 Precizati complexitatea timp pentru urmdtorul algoritm.

1: procedure F(n)

2 s+ 0

3 fori <+ 1,ndo

4: g1

5: while j < n do
6: J— %2
7 end while
8: S 5s5+7

9: end for

10: end procedure




Problema 6 Precizati complexitatea timp pentru urmétorul algoritm.

1: procedure F(n)

2 if n <1 then

3 print(1)

4 else

5: m < [n/2] > Partea intreagd a lui n/2
6 F(m)

7 F(m)

8 end if

9: end procedure

Problema 7 Care din urmdtorii algoritmi pot fi implementati astfel incat sa aibd complexitatea timp O(n)?

Algoritmul de cdutare secventiald a unui element intr-un vector cu # numere.

Algoritmul de sortare prin insertie a unui tablou unidimensional cu # numere.

Algoritmul de cdutare a numarului maxim intr-un vector nesortat cu # numere.

Algoritmul de calcul a sumei elementelor de pe diagonala principald a unei matrici patratice cu # linii si n
coloane.

Problema 8 Fie urmatorul algoritm avand ca parametru un numar natural n.

1: function F(n)

2 jn

3 while j > 1do

4 141

5: while i < n do
6: 14 2%1
7 end while
8 Jj <« 1i/3

9 end while

10: return j

11: end function

Din care din urmatoarele clase de complexitate face parte algoritmul descris la Problema 8?

log,(n))
(n))
(n))
log,(log;(n)))

10g§
2

A O(
B Of
C O(log?
D O(

Problema 9 Care din urmaitorii algoritmi calculeaza corect E(A,n) in complexitatea de timp specificatd. Se
presupune ci x* se calculeaza in O(log(k)), iar toate operatiile se realizeaza pe tipuri de date pe 32 de biti.

E(A,n)=()_A") mod2022,1< A <2022,1<n < 2022123
i=1

A - Complexitate timp O(log(n))

1: function E(A4,n)
2. return (A-[(A" —1)/(A—1)]) mod 2022
3: end function




B - Complexitate timp O(log(n))

1: function E(A4,n)
2: return [((A - (A™ — 1)) mod 2022)/((A — 1) mod 2022)]
3: end function

C - Complexitate timp O(nlog(n))
1: function E(A, n)
2: raspuns < A
3: fori < 2,ndo
4 raspuns < raspuns + A’
5:
6:
7:

end for
return raspuns mod 2022
end function

D - Complexitate timp O(log(n))
1: function E(A, n)
2: (auzl, aux2) = E1(A,n)
3: return auz?2
4: end function

5. function E1(A, n)
6: if n = 1 then

7: return (A4, A) > Returneazd o pereche de numere
8: end if

9: if n mod 2 =1 then
10: (t1,t2) = E1(A,n — 1)
11: p=(t1-A) mod 2022
12: return (p, (p +12) mod 2022)
13: else
14: (t1,t2) = E1(A, [n/2])
15: p = (t1x¢t1) mod 2022
16: return (p, (1 +t1) - t2) mod 2022)
17: end if

18: end function




Solutii

Problema 3
Operatie Cost Numadr repetitii
2 2n 1
3 2n n
4 2 n?
Tabel 3: Complexitate timp: 4n? 4+ 2n € O(n?)
Problema 4

Ambii algoritmi calculeaza corect sumele de pe diagonala principald si diagonala secundara.

Operatie Cost Numadr repetitii

é 1 1 Operatie Cost Numar repetitii
2 1 1
4 2n 1
3 1 1
5 2n n
6 1 n
5 2 n
7 2 " 6 2 n
9 3 n?
10 2 " Tabel 5: Complexitate timp solutie B: 6n + 2 €
Tabel 4: Complexitate timp solutie A: 6n% + 6n + 2 € On)
O(n?)
Problema 5
Operatie  Cost ~ Numadr repetitii
2 1 1
3 2n 1
4 1 n
5 log,(n) n
6 2 nlogy(n)
8 2 n
Tabel 6: Complexitate timp: 3nlogy(n) + 5n+ 1 € O(nlogy(n))
Problema 6

Avem 2 cazuri pentru calculul complexitatii:

1 n<l1
T(n) = {2+2T(n/2) n>1

Calculdm complexitatea apelului recursiv:
Tn)=214+T(n/2) =2(14+2(1+T(n/4))=...=2(1+2(1+..2(1+7(X)))),unde X <1

La fiecare apel recursiv, valoarea lui n se injumatdteste. Daca am avea un singur apel recursiv, atunci com-
plexitatea functiei ar fi similard cu complexitatea buclei de la Problema 5. Insd in acest caz, la fiecare executie,
numdrul de apeluri se dubleaza. Deci complexitatea algoritmului va fi:

T(n) = 282" = p



Operatie Cost Numadr repetitii

2 1 1

3 (if) 1 1
5 (else) 2 n
6 (else) 1 n
7 (else) 1 n

Tabel 7: Complexitate timp: 4n + 2 € O(n)

Problema 7
1. Adeviarat

2. Fals
3. Adevarat

4. Adeviarat

Problema 8

Operatie  Cost ~ Numadr repetitii

2 1 1

3 logs(n) 1

4 1 logs(n)

5 log,(n) logs(n)

6 2 log,(n) - logz(n)
8 2 logs(n)

Tabel 8: Complexitate timp: 3log,(n) - logs(n) + 4logs(n) + 1

Termenul dominant al functiei care descrie complexitatea algoritmului este log,(n) - logz(n). Vom folosi
proprietatea de schimbare a bazei a functiei logaritm:

log,(X) = log, b - log;,(X)
Astfel, obtinem:
logy(n) - logs(n) = log,(3) - log3(n) € O(log3(n))
Similar:
log,(n) - logs(n) = logy(2) - log3(n) € O(log3(n))

Pentrun > 3 are loc:
logy(n) - logg(n) > logy(n), deci T'(n) ¢ O(loga(n))

Folosind inegalitatea log,(n) < n avem:

log,(logs(n)) <logz(n) <logy(n) -logs(n),¥n > 2,deci T(n) ¢ O(logy(logz(n)))

Problema 9
A Fals “}:_’11 = Z?:_Ol A?, deci functia calculeaza corect din punct de vedere matematic suma ceruta. Insa
spatiul de reprezentare pe 32 de biti nu va permite calculul corect al sumei pentru orice n din intervalul
specificat.

B Fals Spatiul de reprezentare nu permite calculul puterilor pentru orice valori ale lui n.

C Fals Similar cu varianta A, matematic este corect, insa spatiul de reprezentare nu permite calculul puter-
ilor pentru orice valori ale lui n.

D Adevarat La fiecare 2 apeluri recursive consecutive ale functiei E1, cel putin unul dintre apeluri va
injumdtdti pe n. Deci complexitatea algoritmului este méarginitd de 2logs(n) si apartine lui O(log(n)).



La fiecare apel, functia E1 returneazd valori mod 2022, deci spatiul de reprezentare nu este depasit. Din
punct de vedere al corectitudinii matematice, algoritmul descompune suma astfel:

n k

> A= (A" + 1) () A7), dacd n = 2k

i=1 i=1

n n—1

S A= (A" + Y Al dacan =2k +1

i=1 i=1
Cum functia mod este distributivd la adunare si Inmultire, putem sd o aplicim pe fiecare termen al
descompunerii.



