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Reprezentari grafice ale functiilor

A. Asimptote - breviar teoretic

Fie ) # D C Rsi functia f: D — R.
Observatie: Asimptotele atagate oricarei functii se determind analizand limitele functiei f in
punctele de acumulare ale domeniului de definitie, care nu apartin domeniului, deci din multimea

D\D.

Reamintim definitia multimii punctelor de acumulare
D' = {xo € RU{xoo} :VV € V(zg), VN D\{zo} # (])}.

O submultime V a lui RU {+£} este vecinitate a lui zg ( deci € V(x)) daci, atunci cand:
e 75 €R 3 r > 0 astfel incat (xg —r,zo +7) C V;
e 1y =00 Ir >0 astfel incat (r,00] C V;
e 1o =—00 Ir >0 astfel incat [—oco,—r) CV;

Folosind aceste formuldri echivalente prin intervale centrate (degenerate pentru +o00),
obtinem urmaétoarele formulari echivalente pentru punctele de acumulare ale unei mulgimi. Ast-

“ daci zp € R, atunci zg € D' <= Vr >0, (wg—7,20+7)ND\{z0} #0
co€eD < Vr>0, (roolND#0
—x0€eD < VYr>0, [-oo,r)ND £
Observatie:

e Dacd D este neméarginita inferior, atunci —oc € D',

e Daca D este nemérginita superior, atunci oo € D'.

e Dacil 2o € D, dar nu este punct izolat atunci zg € D', deci D\IzoD C D'.
e De cele mai multe ori, chiar gi pentru multimi marginite, D'\D # 0.

e Fie a < b e R. Atunci

— dacd (a,b] € D, atunci a € D'\D;
— daca [a,b) € D, atunci b € D'\D;
— daca (a,b) € D, atunci a,b € D'\D.



Studiind limitele functiei f catre oo si respectiv. —oo putem obtine in cazuri particulare, fie
asimptote orizontale, fie oblice la graficul functiei f. Astfel, diferentiem:

e Asimptote orizontale
— Dacd D este nemarginitd inferior (deci —oo € D'), se verificd existenta

a:= lim f(z).

T——0C

Daca Ja € R, atunci dreapta de ecuatie

y=a= lim f(x)

£——00
este asimptota orizontala catre —oo a functiei f.

— Dacd D este nemérginitd superior (deci co € D'), se verificd existenta

b:= lim f(x).

T—0C

Daca 3b € R, atunci dreapta de ecuatie

y=>b= lim f(x)

T—00
este asimptota orizontala catre oo a functiei f.
e Asimptote oblice (se verifici existenta lor doar atunci cind nu exista cele orizontale)
— Dac# D este nemdarginits inferior gi ngloo f(z) € R, analiz&m

m = lim f(l)
r——00 I

Daca m € R, verificam dacé exista in R

n= lim (f(z)—mz).

T——00

Atunci, dreapta de ecuatie
Yy=mz-+n

este asimptota oblica catre —oo a functiei f.
— Dacid D este nemarginita inferior gi lim f(z) ¢ R, analizim
T—00
. fl=
m' = lim L
z—0o0 I

Dacd m' € R, verificim daci exista in R

n = Jlglolc (f(x) —m'z).

Atunci, dreapta de ecuatie
Yy = m'x +n'

este asimptota oblica catre oo a functiei f.



e Asimptote verticale se cauta analizand limitele laterale in puncte situate fie in multimea

<D’\D> NR,

fie In pucte din D, dar In care funtia are o schimbare de formula (de exemplu la intersetia
a doud ramuri).

In fapt, aceste puncte sunt de obicei(dar nu numai) capetele reale ale intervalelor deschise
incluse in D. Fiecare astfel de punct trebuie analizat in parte. Astfel, pentru fiecare

T € <D’\D> NR,

se analizeaza limitele laterale ale lui f in xg.

— Daca
3 fzo—0) =lim f(zp) € {£oo}.
xtxo
atunci dreapta de ecuatie
Tr = To
este asimptota verticala la stanga la graficul functiei f.
— Daca
3 f(zo+0) = lim f(zg) € {£oo}.
zlxo
atunci dreapta de ecuatie
T =Xy
este asimptota verticald la dreapta la graficul functiei f.

— Daca

3 fzo—0) = f(zo+0) € {£o0}.

atunci dreapta de ecuatie
T = Ty

este asimptota verticald la graficul functiei f.

B. Algoritm de abordare al graficului unei functii

I. Analiza lui D si a lui D’
1. Determinarea multimii de definitie.

2. Studiul paritatii (simetrie fatd de axa Oy), imparitatii (simetria fatd de origine) si al
periodicitatii.

3. Intersectia cu axele de coordonate.
4. Determinarea multimii de acumulare si studierea asimptotelor.

5. Multimea de continuitate C' C D.



II. Analiza cu ajutorul derivatei de ordinul 1
1. Determinarea multimii de derivabilitate D; C D.
2. Calcularea valorilor functiei derivate f'.

3. Studierea pentru ficare punct zp € C\D; a derivatelor laterale la stanga si la dreapta si
detereminarea

e punctelor unghiulare, atunci cand existd ambele derivate laterale, si cel putin
una e finita.

e punctelor de intoarcere, atunci cand existd amandoua derivatele laterale, sunt
infinite si diferite.

4. Determinarea solutiilor reale ale ecuatiei f(z) = 0.

5. Studierea monotoniei §i a punctelor de extrem ale f prin analizarea tabelului de variatie
functiei.

III. Analiza cu ajutorul derivatei de ordinul al Il-lea
1. Determinarea multimii de derivabilitate pentru derivate de ordinul 2, Dy C Dj.
2. Calcularea valorilor functiei derivate de ordinul 2, f”.
3. Determinarea solutiilor reale ale ecuatiei f”(z) = 0.
4. Stabilirea

e intervalelor de convexitate, cand f”(z) > 0;
e intervalelor de concavitate, cand f”(z) < 0;

e punctelor de inflexiune in care derivata de oridinul 2 are o schimbare de semn.

C. Tabelul de variatie

Tabelul se structureaza pe patru linii:

cuprinde valorile remarcabile ale lui x : multimea de definitie D, evidentierea punctelor
din D\ D', intersectia cu axele de coordonate, solutiile reale ale ecuaiilor f(z) =0, f'(z) =0
si f7(x) =0, etc.

este dedicatd valorilor remarcabile ale lui f’, si semnului acestei derivate.
este dedicata valorilor remarcabile ale lui f”, si semnului acestei derivate de ordin 2.

este dedicata valorilor remarcabile ale lui f, i monotoniei acesteia.



D. Aplicatii

1. Fie f : R — R datd prin f(z) = %,Vm € R. Care dintre urméatoarele afirmatii sunt
adevarate?

Dreapta de ecuatie y = 2 este asimptota vertifcala la graficul functiei f.

Functia f nu are asimptote orizonatale.

Punctul de coordonate (1,2) este un punct de intoarcere al graficului functiei f.

@ Ecuatia f(z) =1 are exact doud solutii reale.

Raspuns:

falsi; falsi; [C Jfalsa; [D] adevarata.

Solutie: Aceasta proprictate este fals deoarece asimptotele verticale au ecuatii de forma
x = constantd. Verificand clasic existenta asimptotelor verticale, constatd ca existena lor se
pune doar in punctul a = 1. Deoarece lim,_, f(z) = 2 € R, funtia nu are asimptote verticale.
. Aceasta proprietate este fals. Constatam ca

Jim f(z) = 0= lim f(z),

deci dreapta de ecuatie y = 0 este o asimptota orizontalad la atat la stanga cat si la dreapta
graficului funtiei f.
Aceasta proprietate este fals. Costatam ca funtia f este contina in punctul 1 deoarece

lim f(z) = 2 = lim f(z).

Ea este derivabila pe (—oo,1) si (1, 00). Constatam ca:

lim f'(z) = lim(2 + z)e* T =3 R
lim f'(2) = lim(2 + z)
si

lim f'(z) = lim —ze' ™ = —1 € R.

xl1 xl1
Deoarece ambele limite laterale existd si sunt finite, punctul (1, f(1)) = (1,2) este un punct
unghiular, nu un punct de intoarcere.

Aceasta afrimatie este adevaratd deoarece analizand graficul funtiei, constatam ca grafi-

cul funtiei f intersecteaza dreapta de ecuatie y = 1 In doud puncte.

2. Fie functia f definita prin f(z) = 23 + 322 — 9lnx. Care dintre urmitoarele afirmatii sunt
adevarate?

Domeniul de definitie al functiei f este R*.

Dreapta de ecuatie y = 0 este asimptota orizontala la graficul funtiei f.

Functia f nu are puncte unghiulare.

@ Punctul (1,4) este un punct de extrem global al funtiei f.



Raspuns:

falsa; falsa; adevératé; @ adevarata.

Solutie: Aceasta proprietate este falsi deoarece func tia logaritm este definitd pe (0, 00).
Celelalte componente fiind polinomiale, sunt definite pe R. De aceea domeniul acestei funtii este
(0, 00).

. Aceasta proprietate este fals. Constatam ca

3w
lim f(z) = lim o* <1+ —9%)

T—0C {];2

1
z

Deoarece limg_, lz—f =lim; 0 3% = 0, constatam ca

lim f(z) = oo,
r—0C
deci funti a nu are asimptota orizontala.

. Aceasta proprictate este adevaratd, deoarece problema existentei punctelor unghiulare
se pune in acele puncte in care funtia este continud, dar nu este derivabila. Funtia f este
derivabila pe intreg domeniul de definitie.

@ Aceasta proprietate este adevarata. Funtia f este de doua ori derivabila pe intreg
domeniul de definitie. Deoarece derivata de ordinul intai

9 3 . 3 .

f'(z) = 32% 4 62 — e ;(l‘; +92:2-3) = ;(x —D(2®+3zx+3)

are ca singura solutie reali z = 1. Din moment ce ecuatia x? + 3z + 3 = 0 nu are solu ctii reale,
semnul funtiei f este determinat doar de (z—1). Constatam astfel ci f este strict descrescatoare
pe (0,1] si strict crescitoare pe [1,00), deci (1,4) este un punct de minim global al funtiei f.



E. Aplicatii ample

a) Reprezentati grafic functiile definite prin:

L flx)=a®-3z+2;

1
2 f@)= 5o
sinx
8 f(@) = 1{sing
1 P
4 f@) =
5. f(z) = Y/ (z —1)2
2lnz —1
6. fla) = ——5—
. [In x|
7. f(z) = Tz
zsinl x € (—00,0)
1 z=0
8 flz) = cos z € (0,00)NQ
sinz  x € (0,00) NR\Q.

b) Analizand reprezentarea grafica, prin discutie dupd parametrul m € R, stabiliti numarul
de solutii reale ale ecuatiei

f(z) =m,

pentru functiile 1, 6 i 7 de la subpunctul a). Indicatie: translatati graficul de-a lungul axei Oy.
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