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Inducţie

Notaţii:
• N = {0, 1, . . .} reprezintă mulţimea numerelor naturale.
• N∗ = {1, 2, . . .} reprezintă mulţimea numerelor naturale nenule.

Inducţie matematică (̂ın două versiuni):
Fie P (n) o propoziţie care depinde de n ∈ N, n ≥ m, unde m ∈ N este fixat. Demonstrăm că

P (n) e adevărată pentru orice n ∈ N, n ≥ m, prin inducţie matematică, verificând următorii paşi:

Versiunea I:
1) P (m) e adevărată;
2) ∀k ∈ N, k ≥ m : P (k) e adevărată =⇒ P (k + 1) e adevărată.

Versiunea a II-a:
1) P (m), . . . , P (m+ l − 1) sunt adevărate, unde l ∈ N∗ este fixat;
2) ∀k ∈ N, k ≥ m : P (k) e adevărată =⇒ P (k + l) e adevărată.

Probleme

1. Fie (Fn)n∈N şirul lui Fibonacci: F0 = 0, F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1, n ∈ N∗.

Demonstraţi că ∀n ∈ N∗ :

(
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)
=

(
1 1
1 0

)n

.

Deduceţi identitatea: Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n, n ∈ N∗.

2. Fie α un număr real. Demonstraţi că ∀n ∈ N∗: | sin(nα)| ≤ n| sin(α)|.

3. Demonstraţi că următoarea propoziţie este adevărată ∀n ∈ N, n ≥ 14:
P (n) : n se poate scrie ca o sumă de termeni egali doar cu 3 sau 8.

4. Demonstraţi că următoarea propoziţie este adevărată ∀n ∈ N, n ≥ 6:
P (n) : orice pătrat se poate ı̂mpărţi ı̂n n pătrate mai mici.

5. Fie (xn)n∈N∗ un şir de numere din intervalul [−1,∞) care au acelaşi semn.

Demonstraţi că ∀n ∈ N∗:
n∏

i=1

(1 + xi) ≥ 1 +
n∑

i=1

xi.

Deduceţi inegalitea: (1 + x)n ≥ 1 + nx, x ≥ −1, n ∈ N∗.

6. Demonstraţi că ∀n ∈ N∗: 22n + 32n + 52n ≡ 0(mod 19).

7. Demonstraţi că ∀n ∈ N∗: oricare ar fi x ≥ 0, avem

√
x+ 1 +

√
x+ 2 + . . .+

√
x+ n < x+ 2.

Deduceţi inegalitatea:
√

1 +
√

2 + . . .+
√
n < 2, n ∈ N∗.
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[1] T. Andreescu, V. Crişan: Mathematical Induction: A Powerful and Elegant Method of Proof,
XYZ Press, 2017.

[2] D.S. Gunderson: Handbook of mathematical induction : theory and applications, CRC Press,
2011.

[3] L. Panaitopol et al.: Inducţia matematică, Editura Gil, 2002.


