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Reprezentari grafice ale functiilor

A. Asimptote - breviar teoretic

Fie ) # D C R i functia f : D — R.
Observatie: Asimptotele atagate oricarei functii se determina analizand limitele functiei f in
punctele de acumulare ale domeniului de definitie, care nu apartin domeniului, deci din multimea

D'\D.

Reamintim definitia multimii punctelor de acumulare
D' = {xo e RU{£oo}:VV € V(xg), VND\{zo} # (7)}.

O submultime V a lui R U {+} este vecinatate a lui 2y ( deci € V(z9)) daca, atunci cand:
e xR 37 > 0 astfel incat (xg —r,xz0+7) CV;
e 7y =00 Ir> 0 astfel incat (r,00] CV;
e rg=—00 Ir >0 astfel incat [—oo,—r) C V;

Folosind aceste formulari echivalente prin intervale centrate (degenerate pentru +o0o),
obtinem urmatoarele formulari echivalente pentru punctele de acumulare ale unei multimi. Ast-

fel
dacid g € R, atunci zg € D' <= Vr >0, (x¢9—r,20+7)ND\{z0} # 0

€D = Vr>0, (roco)JnD#{
—0 €D < Vr>0, [-oco,r)ND#0
Observatie:

e Dacd D este nemarginita inferior, atunci —oco € D’.

e Daca D este nemarginita superior, atunci co € D’.

Daca z¢ € D, dar nu este punct izolat atunci xg € D', deci D\IzoD C D'

De cele mai multe ori, chiar i pentru multimi marginite, D'\ D # (.

Fie a < b € R. Atunci

— daci (a,b] € D, atunci a € D'\ D;
— daca [a,b) € D, atunci b € D'\ D;
— daca (a,b) € D, atunci a,b € D'\D.



Studiind limitele functiei f catre oo si respectiv —oo putem obtine in cazuri particulare, fie
asimptote orizontale, fie oblice la graficul functiei f. Astfel, diferentiem:

e Asimptote orizontale

— Daca D este nemarginita inferior (deci —oo € D’), se verifica existenta

a:= lim f(x).

T—r—00

Daca da € R, atunci dreapta de ecuatie

y=a= lim f(x)

Tr—r—00
este asimptota orizontala catre —oo a functiei f.

— Dacad D este nemarginita superior (deci oo € D), se verifica existenta

b:= lim f(x).

T—r0o0

Daca db € R, atunci dreapta de ecuatie

y=0b= lim f(z)

T—r00

este asimptota orizontala catre oo a functiei f.
e Asimptote oblice (se verifica existenta lor doar atunci cind nu exista cele orizontale)

— Daca D este nemarginita inferior si lim f(z) ¢ R, analizam
Tr—r—00

m := lim M
r——00 I

Daca m € R, verificam daca exista in R

n = Tl_l)I_Iloo (f(xz) —mz).

Atunci, dreapta de ecuatie
Y =mx-+n
este asimptota oblica catre —oco a functiei f.

— Daca D este nemarginita inferior gi lim f(z) ¢ R, analizam
T—>00

m’ = lim f (L)

z—oo I

Daca m' € R, verificam daca exista in R
b

n = Tlgg) (f(x) —m'z).

Atunci, dreapta de ecuatie
y=m'z +n

este asimptota oblica catre oo a functiei f.



e Asimptote verticale se cauta analizand limitele laterale In puncte situate fie in multimea
<D’\D) NR,

fie in pucte din D, dar in care funtia are o schimbare de formula (de exemplu la intersetia
a doud ramuri).

In fapt, aceste puncte sunt de obicei(dar nu numai) capetele reale ale intervalelor deschise
incluse in D. Fiecare astfel de punct trebuie analizat in parte. Astfel, pentru fiecare

T € (D’\D) NR,

se analizeaza limitele laterale ale lui f in z.

— Daca
xTxo
atunci dreapta de ecuatie
r = Xy
este asimptota verticala la stanga la graficul functiei f.

— Daca

3 flzo+0) = ilﬁl f(zo) € {£o0}.

atunci dreapta de ecuatie
r = Xy

este asimptota verticala la dreapta la graficul functiei f.

— Daca

3 flwo—0) = flwo+0) € {£o0}.

atunci dreapta de ecuatie
r = Xy

este asimptota verticala la graficul functiei f.

B. Algoritm de abordare al graficului unei functii

I. Analiza lui D si a lui D’

1. Determinarea multimii de definitie

2. Studiul paritatii (simetrie fata de axa Oy), imparitatii (simetria fatd de origine) sau a
periodicitatii.

3. Intersectia cu axele de coordonate
4. Asimptote

5. Multimea de continuitate C' C D.



II. Analiza cu ajutorul derivatei de ordinul 1

1.
2.

Determinarea multimii de derivabilitate Dy C D.

Calcularea valorilor functiei derivate f’.

. Studierea pentru ficare punct xy € C'\D; a derivatelor laterale la stanga si la dreapta si

detereminarea
e punctelor unghiulare, atunci cand exista ambele derivate laterale, si cel putin
una e finita.

e punctelor de intoarcere, atunci cand exista amandoua derivatele laterale, sunt
infinite gi diferite.

. Determinarea solutiilor reale ale ecuatiei f'(z) = 0.

. Studierea monotoniei gi a punctelor de extrem ale f prin analizarea tabelului de variatie

functiei.

Analiza cu ajutorul derivatei de ordinul al II-lea

. Determinarea multimii de derivabilitate pentru derivate de ordinul 2, Dy C D;.
. Calcularea valorilor functiei derivate de ordinul 2, f”.
. Determinarea solutiilor reale ale ecuatiei f”(z) = 0.

. Stabilirea

e intervalelor de convexitate, cand f”(z) > 0;
e intervalelor de concavitate, cand f”(x) < 0;

e punctelor de inflexiune in care derivata de oridinul 2 are o schimbare de semn.

C. Tabelul de variatie

Tabelul se structureaza pe patru linii:

cuprinde valorile remarcabile ale lui x : multimea de definitie D, evidentierea punctelor
din D\ D', intersectia cu axele de coordonate, solutiile reale ale ecuaiilor f(z) =0, f'(z) =0
si f7(x) =0, etc.

este dedicata valorilor remarcabile ale lui f’, si semnului acestei derivate.
este dedicata valorilor remarcabile ale lui f”, si semnului acestei derivate de ordin 2.

este dedicata valorilor remarcabile ale lui f, si monotoniei acesteia.

D. Aplicatii

a) Reprezentati grafic functiile definite prin:

1.

2.

f(z) =23 - 32 + 2;

1

f(@) = 22— 4r 13



sinx

3. flw) = l—i-sinx;
|1+ x|

1 —
6. f(z) = 2 n;c2 1;
1
7. fla) = ';;’-
xsin% z € (—00,0)
1 z=0
8. f(x) = CoS & z € (0,00)NQ

sinz  x € (0,00) NR\Q.

b) Analizand reprezentarea grafica, prin discutie dupa parametrul m € R, stabiliti numéarul
de solutii reale ale ecuatiei

f(x) =m,

pentru functiile 1, 6 i 7 de la subpunctul a). Indicatie: translatati graficul de-a lungul axei Oy.
E. Exemple rezolvate succint

Exemplul 1
f(z)=2®—-3z+2

Calculator

= Reprezentare grafic




Exemplul 2

Calculator

Reprezentare grafics
1
w3

Analiza functiilor

Domeni
x€R\{1:3}

Interval
y € (~o2:~1] U (0:)

Intersectie cu axa X

Intersectie cu axa Y
1

Minim
Functia nu are puncte de minim

Maxim
@-1)

Puncte de inflexiune
Functia nu are puncte de inflexiune.

Asimptote verticale
x=3
Asimptote orizontale
y=0
Asimptote oblice

i nu are asimptote obli

Paritate
Functia nu este nici pars, nici impars.

Monotonie
@.2)
@3)

Exemplul 3

sinx
1+sinz

Calculator

Reprezentare grafics
- sinGx)
h e S THsm@
Analiza functiilor

10
Domen

3
X 2mn, +

Interval
Nu se poate calcula intervalul pentru aceasta functie.

Intersectie cu axa X
3 x=mngn €2

Intersectie cu axa Y
[

Minim
Functia nu are puncte de minim.

Puncte de inflexiune
Functia nu are puncte de inflexiune.

Asimptote verticale

x=2mn, + > in, €2

Asimptote orizontale
asimptote orizontale.

Asimptote oblice
Functia nu are asimptote oblice.

Paritate
Functia nu este nici pars, nici impars.

Monotonie
Nu se poate determina monotonia funci

Aceste caracteristici sunt prea complexe pentru a fi calculate de
Calculator:
15| Interval; Ciclu; Monotonie




Exemplul 4

Calculator

Reprezentare grafics

n+x|
N N
Analiza functiilor

Domeniu

Interval

. Nu se poate calcula intervalul pentru aceasts funci
Intersectie cu axa X

Intersectie cu axa Y
1

Minim
Functia nu are puncte de minim.

laxim
Functia nu are puncte de maxim.

Puncte de inflexiune
ia nu are puncte de inflexiune.

Asimptote verticale
Functia nu are asimptote verticale,

Asimptote orizontale
1

Asimptote oblice
Funtia nu are asimptote oblice.

Paritate
Functia nu este nici par, nici impars.

Monotonie
Nu se poate determina monotonia funcfiei,

Aceste caracteristici sunt prea complexe pentru a fi calculate de
Calculator:
Interval; Minim; Maxim; Puncte de inflexiune; Monotonie

Exemplul 5

Calaulator
Reprezentare grafici

N < f, a-vi
Analiza functiilor

Domeniu
€R

Interval
y €[0:)

Intersectie cu axa X

Intersecti
1

Minim
@.0)

Maxim
Functia nu are puncte de maxim.

Puncte de inflexiune
Functia nu are puncte de inflexiune.

Asimptote verticale
[ A

Asimptote orizontale
Functia nu are asimptote orizontale.

Asimptote oblice
Funcfia nu are asimptote oblice.

Paritate
ia nu este nici par, nici impars

Monotonie
(1)  Crescitoare
(~,1) Descrescitoare




Exemplul 6

Calculator

Reprezentare grafica
o tx

N € =m

4 Analiza functiilor

Domeniu
xR

Interval
Nu se poate calcula intervalul pentru aceasta functie.

Intersectie cu axa X
x=-1

Intersectie cuaxa Y
1

Minim
Functia nu are puncte de minim.

puncte de maxim.

Puncte de inflexiune
fa nu are puncte de inflexiun

Asimptote verticale
Functia nu are asimptote verticale.

Asimptote orizontale
-2 y=

Asimptote oblice
ia nu are asimptote oblice.

Paritate
Functia nu este nici pars, nici impars.

Monotonie
Nu se poate determina monotonia functiei

Aceste caracteristici sunt prea complexe pentru a fi calculate de
Calculator:
Interval: Minim; Maxim; Puncte de inflexiune; Monotonie

Exemplul 7

Calculator

Reprezentare grafics

N < f, m@DHeD

Analiza functiilor

B Domeniu
x>0

Interval
y €[0:)

Intersectie cu axa X

Intersectie cu axa Y
[

Functia nu are puncte de inflexiune.

Asimptote verticale
Functia nu are asimptote verticale:

Asimptote orizontale
E] o 5 0 B Functia nu are asimptote orizontale.

Asimptote oblice
i nu are asimptote obli

Paritate
Functia nu este nici pars, nici impars.

Monotonie
i
-

(L)  Crescitoare




