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Polinoame

Introducere

Vom privi polinoamele intr-o variabila din doua puncte de vedere:

1. (Intuitiv) Un polinom este o expresie care contine simbolul X si elemente dintr-un inel R

(de exemplu Z, Z,,, orice corp), legate intre ele prin operatii de adunare gi inmultire:
PeRX], P=ay+uX+...+a, X"

Inzestram multimea R[X] cu o adunare si o inmultire, definite astfel incat sa respecte

regulile aritmetice uzuale:

P=ay+au1 X +...+a, X"
Q=by+0 X +...+b6,X"+...4+b, X"
P+Q:=(ag+bo)+ (a1 +b)X + ... 4 (@n + b)) X" + by 1 X" D, X
PQ = (aob()) + (a0b1 + albo)X + (aon + a1b1 + Cbgbo)X2 + ...+ (anbm)Xm+"
2. (Riguros) Un polinom este un sir finit de elemente dintr-un inel R.

o f sir de elemente din R:

fN= R < (f(0),f(1),...,f(n),...)



e f sir finit <= 3n astfel incat Yk >n: f(k) =0

o (f+9)() = f() +g(i), VieN;
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o (fg)():=) f(j) 9(i—J);
j=0
e (0,1,0,0,...)=: X
Se poate arata prin inductie ca
X" =(0,0,...,0,1,0,...),

unde 1 se afld pe pozitia n + 1.

Legatura dintre cele doua puncte de vedere este urmatoarea:

fiNoR ¢ P=f0)+f(1)- X+ f2)-X>+...4+ f(n)- X"
(0,1,0,...) +— P=X

(a,0,0,...) «— P=ua

Gradul unui polinom

Definitie. Fie R un inel, f = ap+ a1 X + ...+ a, X" € R[X], iar a, # 0. Definim gradul

polinomului f prin grad(f) := n.
e daca f = a # 0, atunci grad(f) = 0;
e daca f =0, atunci grad(f) = —oc;

e grad(f +g) < max(grad(f), grad(g));

— (142X + X))+ 2+ X3) =3+2X + X%+ X3

—1+XH+(X-X)=1+X

e grad(fg) < grad(f) -+ grad(g).



— daca R este inel integru (ex. corp) atunci

grad(fg) = grad(f) + grad(g)
— IR (sau Z): (243X +6X3)(1 + X?) = 6X° +9X3 +2X2 +3X + 2;
—in Zy: 2X2+3X)(2X7T+1) = 2X8 +2X2 + 3X.

Polinoame si functii polinomiale

In ceea ce urmeaza vom evidentia diferentele dintre notiunile de polinom gi de functie polino-

miala. Consideram inelele R i S cu R C S i polinomul f € R[X], f=ap+ a1 X +...+a, X"
Definitie. Pentru fiecare o € S definim valoarea lui f in «:

fla) =ag+a1a+ ...+ ana”

Functia definita prin
f:5=8
x— f(x)
se numeste functia polinomiala pe S asociata polinomului f.
Exemple. f = X2+ 1€ R[X], R=R
e S=C:

f:C—C
acl—>x2+1
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f:R—>R
xr—>x2+1
1—2
.S:MQ(R).'
[ Ma(R) = M2(R)
2
a b a b a?+be+1
— + Iy =
c d c d ac+ cd
1 1 21
H
0 0 10

ab + bd
be+d? +1

e f poate fi, de exemplu, interpretat si ca un polinom peste Zg, f = X2 + 1.

Atunci pentru S = Z4 avem:

f:Z4—>Z4
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Observatie. Doud polinoame distincte pot defini aceeasi functie polinomiald pe un inel.

Fie f = X?— X si g = X°— X, polinoame cu coeficienti in Zs. Atunci functiile polinomiale



asociate acestora sunt:

Teorema impartirii cu rest pentru numere intregi si polinoame peste un corp

Z K[X]
Ya,b e Z Vf, g€ K[X]
cub#0 cug#0
g, r € Z Jlg,r € K[X]

al.a=b-q+r

510 <r<|b

al f=g-q+r
grad(r) < grad(g)
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Probleme propuse
1. Fie feC[X], f=0a?—16+ (e +48)X + (8% - 1) X2
Pentru ce valori ale parametrilor «, 8 € C polinomul f este polinomul nul?
2. Fie f € Z3[X], f = a +bX +cX2.

Sa se determine polinomul f, stiind ca ]?este egala cu functia polinomiala atagata polino-

mului g € Z3[X], g =2X? - X + 2.

3. S4 se determine polinoamele f € R[X] de gradul 3, stiind ca f impartit la X2 + 2X da
restul 7y = X + 2 si impartit la X2 — X da restul rp = 7X + 2.

4. Sa se determine m € R astfel incat restul impartirii lui f = X* —(m? —1)X —8i la (X +1)

s& fie un numar real.



