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STUDIA UNIV. BABE$-BOLYAI, MATHEMATICA, X X V , 3, 1980

ON AN EN RICH ED  THEORY OF MODULES (II) '
: *

GRIGORE CALUGAREANU

Introduction. Stimulated by the excelent monography [4], the author of 
the preseut paper works out the closed and monoidal closed part of the theory 
of modules over a fixed monoid, a theory for which, in [5], M a c l a n e  only 
worked out the monoidal part.

The reader needs only the first section from [3]-where the basic notions : 
closed and monoidal monoids and the corresponding morphisms, left and right 
modules over monoids, are defined, and the basic situations studied, — in order 
to recover our main definitions.

From  section two all the definitions and results following the corrolary 
2.7 are needed.

In this way, we shall start this second part of this paper with section 
three. In what follows, we suppose that V0 is a symmetric monoidal closed cate­
gory with equalizers.

3 . The closed and monoidal closed structure of PMV. Demma 3.1. — The
morphism zA =  n(yA • cAJt) : A -► (RA), considered for a left R-module (A, aA, yA) 
over V, factors through {E A }. Moreover, denoting by : A —*■ {E A } the factori­
zation morphism, this is an isomorphism in V0.

Proof. First, we have to check (3) (aA, 1) • Rar • zA =  (n, 1) • Las • zA. 
Using [II, (3.1), (3.19), (3.22)] we have

(», 1) • L rA • zA =  (*(»»), 1) • L ra • zA =  P • K  1) • n(yA • cAR) =

=  P  * Mya • Car * 1 ®»») =  * * ( ya ‘ car • 1 ® m  • a) =  mz(yA • m ®  1 • ca,r 9 r -a). 

The following commutative diagram

(A8R) 8R - a-* AWeRl-MRSRlGAÎ^â^RÔA 

c®1 a'1

(R® A)®R —®—>R®(A8R)^_* R8(R8A)-^-^R®A

enables us to continue the equalities above

=  nn{yA . 1 ® (Y  ̂ • cAR) • aRAR • ^ R®1) =  A <Y a ‘ 1®(Yx ; car) • a) ‘ car) 

using again [II, (3,1)]. At the same time, we have

(<xA, 1) • Efj* • zA =  u(Mar- c(rauaa) • za® cca) = u{Mra • .«a ®*a ■ car)- 
Thus, the equality (3) is equivalent to the following
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m *a • *A®*A =  "ÍYx • 1®(Yx * cAR)I . aRAR) or to the one derived t 
appljang tc, which is proved as follows ea from this

k {M ra * * A ® Za) — (ZA> ■ ^ AA ’ a A (n (YA • CAr )> 1) • L aa

=  P • (Yx • Car, 1) • «x =  P • "(Yx • * ®  (Yx • «x*)) =  im{yA • 1®(Y¿ . 4 )  . a .
ro i\ /o r*\ /o rv~k\ nusing [II, (3.1), (3.19), (3.22)].

Now, let us prove that ix 1: (-R4) —> {IA )  —> A is a twosided
inverse for iA, that is, let us check the following two equalities (e, 1) . Zjl =
=  *x» za ’ »a * ' (e> ! ) ’ ecluR* =  e(LuRA- We simply obtain the first as follows

(e, 1) • 7t(Yx • Car) =  A y  a ' cAR • 1 ® « )  =  * (Y x  • * ® 1  • cAI) =  tc (lA . cAl) =

=  A * a) =  *x-

As for the second, we first derive from [II, (7.4)] the following commutative 
diagram

(0.1)
.-1‘X

lA-MllAlS------ »(R/IA.10R1

'ilAi

(III A )- M/1A)

(lR>'

-»(10R;(IA,miKí

Using i(jA) =  (1, iA) and the following commutative diagram (by naturality 
of K)

(IA)- 1ÍA.

n,u)

*(I®R,A®R)

| (1, iA81)

(I (IA)--- iltUAl---, f J 0R,n A)® R)

above as follows ^ ’ ^-ia . W e now prove th e  second equality required

^  1 ? ,  * ^  =  n ^ A ‘ °AR ’ * cqUgA =
’ Yx * x̂* • zA '® 1) . U(/A)iR . (e, 1) . equ x̂ =

=  (l~l ;  yAr R AR ' iA 0 1 )  * {1r1> *A @ 1 ) • K *A • k  1) =
( * » Yx • • K ia . (*, 1) . equju =  (/;», . eAR) . (<®1,1) •

=  .,0.1 ^  ’ Yx • cx*) * (c**, Cjm) • i r L  • equ*x =  „

=  l l  ' *  n }  ■ (1 ' =  <*»  • 1 •*  !) • equS/1 =  equRA, using also [II, (3.4)] and lem®3
y =I/ĵ RMA ~  Itft R-module (A, <xA, yA) over V, the morph ^

A RA ' C(RRH**) • w(w • cRR) ®  eq u ^  : 2?® {R A }  -  (2?^) / « ^ fS



ON AN ENRICHED THEORY OF MODULBS (II) 5

{RA}. The unique factorization morphism ts>RA< R®{RA} -  (RA) provides a left 
R-module structure over V for {.Rd}. J

Proof. Using the F-functoriality of RA and L*, the naturalitv of M 
a commutative diagram derived from [III, (4.4)] and (3) from the previous 
lemma we have

(cla , 1) • R ar • M ra • C(R*), (jm) • tc(m • Cjejj)®equjix =
=  (n, 1) • L RA • M rA • c{RR)i {RA). 7t(m • cRR)®equRA,

which proves the existence of the required morphism <oRA.
Next, let us check that uRA) actually is a left ^-module over V,

that is, the commutativity of the following diagrams

(R8R )® [RA}- 

m«1 | 
r «[r a )

►R«(R®

ÎRA]

RA])

,06jRA 
R®(RA]

By left composition with equiX, the first one is equivalent with yRA • e ® l =  
=  equju • 1{RA) denoting by y RA =  equ^ • <aRA, or, applying tc, n(yRA) • e =  
=  (1, eq u ^ ) • j {RA]. Using n(yRA) =  (equ, 1) • Rrr • n(m- cRR) and n(m ■ cRR) • e=  
— j R (from proposition 1.10) it is sufficient to verify Rrr • jA =  j{RAy But this 
follows easily from [CC2], i.e., (jR, 1) • LRA =  ifRA) applying tc-1 and using 
[111,(4.4)] for [111,6.4],

The commutativity of the second diagram is equivalent with yRA • m<g>l =  
=  yXA ■ • a. We first mention that again from proposition 1.10 we have
P • m =  M rr ■ p o p  • cRR =  M rr • c(RR),(RR) • P®P- which implies, applying tc, 
(1, p) • tc(ot) =  (p, 1) • Rrr • p. Next, using the F-functoriality of RA and 
applying 7c, we derive an analogous of [CC3]

(RR ) _

(r a )(r a »

m .

i(RA>

(((RAXRA I,(RA)(RA3)-

♦ÜRRXRR#

( I  ̂ ) ►IRRXIRAXRAM

Using all these, the proof is the following
Terr(y RA • W ®1) =  n (n (y RA) • m ) =  (1, n (y RA)) • tc(m) =

=  (1, (equjM, 1)) • (1. R rr) • ( ! .  P) • =

= (l, (equjM, l)) • i1» Rrr) ' (P*  ̂T
=  (1, (equjM, 1)) • (P* 1) • {R rR> *) • * R * *  * P =
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=  (P, 1) • (Rrr, l) • ((equjia, 1), 1) •  ̂ __

=  (*, (yR*)> 1) * l {$ a\,(RA) • R rr • P =  p  • (y RA, 1) • . p ^

=  p  • tz{M rA • C(jije),(j?M) • n {m  • cRR) =  p  . n(yRA . 1 ® Wjf̂

=  nn{yRA • l®co • a).
L e m m a  3.3. — The construction described in lemma 2.8. defines ' 

metric monoidal closed category V with equalizers a bifunctor { — _ f J ? Wr 
X rM Z ^ Z o- i - K m ? x

Proof. I f f :  (A’, <x.A’) -* (A, ocA) and g : (B , <x.B)  -*• (B\ olb.) are momlii««, 
of left -̂modules over V, then {/, g} : {A B } -+ {A 'B '} is the unique moroS 
of factorization through the equalizers ^

equ.AB

tABi—
e,»uxe 

.[A 'e 'j

The functoriality is derived from the uniqueness. Thus, in order to prove the 
existence of the factorization morphism on the above diagram we must check 
(«s'» 1) • Rb’A' • (/»g) • eqû js =  (â <, 1) • L a'B’ • (/»g) • equ â- Using the follo­
wing commutative diagram

l(BBHAB)) — ilila i— ((BB)(ABD—i2LLiB— ((b b IAB’))

{AB}- equ

*B BA

-  (AB) l£A_

(Ug).1)
-((BBXABl)

(f.g)

(AB) ‘‘BA

((9,1).(f.D)

• dBEi (A'B)) ■■ (0Cb’1L.(R|a'b))

( V 1

the first member of the required equality is =  (1,(/, g)) * (aa> ^ l
Bat this is =  (1, (/, e )) • (a* 1) • • equxs. Finally, a jmilal *£%  e q * »
(like the above one) leads us to the second member ot tne *s

Theorem 3.4. — For each left R-module {A, *a> fAj oveh jfu R-tnodvh 
natural isomorphism in DMV. iA: A -+ {R A }, where {2^4} has t j 
structure given by lemma 3.2. * ieft R-&o^e

Proof. We must show that \A actually is a morphism l;;.
over V, i.e., that the following diagram commutes
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By left composition with equ** it is sufficient to check zA . yA =  y . i ® j 
We derive this from the following equivalent equalities -Zi-y, ■ c =  M*
• za® zr> v1' za) ’ z'a =  (zr> 1; • L ra • zA, this last equality being checked ana- 
logously, like the one in proposition 1.6.

The naturality (in RMVl) of the family i =  iA-A -  {7L4} reduces to 
the naturality of the family z =  zA which is readily checked.

T heo rem  3.5. — iR: R —*■ {RR} is an isomorphism of monoids from the 
opposite monoid of R to the monoid {RR} of the R-endomorphisms of the left 
R-module R over itself.

Proof. Straightforward, using equalities from the proof of proposition
1. 10.

Remark. I t  can be shown, in the usual subjacent Way, that if V preserves 
equalizers and V • W is an epifunctor, then the left .R-mo.dule (R, n, m) over 
R is a projective object in PMV. Analogously one could now define Quasi- 
Frobenius monoids over V in the usual way.

— Let us point out the second bifunctor corresponding to the monoidal 
structure of PM V. We assume th a t . F 0 has coequalizers and, for a monoid 
(jR, e,n,m), th at {A, yA) is a object in PMV and (B, SB) is an object of MV„. 

1 We define the tensor product B ® RA as an object in V0, namely

coequ (((8B®1A) • ¿ bra, 1*®Ya) : B®[R®A) -+ B®A).
• This will be a quotient object of B®A. We shall denote by coequal 
: B®A - + B ® RA the canonic epimorphism to the coequalizer.

P roposition  3.6. In a monoidal category with coequalizers V, the above 
construction defines a bifunctor ® R : MVe X PMV -»  VQ.

Proof. Evidently, ® R((B, 8B), {A, y j )  =  B ® RA . If / :  (B, 8B) (B', 8B')
is a morphism in M VP and g : (A, yA) (A*, y '̂) is a morphism in RMV then
f ® Rg : B ® rA B '® rA' is the unique morphism of factorization through the 
coequalizers

.B0A • B9A
ccequ I coequBA

B0r A---- B0r A'

The functionality is derived from the uniqueness. In order to prove the exis­
tence of the factorization morphism on the above diagram we must check
coequ^^ • f ® g  • • ¿ bra =  coequb*a' • f  ®S  : ®ut this easily
follows using the following commutative diagram ( ,

B©(r©a)
-i

r-^B0R)0A-:V . U m

ffln«gj| , (f0l)0gl -

8®(R8A'/——̂ — >(88R)gA' :
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Definition 3.1. A monoid {R, e, m) over V  is called commutative iftn-c 
In what follows we suppose the monoid (R,e,n,m) commutative.
T , q n if  ( R e m )  is a commutative monoid over V and (A „  ̂ ■

Ufi <M ) f i * "  * " « »  M  lik‘
mutative diagram

Proof. <xA being morphism of monoids over V  we have

M Î a • *A®ctA =  aA * m =  <x.A • m • cRR =  M Aa • • cRR =

=  M aa • cIAA)aaa) • aA®ccA. Applying tc we get (ocA, 1) . LAA . aA =

=  (a^, 1) • R aa • <*-a -

Proposition 3.8. I f  (A, aA) and (B , <xB) are left R-modules, there is a 
morphism Y{ab) : -*• {A B } which gives {A B } a structure of left R-module
over V.

Proof. We consider the morphism xAb =  M Ab • aB(S>equ,iB :
From the previous lemma aB =  equBB • xB, so that xAB factors through eqû  
using lemma 2.9. Hence a morphism Y{ab) exists and makes the following diagram 
commutative

r«(ab}—

m

As usS^e^e^eauhralen^ actually is a left B-module over t
x .n . e& i —  ̂ . en* conditions by left composition with eqû s. namely
ing it and [ n T m '  "*1  * "  ' ” ® 1 =  *•» ‘ >®Twn) • «■ For the first, «H*r

• Us T± (iu]\r aVe ^  ^  1) • ^  :
rahty of j  and the fact^thit"» •* ' J (AB}> also usmg ĈCI-*' thC
For the second we have 18 * ^  * -module over £ '

=  il feau r T ^  =  w(*<**») * m> =  ^  =  ,  *
’ n  a*  ))•(!, L BB) .(\ -  afl) >7t(m) =  (equ^fl> 1))-(1, L Ab b ) - ( * bA ) ‘1 b B ‘H

— / * ! )} â’B> ^  ‘ ^ BB> 1) • ^\aB), {AB) * L bB * ^
_  , ,  ^  *) • ((e v w  i), i ) . . l abb • «a =

=  £  • n (M *AB̂  ^  L(A^ (AB) ' L * B ' * B = P  • (*AB’ ! )  ' L bB- * 8 -  
AB • ccB<S)xAB) =  . n{xAB . 1 ® r{AB}) =  im(xAB • 1® Y {^  *
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R em ark. W e  must show that in the commutative case the left f?-module 
structures defined on in the lemma 3.2 and in the previous proposition
are identical. Using m • cRR =  m and applying 7i—1 to the definition of equ^, 
one can show th at M ARA • <xA ®  equ^ =  M RA • c(RR)t(RA) . n ®  equ^, that is, 
XRA — yRA‘

T h eo r em  3 .9 . Lemma 3.3 defines a bifunctor { —, —}  : RMV_°t> y  pMV-*eMV.
Proof. I t  only remains to prove that (f, g}\ ({AB},y{ABi) -* {{A'B'}, 

Y{A'b’}) actually is a morphism of left f?-modules over V. The commutativity 
of the following diagram

RiiÀ'B1)-----{alg}

follows from the equivalent equality M%B> • *B ®  (f,g) • 1 ®  equ^B =  (f,g)
• M ab• aB®  1 • 1 ®equ^fl, which is true using the following commutative diagram

..b

R81AB1- « B *

Ulf.1

HBB)0(AB)- Iab_

(1.g)0(U)
IBB)8(AS) •

-CAB)

B
(Ad)

R0IAB)- * B » -IBB)0(A0) -Itjg 8(Àb)

Proposition 3.10. I f  RV =  V ■ W : ?MV -*Ens and V preserves equa­
lizers then the following diagram of functors is commutative

Proof‘ Straightforward from the remark following lemma 2.8.
Proposition 3.11. For each left R-module {A, a )̂, the morphism xA :R-+{AA} 

which appears in lemma 3.7 is a morphism of left R-modules. Further, the 
family j =  ) {A,<xA) =  xA is natural in RMV.

Proof, The following commutative diagram shows that xA is a morphism 
of left ^-modules

RiR-

m

-R0{AA} * * * * ? & —iAAWAA)

V l . .  : <
eQ°AA -IAA)
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The naturality of j follows from  (1 ,/ )  • * A =  ( /, 1) • oc ,̂ tru e for a . 
of left jR-modules / . ( A ,  aA) -*• (A', <xA-), equAA being monomorphism01011’1“8111

P roposition 3.12. RV  ) (1^) =j^-
Proof. B y  left com position w ith  e q u ^  one can  show that' w 

show a t the subjacent level^ th at V{z(AA]){\A) =  etA. F in ally, one reduc *°

to  F ( w m a * ) ( 1 A =  J * ® 1a ‘ 1 r ’ using also th e  q u a l i t y  z(AA) =  ( ls , T (. .. . ^
• U[AA),it and axiom  [CC 5]. '

* . P roposition 3:13. For each left R-modules (A, <xA), (B, ;aJ  and ic \ 
there is a transformation " ' ,ac)

L =  (Ci0(c) : {BC} -* {{A B }, {A C}} natural in nMV.

Proof. Let us, first, mention the following generalization of lemma 2.9 
(ecc, 1) • Rca • M ac • eqU|C®equ^B =  ( a *  1) • L AC - M AC equBC®equ^. Hence 
there is a morphism M ac '- {BC}(g>{.4B} -*• {AC} which closes the commutative 
diagram ‘

{BCj8fA8>

(BC181AB)-

5L {AC}

MAC

equ
AC

(AC)

Using again n there is a morphism Lie- {B C }-*  ({.<4 B},J^4C}) for which (eqû a, 1)' 
• L bc • equBc =  (1, equ ĉ) • Lac is true. If we want Lie  to give us by facton 
zation a morphism h i c '  {BC} -*■ {{A B}, {AC}} .we have to check the fo owing
equality («{¿cp 1) • R\ac),{ab\ : L ie  =  («MB), 1) • L\aa%,{Ac) •L bc-
may use the definitions of the left B-module structure on {AB} ana t ^
(l,equ^B) .  a {AB) =  (equ„B, 1) . L ABB - aB and the analogous c h a n g e » *  ^
Again, using the F-functonality of L A, composing to the right wi
and applying n, we get another analogous of [CC3] :

faci- CB • (ICC

BC

((AB (ACM 

ÂC)

wac)(ac))!«a b](ac)))

tec»

P.Lgc)

(LCC-1) (ICO.ftABHACM) ,))------------- ^  ( L i b b e d
We shall prove the required equality com posing to the ^|'T1(̂ [uQctors)- ^vve suau prove rne required equality co m p o sin g  ^  ------- rtTiofunc

(which still is a monomorphism, the functors (X , —) being m
.(b (L  eqn^c)) • («{¿cp  1) * B{^c|, {ab)> ’ ___

=  W t q . l ) -  ((1, equ^c), 1) * *$% {**•  * Lac "
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=  («C. 1) • (L ie ,  1) • ((equ^c, 1), 1) • R\a%i{AB) • L i c =

=  («c* !) • (Lee, 1) • R\ac),{ab) • (1, equxe) • Lie —
=  (ac> 1) ‘ (Lee, 1) • i?( ĉ},{AB) • (equ^B, 1) • Lie  • equBC =

=  (ac> 1) ’ (Lee, 1) • (1, (equ^B, 1)) • E $ q .(i<q • Lie  • equBc =

=  (ac> (equ/g, 1)) • (1 , Lie) ■ Rcb • equBC =

(1» (cqtr,iB, 1) • L bc) ■ (fltB, 1) • L bc * cquBc —

=  (as> (equ^B, 1)) • (Lis, 1) • Ljib}_ (AB) ■ Lie  • equBC =

•— ((equ.iB, 1) • L i s  • aB, 1) • L(abI,(ac) • L ie  • equBC =  . .

=  (<*{ab), 1) • ((1, equ^B), 1) • L(ab), (ac) • Lie  • equBc =

=  (<X(ab}> 1) • (1, (1, equxe)) • L\abi{aq • L bc =

=  equ^c)) • (<*{ab), 1) • L\i^h ÂC) • L i c .

Thus, there is a morphism L bc : {BC} -* {{AB}, {AC}} in V0. The proof 
of the naturality in „MV of the corresponding family is left to the reader.

T h eo rem  3.14. I f  V is a symmetric monoidal closed category with equali­
zers, (R,e,n,m) is a commutative monoid over V and the subjacency functor V :V 0-* 
-♦Ens preserves equalizers, then „MV, the category of the left R-modules over V, 
is a closed category.

Proof Using theorem 3.4, the remark following proposition 3.8, theorem 
3.9, propositions 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, all data for the closed structure of „MV 
are constructed, the „unit” object being obviously (R,n,m) as a E-module over 
(R,e,n,m ). Proposition 3.12 is axiom [CC5] for „MV. Hence, one has only to 
verify the remaining axioms [CC1—4] for RMV. In what follows we shall prove, 
for instance, axiom [CC2]. We have to check the commutativity of the follo­
wing diagram

By left composition with equB<{ylq this is reduced to the following commuta­
tivity

[ac]---- AC------ ►ÇAAlfACj}

IR/a CI)
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A new composition with (1, equ^c) gives us the required proof :

(1, equ^c) • z{ac) =  (1. equ^c) • ^ (ï^ c } • C{ac},r) =

=  Ttfeqû c • Y{AC} * C{a q , s ) =  n(%AC • cIAC) , r) =  n (M AC • ac ®equ<c . c{ilC} fi) _

. =  n (M Ac  • C(AC), (cc) • equ^c ® ac) — (ac> 1) * R ca. • equ^c =

=  («X» !) • • equ^ =  (j* 1) • (equ^, 1) • L AC • equAC =
=  (ĵ » 1) ' * -̂ac — (1» equ*c) • (j^, 1) • L Aç.

Remark. The astute reader has certainly noticed th a t we constantly use 
the following fact : the functors (X , —) : V 0 -*• V 0 having left adjoints, namely
— <g)X : V0 -* V0, preserve limits (equalizers) and monomorphisms.
— Let us return now to the monoidal structure of „M V .

Theorem 3.15. For a commutative monoid (R, e, m), if the functor 
R ® — : E o  — E o  preserves coequalizers, proposition 3.6 defines a bifunctor 
®r ' °MV X pMV — „M V .

Proof We first mention th at, the basic monoid being commutative, if 
(A, SA) is a right R-module then (A, SA • cRA) is a left R-module. Hence, for 
two left i?-modules we' shall define B ® r A =  coequ(((yB • cBR)®  lA • aËRA,la®yA) : 
: B®(R®A) -*• B®A). In order to get a left .R-module structure on B ® RA we 

prove that the morphism xBA : R®(B<g)A) —t(R ® B ) ®A B ® A ^ ^ B ® RA
coequalizes the following pair

Re(Bg(R8A))-^ -*R8((B8R)BA)-16(!',,B'CBS^ 11 R£©SAi 

1 0 (1 8 ^ )

The functor R ®  — preserving coequalizers, this will prove the existence of a 
morphism ygtsA : R ® (B ® rA) -* B ® RA in V 0 which will provide the left R~jn°~ 
dule structure on B ® RA. We shall avoid this verification which only uses defi­
nitions and coherence. So, our y Ri BA closes the following com m utative diagram

V

^R.BA

(RBBJBA— — ► B0A - -  .q- B A-» B « R A

“l
R8IB0A) ■•■9 COeqUBA--------------- * R 0 (B 0 R A|

-Ne? '  we ^ave to Prove th at (B ® rA, yR ba) actu ally  is a left R-module, 
is, e commutativity of the following diagram s

R e i s e r  - t f l _

(R0R

m«1

0{B0r A)-

R0(B0r A)

R.BA"

j 1®*R,BA 

R 0 (B®oA)

' B 0 r  A

WR 

^R.BA
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As for the first, we can check the equivalent one obtained by 
tion with l / ®coequBil(this being epimorphism) right composi-

Yr. ba • e ®  1 • 1 ®coequflil — '{r. ba • 1 ®coequBX . e ® I =  .

=  coeqUiM • Yb® 1 • «-1 • ¿ 0 1  =  coequ^.Yfl(g)l-(e®l)®l . a ~1 =  
=  coequBX • /B®1 . a~i =  coequfl/1 . lA9B =  1B9rA . 1 ®coequ3

UBA‘

As for the second, a right composition with lj?®/e®coequBi4 gives us the requi­
red proof

Yr. ba • • 1 ®coequJM =  coequ^ • yB0 l  • o r 1 • m®l =

=  coequ^ • ya ® l • (1®yb)®1 • « 0 1  • «-1 =

=  coequ^ • Ya®l * «~1 • 1® (Y b ® 1 ) • 1®«—1 • « =
=  Yr. ba • 1 ®coequflil • 1®(y/,® 1) • l® «-1 • a  =

=  YR.ba • 1 ® Y« ,ba • l® (l® c o e q u flJ  ■ a =  y s . BA • 1 ® yjz. ba • «• 1 ®coequail.
i - '

Finally, one easily checks that, using notations from proposition 3.6, f ® Rg 
actually is a morphism of left i?-modules over V, i.e., the following diagram 
commutes

R 8 (B8rA )-- biba »98r A 

»(f9Rg)

R»(BfcRA’)— M

Remark. If we suppose that V0 is abelian, ®  preserves cokernels in both 
variables and we take cokernels instead of coequalizers we recover the similar 
Maclvane's result.
— Moreover, the following result is true

Theorem 3.16. I f  V is a symmetric monoidal category with coequalizers, 
(R, e, m) is a commutative monoid over V_ and R ® — preserves coequalizers, then RMV_ 
is a symmetric monoidal category.

Proof, Simple generalization of Macl^ane s result. For instance, if (A, yA) 
is an object in pMV , we have from the definition 1.9 yx • m® \ =  yA • l®Yi<’a » 
that is, yA coequalizes the pair ((m • * aRR*> J*®Y)- ^ ^ s ,  factors
through coequ^ g iv ing  one of our natural isomorphisms iA. K ® RA A.

We shall end our paper with the principal result which uses all the results 
obtained above

Theorem 3.17. I / V i s  a symmetric monoidal closed category, V0 has equa­
lizers and coequalizers, V preserves equalizers, (R, e, n, m) is a commutative monoid 
over V and R ®  — preserves coequalizers, then RMV, the category of the left R- 
-modules over V, is a symmetric monoidal closed category.
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Proof. First we must find in V 0 m orphism s p sac : { B ^  
and prove that this is a natural fam ily of isom orphism s in rm ^  p £  W } }  
we prove the existence of morphisms P b a c  w hich close com m utatively the foil 
wing diagram ' ~ °'

{B8r a ,c }. Pmc

B8r AP

♦IB,{AC}).

(B80 AC) (C°eqUBAll l >(B8A,C)-fBAC_»|B,( A C ))

Because (B, —) preserves equalizers it  will suffice to  check

(1, («c* !)) * i1» r ca) * P b a c  • (coequBii, 1) • equB®s >̂c =  

=  i U « *  !)) ‘ i1- l a c ) • P b a c  • (coequBil, 1) • equB®^,c
This verification needs the following f a c t s :
(i) denoting by X  =  B ® RA, and applying 7t to  a  convenient diagram which ex­
presses the F-functoriality of Rc, one has (1, R ca) • L x x  =  {R xa, 1) • R{xc\,(ccyRcx-
(ii) from [III, (4.4)] applying n, we can  find th e  equality

{Rxa, 1) • R(xc), (xx) • L x c =  {Rxa, 1) •L\ax), (ac) • Lxc
(iii) the definition of coequBil gives b y a double application of 7t, the equality 
(1 ,7t(coequflil)) • Tz{yB-cBR) =  (a*, 1 )-LAAX • 7t(coequB/1)
(iv) we have {ccx, 1) - R$ A. 7t(coequBil) =  (1, Tc(coequB^)) • 'rr(Yn-cBr) =  (yii) 
— it(n(coequBil) - yB-cBR) ; this follows also using th e  result of the forthcom g

Having this in mind the proof goes like t h i s :

(M«c> !)) • (1 .J& ) 'P b a c ' (coequBî , 1) -equxc =

=  (Mac» 1)) • (1, R ca) • (ir(coequB/4),l) • Lxc • equxc =
=  (^(coequ^), 1) . (l,(ac, 1)) . (R%A, 1) • R$% Ac c > - R e x 888 

— fa(coequBil), 1) • (R xa> 1) • R {xc) ,r * (ac* ^ c x  ’ ec^Xxc (ji)

““ 1) • [ R x a , 1) • -R jjrc),«* ( a A> ^ x c  #

=  (w(coequBil), 1) . (1, («^  i)) . ( J & ,  1) . I ® < x o  * L Axc • {.y)

=  (*(ooeqUjM), 1) . (R L , 1) - ((«*,. 1), 1) - L?ax)MC)- LxC • e<lu* c "  (iii)

=  (w(Yb • cBR), 1) . ( ( l ,  7i(coequB^)), 1 ) -L(ax),{ac) ‘L xc ' &lnxC ^

=  Wcoequ^), 1) . {Lix, 1) • ( (a ,,l ) ,l )  - L?a x )Aac) * L x c  * « P xC ^

*  M c o e q u ^ ) ,  1) . ( i ,  (a ^  1 })  . ( L ^ ,  i )  . l } $ ) M c V  L x C  ' &̂ * C '

~  (Ma.i> 1)) • (1, Lac) • (7c(coequB̂ ), 1) • Lxc * eilnxC 
=  (1* {aA> 1)) • (1, Lac) * Pbac • (coequBil, 1) • e<̂UxC
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Now, we must show the existence of morphisms 
close the diagram Pbac which commutatively

[B8RA,C)-f - BAC

BAC

M ac»

equB,(AC}
>(b,{ac\)

and these will be the required isomorphisms. We have to check the following
equality (« {ac} ,1) • f?{Ac|,B • ft  bac =  (<xB, 1) • L%, (ac) - P bac- Again, we need some 
preliminary results ■ _
(v) from proposition 3.13 we take the equality

(l.equ^) • <X(ac} =  (eqnAC ,1) . Lee- ac
(vi) the following equality holds

(Lee ,1) • R[ac{ b • P bac =  ( l,P bac) * R c. b q a ',

indeed, this follows applying 7t to axiom MCC3, composing to the left, with 
C(b®a,o , (CC) and applying rc-1 .
(vii) by a double application of tz to the definition of yx  =  y*. ba we get 
p • (coequB/(, 1) • a* =  (l,ir(coequBJ )  • aB

So, the following „enriched diagram chasing” proves the required equality

(1,(1, equ^c))- (a^q, 1) • R\ac] ,b • P bac =
=  («{ac), 1)-((1, equ«),l) • R\ac) ,b • P bac — (v)

=  (ac, 1) • (Lee, 1) • ((equ«,l),l) • R\ac}, b • P bac =
=  (ac,l) • (Lee A) • R\ac\.b • (l,equac) - P bac =

=  (ac,l )  • (Lee, 1) • R\ac),b • P bac • (coequal 1) • eq u «  =  (vi)

=  (ac,l) • (1, p bac) • R c. boa • (coequ^ ,1) • e q u «  =
=  («cl) • (1 , P bac) ' (l,(coeqUflA, 1)) • Rex • equ« =
. =  (1, P bac) • (l,(coequBil)) • ( a x . l ) X «  • eq u « =

=  (ocjf, 1) • ((coequ*, ,1),1) • (1, Pbac) • L*x%A » e q u «  =  MCC3
=  (a* ,l) . ((coequB<4,1),1) • (Pbac- *) • L{ax), mo • Lxc • eq u «  =  (vii) 

== (aB,l) • ((1, it(coequBil)),l) • L (® C), (ac) • L x c  • eq u «  =  ,

=  (aB,l) • !# ,( « )  • («(coequal), 1) • L «  • e q u «  =

-  (aB,l)  -.Xg. (ac) • P bac • (coequjM ,1) • e q u «  =
=  M  * L b,(AC) • (1,equ^c) • P bac =  («b> 1) * ( U ^ ac)) • L bb, {ac) • ^ ac =

=  (1.(1, equ^c)) • (afl,l) • L%.{ac\ 'P bac
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We now have, for each three left 2?-modules (A, a.. Y ) (n  
a morphism ¡>BAC: { 5 ®  A ,C } - *  ^ ' ' aa< Ya). (C, # ,

J  o iamiUr nf __ — C*OrpillSiii i’BAC • l~ v  ---- ^
Analogously, we can determine a family of morphism« X-i 

the commutative diagrams  ̂ inac which dose

3,fAC)} BAC -*(B0r A,C1

|1' eqUAC L ( B,(AC)) - iS A C _» ( B8A .C)

(co eq u al)

and next, a family pBac which close th e  com m u tative  triangle

(B.IAC}}

'BAC - Ï
(eSoA.o

Finally, the following three facts m ust be checked •

(a) Pb^c and Pbac actually are morphisms of left i?-m odules over V ;
(b) pbac and pbac are m utually in v erse ;
(c) the family p =  \>BAC is natural in RM V.

As for (a), we show for instance th a t pBAC actually, is a morphism of left 
.R-modules over V. The com m utativity  of th e  diagram

ro iea a $  — kixrh— Api

iep
b a c

R0{B,

BAC

¡ÀC\\------- yfB,fACfl ,»(b , (ACh

reduces by left composition with equ b, {ac) to
M]b,C{ac} • &{ac)<S>Pbac =  Pbac • Y(a®ra, c) °r> applying tv, to verify
ip bac, 1) • ¿{/c}, {a c} • «.{ac} — (1, Pbac) • «-{b®ra, c}» equality which ° ^ ^ g " .  
by left composition with (l,(l,equ4c)) by a new „enriched diagram c 

For (b) we choose p • p—1 =  1; indeed we show that

(1 , e q u x c )  • e q U f i^ x c }  • P b a c  • P b a c  —  (1» e q U A c )  * ^

We have __ _i __
(1, equ^c) • cquB, {¿cj • P bac • P bac =  ( 1» cqu^c) • P bac ____

=  Pbac • (coequ^, 1) • equ*c • P bac =  Pbac (coeqUBA. 1) PB 

=  Pbac • Pbac • (l,equ^c) • equB, {AC} =  .(1* eqttAc).* e<1Ua''{
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For (c) we choose the naturality of uBAC in (A „ v \ • ..
mutativity of the following diagram ’ A’ ^A' ’ ls’ com*

{00RA,Cj- UBAC.

u rn
(B qÂpţ----BÂC-L̂ B.ţA’pft

Again, we prove an equivalent equality *

(1 , eq u ^ 'c) • e q u f l.^ c }  • P b^'C • { 1 ® * / > 1 }  =  (l.equ ^-c) • P ba'c ■ { l ( g ) j j / , l }  =

=  P ba 'c • (co e q u a l, 1) • eq u Be)j^ , c  - , { 1 ® * / , ! }  =  N 

=  P ba 'c * (c o e q u a l , 1) • ( 1 ® * / .1 )  • eq u xc =  ■ ' -  •’

— P ba-c • ( 1 ® / ,1 )  • (coequBii, 1) • e q u * c  =  (1 ,( / ,1 ) )  • P bac • (coequfly,,  I) • e q u *c =  

=  ( 1 ,( / ,1 ) )  • (1 , equ^c) • eq u fi< {AC} • ^ bac =  " "

=  (1 , equ^-c) • (1 ,{ / » ! } )  • eq u B, {ac> • P b^c =

=  (1, equ^c) • eqUB.^-c} • { L { / ,  1}} ■ Pb^c

In this way all the symmetric monoidal closed structure for „MV is establis­
hed. One can complete the proof of our theorem verifying axioms [MCC2], 
[MCC3], [ATCC3'] and [AfCC4]. . ,

{Received July 6, 1978)
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ASUPRA UNEI TEORII ÎMBOGĂŢITE A MODULELOR (II)
(Rezumat) ‘ r . ,

Utilizînd noţiunile preliminare studiate în partea întîia a aceluiaşi articol, autorul stabileşte 
rezultatele principale privitoare la partea închisă şi monoidal închisă a teoriei modulelor peste un 
monoid fixat, rezultate care conduc în final la teorema: dacă V este o categorie simetric monoidal 
închisă, categoria subiacentă V 0 are egalizatori şi coegalizatori, R este un monoid comutativ peste 
L  functorul de subiacenţă V  păstrează egalizatori şi R ®  -  păstrează coegalizatori, atunci cate­
goria modulelor este simetric monoidal închisă. * .,

2  — Matheraatica 3/1980
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PÂLCULUI, PULSAŢIILOR n e l in ia r e  a l e  u n e i sfere 
CAL DE GAZ ÎN ROTAŢIE

N. LUNGU

r T în această lucrare prezentăm metoda de calcul utilizaţi
. f' S  tíS a re  ale unei sfere în rotaţie uniformă. Acestea apar în cazul 
in pulsaţiile nelini care reprezintă aproximativ 0,9  din raza totali.

t  caau simetriei sferice, au fost integrato púa.» 
. t o S S S l Ş E a Ü uşor adaptată la calculator. îu fmal se M l  
rezultatele numerice.

f„m incu “ S '  ^ ”t L f  co“ t "  în ecuaţiile mişcării fotón mu 
Şi coordonată Lagrime*- Masa corespunaătoare raaer r este [3]

m(r) =  4̂7rr2p (r)dr 
o

unde p(r) este densitatea corespunzătoare razei r. Volumul specific este

V  =  —  =  47rr2 —
p(r) dm

( i)

Ecuaţia lui Newton, considerînd şi rotaţia, are forma [7],

L  « Ï  +  2  UV _■ 1 A. Saajdr' dmT

unde P este presiunea corespunzătoare masei vn,\ radiaţi' S1
Fluxul caloric se consideră difuzat in întregim 

fluxului devine:

(21

ecuaţ**

(3

medie-paC1
unde ax este constanta Ştefan-Boltzmann, iar ^(^’^Hlează, ecuaţia  ̂
neglijăm generarea energiei nucleare în învelişul care o caloric este:

(4

dt '
E  fiind energia internă pe gram.

ÉË +  +  J L ^ o
•Ij ' A . Í »...dt dmr
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următoarele condiţii la limită :

(5)

exprimînd faptul că luminozitatea (fluxul total) care intră în înveliş-prin partea 
interioară (la r =  r0) este constantă, L 0, şi de asemenea nucleul central nu 
pulsează (viteza este zero). La limita exterioară a învelişului avem:

adică sfera se consideră liberă şi pe suprafaţă are o temperatură efectivă Tâ.
IV. Modelul de echilibru. Condiţia de echilibru se realizează anulînd 

derivatele în raport cu timpul. în cazul de faţă modelul de echilibru nu pul­
sează, dar avem posibilitatea determinării structurii interne a sferei care se va 
folosi la deducerea soluţiei dinamice. Parametrii fundamentali îi considerăm 
cei ataşaţi unei stele pulsante de tip R R Lyrae, deduşi prin metode observa- 
ţionale, pe care-i utilizăm în calculele numerice. Valorile acestora sînt cunoscute 
[3], astfel: masa M 0 =  0,75- 1038g, L =  1,5-IO85erg/sec, Tâ =  6500# ,
R0 =  3,41 • 10ncm. Pentru co considerăm o valoare corespunzătoare tipului 
spectral A 0.

V. Procedeul de rezolvare. în scopul integrării sistemului (1) —(4), cu 
condiţiile la limită (5), (6), este necesar să exprimăm ecuaţiile prin diferenţe. 
Pentru că se cuplează ecuaţii hidrodinamice şi calorice, este necesar să studiem 
stabilitatea şi precizia soluţiei. Un studiu similar este făcut de R i c h t m y e r
[5], dar problemele se tratează individual. în scopul scrierii prin diferenţe, varia­
bila r(m, t) este reprezentată prin cantitatea discretă r,-, unde indicele n (întreg) 
reprezintă timpul, iar indicele i reprezintă masa mi interioară razei r Valoarea 
i =  1 reprezintă limita interioară, iar i =  N cea exterioară.

Volumul specific al elementului de masa i este
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M. LU N G U

m resou n zătoare elem entului de masa i - 1 • temperatura coresp J *

Presiunea Ş _ definită la  m om en tu l tn +  — Ai şi o notăm.  r n , Viteza r< este

* . t  p : . . - m -
. .. ¡q\ are fo rm a .•-+* Atunci ecuaţia (2)U *

-A-m
f. =

(m. i + m., i)
[ ,+v

1
" " »—o

? ( + r ^ i + c < 4

ij

-< -i)
2  m

u

+  7  <Ari> i =  2, N  —
<5

1

+

i _ r  (rj -  h ~ y  
1 Qvn x + vn~\ 

* 2 * 2

* 0 p en tru  r f — r {

în cazul r,- — r f_ x > 0 .  Q se num eşte „viscozitate  artificială” şi din 
-îe£n r^ rezzn tă  că  se introduce num ai în com presie, fiind implicată de undele 

Constanta Cg este aleasă ca  un com prom is între stabilitate şi prc* 
¿ ¿ e .  (j are ca  efect form area unui front de şoc cu  efect de stabilizare. 

xruaţK . mişcării, pentru i =  2 , N  — 1, are  form a :

r . + * =  +
■Wifie

A/" =  i ( a *" 2 +  Aî”+ 2 )

(10)

(IU

.4 -1  . -KT P   0. D“1 ^h  limită » l u t : la i =  1, r "  2 =  0 ; l a  t  =  A ,  -r • ^

**  rxr.i'itha plicit condiţia la lim ită  r " + 2 =  E cu a ţii^  0 ^  ge su° 
v  f,-i y'ift ţi M: cuplează, form îndu-se un sistem  unic.

4*s& u/A/am /«  si» W şi obţinem [1].

■■*.. b, H sw : : \ - W 1twz i - ^

^ 4 ^  W  ha ă f  tU u ţfa prin relaţia

/i  ^  + f s i r +1t
M- . - *4 —. »+ *a

7 ii

(12)

(13)
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Sistemul (12) este tridiagonal şi-l rezolvam prin metoda Crossing” sau 
a parcurgem directe şi inverse. Atunci *W , se exprimă în form a? 8

* 2
SW tp 1 + î . ,

2 2 2 '~2
Dacă (14) se înlocuieşte în (12), obţinem

unde coeficienţii ft i şi q, t se calculează cu formulele:
,+ '2 t+~2

d., I + c  , q ,

‘<+i

K i - 1 “ c . 1 P. î 
,+ 2 - 2

<+i i+T «-S
i+ 2

Pentru i =  1, din (12), obţinem:

'* • -4 * i - c . . A  i 
*+ 2 ’ + -2 - 2

a3/2 ¿3/2 +  c3/2 * W II2
h * * 3 / 2 b
°3/2 *3/2

(14)

(15)

(16) 

(17)

în care SW,/2 se cunoaşte din condiţia la limită (5). Se pot calcula astfel coe­
ficienţii , şi ? .+ i prin parcurgere directă. Pentru i =  N avem,

m
" 4

VW 3 + q i (18)

în care 3 se cunoaşte din (6). Se demonstrează că acest procedeu este

stabil şi convergent.
VI. Rezultate numerice. 1 ° Procedeul prezentat mai sus a fost programat 

în FORTRAN IV  la calculatorul electronic F E U X  C—256. S-a obţinut la 
început modelul de echilibru, considerîndu-se 38 de straturi (noduri) în înveliş. 
Se determină astfel distribuţia funcţiilor M,R,V,T,P  de la exterior spre inte­
rior (tabelul 1). în  figura 1 este dată distribuţia temperaturii în înveliş repre- 
zentînd structura fizică a învelişului.

' Tabel 1
Modelul de echilibru

Nr.
str. A M(g) R(cm) V(cm*) T(K) P(dynlcmt)

38
34
30
24
18
12
8
4

0,30000^+25
11520£+ 26
44300
33320£+ 27
25000E +28
18900JS+29
83900
62900

0.34300H+12
33245
32207
30024
26379
20933
15912
84264-E+U

0,75959£+09
32322

79947.E+08
16651
24623S+07
30815.E+06
61460E+05
13109£+04

0.54658E+04
54749
11623E+05
73273
18879.E+06
40145
72644
19303E+07

0,39529jB+03
93049
14192JS+05 
52485.E+06 
91443.E+07 
15537jE+09  
14097£+10 
17562E+12
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2 - '  ^ :  ^ ^  ‘  ~

1̂ crefefriloare 1« pornirea şi în tre b e  
duce o am n rt^  pentru ionizarea H  si rrCre| t^rea tem peraturii, cauzat de cc 
D 2 V K S u~ ă a - S | f orÎUtre 6'5 -10^  •* 2,7 -10&K  sep

tice, vom^e-n* V*teze* radiale^e6cimoa <;<I*teva rezu^tate aie modelului dinami 
20, io 4 _ Prezeiita grafic viteza rădici- CU m are Precizie din măsurători pra
funcţie dePtimCare 6 VOm compara cu & & a .straţurilor (nodurilor), 35, 28, 2 

^  de timp. mpara cu Practica. în  figura 2 se reprezintă r 1

«apiltudtau de p02l{Ia |n 8<rat
Tabel 2

1.550 
1.685
1.550 
1.500
1.440
1.440

1.370 12
1,220 10
0,920 8
0,920 6
0,905 . 4
0,930 2

0.850
0,960
0,720
0.520
0,500
0,460
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/A-

tî

t*

os
OS

u

€z-

16

• • • •
• •

• Nr.strotului
o  *  6 S 8 k  iz k  ~JT /â ‘ ¿0 ¿2 ZA *6 &  30 32 34 30

F  i g. 2. Vitezele radiale in straturile 35f 28, 26, 20, 10, 4 (In abscia& faza <J/ în fracţiuni de perioadă).

Din curbele vitezelor radiale se pot deduce amplitudinile curbelor pe care 
le dăm în tabelul 2 şi figura 3. Se constată uşor că amplitudinea scade spre 
interior în cadrul aceleiaşi zone şi în înveliş. De exemplu, la baza învelişului
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amplitudinea este de 4 ori mai mică, rezultînd o am ortizare a pulsaţiilor STlr 
interiorul sferei. Astfel, putem concluziona ca  oscilaţiile se găsesc esenţial^

suprafaţa^ s fe r^ c^ ea termenuluţ care conţine ro ta ţia  are cel puţin trei efect 
asupra modelului care oscilează. Un prim efect se m anifestă prin turtirea sferÎ 
dar dacă se consideră o rotaţie lentă, atunci oscilaţiile pot fi socotite radii 
şi se neglijează turtirea. Al doilea efect se m anifestă în m icşorarea perioadei de 
pulsaţie, care poate atinge 30 de procente. Astfel, cu  aceiaşi parametri funda- 
mentali (m, L, Te) în prezenţa rotaţiei perioada de pulsaţie a unei stele R R 
Lyrae este 0,475 zile, iar în absenţa rotaţiei [3],  perioada este 0,680 zile.

Al treilea efect al rotaţiei este desincronizarea pulsaţiilor diverselor stra­
turi. Se observă în figura 2  că straturile nu pulsează în fază şi momentele 
maximelor nu coincid. Rezultă şi de aici m icşorarea perioadei de pulsaţie din 
cauza rotaţiei. ■

Se impune aici o concluzie firească, şi anum e că  ro taţia  este diferenţiali 
şi trebuie studiate pulsaţiile neradiale.

(Intrat in redacţia la 22 ftbruarie 1979)
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THE CALCULATION OP NONLINEAR PULSATIO N S OP T H E  g a s  
SPH ER E  IN  ROTATION

(Summary)

of RR Lyrae stars1 * ^leore^ca  ̂ method has been developed concemlnd the calculus of P

ting the equation*of^the^m **0nS °* t te  model the same as those used inveI!
crossing”. the a m o u n t  The system is solved by the method of “ *

figure 1 the temparatore^Tr i th e , r“ ul*s of the calculus. In  table 1 we give the stati
Our calculus indicated a*d«f “  2 the radial velocity for one a f  front the sttrf

towards the interior Rotaf,* (̂ erential rotation and a gradual increase of *> 
on reduces the period of pulsations by up to 30%*
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NOI FO R M U LE D E CUADRATURĂ CU ELEM EN TE F IX E

DUMITRU ACU

1. Fie F  [0,1] clasa funcţiilor /  definite pe intervalul [0,1] şi integrabile 
în sensul lui Lebesgue pe acest interval.

Să presupunem că avem dată formula de cuadratură 

1 "-1
$ /(* )* *  =  •/(*{) +  rn\f), ^
0

0 ^ *0 ^  Xj  ^  ^  %n—1 ^ 1,

cu evaluarea exactă pentru rest

r{? =  sup \r^(f) |. (2)
/ « m u  v '

Se pune problema găsirii unei formule de cuadratură de tipul

\f{*)dx =  g  A J {Xi) +  j g  Bkf(yk) +  R™ ( /)  * - (3)
0

astfel încît ea să fie optimală pe F [0 , 1], adică să se determine coeficienţii Bk 
şi nodurile

o < y 0 < y i  <  < y *-1 <  1
astfel ca

f?L0)=  sup |EL01(/)I (4)
/eJT(0,IJ

să fie minim.
Formula de cuadratură astfel obţinută se numeşte formula optimală ata­

şată formulei (1), pentru clasa de funcţii F [ 0 , 1].
Pentru o formulă de cuadratură (1) dată se pot obţine diverse variante 

ale problemei puse, dacă se caută formula de cuadratură optimală ataşata for­
mulei (1) printre formulele a căror coeficienţi Bk, k =  Q, m — 1, şi noduri yk, 
k ~  0, m — 1, nu sînt arbitrare, ci sînt supuse unor legături dinainte date.

O astfel de problemă a fost studiată de M. L e  v i n  [3]. .. 
în  prezenta lucrare obţinem noi formule optimale ataşate unei formule 

de cuadratură dată, pentru anumite clase de funcţii.
2 . Fie W{ol)L 2(M ; 0, 1) mulţimea funcţiilor/, definite pe intervalul [0,1],  

absolut continue, şi care satisfac condiţiile /(0 ) =  0, ||/ (U, a  M.
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Si considerăm ca(l) te m i »  *  “ adraturi °P tim ali P* de ^

1) (vm> M  P ® ‘

(5)

CU
r<°> =

M
(2« +  1) V3 (6)

în cazul m =  n, y k =  (xk- i  +  x k) / 2 ,  k  =  0, n  — 1, M. L  e v i n ([31) gâseste 
următoarea formulă optimală ataşată formulei (5) 6 9

\f(X)dX ~  2n +  1 5 /  !2«+ l)  ^  2(2« +  1) f  (2« +  1) +  R* ' (7)

CU

----- " — W i  _  — 5----- =  rf  \ !  1 -
(2» +  1) ^ 3  V 4(2» + 1 )  V 4 ( 2 » +  1)

(8)

înformulei (5) cînd w ^ ia j^ o d u ^ f1 <̂e êriri n̂^m  form ula optimală ataşată
Ue y°>yi> • • y n-i  sîn t lu ate astfel

* - . S 7 T  +  n  i  +  r. (9)

'  Kle “  “““ “  * *  «n intervalul ÎO, 1.
Altfel spus np l 2« +  i J

10 *Un<$ e de r, astfel ̂ în d t^ ^ o rm iJ6 6̂1111̂ 11̂ 111 coe^ c9enÎ'^ k =  Q> n ~  ^

I
+  R ^ l f .r )  [10)

evaluarea exan-s °a «stului, adică • i ■

Rl0)( r ) =  sup |2?l0)( / , r ) l .
{li)

sâ fie minimă.

Utilizînd identitatea

M
1

“* ^f'(x)[x — t)+dt, x <= [O, l']>
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unde

avem

unde

_  /  0, u «s 0 
« > 0 ,

RnHf.r) =  Ÿ'(t)K(t)dt,
m

n—1 » -1

x '‘> = 1 - '  (£ t t  -  < ) ♦ - £ « »  -
Aplicînd în (12) inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski, obţinem

i?í,0)W < Af I ̂  j 2 . (13)

i *

Dacă se ia f 0 definită prin

/„ (*) = m |J K»(l)dt J “  j  K{t)dt,

atunci / 0 e  W(0i] L 3(M ; 0,1) iar în (13) are loc semnul egal. Rezultă că

R™ {r) =  Jlf ( j  K*(t)dt) (14)

şi problema pusă se reduce la determinarea coeficienţilor B„, k =  0 , n -  1, 
astfel încît integrala

I r
I  =  ^K'{t)dt 

0

să fie minimă.

Din —  =  0, t =  0 , 1, rezultă sistemul
dBt
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care dupi calcularea integralelor se scrie sub form a

l  n ~ *  o / 4- 1 y f  ^  ^  /  7 \—  -------

'  (2n + 1)* -

Acest sistem este de tip Cramer cu determinantul

=  y<>{yi -  yo)(yz — y J  • • • (y»~i — y n- 2) #

(15)

y<> yo yo . . .  ^0 y o
yo yi yi . . .  ŷ yi
yo yi yo . . .  ^2 yo

yo yi y2 ■o y»-2
yo y’i yt • • ■ y»-■2 yn-i

şi, prin urmare, el admite o soluţie unică.
Rezolvînd sistemul (15) şi ţinînd seama de (9), găsim

B, - r )2 12« + 1 )2 12« +
= B, =  . . .  =  B„_1 =  0.

(16)

Pentru (16) avem
î

I  =  \K2(t)dt = -----!— -  _  ( _ i _____r \ [ _ l_____ 1 ) 1 .  (17)
J 3(2» +  1)« (2»  +  1 fţ2»  +  1 2 / 2

Dea, formula optimală ataşată formulei (7), cu nodurile date de (9), este

+  +  R ' ? U . r )  (>81

CU

Rn\r)==M \ / ~  ~ 2------- r —  --------—  '  J L -  (19)
 ̂ V 3(e , + 0  <  r  i  2n + ,

„  .  U ’  ~  S Ţ l  di° <18) 5‘ (19) rezulţi (7) şi (8), adică rezultatei' lui 
M- De v i n  ([3])
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După (19), aceasta revine la a determina pe r e  |0, —~ j  astfel ca funcţia

să ia valoarea maximă. 
Avem

g(r) =  I— ~------ r)|—  ------- —) ~
6W  {2n + 1 J 2 n  + 1  2 )2

n  \ 3r* 2  ̂ i
* w _ 7 - s r r r  +

1

care se anulează în intervalul 

2 l \ 1

(2 n +  1)*

——— 1 numai pentru r =  — 
2» +  i j  ■ 3

1

g " ( - ------- —  )  =
I 3 2n +  l )  , .

pentru g(r). Cum g (— -— I =  0 şi lim g(r) = 0 ,  deducem
12« +  l ' r\o

2

3 2» +  1
. Cum

2 1< 0 ,  rezultă că r == — ---------- este un maxim local
2» +  1 3 2« +  1

rm(0.
m ax g(r) =  g (— ----- ?— 1= —
/« 2 i U  i 3 2« +  l) 27

1

(2« +  1)*

Deci, dintre toate formulele (18), cea pentru care min i?(0>(r) este atins
2 -

se obţine pentru r =  —----- -— . Această formulă este
3 2« +  1

n - l

(20)

CU

* J » | I "  l / 1 -13 2n + 1/ (2« + 1)V3 V

V 9 1

1 _

9 2« +  1
(21)

.8 -  He W<0 L,(M ; 0,1) mulţimea “¿ ¿ ^ ‘Sastă’d S i ’ae t e ţ U

(1) a ^ u e  pmpuuem «  couslruim formula 
optimală ataşată pentru formulele de tipul

( m i ,  =  £  v w  +  c/(o> +  £  v w  +  R-< v  «
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(23)

Avem inegalitatea evidentă

sup |i?„(/)| >  sup
/e IfP) L,[U; 0,1) ' (M; 0,1)

Dacă punem condiţia ca formula (22) să aibă gradul de exactitate egal 
cu 0, atunci rezultă

C =  1 — ^2  M a +  B k).
A-O (24)

Pentru C dat de (24) avem

=  RnU(*) “ /(°)3>
de unde obţinem

sup \R(f)\< sup |i?„(/)|. 
/ « ;0,1) /•  ; 0,1)

Din (23) şi (25) rezultă

(25)

sup |i?„(/)| =  sup |i?„(/)|.
/e H'(1) i 1(Af ¡0,1) / « w £)L ,(M  ¡0,1)

De aici şi din cele demonstrate la 2. deducem că  dintre formulele de tipul

\M ix  -  S T r S ' f s i î l  +  c m + S  +  RM r) «

cu nodurile yk, k =  0, n — 1, date de (9), cea optim ală este

=  ^ g / ( £ ± l )  +  1/(0) +  f  -  '•)/(’■) +  JW /.') (27)

CU

K .W  = (f)Up \Rn{f,r)\ =  M \ j -----------------i — --------- r ) f — î—- -  i )  2 '
/ « » » ' ( o,i) y  3(2» +  [) ' \2n +  1 } [ 2 n + l  2 '

unde r  este un număr dat din intervalul (O _ * _ 1 .
: { 2 n + l \

( 2 8 )

entru r din (28) şi (29) rezultă form ula optim ală

J/( } 2» + i £ /  (^ Ţ ţ) +  [/(O) +  / ( ^ ^ ) ] +
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cu

p  (  I V ^  - i/ ' i  _ 1  ■ 1

Un + I j (2» + 1) V3 V 4 2» + 1
rezultat obţinut de M. I , e v i n în [3]. > , ■

Folosind cele demonstrate în partea a doua de la 2, deducem că dintre 
toate formulele (27), cea pentru care min Rn{r) este atins, este cea care

O l
se obţine din (27) pentru r — — . -------- ;

3 2 n 1

2 n T T S '/(Í T T ) +  5 S T I í h  

+  K ( / ’ î  ' ^ ţ t )

2n
1_
+

CU

R 1
2n + 1

M
(2n + 1) V3 9 2n +  1 ’

(Intrat tn redacţie la 5 iunie 1979)
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NOUVELLES FORMULES DE QUADRATURE A ÉLÉMENTS FIX E S
(R é s u m é)

Dans le présent travail on pose le problème: étant donné U io m u le d e  j ¡ ¡
avec l'évaluation exacte de l'erreur (2), on détermine la formule de quadrature (3), & ^ a . «lire les 
coefficients B* et les noeuds y*, * =  0 ^ 7 .  ainsi que le reste sff, soit minime pour la d **e
de fonctions P [0 , 1]. La formule de quadrature ainsi obtenue est dite la f 0” ™  deux^classes^de 
•»ale attachée à la formule (1). On construit ensuite les formules optimales pour deux classes üe
fonctions. ,
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REMARKS ON T H E NUM ERICAL SO LU TIO N  O F  A  NONLINEAR *
PARABOLIC EQ U A TIO N  K j

ERVIN SCHECHTER

T n the present paper we continue the study begun m  [5 ] , [6 ] of a non- 
pfl/ de¿ nerate parabolic equation. Our prim ary aim  is to  show that the 

linear degen P by the explicit difference scheme converges to the
S f S  i í í í  °Q) r ' a n y  U  P <  + « ;  This, improves the result of [6 ] where 
f  < V  < 2  We also show th at the considerations of the above papers, can be 
extended to the case when the right-hand side of our equation is perturbed

by 4 L p ie l iS a r ie ” - The problem we are dealing with can be formulated as 
follows:

=  A<p(») -f  a(x, t) on Q =  £2 x  j O ,r [ (1. 1)

u{x, 0) =  u0(x) r s i )  (1 .2)

u{x, t) =  u^x, t) on S =  8Q x  ]0, T [.  (1.3)

Throughout this paper we shall suppose th a t the functions intervening 
^  (b l) (1.3) are subject to the following assumption (A ) :

(i) «0 e  C(Q), e  C(S), a e  C{Q); u 0, ult a £  0
(A) .

(ii) 9 e  C{R+), <p(»), 9'(«) >  0  for u >  0  ;

9 (0) =  9 '(0) =  0 .

The domain il  £  R2, is supposed to  be regular, bounded and convex.
Definition. A function u e  Lm(0) is called a  weak solution of (l-1) "  

(1.3) if : vv'

(i)
d*i V(Q) i =  1 ,2 ,

(ii) Conditions (1.2), (1.3) are fulfilled (in th e generalized sen
(iii) w £  0  on Ç,

(iv) For any /  e  Hl(Q) such th a t /|st =  0  ^

5 ( Mf  “  £  ¿ j dx dt +  $ / ( * .  O K i*)dx  +  \ « (* . <)/(*» W *  dt ** ° ’

Here S i  =  S ( J  { ( * . T)\x  e  Q).



As in [5], [6 ], the approximate solutions 
explicit difference scheme :

NUMERICAL SOLUTION OF A NONLINEAR PARABOLIC EQUATION

U{0) =  « .» .

U |r4 =  u2(x, At ) ,  x e  r», A =  0.1......... K ^  [ I ]

tc EQUATION 33

yielded by the following

on Qt (1-5)

(1 -6)

(1.7)

where h is the step in both space directions and t that of the time direction 
of the rectangular mesh. Further, A* is the usual ’’five point" discretization 
of A, «o* is the restriction to the mesh points, of #0,

« 2 : T* X  {At, A =  0, 1, . . . .K )  -* R , u2[x, t) =  ux{x*, t) .

*  6  Tj, where x* «= 3Q, is the nearest point to x (or one of them, but always 
the same on all levels); Sih, Qk are formed by strictly interior points and I\ 
by the boundary mesh-points.

2. A maximum principle. To begin with we introduce the following nota­
tion : M  is a constant such that u0, uv a < M, M0 =  (1 4 - T)M,

X =  4 — max 9'(r).
h* (0, M,}

Theorem 2.1. Suppose that assumption (A) holds and X ^ 1. Then, the 
•solution U of the problem (1.5)—(1.7) satisfies:

0  £  U(x, t) Û M0, for (x, t) e  Qk.
Proof. We prove only the right-hand inequality. To this end it suffices 

to show th at t / i;(A) < (1 +  At)M for any i,j ,  A (in <?*)• Suppose that this were 
not true. Then there would exist a triplet of indices m,n,A with A > 1, such 
that Umn{A) >  (1 +  At)M and UiS{A -  1) < (1 +  (A -  1)t)M, for any t,} . 
Hence, if we set M x =  (1 +  (A — 1)t)M, i

0  >  M{1 +  At) -  Umn{k) =  MX-  UUk -  1) +  tA*(9 (M1) -  

-  <e(Um„(k -  1))) +  Mx -  a U A -  1). ’

The last difference is nonnegative. The sum of the other terms can be 
written a s :

(l  -  4 ~  9 mn(A - s 1)J(M 1 -  Umn{k -  1)) +  Um+U h  1)) +

+  9m-l.n(h -  1 )(M1 -  U m-t,»(h -  1)) +  9m.H+l(k -  l)(Mx -  u m, «+l(A -  1)) +

+  9 ~ .n + l( k  -  1 ) ( * 1 -

r  The sign ~  indicates an ry ic r io n °w e ^ ^  thatThis expression is nonnegative. The contradiction we are ieaa
the inequality is co rrect.- o ^ ri ^ M -■

We mention here th at if a =  0 then 0 < U < M.

8 — Mathematics 3/1280



3 Estimates for the first order differences. The proofs of the following 
lemma’ and theorem are similar to those of the case'(see [5 ] / [6 ]), a =  0 .

Lemma 3.1. Suppose that conditions of Theorem 2.1 are valid. Assume also 
that the following conditions :

(i) «o le  C2(Q), d2u0/dxl d*u0ldxl > 0  on
(ii) «! and a are nondecreasing in t, hold. Then,

E. SCHECHTER
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a

tA2£  j Ui(k) I < C, for h <  ht 
■■■9k . . =

(3.1)

where C is a constant independent of h.
Remark. The lemma remains true if instead of the positivity of the second 

order derivatives of «„ we suppose A<p(u0) > 0, or if tp"(u0) ^  0  for /  ^ 0 
and Au0 ^ 0, <p" ^ C[R+). ,

Theorem 3.1. Suppose that:

(i) Assumption {A) is valid, <p e  C2(R+), <p"(#) > 0 fo ru  >  0  and u0 s  C2(ii)
(ii) X 4  1 i -
(iii) dufdt exists and is hounded on S
(iv) 9 (00) = 00.

Under these assumptionŝ  there;are constants h0, C >  0  such that.: .

tA2£  | t / ^ ) f <  C for h <  h0. 

Corollary 3.1. Under the hypotheses of the above theorem ‘

t/j2]C  l<p(£/(£)r | <  C for h < . h0.

(3.2)

(3.3)

having the following properties - a) T lf  * \fU ar poygon a polygonal domain 
vertices coincide w i th m e s h W c  ;  1^Im fides are parallel to  the axes b) The 
simplicity we use the sam* * ls convex in both space directions. For
for the nodes they contain 10n *°r rectangular domains as well as

. -Theorem 3.2. Subtyosp runt tt ■ .. * - >-
and that conditions of' Theorem l i t ™  t^e sô u^on ° f  the problem (1 .5 )—(1-7)

» « .  « * 4  a  Z l £  r  > n  fu lf i l le d . ' /
convex domain independent of h such that fot any yegulatp

* . . .  ...
< C ,

'Wk
if h < h 0{£t*).

Here fl* is the maximal regular polygon contained in  &*• 
The proof relies on the samp i rlooft ’ J1

(3.4)

----- yotygon contained in  £i*. : .t-■■ :4 .
the same ideea as in the homogeneous. ;case . [5 }•. For
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p.i

V

plicity, it was carried out there, when ....................................
i2* was a rectangle R 0. The incqua- I H-Sp.
lity (3.4) was obtained by constructing 
a sequence of parallel and concentric 
rectangles

= H o C R i C  • • • =
and letting N  -*  oo.
If now QJ is a rectangular polygonal 
domain, the sequence of „parallel" 
domains {Rp} with frontiers {Sp}, is 
constructed as follows:

(i) R , +1 C  IV
(ii) Parallel sides are at dis­

tance h.
(iii) At the distance h along the F * 6- i- 

side of length h, of a „concave"
vertex of Sp, there is a concave vertex o Sp+1. Except these vertices Sp 
and.Sp.i_j have no other common points.

We note that, because of the convexity of Cl*, a concave angle of Cl 
must have at least one of its sides of length h.

4. Auxiliary functional analytic results. In order to show that the appro­
ximating sequences converge to the exact solution of compactness results.

Theorem 4.1. Let Dbe a regular, bounded domain o /R " and {«,} Q  La>(D) 
a sequence with the following properties: .

(i) ess sup \Uj{x) I <  C, j  =  1 , 2 , . .

C independent of j. ■
(ii) There exists r e ] l ,  -foo] and u e  L'(D), such that:

Then,

a.e. on D.
/

(j ) u — L*>(D).
(jj) There exists a subsebuence {«*} C  {#/}. such that:

_ uk -*  u in ■ L*(D), for any p «  [1, -foo]. ' ,

Proof. First, from our hypotheses it follows that : 1

« in V(D) weakly.

On the other hand, using a diagonalization process, we we can infer from (1) 
and the reflexivity of L>, P «  ]!,«> [, that {«/) possesses a subsequence {« ,} 
with the property of being weakly convergent for any such p, to «. Since the 
norms of u are equibouuded we have, u e  Lm[D).

«
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Using Egorov’s theorem, there is a small set D 0 Q D  such that 
uniformly on D\Dg. Hence,

j K  -  =  $ I«* -  u\Hx +  J  \uk -  u \Hx,
D D\D, D,

shows that uk -*u  in Lp(D) for /  s [  l t oo[\
Lemma 4 .1 . Let p  e  Ql, ooQ, and K  C  LP(D). Suppose W  \ bp n 

op subdomains of D with the following properties : * 1 sequence

(i) Dk C Dk+i for any k.
(ii) For any j  the restriction of K  to Dj is precompact in L^ID)
(iii) For any e >  0, there exists a subscript k such that :

D\D
J  M *) \PdX <  6 for u e  K .

Then K is precompact in LP(D).
This lemma was used in [6 ] (Lemma 2 .5).

exten.JnJi n / T Pt CtneS!t.0i the aPProximatmg sequence. The notation for the 
extensions of U„ have the same meaning as in [4 ], [5 ] , [6 ]. W e also extend

rectengular ̂ olygon^ontaining' ^ b y P '  ^  “  the SmaUeSt' d °Sed’

U(x, t) =  Ul(x, t) {x, t) e  S„. (5.1)

whl have, being ̂ ontiimon f̂t %̂  ^  is the nearest point to x. Thus, Ut mg continuous functions, well defined traces on 5.

IEM M A 5.1. S “» 0“  r ,- .Q ,~  H  satisfy:

:w ^ p i M < c ,

k

. < > T i ^ S ' t l K ‘ l +  I K - l +  l ^ l ) < c ,

of h. •>“ ) “Od any Û» ug^ ar

in J "  7  “ * * * sm i that s * c f t C , w ^ w

gent i n n o u ’ *  r t l  ’  Cont™«ous functions {V'h}  is precotnfad

~ Ûnction v, the satipT sequences {V i} or (V ), is comer

small

• m  to afunction « Vft  * " *  °M °> lh‘  sequences {V i}  or { V} , «
Proof. U t jv t  “  " *  f° r thc °ther■ « ¡a .» *
so that for an & ^  domain such that £2'CÛ and h SUf 

°  apr°I,t“‘te û* û 'c f t* . Since (see [4]),ZV*
d»i ~  ivxt)(i), i =  1 , 2 ; — =  ( V M

Bt
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on any qm  =  x  [A0t, (k0 +  1)t ] QQk,

3Vh(x, t)

<y
+ I 0 L I dv'h(x- 0

3*1 St j dxdt ^

<  ( < -  . .  - )  i x  it <  g  J ( g ( n () „ ,W  < * < c
Oj i(**)

(«o — 0■ (Here for example (F ,,)^ , is on each parallelepiped q, linear in x0i 
x2 and constant in Xj).

Thus, V ’h is bounded in W\(Q'), Q' =  £2'x ]0 ,r [ ,  for any £1 ' and conse­
quently precompact in any L1(Q'), 1 < q <  2. Now, the first assertion follows 
from Lemma 4.1. As for the second, its proof is parallel to that of Lemma 3.2, 
Ch. VI, from [4].

L emma 5 .2 . Suppose that in Lemma 5.1, instead of condition (t), we have'.

max\VM\ <  C. (5.2)
A

Then there exists a function v <= L*(Q) and a subsequence ofV k', F j, such that'.

■■■ V't - * v in Lt{Q),

for any q e  [ 1 , -foo[.
Proof. By Lemma 5.1 ( F J  is precompact in LP(Q), p e  [1,2 [. So we 

have a subsequence F* -*• v e  L^Q) a.e., on Q. Our lemma follows from Theo­
rem 4.1.

L emma 5.3. I f  Vh:Q — R and C is a constant such that :

(i) tA * X F * < C ,

(Ü) Th2 X  X ) ( ^
*“ * A*

for h <  A0(£2*) and any regular £2*, £2* C  O- ■ ■■>.
Then, there exists v e  L2(Q), with dv/dXf e  L*{Q), i =  1,2, such that,

F r  _* v and —  — —  , * =  1 .2 . weakly in L*(0 .
* Sxi S*i

The proof is similar to that of Lemma 5.1 (see also [4]).
Theorem 5.1. Let Ut :Q ,~ R  be the solulic of the lifferenc problem 

(4.1) — (4.3) and conditions of Theorem 3.2 hold.
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r t o . m n  „ « « / — <»» “  e  i " (ç ) ani a s* e?“ e” “  l t , ï ) c t ü ‘>

SMC/t tkat: (i) M >  0

W  e  L* ( 0
a*« 1

1,2.

(iii)

H

(v)

(ç(i7ï))f* - <p(«) i» ¿> (0 , P  e  [l ,oo[  

,(9(üï)0' - * ■ » * =  1. 2; twoWy i» L*(Ç), 

£7* as well as XJ't, -+ u in LP(Q), ft «= [ 1 , -{-oo [.
' - ^v) ' U  h U S  WCrW »W

.2 '‘ : T " 'Proofi The discrete function y{Uh) satisfies conditions of Lemma 5.2. 
Consequently there exists x  e  I w( 0  such th a t for a subsequence <p(t/i),

(i
( ? W - X  in ^ ( 0 ,  P  s  [1. +<»[•

At the same time, by virtue of Lemma 5 .3 :

{y{Uh)ix)' - * j  > i — 1 ,2 ., weakly in L2(Q) and b y  Lem m a 5.1 ’.

(5.3)

=i mifJA t m \

Consequently,

?(&») - * X  a e - on Ç ; x  ^  0

and also :

ti* -* <p~l(x) ' a e- on 0  ç ,
Denote u =  cp- 1(x) and observe th a t u  *= ¿ “ (Ç). Now, th e seq 

satisfies conditions of Theorem 4.1, so th at :

Uh in I*(Ç ) for e  [ 1 , + o o [ .

talk kü ^  ° ther hand because of Lem m a 5 .1 , U'h -+ u , in 
Theorem Ad8- t0  & subse<luence, if necessary): U k — u, a.e.

on Q-
bich e°‘

Again.

V i-* u  in Lp(Q), ft e  [1 , + o o [,

which completes the proof. . 5.1 &re Va^
T heorem 5.2. Suppose that conditions of T  ê yê ._^  j j .

the function u is the unique solution of the problem ( • /
The proof is similar to th at of [5 ], [6 ].
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Remarks. We have shown that a subsequence of extended numerical solu­
tions converges to the exact one. in any U , 1 % p <  + cq. The uniqueness 
however, assures that the whole sequence of. approximations possesses the pro­
perty.- .. : r

Using the numerical extension (5.1) it can be easily shown that Ui|s tends 
uniformly to ut. •

( Received October 3, 1979)
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, /•; (Rcjţum.at)

Prelungirile soluţiei problemei numerice (1.5)-(1.7) tind. In norma lui LP{Q). pentru orice 
/ >e[ l ,  -f'oo[, către soluţia • slabă a problemei (1.1) — (1.3). *
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\[f{x,y)dxdy =  -  p  f (G A , 2h A  * r*
i J . . . .  +

y»-k
„ *•+*

+  f  / ( * » * > ) * # + * ( / )
'•-* ilj

where * - [ , . - * *  +  * J x

=  y , - k  +  ^ k G . , <■  +  Ji * ' - * •  - h  +  ^ K y , -

» j *#••.,# and

f c r / . C M p , . ’ ! ! ' m t i P “  =  S“ P l/« > (* .;y )|  (2)

° p p > ^  * *
us* g  suitaS?°op£ ^ s PaPer «  to obtain S atU^  formulas*
.. I- Optimal uad,  qua<irature rules. m ^  Some cubafcure formulas 

be d r  the which* ;a ' 6 )b etbe  d ass of tIieiunc'

“ oi  ^  f a j ;  ^  t : t r ‘ J /  w  1 <  ^ w  a,so ’

' { ') +  BHa) +  cm  +  RM  ,3)

Wetness J  , *  a re 'U  * ’ C are arb itrary  parameters and
Let u^de 0ne- 6 n°^ eS' and which has the degree of

« *  nod« V  « ,  , t e  ^

" • «  = ^  Mtof” ° t t o Pc<.” 1 i t o n‘ he SeCOI‘d ^

^ = 0, ~ ^ Xl)’ M'<*> =  - C
• « W , « ; (6) =  0 i ( . =  0 i I ...........
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i.e. the monosplines of the form

MW =  +  B -  g  A,(x -  *,)t  . (5)

where M ( is the restriction of M  to the interval (x0 xi+1).
^  J t  follows t1] that  the remainder term of (3) has the representation *£j

‘ » 1 
Rp(f) =   ̂M(x)f"(x)dx. • (6)

a

Furthermore, between the sets Sr and $Ha there exists a one-to-one cor­
respondence.

Now, from (6 ) it follows that

Rp =  sup \Rp(f)\ =  PA\M(x)\dx. (7 )
/« wM(P,-,a,b) Jt ; . ' , ® \

The quadrature formula F  ^ Sr for which Rp takes the minimum value 
is named optimal in the function class Ŵ(2)(P 2 ; a, b).

In the next, there will be constructed optimal quadrature formulas in 
W (2) (P a ; a, b) for the following two cases : i) B, C — arbitrary and ii) B =  
=  C =  0.

i) In this case, the optimal quadrature formula corresponds to the mono­
spline M  for which ?

»
J  =  j \M(x) \ix

a

minim

in the exactness quadrature conditions.
The integral J  which can be written in the form ■* *.

*, p -i*k+l \Mk{x)\dx +   ̂ \Mp{x)\ix 

XP

(8)

takes the minimum value iff each integral of the right part of (8) takes the 
minimum value.

By [3] it is known that

**+t
I k =  C IM {x)\dx, k =  1, • • - ,P — 1
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is minim iff Mk is on (xk, xk+l) the Cebisev polynomial 7V;*;

7V W  =  f  - » * - ( t  -  t ) ’ *
Using this condition and the fact th at the quadrature formula exactness

* ' *■ t -v, ------ ---  i ,  ■
degree is one, we obtain

Ak .........
B .

Also, by (8), we have

32 p
. <./

fft “  «1»

It follows that
« ± .  f ^ - ar p 2.

32 l  p I

So, it was proved'
Theorem 1- The only optimal quadrature formula p  & $  in the function 

class (P2] a,b) .is , ... ,

t> ~ <* -■ • ■ ^ — ttVrrm^ _1_ : > (9)
( / w * = ^ £./<*.■> + .^  [ / ' ( «  -  / ' M i  +  «t

and
i-ii-. M'

2?* =  sup I £ , ( / )  1 =  ÍV
(10)

An analoguos then™ /eW,(2)</W) .........  32/>*
namenly: g theorem can be proved in *i^ P a in the ŝame way for the ii) ease,

function cfosTvvaJnen there existsa°*w* Tuadrature formulas of the form (3)* s m  >(p * :«, b), u  a Un̂ ue Fo *  SF0 Which is optimal in the

- { f̂(x)dx ~  ~ of JL '■ - ; •
and P +  3? ^  T /(x 2) -/(* ,_ ,).+ /(* ,)■ ]} +  R(f) (H)

2 r  *b,(2̂ . !«̂ , 1 ( =  [p  - 1 +  H^33)  (g -  *)’ Pj : (i2)

are twice d iff^ o w n u la s . i^ t  , • ' J  ^kk by each VariJhi c âss of the functions which

T ' “ * “ 4
M  e  {(2 , 0) ,  (0 , 2 ) ,  (2 , 2 ) } .
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the quadrature (9) — (10), i.e.
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to each integral of the second member of (1) e.

J f(x<>y)dy=™

AND CUBATURE FORMULAS

At H ■ • * *

,y )iy=  + £

with

and

*. =  1 ,

= S“P I *«•(/) l = f ,
fmW&Z){D) 4»1

~  P 02 ", 
4n* 02 'x

r,-f A

with

:o +  A, ^j) —

/ “'V o  -  h,yj)} +  Rmj(f),

- sup I ¿ U / )  I =  7 ^ 0.
/ « w V>2){D) 4m

J  =  1

*«>•=. .S“P, I *«>(/) I =

one obtains

M/ ( * ’ * )rf* 4 y = ~  g /(G ,> ) +  — - è  f / n;0)(*o +  h,yi)
. £ »7=1 4mwy=»l

-  *• »»+  + *> - / » w ; - * » j + m

where

■ (13)

(14)

(15)

(16)

- / ’V o

I R (f) I < Rmn +  Rm + 'K -  
Taking into account that

^  n n __ ^
_ v - T" 7  ^io/n 2mB m

2A r̂ \ r> _ p
— 2 -/ ~~ <T7 ^ 0Iiff fri 2»f

(18)

»Hows that

¡ x ( f ) l ^ p » + % p»  +  £ p ”: '

In this way, it was obtained the practical cubature formula (17)—(18), 
i cubature with all the coefficients and the coordinates of nodes rational
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numbers, of course if xt, y0, K k are rationals. Futherm ore, m any of coeffi­
cients are equal. , , . . , .

Also, the mentioned cubature formula is in a way optimal, i.e. the quad­
rature formulas used to derive it from ( 1) are optimal.

In an analogous way, using the optimal quadrature formula (11) — (12) 
one derived from (1) the cubature formula

f y ^ i x i y  =  ^  g  HG„) + ^ |  £  ~ m „ )  - / ( G (,_ ,)  +

+ / ( G J ! + £ [ / M -  /(Gy) - / ( C . . u ) + / { G J ]  +  R(/)
y=i )

where

I R(f) I  ̂ Rm„ +  Rm +  Rn
with

Rm =

It follows that

r> hk*.Rn =  — n
2 *»

1 i 11J 33)
"t* 128 J

P  02

W ) l
9 w V 22 +  ~  P 202m% + 2»* 02 *

v a tiv e ^ a lu i'S fS ciio n /!8 Cubature formula is th at it does not use the deri-

dures for th^aooroxinlflt*8’ en<̂ ’ there are given tw o Fortran  proce-
(17)—(18) respectively ngT-iOm d° i le inte§ral usinS the cubature formulas 
mined the values nf «  ~ a ^  ’ W1*b an at>solute error e. F irst, it is deter- 
the condition ,n n suc^ that the remainder upper border satisfies

h*k
¿in9

t h e ^ r e S T ” will give us tliA

SUBROUTINE CUBATURE,/aw  att ‘
INPUT VARIANT b a >AK,XO,YO,EPS,P20,PO2,P22,MS,M,N,API,K)

EPS-' ^  0P REOTAMri J THB INTEGRATION DOMAIN)
P20.PO2,m- tS ^ ? 1'6  ERROR E-ECTANGIiE e d g e s

*** UPPRR B 0U N D ^3^^ING D r r IVATIVES B0RDERS 0N D
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c
C OUTPUT V A RIA BLES: M,N,API,K 
C M -  TH E ABCISSES NUMBER 
C N -  TH E ORDINATES NUMBER 
C A P I -  T H E APPROXIMATION OF THE INTEGRAL
C K -  GET TH E VALUES - I  IF  THE ADMISSIBLE ERROR IS NOT REACHED AND 
C O OTHERW ISE  
C
C PROGRAM V A R IA B LES: NL,NU,REST,SM,SN,SMN 
C N L -  A LOW ER BOUND FOR N 
C N U -  AN U PPER  BOUND FOR N 
C R E S T -  TH E REMAINDER VALUE '
C SM .SN - TH E CUBATURE SIMPLE SUMS 
C SU M N - TH E CUBATURE DOUBLE SUM 
C
C ONE DETERM INES TH E CORRESPONDING VALUES OF M,N 
C

A H 2= A H *A H
A K 2 = A K *A K
DO 10 M =1,MS
NL =  0 -8 * A K * M /A H + 1
N U = 1 -2 *A K *M /A H
DO 10 N =N L,N U
A N =N
M2 =  M *M
N2 =  N * N
R E S T = A H *  A K *  (A H 2* P20/2/M2+ A K 2* P02/2/N2+ A H 2* A K 2* P22/9/M2/N2) 
IF(R EST .LE.EPS) GO TO 20 

10 CONTINUE 
K = - l  
RETURN

ONE CALCULATES TH E APPROXIMATION API

20 K = 0  
S M N =0  
S M = 0  
S N = 0
A I= X O —AH
B I= V O -A K
A S = X O + A H
B S = Y O + A K
DO 30 I= 1,M
X I  =  A I+  ( 2 * 1 -  1)*AH/M
SM =SM +D FY (X 1,B S )-D FY (X 1,B I)
DO 30 J = 1 , N
Y1 = B I + ( 2 * J - 1 ) * A K / N
SM N=SM N+F(X1,Y1)
IF (I-E Q -l) SN =SN +D FX(A S,Y1)-D FX(A I,Y1)

A P I= 4 * ^ ^ *  A X*SM N /(M *N ) +  A H 2*A K *S N /(4*M 2*N ) +  A H *A K 2*SM /(4*M *N 2) 
RETURN  
END

Procedure Cubnture 2
SUBR0 UTINE CUBATURE2(AH,AK,XO,YO,EPS,P20,PO2,P22,MS,M,N,API,K)
DIMENSION X(1000),Y(1000)
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n n m r r  VARIABLES: XO,YO,AH.AK,EPS,P20,PO2,P22,MS
o ^ V O ^  TIffi CENTER 0 F  RECTANGLE D (T H E IN TEG RA TIO N  DOMAIN) ' 
c  2 * A H 2 * A K - THE LENGTH OF RECTANGLE ED G ES  
c  k p s - 'T H E  ADMISSIBLE ERROR
C P 20P 02P 22- THE CORRESPONDING D ERIVA TIVES B O R D ER S ON D 
C M S- AN UPPER BOUND FOR M 
C
C OUTPUT VARIABLES: M,N,API,K 
C M - THE ABCISSES NUMBER 
C N— THE ORDINATES NUMBER 
C A P I- THE APPROXIMATION OF TH E IN TEGRAL
C X -  GET THE VALUE - 1  IF  TH E ADMISSIBLE E R R O R  IS  NOT REACHED AND 
C 0  OTHERWISE 
C
C PROGRAM VARIABLES: NL.NU,REST,SM,SN,SMN 
C N L - A LOEWR BOUND FOR N 
C N U - AN UPPER BOUND FOR N 
C R EST - THE REMAINDER VALUE 
C SM,SN— THE CUBATURE SIMPLE SUMS 
C SMN— THE CUBATURE DOUBLE SUM 
C
C ONE DETERMINES THE CORPESPONDING VA LUES O F M,N

AH2=AH*AH
AK2=AK*AK
DO 10 M=1.MS
N L=0.8*AK*M /AH +1
NU=1.2*AK*M/AH
DO 10 N=NL,NU
AN=N
M2=M*M
N2=N*N

^BEST.LEEP*^G0 T0P2Ô ^M2+AK2* PO2^^N2+AH2* AK:2* P22 9̂^ r̂ N2)
10 CONTINUE

K = - l
RETURN

0NE CALCULATES t h e  a p p r o x i m a t i o n

20 K=0 
SMN=0 
SM=0 
SN=0
DO 30 I= 1 ,m 
DO 3° j = 1 N

50 SN -«5̂ --------

A PI

- . - -x- / /  F (X (I ) ,Y (N -1 ))+ F (X (I) ,Y (N ))

^F i = F( X( 2) , Y( J )) —F(X (M — 1),Y( J)) + F (X (M ),Y (J))
Re t u r n  *  ^ * sm n /m/n + a h * a k * ( s m + s n )/8 /m /n
E nd
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Example. Let / ,  D, e and MS be given respectively by:
a t  yl'r, D^ r  t°*1] x  t°* l l  c =  0 001 and MS =  1000. Then 

A H = 0.5, A K = 0.5, X O = 0 .5 , Y O = 0.5 , P20=PQ2=% P 22= 24. Thus the 
CALL instruction for the first procedure is:

CALL CU BA TU REl (0.5,0.5,0.5,0.5,0.001,2.,2.,24.,1000, M,N,API,K) and 
the corresponding output data are: M — \\, N =  12,' API =  0.523195.

Using the procedure CUBATURE2 one abtains M = ll ,  N =  12 API— 
= 0.523161 .

If one takes e =  0.000001 then the output data for the both procedures 
are : M =  326, N  =  390, API =  0.523276.

We can remark that the approximations obtained by these two proce­
dures are very closed and- they are very closed with the exact value of the 
integral which is I  =  3 ln3 — 4 ln2 x  0.523248.

A difference exists in the running time. Thus for e =  0.000001, the run­
ning time of the first procedure is tx =  1 M 345 and this time for the second 
procedure is tt =  2 M  17S. ;

( Received November io , 1979/
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ASUPRA. UNOR FORMULE PRACTICE DE CUADRATURA ŞI CUBATURĂ 

(Rezumat)

în lucrare sînt construite două formule practice optimale de cuadratură. care. slut ulterior
folosite la stabilirea de formule practice de cubatură. „,-oeedeelor de cubatură date.

în încheiere sînt date două proceduri Fortran pentru realizarea procedeelor ae
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SUR LA RÉCURRENCE D E  LA  M ÉT R IQ U E D E  SCHW ARTZSCHILD

P. ENGHIŞ, |P. SANDOVICI [, M. ŢAHIWĂ

Dans la théorie de la relativité généralisée la m étrique de Schwartzschild 
est comme

¿S2 =  (i _  *?) w ------d—------rW  -  r2sin20¿cp2
V ' J  j _

f
(1 )

comme la métrique d’un espace décrit par le cham p de gravité avec symmé- 
trie sphérique généré par une masse m en repos.

Nous nous proposons de montrer que cette  métrique est récurrente dans

un certain sens avec le vecteur de récurrence | , 0 ,0 ,0 j.

Un espace riemannian Vn de métrique

ds* =  gidx'dxi '. ^

est récurrent, [2 ] s’il existe un vecteur covariant <pr tel que

P» P* 0 )
K ¡jk.r =  9 r K m>

où par R’ijh sont notées les composantes du tenseur de courbure la virgul 
désignant la dérivée covariante par rapport à  la m étrique (2 ).

Si dans (1) nous posons x1 =  r, x2 =  0, x3 — <p, x* =  t et nous n° on

1 -----*a métrique (1 ) devient

¿s* =  ~ e“{dx1)* -  (* i)í[(¿*2)2 +  s i n ^ á x 3)2] +  e -a{dxlY (4)

Les symboles de Christoffel de deuxième espèce différents de zéro son

1 ]
11

II
tO 

1 M

9

1
2 2

=  - x 1« -* ,
1

33

1
=  — -I e-U ,, nt 2

—  _L 2
44 2 & 9

12 Xl ' 33
3 _  1 3

=  ctg  X2 ,
4

13 ** 9

23 14

=  —x1e~a sin2«*

— —sin x* cos x2 (5)
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Les composantes différentes de zéro du tenseur de Riemann-Christoffel 
de deuxième espèce sont

Z?212 = — tn
2?318 = '—-sin* X*,

X1

» 5* II — m p 2 _ 2m . 0 0—  sin2 x 2,
X1(*l)#(** -  2m) ' **323 =

p 3 _ — m
i?232 = 2 m**131 -  2m )9 ’ r̂

2 m
i?242 = — m

(xx)'{xx -  2m) '

M 4

(*l)‘

Í*1)*

(6)

» E 343 =  —-  sin**1 
xl

De (6 ) il résulte R¡) =  0, où par Ri} sont notées les composantes du ten­
seur de Ricci.

Donc :
P r o p o s i t i o n  1. L’espace Vt avec la métrique (1) est un espace Ricci- 

spécial.
E n  calculant pour les composantes non noulles du tenseur de courbure 

la dérivé covariante par rapport à la métrique (4) on obtient

R ij* , i = - ^  Ü j * .  Rijk, t =  0, r =  2,3,4 (7)

donc l'espace est dans ce sens récurrent à vecteur de récurrence :

( -  J.O AO ) (8)

Donc on a :
P r o p o s i t i o n  2 .  Vespace V4 avec la métrique (1) est un espace récurrent 

dans un certain sens à vecteur de récurrence <pr donné par (8).

b i b l i o g r a p h i e

V SL?1 * z y  J*. La théorie de la relativité et la mécanique céleste, Tom II, Paris, 
On Ruse*s spaces of récurrent curvature, Proc. London. Math. {

, 1930.
Soc., 52, 2 (1950),

34— 64.

ASUPRA RECURENŢEI METRICII LUI SCHWARTZSCHILD 
(Rezumat)

în lucrare se arată că metrica (1) e9te recurentă într-un anumit sens cu vector de recurenţă (8)-

4 — Mathematic« 3/1980
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QUELQUES REMARQUES SU R LA  M É T R IS A B IL IT Ê  D E S  ESPACES 
An r-R E C U R R E N T S  E T  X -R Ê C U R R E N T S

P. ENGHIÇ

. r\ -■ ■
Soit An un espace à connexion affine à torsion. Nous notons, dans un 

système de coordonnées, avec I #  les composantes de la connexion affine, avec 
T** les composantes du tenseur de courbure et avec T)k les composantes du 
tenseur de torsion.

L ’espace A„ est nommé de courbure récurrente ou T-récurrent, s’il existe 
un vecteur covariant 9 , tel qu’on ait :

«Pr̂ i/A ( 1 )

et de torsion récurrente ou T-récurrent s’il existe un vecteur covariant i}v tel 
qu’on ait: ., . ,

T)k,r =  ty'Tfl (2)

n * r
où la virgule désigné la dérivée covariante par f P P 0̂ n^ ^ e Cm r í e ” 163 ten;

Si on contracte (1) en h et % ou en h e j  p  _  récurrent, sont
seurs contractés du tenseur de courbure dans un espace l’analogue
récurrents avec le même vecteur de récurrence. L e  tenseur ,a .
du tenseur de Ricci d’un espace riemannien. Si nous notons .

, , . P)
e * =  — <r« + r..)

le tenseur de Ricci symétrisé, on constate [6 ] q u il est aussi r 
le même vecteur de récurrence. " , r ¿é  torsion»

Si on contracte (2) en i et j on obtient [3 ] que ê._^^L?teUr <]v Si 011 
dans un espace An T-récurrent est'¡ aussi récurrent avec .- e de torsion 
considère dans un espace An T-récurrent le tenseur quaara y.

T kp =  T)kT{p

on constate [3] qu’il est aussi récurrent à  .vecteur de récurrence *■ ^  • a
Pour les espaces An on définit la longueur d’un vecteur^^\ satisfait eS 

l’origine dans un point régulier (x*) par une fonction M# » ® 
conditions : , ¿  u0. . .

a) X est une fonction homogène par rapport à  v* de eg poin
b J X se conserve par le transport parallèle des vecteurs 

(**) dans un point infiniment voisin (x* +  dxk) , . s
c) X est invariante aux transformations des coord on n ées^  pétris3 
Les espaces An qui possèdent une telle fonction on les u
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Pour les espaces A . T -  récurrents V. M u r g e s c u [7 ] a'montré que 
si le vecteur de recurrence est un gradient, il est possible de définir une telle 
fonction par

(6)

9 étant la fonction dont le gradient est le vecteur de récurrence 9 ,. Ces espa­
ces sont nommés £-métrisables. / • < -

On sait [8 ] qu’un espace An T — récurrent est aussi Riccirécurrent mais 
la réciproque n'est pas toujours vraie. Mais observons que la propriété de Mur- 
gescu peut être généralisée aux espaces Ricci- récurrents à vecteur de récur­
rence gradient parce que les conditions d'intégrabilité qui résultent de a), b),
c) sont vérifiées.
Donc on a :

P r o p o s i t i o n  1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace 
A„ Ricci-récurrent soit E-mêtrisable est que le vecteur de récurrence soit le gra­
dient d'une fonction scalaire 9 .

Pour les espaces An T-récurrents nous avons montré [4] que si le vecteur 
dé J-récurrence <Jest  le gradient d'une fonction <J>, alors ils sont aussi rnétri- 
sables avec ;

X =  y /e -2*Ttjfl>kvp (7)

cette condition étant la condition nécessaire et suffisante pour la métrisabilité. 
Ces espaces ont été nommés J-métrisables.

On sait [9] que si M est une variété différentiable connexe de dimen­
sion n douée avec une connexion linéaire T sur laquelle on consi ere ( 
le fibré principal des repères linéaires, t un champ tensone recurren par rap
port à la connexion T, O,, le groupe d'holonomie dans z0 i-«. «ombres réels 
morphisme déterminé X de <D„ dans le groupe multiplicatif des J ° ^ r e s  reds
induit par t, alors le champ de covecteurs de recurren P tenant
gradient d’une fonction scalaire, si et seulement si e , .
compte de ce résultat et des affirmations anterieure • ,

P r o p o s i t i o n  2 .  Une condition respectivement
An T-récurrent ou Ricci-recurren . ou ^  induit par le champ tensori-
T-tnelnsable est que l homomorphisme \ 1champ tensoriel quad- 
el de courbure ou par le champ tensoriel de Rica, ou pane cnun F
ratique de torsion, soit constant. « vérifie

a Iaq psnaces dont la connexion vernieParm i les espaces An considérons les espaces
la relation ,0.

X- • =  Tj % v*'

Où T t sont les composantes du vect^ r deà connTxion^Enghi?0 * 
et nommés par S. G o 1 a b [5] espaces a

Si les espaces A.  sont à torsion récurrente nous avons [2 ].
(9)
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d'où il résulte

. (
où « = a(x*).

De plus haut et de (10) pour les espaces An T-métrisables il résulte:
Proposition 3. Dans un espace A„ T-métrisable le vecteur de torsion , 

proportionnel avec le gradient de T-récurrence.

( Manuscrit reçu U 2 iiumbn 19' . I ' *
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CÎTEVA OBSERVAŢII aqtt-d /
RA METRi z a b i u i t ă Ţ II SPA ŢIILO R  .4 .  r-RECURENTE SAU 

^-R ECU REN TE  

. ( R e z u m a t )
r-recm ^tl“^ 416 « ^ d e  un rM„u„* .
»abilitate resp eeti^ 'r^  5 icci-recurente, s*  d* Y ‘ M^fgescu privind metrizabilitatea ®Paţ^°retIj- 
torsiune în «„„h i ~ metnzabüitate a SDatiii o nou  ̂ condiţie necesară şi suficientă de E-  ̂

Spa^ e \  r-metrûabüe ^  *  Şi se P r iz e a z ă  o proprietate a vectorul«
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UN SCHÉMA IMPLICITE AUX DIFFÉRENCES FINIES POUR LE 
PROBLÈME DE LA COUCHE LIMITE HYDRODYNAMIQUE

DOtNA BRÀDEAiVU

1 . Notations et énoncé du problème. ’
x,y — les coordonnées de la couche limite,
u — la vitesse du fluide dans la direction longitudinale Ox
«oo — la vitesse du fluide à l’infini
«i — la vitesse du fluide sur la frontière extérieure
L — une longueur caractéristique du corps
v — le coefficient de viscosité cinématique
X, XF  — les variables’ adimensionnelles - de von Mises: X  =  x\L,

T  =  sJvLUm ; ’F  étant la fonction de courant donnée par 
«  =  SŸIdy. ' ; : • r -  • ' -

m x .v ) ,  ••• ' : ’
Ux(X) — la vitesse adimensionnelle «/«oo et ujun  _____
G(X,Y) — la fonction adimensionnelle dans U =  *JU\ — G 
vF œ(A) — la fonction de courant sur la frontière extérieure
D — le domaine des variables de von Mises dans la couche limite :

D =  {X0, x N) x (°, Too) 1 : : '
Nous considérons l’opérateur parabolique de vonr Mises derini par

:(i)

qui intervient dans l’étude du mouvement plan stationnaire d’un fluide vis­
queux incompressible dans la couche limite, [4]. ™  . se faire en résol-

L a  détermination de la fonctipn inconnue G(X, x J p 
vant le problème à la limite suivant : •

(3)dD
A (G (X ,Y ))= 0 , (X ,Y )* D C &

■ G(X, 0) =  t/î(X ), G(X, 'Fœ) =  0, G(X0,Y )  =  ^ f F ) ,  ( X  Y)

où G°(VF) est la valeur initiale connue d e l a  théorie de la couche 
Conformément aux approximations Q „ solide (en accord avec la

liniite et à la condition pour la s domaine de définition D(A) deformulé de tension'tangentielle-frott:emen ), ,_ r
l’opérateur de von Mises peut etre determ P

D(A) =  svp

(X0, X N), p  > 2, G[X, 0) =  Ul G(X, Too) =  0, G(X„ Y) =  G°(Y)J

^g(x.y) _
G «  Gk̂ {P)C\Ch\(dD) =  00,

VX «

Le problème à  la limite (2 ) - (3 )
r r i & ^ e W  ^ e m  d , la fooctioo de comao, am
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frontière extérieure de la couche limite se déterm ine p ar la condition du COn. 
tact lisse pour la vitesse adimensionnelle U(X, Y), condition donnée par l’inéga­

lité
8U
SV

^ e pour y  =  y 0 (4)

où e est un nombre positif donné suffisamment p etit.
L’intégration numérique du problème de von Mises peut être effectuée 

en tenant compte de la singularité de l’opérateur A pour le cas Y  - 0 .
Le changement de variables

¥Ç =  X, ri =  ——
, •, > . i •

a l’avantagé de transformer le domaine D de la couche limite dans un domaiue 
aux frontières connues de forme rectangulaire, D =  (X0, XN) X (0,1), mais 
alors la fonction vF œ(X) se présente dans l’expression de l’opérateur de von Mises 
modifié, qui prend l’expression suivante

L(G) =  — — — 7) — -----— ' <5>
, dx Si\ V L y Ôrf

Ôn obtient, alors, de (2) — (3), le problème opératoriel à la limite suivant.

L(G{X, Yj)) =  0, (X, 7)) e  D

G{X, 0) =  U*(X), G(X, 1) =  0, G(X0, r,) =  G°(v]), {X, ij) e  &  
où 1 opérateur L  a le domaine de définition suivant

=  « J , ,,

(6)

(D

m  - { G S C*>m(D) f l  C*>‘ (aD)|lim :
VI-+0 drf

V* €  x .k)' P > 2, G(X, 0) =  Ul{X), G(X, 1) =  0 , G (X 0, l ) ' -

aux ’̂opérateur d e , von Mises par un sc^ ™ a (6|
et on Drenrl P Q c°nsidère l’équation de von Mises sou ^ n  Peüt
être V rit"dS0Uu“ f « ?  ^ a l l e  [X, X  +  AX] C  [X *  X *] où 1 

S0US la fofme intégrale suivante , . /  ,
X+AX

OÙ
$ I(G (X, Yi))dX =  0

(8)

G{X +  AX, =  G(X,V)) 4-  ̂ +  ^p-Gw-)
• X 1 '  00
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(9)

Nous introduisons la fonction ' ...

F(X, tj, G,, Gm) =  —— 7)G„ +  -^-Gw .
.0» ,

et nous remplaçons le domaine des variations continues des arguments X et tj 
(le domaine du mouvement dans la couché limite) par un réseau rectangulaire, 
c ’est-à-dire par un ensemble discret de points (noeuds)

=  {Xn, vjy |0 < X 0 < X n < XN, 0 < 7) < 1 , Xn =  X 0 +  nàX,
~  f i n  ; » =  0, 1, . . .  ; N;  j  0/ 1,

En utilisant la formule de quadrature bien connue des trapèzes pour le calcul 
de l’intégrale de la fonction J7, l'équation .(8). se transforme en l’équation impli­
cite (aux différences finies sur le réseau D&) suivante

UN SCHEMA IMPLICITE AUX DIFFERENCES FINIES

V -,

+ Ht o Y^fn+k.jk=0
( 10)

ou
gnj  est la valeur approchée de la fonction G donnée par l'équation d'ap­

proximation,; (10) : G(Xn, rij): x  gnj) ? » .»■■■v

8,, et 8  ̂ sont les opérateurs des .différences finies centrales, appliqués 
sur deux et trois noeuds qui sont d’ordre (Ayj)2. . .

Par conséquent,' nous- pouvons attacher» ail problème à la limite (b)
(7) le schéma implicite aux différences finies suivant

••• ■ ,  , \ 7; .  -  1 ' ' ' •>>' ' _ n

* « + l . j g » + l , j —  | -  +  b n + u J g H + t à  +  C n + ljg n + U + i  +  * * . }  —  U

■■'■‘s '*  îL :r;
avec les conditions; aux limites i- •• > 1
-•:n gn,0= Ul(Xn), gn,J =  °> »  =  0 ,1 .2 , . . . , N

- Y -  '• i -'r ç0j  =  G°, j  =  0, V,2, . . .¿ J  ■ ** "

(12)

(13)

ou

l j  \ U ï / ' : ; i J  . 2 :  l^ o o  j . + »

| . r • -  ' ! . .  / -

-  < > + »  -if;- : ; Y : ’ * ’ . Y ’• ’ ; ■ ¡J

i ! 'n : y i  -,f n o U ? - . , ‘: "■ •<s- ;
û' v;

) 1 . ■  SA-

° » + k , j  — ,
¥ 00, * + * .  , , g.  -,

« 0 y— 1 f. TT' ' ' ’ ' (14)
j (At) ) * / Y « > )  _i_ u n + h , j

• > •
- ' h  ■ * * + * . * -  ; 2  • n > ; , t » ‘ : '

. . .  A X  

2A t)% r ? \ ’b n, j j .g » . / '  C n, j g n , j + i  ^
(15)
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3. L’erreur de troncature du schéma au x  différences finies. L a  enn«ist
Soit GnJ =  G{Xn, Tjy) la valeur de la solution exacte  du problème à la u ? *
(6) - ( 7 ) dans le point (Xm r,}) e  £ A. me a la limite
L ’erreur de troncature xnj  est donnée par la formule

V i  =
°i»+i,/ G»./

LX
\  U ùSÇ»+».y) + A (G « ,y )] =

*f»+l
=  —  ( F(X, tj, G„, G ^ dX  — — [ / a(G»+u ) +  / a (G „.y) ] (16)

ü ii J ^

• .

La consistance du schéma aux différences (12) est donnée par le théorème sui­
vant :

T h é o r è m e  1. Si dans le domaine D les conditions suivantes sont remplies :

(a) G e  Ck'm(D), 'ik,m^Z+ ;
(b) dF¡SGr, et dFjdGyn sont bornées, alors le schéma aux différences 

finies (12) est consistant avec une erreur de troncature d’ordre 2 par rapport aux 
Pas &X et A Y).

Démonstration. Nous utiliserons les développements en série de Taylor 
des fonctions de réseau .G„+i,y-i et G„+ljy+i au voisinage du point (X»+*, Yjy) 
en posant, pour simplifier l’écriture, G =  G„+*(y, k =  0 ,1 . Alors, les opérateurs
des différences centrales 8„ et 8$ appliqués à la fonction G auront les expres­
sions

8„G =  2G„Ayj +  -  (Ay))»d’ G +  o(Arj») ;

8*G =  GmAyj* +  -  (Ayÿd'G  +  o(Ay>»)
.1« '*

et l’opérateur / 4, de (12), appliqué à  la fonction G s'écrira sous la forme

A(G) =  F (X , , ,  G, +  ^ d ^ G  +  o(A,<), G W +  * *  f a  +  =
12 (17)

=  F (X , , ,  G„ G „) +  « ( £ *  +  \ ^ f a )  +  ^

Si dans (16) on applique la formule des trapèzes pour le c  _ F(X, 
et si on y  substitue les expressions (17), alors les term es de la ior , ajue D da 
se réduiront. On déduit maintenant aisément que dans *7 ^ on de l’eire 
lequel les conditions (a) —(b) sont remplies, nous avons 1 esta 
de troncature suivante

f 0ur obtenir ce - u-formule des tr -ésuJtat  nous 7 ’ '“ •<//•,
une jéttlaPauxSdif/jÎ>duit une* e r r e m ^ d i ^ te,f u comPte  du fait ^a!  ¿a

111 de troncatur«e^ nces finies f i9 l î ordre 3  p ar rapport au pas XX- d ordre 2. es*' Pa r  conséquent, consistant avec
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4. La stabilité du schéma aux différences finies. Désignons par gn ■ 
so ut on exacte de 1 équation aux différences finies (12) et par , la soluti 
calculée. Alors, 1 erreur de stabilité a l’expression z « /= g nj - g î -

Nous déterminerons l’équation à laquelle satisfait l’erreur ¡ 'L  en suppo­
sant que le schéma (12 ) est stable, ou que cette erreur est petite (on peut donc 
supposer que les puissances de l'erreur z„j sont négligeables). À cet effet, en 
utilisant la sérié du binôme où on peut se limiter aux deux premiers termes 
nous avons

u n+k,j
2 U*

OÙ

Un+k,j — *JUln+k gn+h,j•

Nous allons substituer cette expression de Un+kj, calculer tous les termes et 
négliger les puissances de zHj  dans les équations (12). On arrive à l'équation 
aux différences finies suivantes pour l'erreur znj  : ;

Z^ Zy w T  (zn+ k.jZ n+ k.j+ s Pi+A, f i n +A,/+*) — 0A~0 «= — 1,0,1 ô̂o,*+A
(18)

où

a(0) ; Pn+kJ 

2Un+k,j ‘

(19)

ai+*,y= an+k,j— P»+a, j >

<*»+*,/ =  -  [ ( - 1)*+* — f -  +  2 v :+u  +  =
f v.

OLn\k,j =  Un+kJ^ a*+k,j 5=5 '

■PÜ+* =  £ *+ * ,;+ i —  2^»+*,/ +  g * + M - ï -

E n  ce qui concerne la stabilité du schéma (18) nous avons le théorème suivant:
T h éo rèm e  2 . Si dans le domaine DA est remplie la condition

(a) o, v »  f= o, i, , j  — h % : >7 1

* r , : chvréseau^ ' :'H" ■' f u c utiliser le critère de stabilité de von Neumann,
Démonstration N ou s^ oas ^  sont constants et en négligeant le terme 

en supposant que les coefficients a/Tco
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3. L’erreur de troncature du schéma aux différences fin ies. L a  consistance
Soit Gn,j =  G(X„, ty) la valeur de la solution exacte  du problème à la limü
(6) —(7) dans le point (Xn, ty) e  D&.
L ’erreur de troncature tnj  est donnée par la formule

t»,/ — ■ "+I'^Ar - *-■ ~  j  [ / a {G„+i j ) + / a {G„j ) ]  =

X*+l
=  ^   ̂ F(X, fl, G„, G Jd X  — — [ / a(G„+ U ) +  / a(G»j ) ] (16)

s,x- •
La consistance du schéma aux différences (12) est donnée par le théorème sui­
vant : ■ .

T h é o r è m e  1. Si dans le domaine D les conditions suivantes sont remplies :
(a) G eC *> "(D ), Vk,m *Z+ ;
(b) dFjdGn et dF/dGm sont bornées, alors le schéma aux différences 

finies (12) est consistant avec une erreur de troncature d'ordre 2  fa r  rapport aux 
pas &X et An).

Démonstration. Nous utiliserons les développements en série de Taylor 
des fonctions de réseau G,,+i,/-t et Gn+1>y+l au voisinage du point (Xn+k, ty) 
en posant, pour simplifier l’écriture, G =  Gn+kj ,  k =  0 , 1 . Alors, les opérateurs
des différences centrales 8,  et $1 appliqués à la fonction G auront les expres­
sions

$„Gv= 2G„An) +  1  (AtjW G  +  o(AV) :

%G =  G^Ayj* +  1  (Av))^G  +  o( AV)

et 1 opérateur f A, de (12), appliqué à la fonction G s 'écrira sous la forme

A(G) =  F(X, tj, G, +  ^  d\G +  o(AV), G ^ +  &

1 dF
(17)

k  d .  F<X’ ’' ' G,’' G' ’', + ^ ( S ; i ' c + ^ ,i ;c )  +  <’(A,|4)
etsionysubstitu^S^ivUe â. formule des trapèzes pour le calcul de l'intég^ 
se rédu iront. On déHm>reSS1° nS a *o rs *es te rm e s  d e la  fo rm e  F (X ,  
lequel les conditions a.is é m e n t <lu e  d a n s  àomawe ^ J [eüX
de tro n ca tu re  su iv an te  °  son  ̂ re m p lies , n o u s a v o n s  l ’e s t im a tio n  de 1

f orm u le ^ e s * ^  r.ésult* t  nous
une e i e i Î Ï 01̂ ? ^  COmpte du fait q*AX 111 de fronça t u r«e!Înces finies (\9\ d ordre 3 par rapport au pas txX-ure d ordre 2 . 1 2  est* Pa r  conséquent, consistant avec
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i expression z„ y =  gn } — g'n .
Nous déterminerons l’équation à laquelle satisfait l’erreur zn], en suppo­

sant que le schéma (12) est stable, ou que cette erreur est petite (on peut donc 
supposer que les puissances de l’erreur znJ sont négligeables). À cet effet, en 
utilisant la sérié du binôme où on peut se limiter aux deux premiers termes 
nous avons '

où

Jn+k,j— Un+kJ
2 rç+w

pour l'erreur z„j 

2 Z- Xy 55-------(*»+*,/*»+*,/+» +  0»+*,/^»+*,/+*) ~  0
k = 0  s=  —1,0,1 Y oo,»+À

(18)

où

ah + k , j ~  U n + k , j ~ { “ a n + k , j— P»+*./ >

<<n [, 1u l l ŸÎor»+* I 077* i — fl(0i i - ___p?±kiL
* -« • ' -  -  [ ( -  D*+' ~  )

* ^  ̂  ̂ (1) ^
0C»+*,y =  Un+k,} — an+k,i — > (19)

t - * .

Pt+k =  £»+*,/+i 2g»+M +  Sk+M-i'. _ ,
En ce qui concerne la stabilité du schéma (18) nous avons le théorème suivant : 

T h éo rèm e  2. Si dans le domaine Z?A est remphe la condüxon

(a) p ;>y > 0, V» =  Q, 1> N ; j =  1.2* 1

*  « '  les fondions qui à titre Î Z Î T j l L
l opérateur différentielf (5) sont des Chaque valeur du paramètre r du
aux différences (18) est localement stable pour cnaque r
réseau. ,  de stabiiitë de von Neumann,

Démonstration. Mnt ô t a n t s  e te »  négligeant le terme
en supposant que les coefficients a / i  « s
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libre. Nous cherchons, dans ces conditions, pour le schém a (18) de<s c î +• 
représentées par la série de Fourier ■ ' OJUtlons

, \ zH+kJ+s = £  vn+h(m)ei”'V+^\ /e =  0 ; 1 . (20)
m=- oo

En substituant (20) dans (18), on obtient la condition suivante 

v«+i(m) =  G(AX, Ayj, m)v„[m), Vm e  Z  

où le facteur d’amplification G a l’expression

G(AX, A/), m) =  — ÎT m, „ +1 'T  ai,s»e”"sA71|ÎT2œ.„ £  ¿?+1J •
l s =  -1,0,1 H ' s =-1 ,0,1  1

Pour le facteur d’amplification on obtient une nouvelle expression par la subs­
titution des. coefficients oc, donnés par (19) et à la suite de calculs élémentaires. 
Si, en outre, nous utilisons le fait que les fonctions U(X,  yj) et T«, (X) sont 
lisses, les coefficients de l’opérateur différentiel (5) peuvent être remplacés au 
voisinage d’un noeud par des valeurs constantes, c ’est-à-dire que Uù+u ~ U”.i 
et 'F<0,»+i x  Tco,». Nous avons donc:

G(r, Y) =  — ^  ^  +  w ) * (21)

OU

(22)

. - Y =  wAy}, ' ;

a =  2Ur,y cos Y -  \2Vlj +  ■—£ :]  - Un-i >  °  ’

b =  —2a„j sinY v , chaque Y  °n.
La condition de stabilité de von Neumann, [2], exip que iuég^é
ait 1G| < 1. On peut constater, aisément, en utilisant W  \ vec Y arbitre-
est vérifiée quelle que soit là valeur du paramètre t  du re >  ̂ r>
si ;r • ■ : •!>.. ••• •'•••. ! . \.‘1‘ -«»• '• (23)

- a <  0 . :

Or, l’inégalité (a) nous assure que la condition (23) ^ t  rem^b c0II1plètemen 
La stabilité locale du schéma aux différences (18) us ^

démontrée. ■ v\ > ' v' réffion. assez v ; i
Remarques. 1° La condition (a) est remplie dans une 5 \ , ^

située à l’intérieur de la couche limite, [1]: 'v ̂ ^«¿rences iiuph)l ’
2°. La consistance et la stabilité du schéma aux ¿g ce sĈ

conformément au théorème de. Lax, [2], [3], la converge 19791
,  i v . ,
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O SCHEMĂ IMPLICITĂ CU DIFERENŢE FINITE PENTRU PROBLEMA STRATULUI
LIMITĂ HIDRODINAMIC

( R e z u m a t )  ^

în lucrare se construieşte o schemă implicită cu diferenţe finite pentru problema stratului 
limită hidrodinamic, considerată în variabilele lui von Mises (X  şi ¥ ) . Problema la limită discreti- 
zată se studiază din punctul de vedere al consistenţei şi al stabilităţii. Se arată că eroarea de trun­
chiere este de ordinul 2 relativ la paşii reţelei, .iar stabilitatea,locală a schemei se demonstrează 
folosind criteriul lui von Neumann.

\

ţ
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THE COMPARISON OF T H E  M ICH A E-BA STIA N I AND O F T H E  CLARtfu
S U B D IF F E R E N T IA E  * *

A. B. NÉMETH

0. There are various notions which extend the directional derivative and 
the subdifferential. The recent paper [3] of J .  P . P e n o t  has given a com« 
parative study as well as a wide class of application of them  in the optimi­
zation theory. However, it isn’t  given the com parison with the subdifferential 
introduced by F. H. C l a r k e  [1], a notion th a t have become in the last 
years very useful in optimisation. The aim of our note is to  complete this gap.

1. The directional derivative and the subdiifercntial. L e t X  be a Banach 
space over the reals and let Rx denote the set of the real-valued functionals 
defined on X. If for /  in Rx and x  and v in X  the (finite) limit

f'{x  ; v) : =  lim i  ( f{x  +  Xu) — / ( * ) )  
XJO x

S w i r Î T  -X ?  a P,°5itive real tending m onotonically to  0 ), it is called the 
Privative of f  at x in the direction v. f i x  ] •) is called the directional 

derivative functional of f  at x.
A ssn m iV w  ^  ^ e ,sPace °f the linear and continuous functionals on X. 
Assume that / ( * ; . )  ls defined everywhere on X . Then the set

*/(*) : (* ' > < * ' ,u > ,  Vue X }

is called the subdifferential of f  at x. continu° ^
I t  is an easy matter to check th a t even for X  =  R  t  g ¿ efined o

functions with the directional derivative functions a t  t jonal deriva^
in 0 . Accordingly, the condition of the existence of th e very i m p ^
in any direction is a rather restrictive one. However, tor ^ 0J1al (at aI1d 
family of convex functionals, the directional derivative conVe*
point) is defined everywhere and the subdifferential is a  no ^et
w*-compact subset of X '[ 2 ]. j  C„hdifferc® t deri'

2 . Generalized directional derivatives and generalized jjrectiooal 
f  be in Rx. We list below some of the m ost usual notions 
vatives (see [3] and [1 ]). The (finite or infinite) lim its

d, / ( * ;  v): =  lim inf -  (/(% +  Xu) - / ( * ) )  and  “  n o  x

df/ ( * ; v) : =  lim sup -  ( / ( *  +  Xu) —f i x)) . (S
xi° x . . ¿env®

are called radial inferior and respectively radial superior direc of f  at x in the direction v.
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Denote by C{x, v) the family of continuous functions c : [0, 1] ^ X ,  having 
the properties: c(0) =  x, c+(0) exists and c+(0) =  v. The (finite or infinite) 
limits

Îsf(x  ; v) : =  inf lim inf -  (/(c(X)) -  /(* ))  and
c<3C(x,v) XJO X

d j{x  ) v) : =  sup lim sup — (/(c(X)) - / ( * ) )
c*C(x,v) X|0 X

are called the smooth inferior and respectively, the smooth superior directional 
derivatives of f  at x in the direction v. ■

The (finite or infinite) limits ..

df(x ; v) : =  lim inf — (f(x -f  Xy) —f[x)) and
y-+v X 

,  -i0
df{x  ; v) : =  lim sup ~ (f(x  +  Xy) —f{x))

y—*v X 
,  X|0

are called the inferior and respectively, the superior Michal-Bastiani directional 
derivatives of f  at x in the direction v.

The (finite or infinite) limits .. , ( ‘ ..

f 0(x ; v ) : =  lim inf — {f(y  +  *°) “~ / 00) an(^
y-*x X
n  o

f°[x \v): =  lim sup — (f(y +  Xi>) —/(y))
y-+x X

are called the inferior and respectively, the superior directional derivatives of
Clarke of f  at x in the direction v. . • _ /m,_

.. l / t  us denote by < ! / ( * ; of the above dnecbonal denyabves. T b . sot

• 7 {x' ^ X ':d f[x-,v )  > <x',vy, V veX }

will be called the subdifferential o ff at x whh^respect^to the above
We shall use in the sequel for the subdifferentials wltli re^  d f(x) sf(x), 
introduced directional derivatives, the n o tio n s  (m order). W

?»/(*)> df(x), Bf\x), dof(x) and definitions, we have for any
As an immediate consequence of i

v in x

.(1 )
d f{x ; v) < d j ( x ; v) < drf(x ;v )  «  dtf { x ; v) < d,f{x\v) < df{x\v)

and therefore

df(x) C  à,f{x) C  drf(x) C V W  C
dj(x) CSf(x)-
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Similarly, for any v in *
M * ; v) < f°{x  ; v),

and hence

¡>of(x) C  3°/(*)-
It is a very important fact, that all the above directional derivatives and 

subdifferentials coincide with the classical ones, introduced at 1 , when f  is a 
convex functional.

3. Some propretics of the Michal-Bastiani directional derivatives. L e t /
be in Rx and x e  X. We shall say th at /  is Lipschitz at x if there exist a real 
number L and a neighbourhood V of x such th at

i m  - m \  < ¿ii” -  * ii

for any v in V. The functional /  is said to be locally Lipschitz at x if there 
exists a real number L and a neighbourhood V of x such th at

\f{v) - / ( * » )  | < L\\v -  «||

for any «  and v in V.
Proposition 1. The following assertions are equivalent
a) d f(x ;0 ) and df(x ; 0) are finite;
b) d f (x ;0 ) =  d f(x ;0 ) = 0 ;
c) f  is Lipschitz at x\
d) d f{x ; v) and d f(x ; a) are finite for any v in X.
We need in the proof the following
L emma. The functional f  is Lipschitz at x if and only if  

lim sup ~\f(x +  Xy) - / ( * )  | <  oo.
y-* 0 A 
A|0

Proof. The ’’only if" part is obvious; To prove the „if” part we assume 
that the above inequality holds, but /  isn’t  Lipschitz a t *. This means th at  
for any natural number n there exists an in X  such th at ||* -  *  || <  \ / n 2

m !/(* .)  >  » 2|K ~  *|l

Set y {n\\xn *||) x(xn x) and \  — n\\xn — x\\. Passing if necessary to

? n S X T W e WL v Ce1 b y  M „W o„th at M ° ' * * * * * * *  »  ^

. Vy* — xn *
and from (2) it follows that

~  I/ ( *  +  K y n) - f ( x )  I >  « 2||y„]| >  n
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and hence : v «

Htnsuj) 1 1 f(x  +  Xy) - / ( * ) I =  00;
M#- ' - h : '

The obtained contradiction proves the lemma. Q.E.D.
The proof of Proposition 1 . We begin by proving that df(x ; 0) and df(x • 0) 

are finite if and only i f / i s  Lipschitz at *  (i.e„ that a) and c) are equivalent)! 
The only if’ part is again obvious. Let us suppose that df(x ;0) and df(x ; 0) 
are finite. Then there exists a real number L such that

~ L <  \  ( / ( *  +  ly) - f (x ) )  < lim su p I (f(x +  X y)-f(x)) < 1 .
*4° , - - AJO s

Hence there exist a neighbourhood V of 0 in x and a neighbourhood U of 0 
in R + such that

- L <  1  (ft*  +  V )  - / ( * ) )  '< L

for any y  in F  arid any X in U, and therefore > T . * ••• -

*' lim'sup |f{x  -|- Xy) — f(x)\<  oo.
y-+Q X
xTo -  • "  .• V’ ,u "

■ \ * . . i ; i J >
Apply now, the lemma to conclude that /  is Lipschitz a t,« .

If /  is Lipschitz at x then d f(x ; 0) =  df(x ; 0) =  0 and hence (c) => b) =>
a) => c).

We have obviously d )' => a) and hence d) => c). Suppose now that /  
is Lipschitz at x. For an arbitrary v in X  and for W a bounded spherical neigh­
bourhood of v we can get a positive X0 such to x -f- Xy be for any X, 0 <  
<  X < X0 and for. any y in W in the neighbourhood F  of x in which the Lip­
schitz condition holds, i.e.,

— XL||y|| < f{x  +  Xy) - / ( * )  XL||y||,

whereby it follows that df(x;v) and df(x;v) are finite. This proves that c) im­
plies d) Q.E.D.

P r o p o s i t i o n  2 . I f  the functional f  is locally Lipschitz at x then there hold 

‘ r  ‘ df(x ; v) =  d j ( x  ; v) =  drf { x ; v)

and
■' ; : d f{x ; w) =  dsf ( x ; v) =  d ,f{x ; v)

for any v in X. _ , l t ur bounded spherical neighbourhood.

S u p p o ^ a ^  t '— I .0  - +  »  « «
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the locally Lipschitz property. Then

—L\\y -  »|| <  j  ( / ( *  +  xy) - A *  +  x»)) <  L \\y -  »11
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and hence

litninf. ! ( / ( *  +  Xjy) - / ( *  +  X»)) =  Hmsup ±  ( / ( *  +  Xy) - / ( *  +  Xu)) =  0.

X ^

We have then

df{x; ») =  lim sup -  (f{x +  Xy) -  / ( * ) )  <  lim sup (f(x  +  Xy) -  
y-n> X y-*vx̂ o xio

- / ( *  +  Xv)) +  lim sup -  (f{x  +  Xu) — / ( * ) )  =  \ A X ; »).
A J, 0 X

that is, df(x]v) < drf ( x ; v) . The converse of this inequality follows by definition 
and hence comparing with (1 ), we deduce the second assertion of the proposi­
tion. In a similar way we can verify the first one. Q .E .D .

4. The relation between the Michal>Bastiani and the Clarke subdifierential. 
Assume that /  is in Rx,

Proposition 3. If the directional derivatives d f (x ; 0) and d f(x ; 0) are finite, 
then for any v in x

fo(x ',v) ^ d j(x ; v) < d f(x ; v) < f ° [ x ; v).

Proof. We have for any v in X

df{x ;») =  lim sup I  ( / ( *  +  Xy) - / ( # ) )  =  
y—*•*> X
X10

hm ŝup i  ( /(*  +  X(„ +  y)) - / ( * ) )  ^ lim sup ^  ( / ( *  +  x(o +  >-)) -
XjO y-*0 X

X|0

+  Xy)) +  limsup -  (/(^  _j_ Xy) —f(x)) <  lim sup - ( / ( #  +  * +  X») ~
X i 0 *-^0 X

xto

~ f l *  +  *» +  Hmjjup l  (/(„ +  Xy) _ m  =  . v) +  -iJ(x  ,«).
X10

t ' A ™ .  th¥  W * : ° )  =  0 . we conclude 4
ay can be verified that iflx'.v) > /» *:«)• C '*’
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Remark. In the above proof we have deduced in fact that

àf{x-,v) < f°(x  ;w) +  df(x ;0).
I t  can be shown similarly that

/o (*  ; v) -f- df(x ; 0) < df(x ; v).

then CoROI'LARY 1- V  the directional derivatives d f(x ;0 ) and ~df{x ; 0) are finite,

dof(x) C  if(x )  C  d j(x)  C  d,f(x) c V W C  tj(x )  C  df(x) C  d°f(x). 
C o r o l l a r y  2 .  I f  f  is locally Lipschitz at x, then

do/ ( * )  C  df{x) =  d,f(x) =  d ,f(x)C  8rf(x) ~  dj[x) =  df{x) C  d<f{x).
Proof. We observe first that from the condition that /  is locally Lipschitz 

at x and Proposition 1 it follows that we are in the conditions of Corollary 1 . 
We can also use Proposition 2 to deduce the equalities in the above relations. 
Q-E.D. ,

(Keuivti Dtumitr 38, 1979)
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COMPARARE ÎN TRE NOŢIUNILE DE SUB DIFERENŢIALE A LUI MICHAL-BASTIANI
ŞI CLARKE 
( R e z u m a t )

Noţiunea de diferenţială si respectiv de subdiferenţlală în diferite spaţii abstracte se defineşte 
în literatura de specialitate în diferite moduri. în prezenta lucrare se compară două drntee aceste 
definiţii: definiţia lui Michal-Bastianl şi cea a lui Clarke, în cazul funcţiilor definite pe spaţii Banach 
cu valori reale. Prin legătura stabilită între aceste două noţiuni se arată că, m anumite condiţii 
suplimentare, cele două noţiuni coincid.
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PÉNÉRATION D’ÉLÉM ENTS S P L IN E  À L ’A ID E  D E S  APPLICATIONS
GENERA MONOTONES

C. KALIK

On

profit à l’étude des éléments spline dans un espace Banach 
Quelconque De cette façon on retrouvera les fonctions spline les plus importantes 
et en même temps on pourra fournir de nouvelles classes d’éléments spline.

1. Tout comme dans [4] on considère les objets donnés suivants : les 
espaces* Banach X ,Y ,Z , les applications linéaires et continues L :X - * Y ,  
n :X -+ Z  et l'application T : Y  -*  2y*. •

Dorénavant on suppose que l'espace Y est séparable. ’
D é f in it io n  1.1. Un élément s e  X  s’appelle (tc, L, r)-spline s’il y a un

w* (KerL)J- f) (Ker 71) 1 de sorte que

(L*TL ) (s) ( 1 . 1 )

Ici (KerL)i respectivement (Ker u) -L signifie l’annulateur de K erL, res­
pectivement de Ker n.

Soit z0«=Z un élément quelconque fixé. O11 note 

X{z0) =  {x ^  X\nx =  z0).
Nous dirons que x & X  interpole l’élément donné z0 e  Z si x e X(z0).

Définition 1 .2 . Un élément s0e  X  s’appellera (rc, L, T)-spline interpo- 
lateur de z0 s’il est un (7c, L, T)-spline et s’il interpole l’élément z0.

Dans la première partie du travail nous établirons un théorèm e d’exis­
tence et un théorème d’unicité pour les (iz, L, T)-spline interpolateurs.

Sans restreindre la généralité de nos résultats on peut adm ettre que l’image 
n«,!I C° lnClde™ ?  î  es^'à-dire que I?(7t) =  Z. Dans ce cas pour chaque z0£  Z 

aurons X(Zj) # O. Etant donné que tc est linéaire et continue, il en résulte 
que 1 ensemble X(z0) est convexe et fermé. On note

Z."'.;:'; Y(z0) =  L(X(z0)). ■

Nous pouvons observer que Y (Z#) est aussi convexe. •
EMME .1. Si R(L) = Y ,  alors l’ensemble Y (z0) est fermé.

translation ^  VUe que Y (zo) s’obtient de Y (0 ) moyennant une
* ’ 11 suffit de prouver que Y (0) est fermé.

L -X IY  T°tei\r P.af X}  ^ ment ^e l’espace A /K eri, qui contient x «  X. Soit 
est linéaire définie Par lég alité  Lx  =  Lx. Cette application
elle est linéaire et continue™ 6 et surîective- ï>ar conséquent, il existe L ' 1, et
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Soit {yn} CZ^(O) une suite fondamentale et x é  Y(0 )

f r m ?  "  * -• t!otons par *  h  limite *• h ; » # « ’ « ,  n  f l E

et Lx =
S °itjo s  x  un élément pour lequel il y a Lx =  y. Puisque Lxn =  Z *,
' —  J  y rm o y —  T—1* ■ 4̂- » _7 —i .. n— on a x„ — L 'y et a; — Z  1y. Cependant Z “ 1 étant une applica­

tion continue il s’ensuit que L~'yn -+ L~'y, ou que x°n -  x. Dans ce cas ü existe
un *„ e  x & un *  e  x tels qu’on ait *„ -  *. En même temps, tenant compte 
de ce que 1 ensemble Ker *  est fermé et de *„ e  Ker tc, il en ressort que *  «  
s  Ker 7u, c est-à-dire que y =  L x e  Z, (Ker tt) =  Y(0). Q.E.D.

X emme 1-2. Si R(L) =  Y, alors la condition nécessaire et suffisante four
que

w* e  (L*TL)(s), où w* e  (KerL)l f) (Ker 7r)l

est qu’il existe v* eY-L(O) tel qu'on a v* e  T (a), où o =  Ls.
Démonstration. I. S'ippos^ns aue w* e  (L*TL) (s)où w* e  (KerL)lp)(Ker * ) ! .  

Puisque L est une application linéaire, continue et surjective, il s’ensuit que 
R(L*) =  R(L*) =  (KerZ)-L. Par conséquent l'équation L*v* =  w* a une solution. 
Pour cette solution v* <sY*, on a L*v* s  (L*TL)(s), donc v* e  T (a), où <j =  L(s).

D’autre part, pour chaque v^Y(0), il existe un x e  Kern tel que Lx == v. 
On pourra donc écrire que 0 =  <w*, x )  =  x> =<«*, Z.*) =  <v*, y},
ce qui signifie que v* eyi(O ).

II. Supposons que pour v* et c nous avons v* <=Y-L(0) et v* s  T (a). Comme 
R(L) =  Y, il en résulte l’existence d’un s &X tel que Ls =  a. Notons!»* =  L*v*. 
E n  ce cas v*<=T(a) amène w* *z(L*TL)(s). D’autre part l’égalité (KerZ)-L =  
s= R(L*) montre que w* e  (KerZ) J-, et l’inclusion v* e  Y  1(0) montre que pour 
chaque x*= Kem  on aura (w*, x )  =  <L*v*, x )  =  <v*, Lx> =  0. Par consé­
quent 7»* <s(KerZ.)-tn(Ker «)■*•■ Q E-D.

Le lemme ci-dessus démontré permet de tirer la conclusion suivante: 
l’étude de l’existence de (tc, I ,  7>spline se réduit à l’étude de l’existence des 
solutions de l’équation multivoque

7/*e T(a),

où v* sy i(0 ).
On pourra maintenant établir le théorème d’existence pour les spline 

interpolateurs. Donc, soit z0 e  Z un élément fixé quelconque. On note par y 9 

l’élément de Y{z0) pour lequel on a
(1̂ 11*=  min {\\yf\y = Y(z„)}-

. Théorème 1.1. Si sont satisfaites les conditions suivantes:

2. f } L) e M i o n {dl T ^ ’ur Y(z0) est monotone, bornée et continue de façon

finÜ' 3 il existe un R0 >  0, tel que <»*, v -  y 0> >  0 four Vii *Y (z0) qui satis­
fait la conditio J \\u\\ >  i?0 et pour Vz»* e  Tu, alors il existe au moins un (tc,L,T)-
spline qui interpole z0 <=Z.
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Démonstration. Conformément au lemme 1.2 il suffit de montrer qu’il

existe un <r0 *  Y(z0) et v > T (o 0) tels que <v*,y> =  0  pour chaque y *  y (0). 
S S  le théorème 2 1 du travaü [4] montre que les conditions 2  et 3. du théo­
rème sont suffisantes pour qu'il existe un a 0 et un u* ayan t les propriétés
demandées. Q.E.D. . ' .

T h é o r è m e  1-2. Si sont satisfaites les conditions suivantes :
1. R (L )= Y , R (n )= Z ,
2. KerA fl Eer,t =  M»
3 . T est strictement monotone, alors il existe tout au plus un (tz, L, T)-spline 

qui interpole z0 e  Z.
Démonstration. Nous allons nous convaincre, pour commencer, que la 

condition 3 . attire l'existence de tout au plus un élément ct0 Y (2 0) tel qu'il 
y a un »J pour lequel Woer<T0 et ^ eY -^ O ). Supposons le contraire, c ’est-à-dire 
que 3fff e Y(z<>), 3v’ ^Tot de sorte que v*e Y-L(0), i =  1,2 et at ¥> a2. Alors
3. donne <t>î — v2, oj — a2)> 0. Mais <Ti — e  Y (0) et vt — î>2<= YJ-(O), ce qui
contredit l'inégalité stricte de ci-dessus. Cela signifie qu’il existe tou t au plus 
un o0e y (20) pour lequel on aura un i>Ôe  Acr0 tel que vÔ^Y-^O).

Afin que la démonstration du théorème soit complète, il suffit de montrer 
que l’équation As,. =  <j0 a tout au plus une solution. E n  effet, si on a As, =  <r0, 
i =  1,2, alors Sj — s2 e  A’(O) =  Ker 7t, et en même temps, sx — s2 e  Ker A. Donc 
grâce a 2. on aura s1 — s2 =  0. Q.E.D.

2. Un cas particulier important est celui où T  =  8f ,  dans laquelle f : Y  
(—oo, -j-co] est une fonctionnelle propre, convexe et inférieurement demi- 

continue (âbréviation i.d.c.).
Théorème 2 .1 . Si s0 est un (tt, A, df) — spline qui interpole z0, alors on 
l’égalité

(2.1)

P a r suite on aura

aura l’égalité
f(Ls0) =  min {/(Lu) |u e  Z (z 0)}

Démonstration. Soit w* e(A *3/A )(s0) et L*v* =  w* 
v e ^/(As0), ce qui permet d’écrire

/(A») —/(A s0) > <v*, Lu -  As0>, V « e A (z 0).

< ^ * t 7 « e“Ur ? e - ! * Gn1 (î ) et vu Lu ~  i s oe Y (0), Ÿ « s l ( z 0), il en résulte 
dente,’ on o b t i e n t “  S'appUyant sur r in ë galité préCC'  

ment2 phne^ Ca<̂ e 0n peu* donner une légère extension de la notion de l’élé-

de z02 t T ION 2 1 ' L ’élément s’appelle («, A ,/ )  -  spline interpolateur

/(A s0) =  min {/(Lu) \u e  X(z0)}.

1 . R ( S ^ y  2/?m  SOt7  sa^sf a^es les conditions suivantes :
£■ to restriction de f  sur V I ,  \ „ ¿ j. ,
3. lim f(v) =  _L(rj J  u „ y (*o) est propre, convexe et i.d.c,
ü  e x i l u n  / r ' n J r  » T  + ® .\ * D,f)-spltne interpolateur de zQ.

(2 .2)
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Ce théorème est la conséquence immédiate de la propriété bien connue 
de minimum des fonctionnelles convexes. Il est tout aussi facile d’établir le 
théorème suivant :

Théorème 2.3. Si sont satisfaites les conditions suivantes ■
1. R(L) =  Y, R(n) =  Z,
2. KerZ. P] Ker n =  {0},
3. la restriction de la fonctionnelle f  sur Y(z0) est strictement convexe, alors 

il existe tout au plus un (71, L, f  ) — spline, interpolateur de Zq.
Il vaut la peine de signaler le cas où

/(« )  =  G(||#l|),

Ici G : [0, + 00) —*• (—00, + 00] est une fonction monotone croissante. Dans ce 
cas l’égalité (2.1) équivaut à

\\Ls0\\ =  min {||Im||| u e X (z 0)). (2.3)

3. Nous allons présenter ici un exemple concernant les résultats ci-dessus 
mentionnés.

Soient {a, b) un intervalle borné ou non et les espaces Sobolev Wp‘k(a,b)O
respectivement Wp'k{a, b) [6]. Notons par V un sousespace de Wp>k(a,b)
pour lequel on aura Wp'k (a, b)ÇfVÇfWp>k [a,b). Soit X =  V et Lu — {« ,« ’, . . .  
. . . ,«<*>},  « e  7 ,  D'application

L : V [Lp(a, 6)]*+»

est linéaire, continue et R(L) =  R(L)- Soit aussi Y  =  R(L).
Sur l’intervalle (a, b) on choisit un nombre fini de noeuds:  ̂ ^

a <  xt <  x2 <  . . .  <  x „ <  b. Pour définir l’application n, introduisons d’abord 
de nouvelles notations. Soit a,-,/ e  {0, 1}, a,- =  {a,-,o, a«,i, • • -, Notons
par u une fonction quelconque du V. Soit

_  si a», i =  0
U ~~ l u^(X{), si a,-,y =  1,

et

Enfin, on note

TC,« =  « “*'*}•

TZU =  {« !U, 7t2«, . . . ,  7C„m} :(3.i)

Si l’on désigne £  Ç  a,-y =  N, alors nu e  R". Par conséquent, dans le cas pré­

sent Z =  RN et l’application linéaire, continue et surjective n : X  -*• Z est donnée

PM ^ S o n s  u’ne application univoque T  : Y - Y ' '. Soit A, !<«. i) XR‘«  «
des fonctions données qui satisfont aux conditions C*,L2, 3 4 •
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r  Tiour presque chaque x * (a ,b ) fixé A it comme fonction de Ç ^  
— if V  ̂ ? ) e R*+>, soit continue. Pour chaque  ̂ e  R fixé, Ai comme
fonction de *, soit mesurable,  ̂ „ ,

C il existe un nombre entier p >  1 de sorte qu on ait une constante 
c  >  0 'et la fonction «,• e  Lq(a, b), où P 1 H~ ? 1 — 1 » pour lesquelles ait 
lieu l’inégalité

|Ai(x, £) | < a^x) +  C\t>\p~x> * =  k,

quel que soit ^RH i et pour presque chaque (a, b),
C3. il y ait l'inégalité

' £  [A^x, Ç) -  A fx, m *>i ~  «) > 0. VÇ, ff «  R*+I.
»=0

C4. il existe deux constantes Co > 0  et C j e  R telles qu’on ait

È A J x .  m  > C„|Ç|* -  Cv VÇe R **'..
♦=0

Pour chaque v =  (u0, vlt . . . ,  vk) e  Y  on notera n) =  v0,vv . . . ,«*)  
et

Tn =  {A^x, v), A 1 (x, v), . . . . .  »)}. (3-2).

f̂iS fonctions A,-, satifont aux conditions Ci — C4, alors 
légalité (3.2) définit une application de Y  a Y* qui est continue, bornée, monotone 
et telle que 2

lim <  Tv.v - ; y 0 >  =  -foo
llt’IK o o

pour Vy0 e  Y.

a v a n t^ T v fl™ ! 0" ^ 0“ ,'? .'/0" 5 Application T  étendue sur [!» (» . t ) ) >+‘ <f 
K é  £  T  i r E ? a£ 6 [ i  l e s  conditions C , e t C , assurent la con-

L J- P t  meme plus que cela. On a

f * b
j S {Ai{x> vî\Hx  <  c , JÇ  n ^ W l *  +  < c 2 +  c sp\\p-a U . *«o.

C'est-à-dire qu'a lieu une délimitation de forme

ce qui montre que T  est bornée. 
L a monotonie de T  est une

r ®ll < C4 +  CJ|w||̂ ->,

conséquence directe de la condition s*
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Finalement il resuite de C4 què

< T v , v - y 0y = ; < T v ; v > -  > ; ( T v , v y  +  \\Tv|| '• \\y0 \\ =

=  3 § ^ * '  ^  ’ V‘dx ~  Il ■ ll^ll > C 0 $ è  \Vi\Ux — Cj(ô -  a) -
a a

-  Il TvW • Iboll > C o l l e r -  c t{b - a ) - c < -  Ci||®||*->.
ce qui montre que lim < T v , v -  y0> =  +oo. O E D

. IM I- + 0 0  , . . .  . ; , :

Ce théorème prouve que les conditions du théorème 1.1 et même celles 
du théorème 1.3 sont valables. Cela revient à dire que dans le cas présent 
1 existence .et meme 1 unicité de (t:, L , T )  -spline interpolateur sont assurées.

' • “ (Manuscrit reçu le 11 février 19S0)
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GENERAREA ELEMENTELOR SPLINE CU AJUTORUL APLICAŢIILOR MONOTONE
(Rezumat)

în prima parte a lucrării se stabileşte o teoremă de existenţă şi o teoremă de unicitate a 
telor spline în spaţii Banach, în cadrul aplicaţiilor monotone. Pe urmă se arată că teoremele 
:e în cazul funcţionalelor convexe, conduc la existenţa, respectiv unicitatea punctelor de 

ale funcţionalelor considerate pe anumite mulţimi convexe. în sfîrşit, se arată că anumiţi 
diferenţiali liniari sau neliniari satisfac condiţiile teoremelor de existenţă şi de unicitate.
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^OUATIONS A QUATRE V A R IA BLES R E P R É S E N T A B L E S  PA R un  
S o G R A M M E  COMPOSÉ AVEC D E U X  É C H E L L E S  P R O JE C T IV E S  SUR

d e s  c o n i q u e s

L. BITAY

Étant donné deux échelles projectives chacune d’elle située sur une conique 
et une droite D, on se propose de trouver une équation à quatre variables F(klt 
KKki) =  0 qui soit résolue au moyen d’un nomogramme composé de la struc­
ture suivante :

soient kv k3 les variables des échelles qui se trouvent sur la première 
conique, et k3, kt celles des échelles trouvées sur la deuxième. É ta n t connues 
trois des variables k1 ,ki,k3,kl (par exemple kvk2,ka) on déterm inera la quatrième 
variable de la manière suivante : la droite qui unit les points de cotes et kt 
situés sur la première conique rencontre la droite D en un point. Si l'on unit 
ce point d’intersection au point de cote k3 on obtient une droite qui rencontre 
la deuxième conique la seconde fois dans le point de cote kt.

Nous construisons les échelles projectives sur les deux coniques, comme 
il suit [1 ]. Soit

v* — ww =  0
où

v' 2 — u'w' — 0 ,

u — +  btf - f  Ci

v =  a3x -f- b3y -f- c, 

»  =  «** +  b3y  +  c,

u' =  a'iX - f  b[y +  c'i . 

v' =  a3x  - f  b3y  +  c3 

w' =  a3x +  b3y  +  c3.

(D

tes s ï  ÏÎform td es P° rtent chacune d'eUes les échelles projectives construi-

U U'
données tlfif1611* ^ue s} une droite qui passe par le point des coor
vement k. k on a Clontre1 *e.s coniques dans les points de cotes kv k3 resp 

«8. A4, on a les relations suivantes entre œ s variables

«oM i +  t)0(Al +  k3) +  îe>0 =  o U'0k3kt +  v'0(k3 +  k t) + w ' 0 =  0  (2)

% ~ x l?y *~ 0y90' ’ W '0 sont les expressions linéaires (1 ) dans lesquelles on a mis

exprimanfcette8ccmdEio^analv? le Point (*o, y») appartient à  la droite ^- ^  
n analytiquement nous en obtenons la relation corr P
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dante entre les variables k{. Soit Ax 4 - Bv 4 - C — .
Il en résulte +  equation de la droite D.

A x° +  By0 +  C =  0
{a<p +  a2s +  a3)x0 +  (b J  +  b2s +  b3)y0 +  cj> +  c2s +  c3 =  0 (3)

{a[p' -f- a'2s' +  a3)x0 +  {b[p' -f b2s' +  b3)y0 -f  -f c'3s' +  c3 =  0

où l’on obtient les deux dernières équations des équations (2) en les ordonnant 
d apres x 0, y 0 et ou 1 on introduit pour simplifier l'écriture les notations

P =  kyki s =  kx -\- k2 p' =  k3kt s' =  k3 -f- kt.
E n  écrivant la compatibilité du système (3) on obtient la relation cherchée entre 
les k it qui se résout à l'aide d'un nomogramme du type indiqué

a b c
aiP +  a2s +  «3 bip +  b2s +  b3 cxp +  c2s -f c3 = 0.
a[p' +  ais' +  0.3 b[p’ -f- b2s' +  b3 c[p' c2s' +  c3

E n  développant le déterminant du premier membre de cette formule, on obtient :

{N rJûpp' +  (Nr2r[)sp' +  (Nr3ri)p‘ +
+  (ïïr1r'2)ps' +  (N r2r2)ss’ +  (Nr3r 2)s' +  (4)

+  (N rsijp  +  l ^ 2r3)s +  (Nr3r'3) =  0

où P7 , F,-, r ’j ( i , j =  1 ,2 ,3 )  sont des vecteurs avec des composantes scalaires 
(A, B, C), (a(, bit respectivement (a}, b}, c,) et (Nr,-fy) représente le produit 
mixte des vecteurs entre parenthèses. Par conséquent le nomogramme indiqué 
résout l’équation (4).

Inversement, considérons une équation présentant la même structure que 
l’équation (4)

AjPp' -f- A2sp' +  A3p' -f- B^s' +  B 2ss' +  B 3s' +  Cjp +  C2s +  C3 =  0 (5)

et construisons un nomogramme du type indiqué qui peut résoudre 1 équation 
(5). Cela signifie qu’il faut déterminer une droite Ax +  By +  C =  0 et les exprès- 
sions linéaires (1) de sorte que l'équation donné (5)̂  devienne identique à ( ). 
E n  identifiant les deux équations on arrive au système suivant

{NrJ'i) =  Ai (Nr2rl) =  A2 ( & * [ )  =  A3

(N r^i) =  Bi \ÏÏr2r'2) =  B2 (Nr3r'2) =  B» (6)

(Nrs',,) =  Ci (Nr2fi) =  C2 (ÏÏr3r'3) =  C3.

r  , . . d r  / ; _  i 9  3 ) étant donnés, les vecteurs FF, r it r}{i, j  =
-  1 2 » T m d é t f r m f l i t  le iomogramme du type indiqué qui correspond à 
F é j i à ï l  © d o f t  v é rfflïce  système d’équations. Par conséquent, s. 1 on donne
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. de la forme (5) et si l’on veut construire un nomogramme du
tvoe Indiqué iHaut résoudre le système (6) par rapport aux inconnues N ,  r it r) .  
' Mais un autre problème survient : toute équation (5) peut-elle être repré­

sentée avec un nomogramme du type indique ou ce n est que qulques-unes qui 
puissent l’être. Pour répondre à cette question il faut voir si le système (6)
a des solutions ou non. , . ««

Supposons d’abord que le système (6) a une solution de telle sorte que
les vecteurs r v r 2, f 3 respectivement r  [, r 2, r 3 soit linéairement indépendants. 
Dans ce cas en introduisant les notations

5  =  Î7  X  r .â =  N x  Fx

on peut écrire le système (6 ) comme il s’ensuit:

c =  N  x

â  • r [  =  A t b •F i =  A 2 C II ̂H»K

^3
à  ■ r 2 =  B x 5 •■ r'z =  B 2 C • r 2 = B 3

â  ■ F3 =  Ci b ■F3 =  C2 c • f 3 = c 3.

(7)

(8)

On peut observer que les vecteurs à, b, c étant perpendiculaires tous sur un 
seul et même vecteur N, ils seront coplanaires. Il y  a donc une relation linéaire 
X« +  |i5 +  vc =  0 de sorte que les nombres X, ¡x, v ne soient pas tous nuis.

Les équations de la première ligne du système (8 ) peuvent être considé­
rées comme un système pour les inconnus a[, b[, c[. D ’une manière analogue 
les équations de la deuxième respectivement de la troisièm e ligne peuvent 
être considérées comme un système pour les inconnus a 2, b 2, c2 respectivement 
«a, b'3, Cj. A cause de la symétrie nous pouvons étudier un de ces systèmes, par 
exemple le premier

Æ • *i = Ai 5 • r[ =  A2 c • r[ =  A3. (9)
Ce système conformément à l'hypothèse est compatible. Vu qu'il y  a utLe 
relation linéaire entre les premiers membres des équations (9 ), la même rela­
tion doit exister entre les deuxièmes membres des celles-ci

-f" [lA 2 -J- v A 3 =  0. 
D’une manière analogue on obtient

. +  vB 3 =  0
X.Cx.+  p.C2 -J- vC3 =  0.

Le système formé des trois dernières équations a une solution non triviale, donc

B i
Cx

" 2
b 2
C2

" 2
B ,
c

=  0. (W)

. . 3
avec untmrnf^r^m 4̂ c° nc ûs ôr} suivante : si l’équation (5) peut être représentée 
vérifier la condition (ÎO)*5 * lndi<lué' les coefficients de cette  équation doiven
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Inversement, on suppose que la condition (10) est vérifiée et l’on démontre 
que dans cette hypothèse l’équation (5) est représentable par un nomogrammé 
du type indique. On démontrera cette affirmation en construisant effectivement 
les échelles des nomogrammes. C’est pourquoi il faudra résoudre le système (6) 

Considérons le système v *'

+  [lA2 +  vA3 =  0
XBi +  [xJ32 +  vS3 =  0 

XCx +  (xC2 +  vC3 =  0.

Celui-ci — conformément à la condition (10) — aura une solution nontriviale. 
On peut supposer que le rang de la matrice des coefficients des inconnus du 
système considéré est 2 , car contrairement T équation (5) serait réduite à deux 
équations qui contiendraient chacune deux variables. Ce cas ne présente aucun 
intérêt. Pour fixer les idées on suppose que les deux premières équations sont 
les équations principales du système. Dans ce cas on aura*

X = A 2 A 3 

B 2 B 2
[L =

A3 a X 
B  3 B x

A i A 2 
B\ B2 (H )

faisant abstraction d'un facteur de proportionnalité.
Soient par la suite r lt r 2t r 3 trois vecteurs arbitraires, linéairement indépen­

dants et N  un vecteur inconnu de composantes scalaires A, B, C. Ces compo­
santes seront déterminées de telle manière qu'entre les vecteurs complanaires
(7) il y a la relation '

Xâ +  \J) +  vc =  0 (12)

ou X, a, V sont donnés par (11). (On a vu plus haut que cette condition est 
nécessaire pour la compatibilité du système (9)). On calcule les composantes sca­
laires des vecteurs a, b, c

,ă =  N X r i¡

5 =  Ñ X r 2 :

B
h

B
h

C i
Cl

C »

Cî

C A
C1 '« i

c A
C2 «2

A B
«i h

A B
a2 b2

c =  Ñ X r z
B
b3

C ,
cz

C A
C 3 «s

Au moyeu de ces composantes et à l>ide des formules (10) ou 
tions scalaires équivalentes à la relation ( )

Ai A2 A3 Ai A2 A3

Bi b 3 Bs B - Bi B2 B,,

Cl c% c» bx b2 b*

écrit les rela

C =  0
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Ai A2 A 3 Ax A 2 A 3
Bi b 3 Ba c  - Bx B 2 b 3
«i at az Cl c2 C3

AX A2 A3 Ax A 2 A 3

Bt B , Bs A - Bx B , b 3
h h «1 a2 a3

Ce système linéaire, homogène par rapport aux inconnus A, B, C a  une solution 
nontriviale, puisque le déterminant du système est un déterm inant antisymé- 
trique_de l’ordre 3. Ce système fournit donc les composantes scalaires du vec­
teur N

A =
Ai A2 A3 
B1 B2 B3 , B =

Ai A 2 A 3 
B i  B2 B3 , c  =

A x A 2 A 3 
B 1 B2 B z

(Il (l2 Cl3 bx b2 63 Cl C3

(13)

^ J r° ° . a. fait de nouveau abstraction d’un facteur de proportionnalité. On a 
determme amsi le vecteur N  à l’aide duquel on peut former les vecteurs
com patibl^e^oré^f'f1 6 Sy®^™e P}: P n doit dém ontrer que ce système est compatible et présente une simple infinité de solutions

du s v s t è ïe ^ é W  dlÎ ®yS-tème <9) est d?u x - E n  effet, le déterminant
dépendants Si ton* lec ° celui-a est zéro, puisque d ,5 ,c  sont linéairement 
cela signifierait nue d? ordre deux de ce déterm inant étaient nuis,
tous les verteurs^seraient Z ™ - ™ * / , *  * • * > < * • *  X «  « r a ie n t nuis, donc 
r,- ne sont pas linéairement d ïp en d an tÎ ^  lmpOSSlbIe' Puisque les vecteurs

relation linéair^qu’e n tre ^ e ^ t11-^!0^ ’ 6^tre les vecteurs à> %> c il existe la même 
la matrice é l a r g i e ^ v s t è ï f e  A '£ A *  A * •* B *  * *  B > > ^  C * C3. Ainsi
ce qui signifie que n o t^ s v s tè m e V 6 mei^e rf ng que la m atrice du système, 

Ainsi l'on obtie t î  systeme, a une simple infinité de solutions.
du nomogramme pou°l'énua*?«éd/c\SUî ant pour la déterm ination des échelles 
trois vecteurs arbitraire* u„7,!?n ^  5 “  vériflera la condition (10) : On choisit 
les composantes du vecteur £ ement ^dépendants r lr r 2, r 3, ensuite on calcule 
les équations du système ffi) a> aVf>C es i ° rm ules (13). P a r  la suite on écrit 
. On considère ?  “ ! ? '  ? ° U ‘? n L 'v e c te u r s  r i  r i  f i
indiqué pour l'équation ^ n ivan t. construisons un nomogramme du type

P 'S - p
ha condition (10) est vérifiée, parc»

-  s =  0 . 

a

0 1 0
- 1  0  1

0  ~ 1  0
=  0 .
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Appliquons le procédé décrit plus haut. On choisira les trois droites suivantes

u — — ^q2 — r2 x +  ry =  0

v — qy — î2 +  =  0
w =  — r2 x +  ry =  0

où q >  r. Cela signifie que le support de la première échelle projective est la 
conique x1 +  y2 — 2qy -f- qz — r2 =  0, c’est-à-dire un cercle. Ces droites déter­
minent les vecteurs r x ( — V?2 — r2, r, 0 ), f t(0, q, r2 — q2), f 3 (V?2 — r2, r, 0). On 
calcule les composantes du vecteur N  à l’aide des formules (13)

=  2r,
0 1 0 0 1 0

A = - 1 0 1 =  0 . 5  = - 1  0 1
— V?2 — r2 0 «Jq2 — r2 r q r

C =
0

- 1
0

1
0

r2 — q2
=  0.

Prenant en considération que A, B, C sont déterminés faisant abstraction d'un 
facteur de proportionnalité on écrit A =  C =  0, B =  1. (Cela signifie que la 
droite D sera l’axe Ox). On écrit par la suite le système (6)

ai K ci ai ■K ci
0 1 0 =  0 0 1 0

- 4 q 2 - r 2 r 0 0 7 r2 —  q2

ai bi ci
=  1

ai bi ci
0 1 0 0 1 0  ,

—  *Jq2 —  r2 r 0 0 q r 2 — q2

ai K ci ai bi ci
0 1 0 =  0 0 1 0

—  *Jq2 — r2 r 0 0 7

ta 1 “à

=  0

=  1 .

(Les équations de la dernière colonne n'ont pas été écrites puisqu’elles sont 
des conséquences des deux premières colonnes). En résolvant le système écrit
on obtient

a'2 =  0
- 1

“  q* _

r*

r*

ci = 0

c' =  1 -
* V«*-»'*

c't = 0
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h* h' ji restant indéterminés. On écrit les équations des droites u , v', w*, ensuite 
celle * de la conique qui est le support de l'échelle projective

U = +  biy =  0

v' =  K  y  +
V?®

=  o

w — qi _  rt K y =  0
(H )

-  “ v  =  + b'^) =  °-

Essayons maintenant de déterminer les coefficients b [, b'2, b a de sonte que la 
deuxième conique soit aussi un cercle. Pour cela il est nécessaire et suffisant 
que b[, b2, ba, vérifient le système

b ?  -  b[b'a =
(?* -  r*)' K =  K

Posons b2 = ------9 . Il en résulte
(?* -  ñ ¡

Remplaçant ces valeurs 
par [q2 — r2)3¡2

K  =  b ’3 = --------r- ^
(q‘ -  r ‘)3/

en (14) on obtient, après avoir multiplié ces équations

'Z qt; 7  T* +  ry V' ~  qy +  ^  ~~ ^  =  — *  V? 2 -  y2 +  O'

Donc l a ^  ~  ^  ~  +  2 ? (? 2 — ra)y +  (q2 — r2)2 — 0.

par rapport au premier,6relatif*¿T1 ’a x e ^ Un Cerc*e' sym étriquement placé

(Manuscrit reçu la 20 fnars 19801

*■ G U g 0 l e v < N. A., Kurs

B I B L I O G R A P H I E  

nômografü, Vysşaia şkola, Moskva, 1961.
f,

e c u a ţ i i  c u  p a t r u  v a r

EOUĂ SCĂRI Pif7 ^ L ENTABII'E CU 0  NOMOGRAMA COMPUSĂ CU
p r o i e c t i v e  s i t u a t e  p e  CONICE

(Rezumat)
Pentru ecuaţia /

COmPUSă 0,1 d0Uă * * *  P ^ R c tL f s T tS te ^ Î c o J c f î5 COndiţÎa (10) se construieşte o noruogtamâ*  comce- Se consideră şi un exemplu.
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R E C E N Z I I

C a r i  d e  B o o r ,  A Practicai Guide to 
Spline (Applied Matliematical Sciences 27). 
Springer Verlag New-York — Heidelberg — Ber­
lin, I.S.B.N., 1978, X X IV  +  392 pp.

Cartea conţine o retrospectivă a autorului 
asupra teoriei şi aplicaţiilor funcţiilor spline, 
îndeosebi din punctul de vedere al avantajelor 
acestora în practica calculului. Pe lingă proprie­
tăţile fundamentale ale funcţiilor spline polino­
miale centrul de greutate a cărţii îl constituie 
programele Fortrain scrise efectiv de către autor 
pentru numeroase aplicaţii practice ale funcţiilor 
spline.

Autorul însuşi avînd o contribuţie însem­
nată la dezvoltarea teoriei actuale a funcţiilor 
spline a selectat din această vastă problematică 
numai acele aplicaţii a căror tratare prin spline 
prezintă avantaje certe.

Cartea conţine 16 capitole, fiecare fiind 
însoţit de programele Fortrain corespunzătoare.

Capitolele 1 — 2 conţin o scurtă recapitu­
lare a materialului de analiză numerică necesare 
capitolelor ce urmează. Astfel, este prezentată 
pe scurt teoria diferenţelor divizate şi teoria 
interpolării polinomiale.

Următoarele patru capitole, urmînd oare­
cum dezvoltarea istorică a problemelor, conţin 
interpolarea şi aproximarea funcţiilor prin funcţii 
segmentar polinomiale, iar capitolele 7 şi 8 tra­
tează aspectul calculativ al funcţiilor segmentar 
polinomiale de interpolare.

Noţiunea propriu-zisă de funcţie spline 
este definită în capitolul 9, ca o combinaţie 
liniară de funcţii B-spline. Capitolele 10 şi 11 
cuprind un studiu detaliat al funcţiilor B-spline.

Următoarele capitole cuprind toate dife­
rite aplicaţii ale funcţiilor spline, bazate îndeo­
sebi pe proprietăţile esenţiale ale acestor funcţii 
de bază numite B-spline. Astfel, se studiază din 
punct de vedere practic interpolarea şi aproxi­
marea funcţiilor prin funcţii spline, rezolvarea 
aproximativă a unor clase de ecuaţii diferenţiale 
cu condiţii date cu ajutorul funcţiilor spline 
polinomiale, aproximarea curbelor plane etc. 
Ultimul capitol se ocupă cu extinderea şi gene­
ralizarea noţiunii de spline la cazul mai multor 
variabile.

Fiecare capitol este înzestrat cu probleme 
interesante şi material auxiliar ilustrativ, care 
oferă o posibilitate cititorului de a sesiza avan­
tajele utilizării funcţiilor spline în analiza nume­
rică.

Prin conţinutul său, prin varietatea pro-, 
blemelor tratate şi mai ales prin rezolvarea 
efectivă a acestora (incluzînd şi programele

Fortrain), cartea este foarte utilă matematicie­
nilor, fizicienilor, inginerilor şi tuturor celor ce 
utilizează funcţiile spline în preocupările lor.

GH. MICUI/Ac

C h r u s t o p h e r T .  H. B a k  e r, The Numeri- 
cnl Treaimcnt oi Integral Equations, Oxford 
Univ. Press, Oxford, 1977, XIV  +  1034 pp.

Cartea conţine o tratare aproape exhaus­
tivă a metodelor numerice pentru ecuaţiile 
integrale, acoperind toate tipurile importante 
de ecuaţii integrale cum sînt ecuaţiile integrale 
de tip Fredholm şi de tip Volterra, de speţa 
întîia şi de speţa a doua, ecuaţiile integrale 
singulare de tip Cauchy, ecuaţii integrale neli­
niare de tip Fredholm etc.

Volumul deosebit de mare al cărţii face 
posibilă discutarea amănunţită a celor mai multe 
metode numerice pentru ecuaţiile integrale, atît 
din punct de vedere al teoriei acestora, cît mai 
ales aplicarea lor la numeroase exemple concrete. 
Pe lîngă algoritmul metodelor, autorul studiază 
pe un spaţiu larg estimarea erorii şi convergenţa 
acestor metode.

Capitolul 1 conţine o introducere generală 
în teoria ecuaţiilor integrale, clasificarea lor, 
rezultatele principale teoretice şi numeroase 
exemple interesante. El conţine de asemenea 
cîteva noţiuni şi rezultate importante din ana­
liza funcţională.

Capitolul 2 trece în revistă cunoştinţele 
de analiză numerică ce vor fi utilizate în urmă­
toarele capitole, cum ar fi interpolarea, aproxi­
marea funcţiilor, integrarea numerică şi tratarea 
numerică a algebrei lineare.

Capitolul 3 cuprinde problema valorilor 
proprii ale operatorilor integrali Fredholm cu 
nucleu neted. în primele 12 paragrafe sînt pre­
zentate numeroase metode numerice cum ar fi 
metoda cuadraturilor, metoda proiecţiilor (Ritz- 
Galerkin, colocaţie), metoda nucleului degenerat, 
metoda cdor mici pătrate, metoda Rayleigh- 
Ritz etc. în paragrafele următoare se studiază 
problema convergenţei şi estimarea erorii acestor 
metode.

Mult spaţiu acordă autorul studiului ope­
ratorilor integrali hermitici, precum şi exemple­
lor ce ilustrează metodele aplicate operatorilor 
integrali definiţi cu ajutorul funcţiei Green, 
precum şi metodele de extrapolare bazate pe 
formula de cuadratură a lui Gregory.

Capitolul 4 continuă tematică din capi­
tolul 3, prezentată însă pentru ecuaţii integrale 
de tip Fredholm neomogene cu nucleu neted. 
Toate metodele importante sînt prezentate şi
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fiind ecuaţii integrale cu nucleu cu smgulantăţi 
cum ar ii: ecuaţu integrale singulare de tip 
Caucliy, ecuaţii Wiener-Hopf, ecuaţii integrale 
Frcdholm de speţă a întîia, ecuaţu integrale 
Fredholm nelineare etc.

Capitolul 6, ultimul capitol, este consa­
crat metodelor numerice peutru ecuaţiile integrale 
de tip Volterra. Autorul dă un ansamblu complet 
de metode numerice pentru ecuaţii Volterra de 
speţa a doua şi de speţa a întîia, incluzind şi 
ecuaţiile integrale cu nucleu cu singularităţi. 
Se studiază în profunzime şi chestiunea stabili­
tăţii metodelor, iar exemplele concrete oferă 
posibilitate comparării metodelor.

Cartea conţine, pe lingă o sinteză a varia­
telor metode numerice clasice şi moderne pentru 
ecuaţii integrale, şi un număr însemnat de rezul­
tate originale ale autorului şi o bibliografie 
foarte bogată, ceea ce o recomandă tuturor celor 
interesaţi în acest domeniu important al mate­
maticii.

GH. MICUUA

F. S i n g e r .  Programmierung mit COBOL,
3., überarbeitete Auflage, B. G. Teubner Verlag, 
Stuttgart, 1978. — Teubner Studienskripten 55 : 
D atenv erarbeitung.

Cartea, care în 1978 a ajuns la ediţia a treiai 
prezintă principalele structuri ale limbaiulu 
de programare COBOL, exemplificate cu pro-
£ “m<V Cu e Ş,aptC Capitole se «®P» cu următoa- 
o t * j Bazele preluorärü electronice a datelor-
2. Introducere in limbajul de programare COBOL:
3. Programare în COBOL -  partea I -  struc

f a g r Ä t t t

ANSI COBOL /a ¿.o* . cond‘tu etc.) ; 6.
altele problemele le g a t e i /01 prezintă P«ntre 
rapoarte, segm ^tm f ,.S0* are- editare d«

z. KÂSA
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M. M. R  i c h t  e r, Loflibkolkule, B o -r 

bner, Stuttgart, 1978. ' ^  Teu-
în  cele peste 230 de pagini, cartea trat* ,  

aspectele mai importante ale logicii (clas’ * 
intuiţioniste), a propoziţiilor şi predicatelor*/ 
ordinul I, atingînd şi chestiuni din cercot 
actuală în acest domeniu. area

Autorul are în vedere următoarele trei aspect* 
formalizarea noţiunii de adevăr, formalizar ’ 
noţiunii de demonstrabilitate şi considerent 
privind studiul demonstraţiei. Pentru elucidare* 
acestora, sînt prezentate şi utilizate chestiuni 
de bază din teoria algebrclor universale, con- 
gruenţe, algebre Boole precum şi calculele de 
tip Hilbert sau calculul secvenţial al lui Gentzen 

Deşi conţine o mare cantitate de infonnaţie- 
într-un text sistematic concentrat, cartea posedă 
un mare grad de independenţă, în sensul că nu 
pretinde cititorului (cu o pregătire matematică 
preliminară) decît puţine noţiuni colaterale.

Celor dornici să aprofundeze anumite probleme 
dintre cele tratate le stă la dispoziţie o bogată 
listă bibliografică (compusă din 51 titluri).

Această carte poate fi folositoare tuturor celor 
interesaţi atît în studiul cît şi în aplicarea la 
nivel actual a logicii matematice.

N. BOTH

W. J .  P a u l ,  IvoniplexKntsllieorie, B. G. Teu­
bner, Stuttgart, 1978, 248 pag.

Teoria complexităţii este acea ramură, relativ 
tînără, a informaticii teoretice care studiază 
aspectele cantitative ale proceselor de calcul. 
Prezenta carte îşi propune să prezinte cititorului 
problemele actuale ale acestei teorii. Pornind 
de la teoria funcţiilor recurşive, care studiază 
posibilităţile de calcul ale funcţiilor cu ajutorul 
algoritmilor, autorul abordează problema volu­
mului de calcul necesar evaluării funcţiilor cal­
cul abile cu maşini Turing. Sînt prezentate in 
continuare toate aspectele esenţiale şi actuale, 
inclusiv problemele deschise, ale acestei teorrn 

Cartea are următoarele şapte capitole: 1. 
culabilitate; 2. Funcţii necalculabile; 3. Com 
plexitate realistă; 4. Complexitatea ma$in ° 
Turing ; 5. Nedeterininism ; 6. Probleme comp e 
7. Teoria abstractă a complexităţii. ^

Materialul prezentat în această carte repre ^

jDieieieia. v_artea inuu într-o
rînd studenţilor, materialul este redacta ^  
formă accesibilă, este însoţit de numeroase g 
ple şi nu cere din partea cititorului c ' 
prealabile în acest domeniu. XAHŢ1̂

P o H g r^ ^ ciu j, Municipiul Oluj-Napoca cda. 3059/1980
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fizică (2 fascicule) 
chimie (2 fascicule) 
geologie-geografie (2 fascicule) 
biologie (2 fascicule) 
filozofie (2 fascicule) 
ştiinţe economice (2 fascicule) 
ştiinţe juridice (2 fascicule) 
istorie (2 fascicule) 
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Ha XXV roiiy H3A<ihhsi (1980) Studia Univcrsitatis Babeş-Bolyai, blixoaht no CAeAy* 
tomii.M ciieuHa.TbiiocTMM :

MaieNiaTHKa (4 Bbinycna)

(])ii3MKa (2 Bbinycna)

XHMH51 (2 DbinycKa) 
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Dans sa XXV -e année (1980) Sludia Universilatis Babe$-Bolyai paraît dans les spécialités:

mathématiques (4 fascicules) 
physique (2 fascicules)
chimie (2 fascicules)

\

géologie-géographie (2 fascicules) 
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