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STUDIA UNIV. BABES-BOLYAI, MATHEMATICA, XXV, 3, 1980

ON AN ENRICHED THEORY OF MODULES (II)

GRIGORE CALUGAREANU

Introduction. Stimulated by the excelent monography [4] the author of
the present paper works out the closed and monoidal closed part of the theory
of modules over a fixed monoid, a theory for which, in [5], MacLane only
worked out the monoidal part.

The reader needs only the first section from [3]—where the basic notions:
closed and monoidal monoids and the corresponding morphisms, left and right
modules over monoids, are defined, and the basic situations studied, — in order
to recover our main definitions.

From section two all the definitions and results followmg the corrolary.
2.7 are needed.

In this way, we shall start this second part of this paper with section
three. In what follows, we suppose that ¥ is a symmetric monoidal closed cate-
gory with equalizers.

3. The closed and monoidal closed structure of ;MV. Lemma 3.1. — The
morphism z, = (v, - C4p) : A = (RA), considered for a left R-module (A, a4, ¥4)
over V, factors through {RA}. Moreover, denoting by i,: 4 — {RA} the facton-
zation morphism, this is an isomorphism in V.

Proof. First, we have to check (3) (a4, 1) - Rig-24=(n1) - Liz -
Using (II, (3.1), (3.19), (3.22)] we have

(#,1) « LRa - 24 = (n(m), 1) - Lia-zg=1p-(m1) mlys can) =
=1 nlys - cap - 1@m) = mnly, - Cap - 1®m - @) = wnly, - mB1 - Carer -4).

The following commutative diagram

(ABR) 8R -3— ABRER) —S—+RORIOA DEL,REA A

- l a-’l ' /
8¢, peiroa)-12¥hroa 7 A

(R@A)RR —-——*R@(A@R)—-ﬂ

enables us to continue the equalities above
= ““(YA - 1®(Y4 + Car) - aRAR CAR®1) = “(”(TA ®(Y.4 ; éAR) - a) - C.m)
using again [II, (3,1)]. At the same time, we have
(g 1) + REg - 2, = n(Mir: craian) - 24®%) =n(Mha - @24 - cm)

Thus, the equality (3) is equivalent to the following
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Mas - 0,®z0=7(vs > 1®(Ys * Cap) * Grag) OF to the one deri
apgfyiné’ =, “which 18 proved as follows erived. from this

n(M#a - %,®2,) = (24 1) - Lia - ag = (m(y,- Car)s 1) - LE, . o =
=p (Yo Capl) ag=2 wys - 1®(y4 - c4p)) = Ty, - 1®(y, - can) - a |
using [II, (3.1), (3.19), (3.22)]. Rag,

. e . ..—l
Now, let us prove that iz': {RA}%“(RA). e (IA4) 2 4 is a twosideq
inverse for i, that is, let us check the following two equalities (e, 1) 2=

=1, 2,11 - (&, 1) - equgy = equg,. We simply obtain the first as follows
(6, 1) “m(yq-cap) =T(ys - chr - 1®€) = (v, - e®1 - Cap) = w(ly - Cqp) =
=n(r,) =i,
As for the second, we first derive from [II, (7.4)] the following commutative
diagram '
1AZUAIR (R (1AIBR)

- (o 1
‘uAul R

R
K
(HlA)—-—mAL——*(l@R)(IA,wR;

Using %44 = (1, 1'4)- and the following commutative diagram (by naturality
of K .

- .
K
(14) —1A—(16R, AGR)
(1ia) (1,81

R
(I(IAJ——"SWAI—-H@R,(IA)@R)

: e uired
we have #gqr= (/z’,5,®1) - K. We now prove the second equality ¢4

above as follows
Ya 52" (e 1) - equpy = (v, - Cap - 14 ®L) - €q¥ra =
=(1,v4 " ¢4z + 44 ®1) - tparr - (6, 1) - €qUra =
=(Lys- ca 35" ®1) - (7" 5, ®1) - Kia - (6 1) el D o
= (R Ya-Car) - KM - (e, 1) - equp, = (IR Ya * Car) * (e®1,1) - Kra

_ R = —
= (e®1 . Ik Y Ya* Car) * (Crps Cra) * Hra - €1tz (m, 1).eunA’

-1 .

= (g ¢®1 - 15", 1) - (1, v,)- HRa- equpy = (cae -€®1 " Ir > -l)and lemma 3.1
= (1®¢ - 7&' - m, 1) - equp, = equy,, using also [IL (34)] v, the mor;blu'sg
LemMa 3.2. — For each left R-module (4, aq Ya) OV = thro#e

actors
Yra = MRa - Ry Ry - T(m - crR)® equra: R® {RA} — (R4) /i
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RA}. The umique factorization morphism t R .
g?—mgdule structure over V for {R Aji wryt RQ{RA} — (RA) provides a left

Proof. Using the V—functonahty of R4 and LR, the naturalit
a commutative diagram derived from [1I1, (4.4)] and (3) from :liel gr:;cﬁ{s
lemma we have

y R : -
(24, 1) + Ridr + M4 - ¢(rr), (R4) * T(m - crp) @equp, =

= (n,1) - L}, - Mﬁa C(RR), (R4) * (M - CrR) @equry,
which proves the existence of the requlred morphlsm Wpy-
Next, let us check that ({RA}, wg,) actually is a left R-module over V
that is, the commutativity of the following diagrams

RO{RA} =Bl gir A} ‘:: :‘ ’T{RA}—‘ﬂne«Roi:z:&A
“Ra ) R®{RA} R8RA}
(RA) %m A

By left composition with equg,, the first one is equivalent with yg, - e®1 =
= €qURg4 * l(RA) denotmg by YrRa = €QUgy O)RA, or, applymg x, Tt(yRA)
= (1 equgy) + f(ray- Using n(yr4) = (equ, 1) - Rix - n(m - cRR) and w(m- cgg) - e=
= jp (from proposition 1.10) it is sufficient to verify R%g - j, = jr)y But this
follows easily from [CC2], i.e., (jg 1) - LR4 = %ray applying ntand using
(111, (4.4)] for ([IIL, 6.4].

The commutativity of the second dJagram is equivalent with y,, - m®1 =
= Ypa * l®wu a. We first mentlon that agam from proposition 1.10 we have

B-m= Mg Rr - PXP - CRR = Mj RR * C(RR), (RR) - B®B, which implies, applying =,
(1, [3) . m(m) = (B, 1) - REg- p. Next, using the V-functoriality of R4 and
applying w, we derive an analogous of [CC3]

R

(RR) RER _  ARRXRRN
RA !
R
(1,RA )
(RANRAD » Rer
L(RA)

«(RAx:zAn(RA)(RAm..(__en.z—-’—uRRX(RAXRAm

Using all these, the proof is the following
wr(Ypa - MOL) = n(n(ygs) - M) = (1, T(Yra)) + w(m) =
= (1, (equra, 1)) - (L, Riz) - (1, B) - =(m) =
=(1, (equra, 1)) - (L, Rza) - (B 1) Rir- B =
= (1, (equra, 1) - (8, 1) « (RE= 1) ) - L{%, (ray - Rz - B =
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= (8,1) - (R&r 1) - ((equra, 1), 1) - L{EH z4y - RE, . B=
= (m (yrah 1) - L& 2a) - R2z- B =32 - (yra, 1) - R, . B=
=p- -;-.-(MﬁA . C(R;),(RA) - (M - crr) @yRA) =p- “(yRA . 1®;)RA)
= 1n(Yra * 1Qw r4 - a).

Lemma 33. — The construction descriqu n lemma 2.8. defines ;
metric monoidal closed category V with equalizers a bifunctor = M a syy,
x g!V — Vo. : .

=

: R@”X

Proof. If f: (4', ax) = (4, 2,) and g: (B, g) = (B, ap) are morph
of left R-modules over , then {f,g}: {AB} — {4'B} is the unique mogp:
of factorization through the equalizers

{aB}. Sta) __ e}

€y ©Quyg
1A B}_;;ﬁg}___,[A’ g’ 1

The functoriality is derived from the uniqueness. Thus, in order to provehtzi
existence of the factorization morphism on the above diagram we must che

(az, 1) - RE . (f,8) * equas = (ag, 1) - L4s - (f, &) - equqp. Using the follo-
wing commutative diagram '

(eoyas) —te) _ egyagy—Libl— (ga)ka)
B | 1911

RBA . g {l19)
{AB}—22— (AB) A _ . (eekaB) fxgt)

{fg) - (g4t
a| 1

) — RBA___ eigae) — B~ (midel
‘ , . RE, . equp

the first member of the required equality is ="(1»(f: 8)) '_(aﬁ’ :) difgi;m for £
But this is = (1, (f, g)) - (¢4 1) - L4 - equsp. Finally, 2 if; ?equired equal.lt);
(like the above one) leads us to the second member of over 1/, there # I

THEOREM 3.4. — For each left R-module (4, %4 YA}z e Tt Romod
natural isomorphism in MV, i,: A — {RA}, where {RA} ha dules
structure given by lemma 3.2. _ hism of left RO

Proof. We must show that i, actually is a morp S
over V, i.e., that the following diagram commutes.
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By left composition with equg, it is sufficient to check gy, = 1®i

. . ) ; -~ 4 =Yra " 1®1i,
We derive this from the following equivalent equalities :z A Y4 Cap =M%, .
. 24®2g, (1, Zg) rzy= (213: 1) - Lﬁu‘ - 24, this last' equality being checked ana-
logously, like the one in proposition 1.6. .

The npaturality (in ,MV!) of the family i =i A {RA} -reduces to
the naturality of the family z = z, which is readily checked. T

THEOREM 3.5. — ig: R — {RR} is an isomorphism of monoids from the
opposite monoid of R to the monoid {RR} of the R-endomorphisms of the left
R-module R over itself. o

0 Proof. Straightforward, using equalities from the proof of proposition
1.10.

Remark. It can be shown, in the usual subjacent way, that if ¥ preserves
equalizers and V - W is an epifunctor, then the left R-module (R, #, m) over
R is a projective object in MV. Analogously one could now define Quasi-
Frobenius monoids over V in the usual way. ,

— Let us point out the second bifunctor corresponding to the monoidal
structure of MV. We assume that.V, has coequalizers and, for a monoid
(R, e,n,m), that (4, y,) is a object in jMV and (B, 8p) is an object of MV,.
"« "We define the lensor product B@yA ds an object in ¥, namely

coequ ((8,®1,) - a5ha 1,®v,) : BO(R®A) — BRA).

This will be a quotient object of B®A. We shall denote by coequpy:
: BA = B®yA the canonic epimorphism to the coequalizer. a

PROPOSITION 3.6. In a monoidal category with coequalizers V, the above
construction defines a bifunclor ®g: MV X MV —V,. e

Proof. Evidently, ®g((B, 85), (4, v4) = B®z4. If f: (B, 85) — (B', 8z)
is a morphism in MV, and g: (4, y4) = (4’, ya) is a morphism in pMV then
f®rg: B®zA — B'®zA’ is the unique morphism of factorization through the
coequalizers

[

‘ Boa 189 . gga .

.‘ wequ&[ o lcoetuA
PRI e f@Rg 3 s o
B@RA"——f—_-*B@RA i
rh e R i ; I [ . .
The functioriality is derived from the uniqueness. In order to prove the exis-
tence of the factorization morphism on the above diagram we must chef:k
coequps - f @ g - (3,81,) - @5ks = cOCqupa - f ®g - 15@7,; . But this easily
follows using the following commutative diagram N _ )
B .{.. e ' .t " o - I'll' 3 ! ; B
S a9 o1 A
B@(ROA)——“-T"(BGRE_A%EB——,'BQA
6 . (1818g . 199

RS e - é1 , “' , -
_8'@_(R0A')$——3-1—-’(d@3)0A'__—XB:——48'@A%BORA_ SRR TR



GR. CALUGARBANU

DEFINITION 3.1. 4 monoid (R, e, m) over V is called commutatiy, ifm.

In what follows we suppose the monoid (R,e,n,m) commutative Crr =m,
_ Lemma 3.7. If (Rem) is a commutative monoid over V gng (4
left R-module then oy :R — (A A) factors through {AA} Like in the foll(oA
mutattve diagram

! ,ad) s a
lmng com.

R——L(AA]

,A\ /un
3

Proof. a, being morphism of monoids over ¥V we have
Mia- a,@uq=o0, -m=cy," m'CRR=M§A c o oyt Cpp =
= M4 - C(aa), 44y * ¢4 @, Applying m we get (a4 1) - Lis oy =
= (ay, 1) Ria - a4

ProrosiTION 3.8. If (4, a,) and (B, ag) are left R-modules, there is a
morphism ys: R®{AB} — {AB} which gives {A B} a structure of left R-module
over V. B

Proof. We consider the morphism %45 = M 45 - az®@equp: RQ{4B}~(45)
From the previous lemma ay = equgy - %5, So that x,; factors through equy
using lemma 2.9. Hence a morphism y4 5, exists and makes the following diagram

commutative ’

RO{AB}—AB_.(Ap)

¥ag) Y-
(a8

Next, let us show that ({4 B}, v«m) actually is :
As usual we get equivalent C(f;{lditii)nYS( bj}r) left composition with eqlfl;g't n:;;)l;
%4 * €Ql = equyy - liup), %4p - M1 = %45 - 1@Y(4n) vy For the—— (eq'u,‘,, '
ing = and [II,(3.1)] we have m(x,5) - ¢ = (equyp, 1) - Lss* %5 ¢ = the nat¥
Lo -jp = (eQugp 1) - juam = (1, equyy) - juam, also using [CCIL €€
tality of § and the fact that B is a left R-module over V.
For the second, we have

a left R-module over V.

nn(%p - M@1) = w(n(x,z) - m) = (1, “(xAB)) - ‘m(m) = 125057

= (1, (equyp, 1)) (1, L3p)-(1; ap) -m(m) = (1, (equtsp 1))- (L, L#s)-(esl) 52
= (L (equy 1)) - (a5, 1) - (L85, 1) - L4E), um - LB5 " %2 -

= (g, 1) - (L%s, 1) - ((equzp 1), 1) - LEUZ 5 - L3s* % —

= (5(%e), 1) - LR uny - L - ag = - (5ans 1) - L22° %2

= . a)-
= n(M — 1 . B
P . ( 33 2 ¢B®x‘w) = P . n(xAB . 1®Y(AB}) — m(x“n 1®Y(4
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Remark..We must shovu{ that in the commutative case the left R-module

structures deflnegi on {RA}, in the lemma 3_.2 and in the previous proposition

are identical. Using m -AcRR = m and applying = to the definition of equpg,,,

one can show that MRy, - a, ® equrs = MR4 - Crrmpyray - # ® equgy, -that is,

XpA = YRA: :

THEOREM 3.9. Lemma 3.3 defines a bifunctor {—, —(} 1 RMVorx MV~ MV,

Proof. It only remains to prove that {f,g}: ({4B}, yus) = ({4'B},
Yupy) actually is a morphism of left R-modules over V. The commutativity
of the following diagram : ‘

Re .B}._Yfﬂﬂl_.{Aa
10 l(fs}
R.(A'ej—fi&ﬂ.{xs}

follows from the equivalent equality MZp - ap ® (f.8) - 1 ® equas = (f,g) N
- M5+ 2;®1-1®equyp, which is true using the following commutative diagram

B
ol @1 M
RO(AB) ———E2—(BE)8(AB) — 28— (aB)

(1.g9)8(f 1) 8 ((F
X 1, M -3 .
10119 iee)8(an) ——2B (48
{gHe SR, MEET ) _. i

: Y N
RAR) — B (Eeheae) 12.1a) ) ase) "

PrROPOSITION 3.10. If [V =V . W: MV — Ens and V' preserves equa-
lizers then the following diagram of functors is commutative

(.-t
R ¥ gty R
Hom R’
Ens

Proof. Straightforward from the remark following lemx?la 2.8.

PROPOSITION 3.11. For each left R-module (A, «4), the morphism x, :R—{44}
which appears in lemma 3.7 is a morphism of left R-modules. Further, the
Jamily § = Jiny) = %4 is natural in MV ) .

Proof. The following commutative diagram shows that x, is a morphism
of left R-modules ..

_ . : o Oequ

P | ROR b pofaa)— AP eip 0l R
S o A

m X[AA} TN Maa:

e
S S SR e s T
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The naturality of j follows from ,(1, f) = (f, 1)  og, true for 5
of left R-modules f:(4, as) = (4’ «4), €quas being monomorphisy, ""Piisn

PRroPOSITION 3.12. gV (iua)(14) =], ,
Proof. By left composition with equ,4 one can show
show at the subjacent level lthat V{zuaa)(1,) = ay. Finally,
to V(#a,r)(14) = 74®1, - I using also the equality z(44) = (1
- %42y, ® and. axiom [CCS]. S S
-. ProrosrrioN 3:13. For each left R-modules (A, a,), (B, w,) | .
there is a transformation _ a): (B, ‘wg) and (¢, a)
L = L{4=) o : {BC} — {{4AB}, {AC}} mnatural in MV

(Biap) (O

that" we pyy, to
one reduces tp
R Y (44) * Cagy ).

Proof. Let us, first, mention the following generalization of lemma 29
(@, 1) - RgA - Mic - equpc ®equyp = (o, 1) - Lﬁc : fwgc equpc @equyp. Hence
there is a morphism 37 4c: {BC}®{AB} — {AC} which closes the commutative
diagram - ° ' i , ;

=B
{BC}O[AB}__._'\L’\S...{AC}
@Bcﬂeq . equ,.

(BC)8(AB)——AC— (AC)

Using again n there is a morphism Lj¢: {BC}— ({4 B}, _{A C}) for which (equ4s, 1)"
- Lfc - equpc = (1, equuc) - Lac is true. If we want Ljc to give us by factort-
zation a morphism Lj¢: {BC} = {{AB}, {AC}} .we have to check the following

lit . AC} T4 ) AB} . EA . In doiug so,'we
equality (aucy, 1) - R(4E, sy - Lic = (owqamy, 1) « LYAB, (acy - L d {AC}, ie
may use the definitions of the left R-module structure on {4 B} an {4C4 C

ing B into
(1, equap) - «ap = (equys, 1) - L3p - ap and the analogous changlxﬁh 130, 0

Again, usi1_1g the V-functoriality of L4, composing to the right
and applying «, we get another analogous of [CC3]:

RC :
ac) 8 (icc)iech
S T ¢
Lge ‘ »
HABHACH " g
) &
' A - :
WACHAC) fABNACH) — & —— (IO ABNAC n (L1 CQﬂAG)g
. ‘g < wit ! ' ee
We shall prove the required equality composing to the leg:no functor 5)- Ind

(which still is a monomorphism, the functors (X, —) being Am
(L,(1; equ4c)) - (apuey, 1) - Rfﬁgi.c{m}: : Lfﬁ =':_
= (oucpl) - (1, equac), 1) - R{AS, = £56~
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= (2e, 1) - (Léc, 1) - ((equac, 1)} 1) - RED sy - L=
= (o6 1) - (LEc, 1) - R&ig; 5 - (1, equyc) - Lo =
= (4. 1) - (LE, 1) - Rgg;&w} ~ (equas, 1) - L3c - equge =
= (e 1) - (L&, 1) - (1, (equap, 1)) - RUD. sy - Lic - equpe =
= (a¢, (equas, 1)) - (1, L3c) - REp - equpe =
= (L, (equas, 1) - Lﬁcj + (ag, 1) - Lc - equpc =
= (ap, (equas, 1)) + (L5, 1) - LB, s - Lic - equpe=
= ((equan, 1) - L35 - a5, 1) - L{iZ} ey - Lhc - equpo =, .
= (stam, 1) (1 e29s0), ) - it o Lhe - capo =
= (awap, 1) - (1, (1, equac)) - LB ue - Loc=. "
= (1,(1, equac)) - (¢, 1) - LB, aey - Lc-

Thus, there is a morphism Ljc: {BC} — {{4B}, {4C}} in V,. The proof
of the naturality in MV of the corresponding family is left to the reader.

THEOREM 3.14. If V is a symmetric monoidal closed category with equali-
zers, (R,e,n,m) 1s a commutative monoid over V and the subjacency functor V .V ,—»
~Ens preserves equalizers, then MV, the category of the left R-modules over V,
s a closed calegory.

Proof. Using theorem 3.4, the remark following proposition 3.8, theorem
3.9, propositions 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, all data for the closed structure of MV
are constructed, the ,,unit”’ object being obviously (R,s,m) as a R-module over
(R,e,n,m). Proposition 3.12 is axiom [CC5] for (MV. Hence, one has only to
verify the remaining axioms [CC1—4] for zMV. In what follows we shall prove,
for instance, axiom [CC2). We have to check the commutativity of the follo-

wing diagram

A
L
fAC)——AC— ((aa}fach
; g,
tagy A
{RAACH
By left ;:oﬁlp;)sition with equpgsc) this is reduced to the following' commuta-
tivity
R ’ EA
{AC}—ALfadifacy o
(jA) 1)

Zhg

(R{ACh
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A new composition with (1, equ,c) gives us the required proof:
(1, equac) - Zacy = (1, equisc) * ®(Y4c) * Cacy, &) =
= w(eqUac * Y{c} * cucyR) = #(%4c * C4c),R) = ‘"?(Mgc - ac®equ,,. - Cac),5) =
= n(MSc - o c) + €quac ®xg) = (ag, 1) - Ré4 - equ . =
= (ay 1) - Lic - equse = (ja 1) - (equuq 1) - Lic- equ,, =
= (jo 1) - (Lequyg) - Lic= (1, equye) - (ip 1) - Lic.

Remark. The astute reader has certainly noticed that we constantly use
the following fact: the functors (X, —):V, =V, having left adjoints, namely
— ®X:V, =V, preserve limits (equalizers) and monomorphisms.

— Let us return now to the monoidal structure of ,MV.

TEEOREM 3.15. For a commutative monoid (R, e, m), if the functor
R—:V, =V, prescrves coequalizers, proposition 3.6 defines a bifunctor
®r: RMV X MV — MV
‘ P{oof. We first ‘mention that, the basic monoid being commutative, if
(4, 8,) is a right R-module then (4, 8, - ¢cp,) is a left R-module. Hence, for

two left R-modules we shall define B®zA4 = coequ{{{ys - cpr) ®1, - a5ra,13@1,)
:B®(R®A) » B®A). In order to get a left R-module structure on B®zA we
prove that the morphism #;,: R®(B®4) = (R B)®4 YB_QI) B®A;m—B:B®RA

coequalizes the following pair

ro(@oIRoA)%Ls ro(perIaa)20YREEREY oo
18116,

The functor R® — preserving coequalizers, this will prove the existence of a
morphism yg, ps: R®(B®pA) = B®.A4 in V, which will provide the left R-mo-
dule structure on B®yzA. We shall avoid this verification which only uses defi-
nitions and coherence. So, our yg, p4 closes the following commutative diagrad

o1 coe
Repioa B2 . ggp SXRA 450 n
a Ve
18 coequ e
R8(BOA) BA »R8(BE Al

Next, we have to prove that (B ®r4 ually is a left R- odule,
i . . , actually 1s a l€ modul
that is, the commutativity of the,f((ﬂlow?ng YdﬁBgrA)ams

(R R)O(B@RA)-—Q——aR@(R@(BORA)

‘MXRBA
Re(BOA) ‘&u"’h(BORA) Y l :

RO(BERA)
' R8(BBA) (B9

gl Codhvge x ¢ h
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As for the first, we can check the equivalent one obtained by right co i-
tion with 1,®coequg,(this being epimorphism) y g MPost

Yr.84 - €®1 - 1®coequp, ="yg 54 - 1@coequy, - e®@1 = _ .
= coeqlg, - Yy®1 - a1.e®1 = coequ Y@ (e@N®1 - g1 =
= coequpy - [;®1 - a1 = coequy, : l4gp = lpgga + 1®coequy,.

As for the second, a right composition with 1zg r®coequy, gives us the requi-
red proof

YR, B4 - M@ - 1®coequy, = coequy, - yz@1 - a1 . m®1 =
= coequg, - Y5®1 - (1@Y5)®1 - a®1 - a1 = .
= coequg, + Yz®1 - a1 - 1®(y;®1) - 1Qa? . a =
= YR, B4 - 1®coequy, - 1®(y;®1) - 1®@a~1.a =
= YR B4 * 1®Yr 84 - 1®(1@coequy,) - @ = yr 54 + 1 @Y 54 - a'l®c<‘)e(‘1uu.';

Finally, one easily checks that, using notations from propbsition 3.6, f®Rg
actually is a morphism of left R-modules over V, i.e., the following diagram

commutes

R@(BORA)'—X_'B*BA-'BORA
(10, g lf&g :
Ro(Be, A1 SREA g

RA

Remark. If we suppose that V, is abelian, @ preserves cokernels in both
variables and we take cokernels instead of coequalizers we recover the similar
MacLane’s result.

— Moreover, the following result is true

TaEOREM 3.16. If V is a symmetric monoidal category with coequalizers,

(R, e, m) is a commutative monoid over V and R® — preserves coequalizers, then MV
1S a symmetric monoidal category. ) )
. Proof. Simple generalization of Mac.:[,e_m_e’s result. For instance, if (4, YA).
1s an object in ,MV, we have from the definition 1i9 Yo - m®l =y, - 1Q®v,a;
that is, v, coequalizes the pair ((m - cpe) ®1, - @xras 1z®Y). Thus, y, factors
through coequy,, giving one of our natural 1somorph1$n.15 1;: R®z4 — A.

We shall end our paper with the princip_al result which uses all the results
ebrained above idal closed cat Vo &

T 17. If V is a symmetric monoidal closed category, V, has equa-
lizers a:iE ?ﬁ?fagzgs, Ij"_ﬁreserveéy equalizers, (R, e, n, m) is a commutative monoid
over V and R® — preserves coequalizers, then oMV, the category of the left R-
-modules over V, is a symmetric monoidal closed category.
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- First we must find in ¥V, morphisms psac: {B®,4,C).

and pIrJ;\orzfthat this is a natural famlly of isomorphisms inRR MI}’-’P£5\:£:'C}},

we prove the existence of morphisms $p4c Which close commutatively the f‘;ﬂ)'.
0

wing diagram -
- {eoRA,c}-'-"-----E‘-‘f ------ -(B,{AC)

1,6qu,0)
«PB@RA(Z Pac

(B8A o.fc0epx" iaanc)_PBAC B(AC)
Because (B, -) breserves equalizers it will suffice to check
(1, (¢t 1)) - (1, RE) - paac - (c0equizy, 1) - equipge,c =
= (L{xe 1)) - (1, L4c) - pac - (coequpy 1) - equnppu.c

This verification needs the following facts: .
(i) denoting by X = B®yA4, and applying = to a convenient diagram which ex-

presses the V-functoriality of RC, one has (1, RE4) Lix= (R%ax 1) R{ﬁg’) (cc)-Rgx-
(i) from [III, (4.4)] applying =, we can find the equality '

(R%4 I)R&g)) (xx) * L¥c= (RX4, 1) L%’ﬁi‘)’ (0 * Lkc
(iii) the definition of coequp, gives by a double application of , the equality

(1, m(coequyy)) - m(yp-cpp) = (x4 1) -Lix - m(coeqip,)

(iv) we have (ay, 1) - R¥4- m(coequp,) = (1, m(coequg,)) - 7(Ys"Csr)

= n(m(coequy,) - vj-cpp) ; this follows also using the result of the forthe
Having this in mind the proof goes like this:

(1,(g, 1)) (1, RE4) - P pac- (coequypy, 1)-equxc =
= (L(ag, 1)) - (1, REy) - (m(coequpy),1) - Lkc - equxc.=
= (r{coequy,), 1) - (1,(x, 1)) - (R4, 1)- RIS, (cor- REx-equxe =
= (m(coequp,), 1)- (R4, 1) - R4G, &+ (¢, 1) + Réx - equxe = i)
= (n(coequy,), 1) - (R$4, 1) - RYS - (ag, 1) - Lxc - equxe =
= (nleoequs,), 1) + (1, (ay, 1)) - (R, 1) - LR, uey -+ Lo~ €92X°™ )
= (r{coequy), 1) - (REa, 1) - ((o.1), 1) - Lfim,uor Lo 30 ™
= (tts - eag), 1) - (1, m{coequs), 1)-Lfim, e Lo a3 ™
= (r(coequyy), 1) + (L4x, 1) - ((ae1),1) - L, w0 Lic « 49%¢ B
= (rleosqug,), 1) - (1 (g, 1) - (Lix, 1) - LB ey s o™ T
= (L{ag 1)) - (1, L4c) - (m(coequpy), 1) * Lic - eduxe =
= (L (a4 1)) « (1, L4c) - prac - (coequza 1) -equxc:

=

oming (Vu)
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Now, we must show the existence of mor

close the diagram phiszms pssc which commutatively

[B@BA,C}_E.BAC.,{BI {ach ..

FBK lequ“'““”
fpfacy) -

and these will be the requlred isomorphisms. We have to check the following

equality (ag4cy ,1) - R(Ac) B PBac= (aB, ) LB {4cy * PBac Agam we need some
preliminary results : .

(v) from proposition 3.13 we take the equality
(Lequye) - ey = (equye 1) + Léc- o
(vi) the following equality holds -
(Léc ,1) - R(48, 5+ prac = (Lppac) - RE sea;
indeed, this follows applying = to axiom MCCS3, composing to the left with
¢(8o4,c), (cc) and applying =1
(vii) by a double application of = to the definition of yy = yg 54 wWe get
p-(coequgy, 1) « ay = (1,m(coequg,)) -
So the following ,,enriched dlagram chasmg proves the required equality
(1L,(1, eqge)) - (eucyd) - RUG, 5 - Poac = _
= (o(acp, 1)+ (1, equac),1) - R&?:i,a « Ppac = )
{40
= (06 1) - (L&, 1) - ((equac1),1) - R{4AS, » - Ppac =
(¢
= (&g 1) - (Léc 1) - R85 - (Lequac) - Poac=
= (ac1) - (L&, 1) - R{48,5 - Prac - (coequpy, 1) - equxc = (vi)
= (xg1) - (1, Dac) - Rc B®A * (coequu 1)« equyc =
= (ag,1) « (L, ppac) - (L, (coequpa, 1)) - REx ~ equxc =
= (1, paac) - (1,{coequpy)) - “(ax,1)- Lxc equxc = .
= (“X: 1) - ((coequgy ,1).1) + (L, ppac) - LxE” - equxe = MCC3
A .
= (ag,]) - ((coeqips 1),1)  (Bpacs 1) - Liax), o - L - equxe = (vii)
= (ag1) - ((1, m(coequpa),1) = Likcy, 4oy - Lic - equxc=.
= (ag,1) - L5 0 - (m(coequpa), 1) - Lkc - equxc =
= (op,1) --'Lg, (4c) + Prac - (coequ s ,1) - equxc=
‘ , - . ‘ B ' =
= (ap,1) Lg,(,(c)n' (1,€quac) * PBac = (g, 1) - (1'(1'«11140)) « LB, (4c) * PBac=
= (1,(1, equyc)) - (251) L3, (4cy * Psac
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have, for each three left R-modules (4, a,, v,), (B, ay, ’
We now have (B® A,C} — (B{AC}}. B Yp) (C, %Yo,

a morphism Ppsc* h . A -
Analogously, we can determine a family of morphisms PBac which clge

the commutative diagrams

P
3,0} BAC /B8,AC)

¥ f {coequy 1}
X (yequ,.) P"
(BACH——AE (B (ac) —BAL(BBAL)

and next, a family ppic which close the commutative triangle

~4
P
BAAY—2E (30 gy
5 €auxc
AL oA

Finally, the following three facts must be checked .
(a) psac and ppac actually are morphisms of left R-modules over V;

(b) psac and pzac are mutually inverse;
(c) the family p = pg,c is natural in ZMV.

As for (a), we show for instance that pg,; actually, is a morphism of left
R-modules over V. The commutativity of the diagram

RQ {BQRA Q ——b{xm————qau,-a ALY

AL l lf BAC
Re(B Jach—SBJACH , (@ ACH}

reduces by left composition with equg, (ac) to

M g?{ﬂ . “(AC}@;BAC = }BAC . ‘YkBe g4:€) 9%, applying =, to

(Bzac 1) - Lise), s * aacy = (1, P4c) + %(B@ g4, ¢ €QuAlity W

by left composition with (1,(1,equ,c)) by a new ,enriched diagram ©
For (b) we choose p.-p—* = 1; indeed we show that

hich one can verify
hasing -

(1, equac) - equs, (ucy * Paac - Prdc = (1, equiac) - €du Mc)

We have _ L
(1, equyc) - equp, (4cy - Paac + Prac = (1, equac) - Poac’ pf,{c =

= Prac - (coequpy, 1) - equyc - prac = P sac (CORQUBA 1) - »
= psac - Prac - (1,equag) - equp, (acy = (1, equac). €192

‘l a—
BACT

[7{2X
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For (c) we choose the naturality <;f

. . ;in A' ' 3 - o H .—
mutativity of the following diagram Poac 1n (A, @y ¥a), that is, the com

[ - P ’
(8O A0 —BC g gy
ol o
adF B4 ey
Again, we prove an equivalent equality sY

(1, equac) - equg, gacy - Paac - {1®Rf.1}.=~(1,equ,pc) - Paacc - {1®pf1} =
) = Poac(coquar, 1) - equagpurc (1@pfil}= .
= powc: (c0equpe, 1) - (1@pf1) - equyc = . ~ .15
= Paac + (18f,1) - (coequpy, 1) - equyc = (L(£.1)) ~ poac - (coequpy, 1) - equyc=
= (L(£1)) : (1, equac) - equs, (uc) “ Poac = ' SR S
= (1, equac) - (L{f1}) - equs, ac) - Poac =
= (1, equurc) - equp, wcy + {L{f, 1} - Paac

In this way all the symmetric monoidal closed structure for MV is establis-
hed. One can complete the proof of our theorem verifying axioms [MCC2),
[MCC3], [MCC3'] and [MCCA4]. C R

(Received July 6, 1978)
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ASUPRA UNEI TEORII IMBOGATITE A MODULELOR (I1)
L "(Rezumat) T

i i i « bileste
Utilizind nofiunile preliminare studiate in partea in}iia a acelulasi art‘tcol, autorn! stabiles
Tezultatele Pl’inCipat.lje priv?toa.re la partea inchis3 gi monoidal inchisi a teonel. modlﬂ:lr?r peste. c;:‘l
monoid fixat, rezultate care conduc in final la teorema: 'dacﬁ .Z este o categorie sime : ::ixono;s al
inchisy, categoria subiacentd V, are egalizatori si coegalizatori, R este un monpxd comu t:n c‘; P ste
Y, functorul de subiacentd V piistreazi egalizatori i R@ — pistreazdi coegalizatori, a ca
goria modulelor RMYV este simetric monoidal inchisi. o o .

2 — Mathematica 3/1980
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STUDIA UNIV. BABE

CALCULUL PULSATIILOR NELINIARE ALE UNEI Spgpy
DE GAZ IN ROTATIE

N. LUNGU

I. Introducere. in aceastd lucrare prezentim metoda de calcyl utilizaty
in pulsajiile neliniare ale unei sfere in rotafie uniformi. Acestea apar i canl
cind pulseazd numai un strat, care reprezintd aproximativ 0,9 din raza tota;

Ecuatiile generale, in cazul simetriei sferice, au fost integrate printro
metod numerici care a putut fi usor adaptatd la calculator. In final se presn

rezultatele numerice. ,

II. Eeuatiile migedrii. Fie un mediu fluid sferic simetric, in rotafie uni-
formi cu viteza unghiulari constanti . In ecuatiile miscirii folosim masa
m, ca §i coordonatd Lagrange. Masa corespunzatoare razei r este (3]

mlr) = ng‘p(r)df

0

v

unde p(r) este densitatea corespunzitoare razei r. Volumul specific este

V=Lt =t Y
e(?) dm
Ecuatia lui Newton, considerind §i rotafia, are forma [7),
, ; 9)
d kMmoo, 2 , 3P (
or " + 3 wtr — 4 omy
unde 1«{13 este presiunea corespunzitoare masei m,. .éijatie 5i ecuafié
uxul caloric se consideri di {n i ime prin 12 ’

fluxului devige: onsiderd difuzat in intreg p1t
. P ey 3
4a, d(TY ¢
L,=— (4rr?)2 — ——= .
3k dmy . Dad

di ol

un - . _ . Y g me ‘e'
de 4, este constanta Stefan-Boltzmann, iar k(V,T) °Pa€1t9£;a;ia bila

neglijim gep 7 i
] erarea a4 ; scileaza,
caloric ecpe: energiei nucleare in inveligul care o o

. [
oE v daL
a‘ + a‘ + dm'

E fiind energia internj pe gram.
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Ecuatiile (1)—{(4) formeazi sistemul diferential in care variabile }
1 i : bile indepen-

dente sint ¢ §i m,. La acest sistem se adaugj f - varia e
P=PWV,T) si k= k(V,T). ga unctl‘ﬂe cunoscute E = E(V,T),

III. Conditii la limitd. Pentru inteprarea sist ului (1)—(4) - i
urmitoarele condifii la limitj ; & stemulut (1) ‘4) formulim

L L" = Lo'-dd_:

=0 (5)

re=r,

exprimind faptul cd luminozitatea (fluxul total) care intri in invelié‘prin partea
interioard (la 7 =7,) este constantd, L,, si de asemenea mucleul central nu
pulseazd (viteza este zero). La limita exterioari a inveligului avem :

Plog,=0, T*|z,= ; T! )

adicy sfera se consideri liberi si pe suprafati are o temperaturs efectivi T,.

IV. Modelul de echilibru. Condiia de echilibru se realizeazy anulind
derivatele in raport cu timpul. In cazul de fa3i modelul de echilibru nu pul-
seazd, dar avem posibilitatea determindrii structurii interne a sferei care se va
folosi la deducerea solujiei dinamice. Parametrii fundamentali ii considerim
cei ataga$i unei stele pulsante de tip R R Lyrae, dedusi prin metode observa-
fionale, pe care-i utilizim in calculele numerice. Valorile acestora sint cunoscute
[3], astfel: masa My =0,75-10%, L = 1,5-10% ergfsec, T, = 6500 K, ..
Ry =3,41.-10"cm. Pentru « considerim o valoare corespunzitoare tipului
spectral 4,,

V. Procedeul de rezolvare. In scopul integririi sistemului (I)—(4), cu
condifiile la limita (5), (6), este necesar si exprimim ecuafiile prin diferenfe.
Pentru ci se cupleazi ecuatii hidrodinamice §i calorice, este necesar sa studiem
stabilitatea §i precizia solutiei. Un studiu similar este ficut de Richtmyer

[5], dar problemele se trateazi individual. In scopul scrierii prin d.iferente,Avaria-
bila 7(1m, ¢) este reprezentati prin cantitatea discretd #?, unde indicele » (intreg)

Teprezintd timpul, iar indicele ¢ reprezintd masa m; interioari razei 7;. \{'gloarea

i = 1 reprezinti limita interioari, iar ¢ = N cea exterioara.

s 1-
. e '.'."—"2'=m"—m"‘

. .1
Volumul specific al elementului de masd ¢ — 2z este

:—:-n(r.’ —ra) )

_V‘_% =
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a §i temperatura corespunzitoare elementuluj de Mmas}
a i‘

Presiune |

-

T" ;. Viteza 7, este definitd la momentul ¢

1 . 2
2 + 2 A o oty

sint P. 1>
M

1
**7  Atunci ecuajia (2) are forma:

'.
] " " n--’- ”_l g ” .
= — 4ari (p~+l—Pi—l+Qe+i—Q-_i)—k”#.y
—fm l.'.m 1 ' 2 2 2 i 2 rs
2( - o‘+—)
2 2
+§m§r,~,i=2,N—-1 ®)
l——‘- (‘ M )l
2 __ s — Y5 . . .
Q‘_%— Cg————v? |+V?—11 #0 opentrury, —7,_; <0 9
f— — -3

% =52 2276 i cazul 7; — 7,_, > 0. Q se numegte ,,viscozitate artificiald” §i din
fefoie rezniti ¢4 se introduce numai in compresie, fiind implicatd de undele
de e 3. Constanta C, este aleasi ca un compromis intre stabilitate §i pre
=Ze. § zze ¢z eiect formarea unui front de soc cu efect de stabilizare.

—

Zimetz miscdrii, pentru ¢ =2, N — 1, are forma:

PR R - (10
77T = A
suie
1 nil (1)
A = %(At”'i + At +z)

p—o Dol

1 : (6) ¢
ot .. . .. nt= {1 551(

v pots supsinon explicit condifia la limitd », % = 0. Ec-uatnil:t;;)ul se Si

Vi s dbetente gi me cupleazt, formindu-se un sistem umic.

P s fark wrbin 8 = W i obfinem [1).

Crmdisiile $a limith sint: la 4 = 1, r:'+2 =0:lai=N,

g (1
SR Y 7L X fapyntl iswrts =41
+i '2 aw;,, ,;. l bm. % SWH._% ai+% 8 H-% 3
b AW i Artiieste prin relnjla o

() lyn ey fuwkd ispyntl
Wyl =AWl + WL

" ot ? 1
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Sistemul (12) este tridiagonal §i-1 rezolvim prin met d ing”’
a parcurgerii directe §i inverse. Atunci SW‘ p o g orossing” sau

_1 se exprimi in forma:
2

W | =3W
,_% i+ -;-Pi-% + qs-% (14)

Daci (14) se inlocuieste in (12), obtinem
W =
8 i+ 8W¢+%ps+%+qi+%

(15)
unde coeficientii ;5” 1§51 g, 1 se calculeazi cu formulele:
2 z
a d + C
i+ i+ i+%q.’-.;. 6
p"+lz_b. 1—=C 12 ' q‘+}§_b. 1—C 1p (16)
. g itg g Hg -3
Pentru ¢ = 1, din (12), ob}inem:
) dajg -+ €39 8Wyp
8W3=8W5P3 +q:;; PB_:_I': 3I2=—/‘—b°/_‘_l_ (17)
z 2z 2 z 72 3/2 3)2

in care 3W,;; se cunoaste din condifia la limitd (5). Se pot calcula astfel coe-
ficientii p,+ Sl g,,1 prin parcurgere directd. Pentru 1 = N avem,
4 —2 + -2- .

Wit =Pyt W yyst 2 (18)

in care 8W _ , se cunoaste din (6). Se demonstreazi ci acest procedeu este
N4— B

stabil si convergent. ) »

VI. Rezultate numerice. 1° Procedeul prezentat mai sus a fost programat
in FORTRAN IV la calculatoru! electronic FELIX C—256. S-a o})hput la
inceput modelul de echilibru, considerindu-se 38 de straturi (noduri) in invelis.
Se determini astfel distributia functiilor M R, V,T,P de la exterior spre inte-
rior (tabelul 1). In figura 1 este datd distribufia temperaturii in invelis repre-
zentind structura fizici a invelisului. rond |

Modelul de echilibru
e Y ’ T P(dynfcm?)
str. AM(g) Riem) Viem?) (6:9]
38 0,30000E 425 0,34300E+12 o.éggggfwe o,g:gig£+o4 °'3§3ng+°3
33- | i:gggEue 2323? 79947E+08 1;g§gs+os ;;igggigg
16651 7
?48 ggggggi% ggg% 24623E+07 18879E+06 ?éggggigg
12 18900E +4-29 20933 30815E+06 | 40145 185375 +09
8 | 83900 - 15912 61460E+05 | = 72644 140972+ 10
4| 62900 84264E+11 13109E4-04 19303E 4-07
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3_1 Ne stratului
c"—'ﬂ—T é T T T 7 T \J 4 Y s

2° In contin itevs | dinamic
Deoarcce . pontL uare vom Prezenta citey, rezultate ale mOdel‘ﬂuf dina .
i rI::r ra wtfzex Tadiale se cunoaste cu mare precizie din mésurat°r218p '§§
20 Prezenta grafic vitezq Tadiali a stratyrilor (nodurilor), 35, 28, 40,

> 10, € car v i igura intd 7 &
funcgic epti .e le vom Compara ¢y Practica, In figura 2 se reprezintd
mp Tabsl 2

Dependenga “mplitudinit de pozigia n strat :
Straty) '
- : . litudines
- l AmPhtu‘,i.mea (4) Stratul nr, Amplitudinea | o\ 041 r. P
35\\ © ) ———
1550 ' o
34 o 1,370 12 09

1,685 . 960
& | Usso 22 1,220 8 o7
& o0 20 0,920 8 0,520
z o 18 0,920 6 - 0,500
Tt .16 0,905 . 4 0,460

14 0,930 - 2
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: Nr.str&tulw

T T T “.
0 2 6 & & M R K & B X 22 26 25 2 o 3z

Fig. 2. Vitezele radiale in straturile 35, 28, 26, 20, 10, 4 (in abscisi faza ¢ in fracfiuni de perioadd).
g 2.

Din curbele vitezelor radiale se pot deduce amplitudinile curbelor pe care

i fi a 4 amplitudinea scade spre
in tabelul 2 si figura 3. $eA cqnsta?a. usor ¢ scade spre
iitgréig; ?1; czdrul aceﬁeia§i zone §i in invelis. De exemplu, la baza inveligului

v

LA
% 05 0

0

] ’ : T T, T,
T 10 1 02 03 0
1 02 03 0b 05 06 07 e o1 to 0 @

b 06 07 c8 09 10

Fig. 8. Dependenta amplitudinii (4) de pozitia in inveliy.
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o i mai mic3, rezultind o ar_norfgizare a pulsati
?nt?rlilé:gng?er?ite &ifﬁl ’Orll)utem concluziona cd oscilatiile se gisesc etseﬁiij’l L
m oo
suPraI;}a Iziggﬁcerea termenului care.contine rotafia are cel putin trei efegt,

ra modelului care oscileazd. Un prim efect se manifesta Prin turtirea gfor,;
asuPd ci se considerd o rotajie lentd, atunci psc11?.‘£111e pot fi socotite l’adialg'
d'arse xieglijeazé turtirea. Al doilea efect se manifestd in micgorarea perioade de
$ ulsatie, care poate atinge 30 de procente. 'Astfel, cu aceiasi Parametri fupd,.
gentaﬁ’ (m,L, T, in prezenta rotafiei p_er}oada de.pulsane a unei stele R}
Lyrae este 0,475 zile, iar in absenfa rotafiel [3], perioada este 0,680 zile,

Al treilea efect al rotafiei este desincronizarea puvlse}tulor vdw.erselor stra-
turi. Se observd in figura 2 ci straturile nu pulseazi in fazi i momentele
maximelor nu coincid. Rezultd si de aici micsorarea perioadei de pulsagie dip

afiei. ) ’ .
cauzaSreoErgpune aici o concluzie fireascd, §i anume cd rotajia este diferenfialy
si trebuie studiate pulsatiile neradiale.

. s ’ (Intrat in redactia la 22 fsbruarie 1979)

s '
] '
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THE CALCULATION OF NONLINEAR PULSATIONS OF THE GAS
‘ SPHERE IN ROTATION

(Summary)

“]saﬁoll‘
In this . calculus of P
of RR Lyrae £:£? a theoretical method has been developed concernind the

3] excep

In this case the equations of the ed in paper B Co

; model are the same as those us »irect and

gziﬁlgg’.equatxon of the movement. The system is solved by the method of *'dif i
W

tic mO
¢ have given here the results ve the sta

i of the calculus. In table 1 we gl c
fue (l)utlEl iaﬁﬁtm’ie (&) and in figure 2 the radial velocity for one P:ﬁ‘;d'from the surf®
towards the interior, R::::; 3 differential rotation and a gradual increase

1 reduces the period of pulsations by up to 30%.
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NOI FORMULE DE CUADRATURA CU ELEMENTE FIXE

DUMITRU ACU

1. Fie F[0,1] clasa functiilor f definite pe intervalul [0, 1] si integrabile
in sensul lui Lebesgue pe acest interval.

Sa presupunem cid avem dati formula de cuadraturi

[
0 <x°<xl< ...<xn_}]A<l,

cu evaluarea exactd pentru rest

7o) = sup [r2(f)]. (2)
feF([0,1)

Se pune problema gisirii unei formule de cuadraturid de tipul

(far =T A+ S BRI . g

(]

z;stfel incit ea si fie optimali pe F[0, 1], adici si se determine coeficientii B,
si nodurile

0<y<Nn<. ... <Yw-1<1
astfel ca

R® = sup |RY (N (4)
feF@.)

sd fie minim. ] ‘ . : o
Formula de cuadraturi astfel objinutd se numegte Sformula optimald ata-
saté formulei (1), pentru clasa de funcgii F[0, 1]. e o
Pentru o formuli de cuadraturid (1) datd se pot gbtlng dncerse vaglante
ale problemei puse, daci se cautd formula de cuadraturd optimald :atasata.for-
mulei (1) printre formulele a ciror -coeficienti By, &k =0, m — 1, st noduri y,,
k=0, m — 1, nu sint arbitrare, ci sint supuse unor legé.tun dinainte date.
O astfel de problem3 a fost studiatd de M. ;ev1n [31. . . 1
In prezenta lucrare objinem noi formule optimale atagate unel formule
de cuadraturi dati, pentru anumite clase de functn.- . . 0
2. Fie WP L,(M ;0, 1) mulfimea functiilor f, defmﬂie pe 1§}erval [0, 1],
absolut continue, §i care satisfac conditiile f(0) =0, [Iflls, & M.
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§3 consideram ca(l) formula de cuadratura optimald pe clasa g, funefi;
a CO ! .
WL, (M;0,1) (vezt (1], [21);

1 n—1

(ot =57 0 (s )+,

on 4 14=0 \2n+1

()

0

cu
o.M _.
T =lom+ )43 (6

= ka2 k=0 n—1 M Levin (3] guse
Ex:;tz(;gr:; form:)u,fi optimald atagata formulei (5)

1 n—1

Sf(x)dx=_2___2f‘2k+2)+ b f( 1 ]+R$'0)(f)' (7)

I+ 1k=0 2n 41 2(2n + 1) 2n + 1
0 .. .

cu

o___M _ 3  _ 5'0)\/1_ 5 . @)
R”_(2n+1)45\/-1 42n + 1) 4 42n + 1)

In acest paragraf ne propunem si determindm fgrmula optinﬁi atagate
formulei (5) cind m = # iar nodurile ¥, s, . <+, Ya-1 sint luate ast

2 4 _=2.y, 0
=7, = —— r = Y, cey Y1 = M
Yo=17, ¥ 2"+l+ ). Ya '2”+1+ In 2+ 1

unde 7 este un numir dat din intervalul (0, ] :
, ; 2n+ 1) !

. . Altfel spus, ne propunem si determinim coeficientii Ba
In functie de 7, astfel incit in formula

1

=-——2—-”—1 ‘2i+2 n—1 5’0) ,f).: (10)
§f(x)dx D f (222 + 3 B + RO

evaluarea exactd a restului, adicy

RO = sup IRS.O) (fs "):l»‘

. WL ; 0,0
sa fie minimy, .

Utilizing identitateq

1

10 = (e - ),dt, %< (01

0
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unde
", - { 0, <0
7L e>0,
avem )
1
RO (fir) = S K,
0 .
unde

2 2l 2"+‘2 : n—1
0 2n 4 17=0 (2n+l t]"— kE_OBh(yk .

Aplicind in (12) inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski, objinem
1 1
RP(r) < M(SK-(t)dt))’.
0 .
Dacd se ia f, definitd prin

fola) = (S Ks(t) dt) %S K(o)at

atunci f, € W L,(M ;0,1) iar in (13) are loc semnul egal. Rezultd ci’

RO (r) = M(S K3 (t)dt) )?

0

si problema pusi se reduce la determinarea coeficientilor By, k=0, # — 1,

astfel incit integrala
. 1:
I= SK’ ()t
]
si fie minimai.
Din 2L — o, =0, -1, ce b — l_,wrezulti sisternul
1

) B*S (90 — Dl = et = 5 (1= = Bt =

A=0

2n + 2n +1

H“M B2y (-l 1=0,1,..,n—1
0=0 +

27

(12)

(13)

(14)



D. ACU

28
care dupi calcularea integralelor se scrie sub forma
! ! 2041 y_ 20+ P
- = — - = 4 =uU,n -
> B tn 2y Be=om N T e ey Lo
Acest sistem este de tip Cramer cu determinantul
Yo Yo Yo -+» Yo Yo
Yonh N N
VoY1 Ve oo Y2 De
| =y =y = 31) - (Yot — yana) # 0
YoY1 Y2 oo Yue2 Yn-2
Yo Y1 Yo «or Yn~2 Va2
si, prin urmare, el admite o solujie unica.
Rezolvind sistemul (15) si $inind seama de (9), gisim
1 2
B = -_—
0 2‘2y‘.+1 r) (16)
BI=B2= PN =B”_1=0-
Pentru (16) avem
1
I=SK2(t)d¢= ! -_( 2 _ L _r)\r 17)
; 32410 l2mw+1 '.)(2n+1 2’2' (

Deci, formula optimals atasats formulei (7), cu nodurile date de (9), este

2 n—1 i .
§f(x)dx - l;f,m) + 1( 2 —rifo) + RO (£ 7) (18)

; 2+ 1 2 2n 41
cu
R(O)(r) =M ﬁ - 9
? - —_— 2 1 . (19)
iy s oS 0<7 Sm
Pentru 7 = < l . . .
2yt 4 (08) 5i (19) resues (7) si (8), adicd rezultatele 1%

M- Levin (3))

.

conti
ntinuare ne Propunem sj dete

) astfel inclt
sd fie minim, :

.- 2
RO ) minim pe 7 € (O, ot 1
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Dupi (19), aceasta revine la a determina pe re (0, - 'i 1 iastfel ca funcfia

m+1 2

glr) = fzni l—fJ;L__' L)é

si ia valoarea maximi.

Avem
' 3 2 1
7) = — — r
g't) 4 2n + 1 +(2n-|-1)'
.. 2 L g 1
care se anuleazi in intervalul (O, ]numau entru 7 = = .
2 1) TP 3 2n+1'cum
w2 1 1 v v 2 1
L2 = <0, rezulti ci r = = . i
g 3 1) P s il este un maxim local
pentru g(r). Cum g( 2 ‘=0 si lim g(r) = 0, deducem
2n + 1 ™o
2 1 8 1
max 7)=g{=- = .
&) g(a 2n+l, 27 (2n 4 1p
'I(o, -2"—-_'_1]

Deci, dintre toate formulele (18), cea pentru care min ROr) este atins
- : 2
*(* 7

. Aceasti formuld este

se obtine pentru 7 = 2 1
3 2n +1

2 "ol 242 2 2 1
Sf(x)dx = Z-\"”2‘»+[, * 3(2% + l)f'; 2n + 1] +

4 2n + 1§23 . (20)
o 2 _1 )
+ RS, 3 2n+1)
cu
Ra 3 2n+ 1) @n + 1)V3 9 2 +1 e

POV ¥V

0 8 2 1

-_-rf.’\/l.__._”_i'_.
9 1

i i iilor ini bsolut

3. Fie Ww L, (M ;0,1) muljimea functiilor f definite pe [0,1}, a t
continue si care sat?gfac condifia |1f'Ilz, S M. Pentru aceasta clasa' deffunfltlu
§i pentru formula de cuadraturi (1) dat, ne propunem si construim formula

optimalji atagati pentru formulele de tipul
1

[ iz =55 difed + 7O + T B/n) + Rilf)-

© =0

©2)

0
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Avem inegalitatea evidentd

sup IRu(f)I P sup IRn(f)l .
JemM L0 =Wl ;0,1) (23)

Daci punem conditia ca formula (22) si aibi gradul de exactitate egal

cu 0, atunci rezultd
n—1
C=1-2 (4 + By). (24)

k=0

Pentru C dat de (24) avem
,.(f(x)) =R [f(x) — f(0)1,

de unde objinem

sup |R(f)] € -su R, ()] :
awtina 0, f) sa nguﬁ,; O.I)I o (@)
Din (23) si (25) rezulti :
sup  |R,()l= sup |R,()I.
/ew(‘)L,(M 0,1) saw{tiL ;0,1

De aici si din cele demonstrate la 2. deducem ci dintre formulele de tipul

gf(x SN 4 o0+ 5 Bufo) + RALD 8

2”+1'=0 2 +l

cu nodurile y,, k£ =0, n — 1, date de-(9), cea optimald este

1
§f(x)dx=2”il._o (53] + 250) + 2 (

) f) + RUAT @)

+
cu
R = sup |R(f7) = 1 z T _ )",
19w 0 oA ” =M \/3(211 T (Zn 1 rJ(% +1 2) 2 )
(28

unde 7 este un numiy dat din intervalul (O, 2 ] ‘
2n + 1 ‘

~

Pentru r = _
’ 2n +1 din (28) si (29) rezults formula optimald

E (21+2

2”+1) 2(2n+1)

§f(x)dx - }] + R St J
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cu

R( 1 )= . M b ';1—3. T ,
2n + 1 (25 4 1) 4/3 4 2n41
rezultat obfinut de M. Levin in [3]. . ..

Folosind cele demonstrate in partea a d
oua de la 2, ded i
f.oate formulele (27), cea pentru care min R,(r) este atfnsl,m:gecfefl 2:1{:

: it(o ..2_] '
. . . '2”+l ]
se obtine din (27) pentrn r = 2. 1 . : N
3 2n+1’

1

o = B R sl s ol )

2n 4 15=0" \(2n 41 32n+ 1)

0
+r (1 g

cu

2 1 M 8 |
R|=. = = l~-—-. .
3 2a+1/ (2n+1)43 9 m+1
(Iniral in fcdac}i: Iq 5 sunie 1979)

.
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NOUVELLES FORMULES DE QUADRATURE A ELEMENTS FIXES
(Résumé ’

Dans le présent travail on ose le 'probléme: étant donné la formule de quadx:ature (1)
avec l'évaluationpexacte de P'erreur (g), on détermine la formule de quadrature (3), & vrai dire les
coefficients B, et les moeuds y, k=0, m — 1, ainsi que le reste ng), solt minime pour la classe
de fonctions F[0, 1]. La formule de quadrature ainsi obtenue est dite la formule de quadrature opti-
male attachée 3 'Ia] Jormule (1). On qconstrnit ensuite les formules optimales pour deux classes de

'fonctions.
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REMARKS ON THE NUMERICAL SOLUTION OF A NONLINEAR
PARABOLIC EQUATION

ERVIN SCHECHTER

In the present paper we continue the study begun in (5], [6] of a nop.-
linear degenerate parabolic equation. Our primary aim is to show that t}lll-
numerical solution yielded by the explicit difference scheme converges to the-
exact one in L#(Q) for any 1 £ p < +oc0. This improves the result of [6] Wher:
1 £ p < 2. We also show that the considerations of the above papers, can be
extended to the case when the right-hand side of our equation is p'erturbed
by a continuous term.

1. Preliminaries. The problem we are dealing with can be formulated as

follows :

%‘: Ag(w) + a(x,8) on Q= Q x 0,T[ (L.1)
u(%,0) = ug(x) x<Q (1.2)
#(x,t) = u(x,) on S=4Qx]0, TI. (1.3)

Throughout this paper we shall su ions i i
) . a ppose that the functions intervenin
in (1.1)—(1.3) are subject to the following assumption (A): ¢

@) @) %, €CQ), u,€CS), asCQ); % s, a 20
M o¢e C(R;), o(u), ¢'(4) >0 for u>0;
. o0 =¢(0) =0. ;
The domain Q C R?, is supposed to be regular, bounded and convex-

D . ’ ;
(13 if:EFINITION. A function % e L=(Q) is called a weak solution of (1-1)"}

y de(w)
M Z=<INg =12,

$

(11 ) COnd1t1ons‘(1_2)' (1.3) are fulfilled (in the generalized sense),
(iii) % 2 0 on Q, :

, (iv) For any f € HY(Q) such that f|s, = 0
¥_ Ky
§( a Ea:)dx at + Sf(x, O)uo(x)dx + Sa(x, 1) f(x, t)dx dt = 0. (

=1
0
Here S, = § U {(x, T)|x < Q. 0
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As in [5), [6], the approximate solutions are yielded by the following

explicit difference scheme:

Ui(k) = &0(U(k — 1)) +a(k)  on @, (1.5)
U(0) = uqy . H (1.6)
U ll"h = “z(x» kT)! xz € Pli k= O,i, TR K = [’:_.] (17)

where % is the step in both space directions and + that of the time direction
of the rectangular mesh. Further, A, is the usual "five point” discretization
of A, #,, is the restriction to the mesh points, of #,,

g Ty X {k1, 2 =0,1, ..., K} R, uy(,8) = w, (2%, 1) . -

x € T, where 2* € 9Q, is the nearest point to % (or one of them, but always
the same on all levels); Q,, Q, are formed by strictly interior points and T,
by the boundary mesh-points.

2. A maximum principle. To begin with we introduce the following nota-
tion: M is a constant such that u, u,,a < M, M,= (1 + T)M,

A =42 max ¢'().
0, M, ,
THEOREM 2.1. Suppose that assumption (A) holds and N S 1. Then, the
solution U of the problem (1.5)—(1.7) satisfies:
0 S Ux,t) S M, for (1) €Q,

Proof. We prove only the right-hand _ineqpality. To this end it suffices
to show that Uj(k) < (1 + k%)M for any 1, j, & (in Q,). Suppose that this were
not true. Then there would exist a triplet of indices m,n,k with 2 > 1, sgcl}
that U,.(k) > (1 + k)M and Uk — 1) < (1 +(k — 1)7)M, for any 4.
Hence, if we set M, = (1 4+ (¢ — )?9)M, ,

0 > M(1 + kt) — Unalk) = My = Um(k — 1) + w8s(o(M:) —
= @ (Unlk — 1)) + Mz~ apalk — 1)
The last difference is momnegative. The sum of the other term? can be

written as:’

(1~ 42 e~ 1))y — Ut = 1) + X G alk=1) (M= U-‘w+:1t,"‘-(k"‘1)) +

+ Fnmsoalk = 1)(M; — Unoylt — 1) + Fmurslt = DMy = Unwslt = 1)
= 450 itk — DMy — Unaalh = D)

The sign ~ indicates an intermediary value from the mlf:cli vtagu:h;l:vior&l?é

This expression is nonnegative. The contradiction we are lead

the inequality is correct.' i
We mention here that if @ =0 then 0<U<M

"

8 — Mathematica 3/1080
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i fs of the followin
Esti i ifferences. The proofs o
1emm2. alxanfim'cxllzae?rsenio;rzhgin?iliz gd:ll;o‘si; of the case (see [5], -'[6]),- a =0, g
. Leyma 3.1. Suppose that conditions of Theorem 2.1 are valid. Assume also
that the following conditions

() #o 1€ C¥Q), o023, f?’uo/ax% 20 on Q

(ii) u, and aare nondecreasing in ¢, hold. Then,

Y |Ui(k) < C, for b < hqy (3.1)
b % <, G . i -
where C is a constani independent of 'h.

Remark. The lemma remains true if instead of the positivity of the second
order derivatives of u, we suppose Ag(#o) > 0, or if @"(uo) 2 0 for f 20
and Au, 2 0, ¢” €'C(R),). oo

THEOREM 3.1. Suppose that: ‘ 3

(@) Assumption (A)isvalid, o € C¥(R,), 9" () 2 0foru > 0andu, = C*(Q)

@rc1 C 3 - :

(iti) ou,fot exists and is bounded onm S

(iv) ¢(o0) = 0. R B

Under these assumptions there are comstamts hg, C > O such that: .

m@jwﬂn(b for h<he ' (32

. CoRrOLLARY 3.1, Under the kypotheses of the above theorem '
Ceo o #ERUR < C for, b < ke | - (33)
: il 5N . o ,

Ca . . . 3 ‘ .- . "! .

In what follows we shall call rectangul 1 domain
: . X gular polygon a polygonal do

3::—?1 g the following properties: 4) The sides are parallel to the axes b) The

oes comcide with mesh-points ¢) It is convex in both space directions. For

simplicity we use the same notat] i Il as
for the nodes they contarn on for the rectangular domains as we

THEOREM 3.2. Suppose that U is the solubinm of 11 sk’ 7 |
e S the solut ¢ 1.5)—(1.7)
and that conditions of Theorem 3.1 (or Lem::au ;01’1) ofztrehjiui;'(l)lbeﬁm (1:5)=(

© Then, ther ; . / o .
convex domain 6:} #sts @ constant C wndependent of ksuch:that for any .regulﬂ"‘

A , ;‘..' i‘i‘;X oo .. " -
PR VR + @UE)L) <C (3.4)
) - 5 : e e R s
f b < ho(Q¥). i
Here Q3 4 A S , R P S
The proof rel s the mazimal regular polygon contained in Q*. : - .. - 0!

f relies on - : S e L
the same ideea as in the homogeneous ,case ; [5]. For sim”
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plicity, it was carried out there, when Har Lo
Q* was a rectangle R,. The incqua- S -Spet
lity (3.4) was obtained by constructing ‘
a sequence of parallel and concentric -
rectangles .
Qi = 0*=R,CR,C...CRy=0 .| Fs |
and letting N — 0. ‘ o
If now Qf is a rectangular polygonal | , '
domain, the sequence of ,,parallel” '
domains {R,} with frontiers {S,}, is
constructed as follows:

(i) Rosr CR,.

(ii) Parallel sides are at dis-
tance 4.

(iii) At the distance 4 along the

side of length 4, of a ,concave”
vertex of S,, there is a concave vertex o S,,. Except theése vertices Sy

andS,;, have no other common points. ‘ e
We note that, because of the convexity of 1*, a concave angle of Q.
must have at least one of its sides of length 4. . . .

4. Auxiliary functional analytic results. In 6_rdér to show that the appro-
ximating sequences converge to the exact solution of compactness results.

Fig. 1.

TuroREM 4.1. Let D be a regular, bounded domain of R and {u;} C L=(D)

a sequence with the following ‘propem'es i /
(i) ess sup|ui(x)| < C, j=12 .. .
D

C independent of ;. ;-
(ii) There exists r €]1, 0] and 4 € L'(D), such that:
uj—t ac onD.
Then, /
() = L=(D). N
(jj’) ‘There exists ‘a subsebuence {u,} C {u;}, such that: | e

w4, —=u sn " L¥(D), for any p € [1, 4-00]:

Proof. First, from our hypotheses it follows thgt ;U e 5
- ‘.'~ = 1 m | I:';(D) weékl}". ’:;  o,
On the other ham'i,"using a dia
and the reflexivity of L?, p €

with the property of being wea
norms of # are equibounded we have,

gonalization process, we we can infer from (1)
J1, o[, that {u;} possesses a subsequence {,}
kly convergent for any such , to %. Since the
u € L*(D).
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Using Egorov’s theorem, there is a small set Dy C D such that 4, .,
uniformly on D\Do. Hernce,
Slu' — updx = S [y — u|?dx + Slu,, — u|Pdx,
D D\D, D,
shows that #, —u in L#(D) for p € (1, of.
" Leyma 4.1 Let p < [1, o[, and K C L#(D). Suppose {D;} be a Sequence
of subdomains of D with the following properties .
(i) Dy C Dysa for any k.
(iiy For amy j the resiriction of K fo Dj is precompact in L#(Dy),
(iii) For any & > 0, there exists a subscript k such that:

S |u(x) Pdx < e for u = K.

D\Dh

Then K is precompact in L#(D),
~~ This lemma was used in [6] (Lemma 2.5).

5. The compactness of the approximating sequence. The notation for the
extensions of U, have the same meaning as in [4], [5], [6]. We also extend

U, on the mesh-points of @ =0 -
= Q, X [0, T[, where Q, is the smallest, closed,
Tectengular polygon COntainihng Q,,l by:[ ! » 15 the

Ul%, 1) = m(2, ) (xt)eS, (5.1)

Hefe §b = th x [0 T[ and A . . '
i : " % € 9Q, is the nearest point to x. Thus, Ui
will bave, being continuous functions, well defined tracespon S.

LeMMA 5.1. Suppose that V,,:@,,'-»R satisfy :
@ 33 v)<c
;h hl ’

.. k
(i) rm;;lﬁz'(m.w Vel +1Vil) <C,
3
(f)}rh’.l < ko(Q%) ang any Qx

Under thes, )
] ]
" 14Q) for any ljg(zhiseg the et of contimuous functions {Vi} is precomP?’

regular and comvex such that ﬁ*;C Q, C indep endeth

.Moreover, if (V- . -

genk in L(Q) to ;{fi};’gogj Vt'};}e ‘::d one of the sequences {V3} or {7} conv’
’ me 18 ¢

rue for the other. atly

b : y
small 50 that for R € 2 regular domain such that O'CQand A sufficie
» Q'CQ*. Since (see[4]),

o -(V-te)(i). 7= 1, 2: LV)'. — (v
s Vo
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on any qus = opx X [Rer, (ke + )71 C Qs

e

< S(_ »—)dx dt < ‘%ﬂs (f_*(,)(V,,.)(,.)]dx it <C

=
ox :

avilx 9

ot

laV,"(x, b))

0%,

Jaxar <

(%o = ¢f). (Here for example (V,)y), is on each parallelepiped g, linear in ,,
%, and constant in x,). '

Thus, Vj is bounded in W}(Q"), Q' = Q'x10,T[, for any Q' and conse-
quently precompact in any L%Q’), 1 < ¢ < 2. Now, the first assertion follows

from Lemma 4.1. As for the second, its proof is parallel to that of Lemma 3.2,
Ch. VI, from [4]. '

LemMma 5.2. Suppose that in Lemma 5.1, instead of condition (i), we have:
max |V, < C. (5.2)
6\h .

Then there exists a function v & L2(Q) and a subsequence of Vy; Vi, such that:

= Vi—v in L#Q),

Jor any q = [1, 4oo. . '

Proof. By Lemma 5.1 {V,} is precompact in L#(Q), p < [1,2[. So we
have a subsequence Vi — v € L#{Q) a.e., on . Our lemma follows from Theo-
rem 4.1.

Lexma 53. If V, :@ — R and C is a constant such that:

) W;W<a
K. . 2

(id) Ry Z:(V,z,l +V2)<C,
h=1 n;

Jor h <h (Q*) and any regular Q¥, o C o . ) Y
The;, there exists v € L¥Q), with dv[ox; € L¥Q), i = 1.2, such that,

5 Wh_, ;12 weakly in L¥Q).
Vi —=v and an  om
The proof is similar to that of Lemma 5.1 (see also [4]).

TaroREM 5.1. Let . U,,:Q_, — R be the solution of the difference problem
(4.1)—(4.3) and conditions of Theorem 3.2 hold.
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(Q) and a subsequence {Us} A

: . ©
Then, there exists @ fumction uwel

such thab:
M =0

(i) a—;i-“-’ spQ =12 )

) TR — ole) in 2@ £ < (10T
) T ,(@(Ui) %) —»a—:%., i=1,2 weakly in L2(Q),
0 as wel as Ub —u'in L2Q), p = 1L ool

I\ B
Proof.! The discrete function o(Un) satisfies conditions of Lemma 52.
Consequently there exists 3 € Le(Q) such that for a subsequence o{Us),

el 5.9)

U -1 i LH@. p = [+l
At ‘the same time, by virtue of Lemma 53:
) (Q(Ui)z,-)'_—-v-z-' ,i=1,2, weakly in 1#(Q) and by Lemma 5.1:
AR ' -V

o(0) = o(0) =x in L@
Consgquently,
2 (U -vx _ae on@Q; x'.'?__ 0

and also:

¢ O = g~Y(y) - de on Q. L

. _Denote %= (P'I(X) and. obs > that e [L*° Now, the se
satisfies conditions of Theorem 4?{,Veso 'c’ilm'c‘l:4 Lo ,

U,>u in L#(Q)for p € [1, +® [

On the other hand because of Lémma 5.1, Uy —u, in L

tails (passi % )
Theo;?m,ﬁg: to a S“bsequence.‘{f necessary): Uz =%, 8. on

, which e
9 Agains P

.
.

Ui —uin L#(Q), $ = [1, +o[

whicthompletes the proof.
HEO ‘ :
REM 5.2. Suppose that coiditions of Theorem 5

the function u. is :
%18 the ums, ; :
The proof is similarq zf) :ﬁ:?gfn [%f] th[%]?mblem (1 .1)\'—_(1 3]

.y 1
1 are valid: The
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Remarks. We have shown that a subse
tions converges to the exact one in an
however, assures that the whole sequence
perty. el

Using the numerical extension (
uniformly to #%;.

quence of extended numerical solu-
y. L?, 1 S p < +o. The uniqueness,
’Qf- approximations possesses the pro-

ERE

5.'.1).,it can be easily shown that Uj|s tends

FURAN
. AN

( Recaived Oclober 3, 1979)
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-

ON SOME PRACTICAL QUADRATURE AND CUBATURE |
FORMULAS

GH. COMAN

0. In [2] it was constructed the following cubature formula

mn m Yotk
(e sty < — 8 55 ey o a2 | Ty 4

' ‘Yo=h
P T
Fo L s + Ry 1y
where D — [xo —h x ' : )
Bt B X [y = byy + 4], % %
- » » = Yo - k -1:_! =
. Ty =

==k HIlp o =
° + " k'G'i='(xa;yj).i=l,...,m;jéi 7 and

IR < Rpg= 22 p
: o 22 With Py, = sup | fi*(z, I @

for f e Cxy(D), "
From ( I) there i
e Canase derived other cubature formulas, applying to the

b sup (f(x)] < P, Let also &

LIt 1 ¥

Sf(x)dx = 5 A f

; EASE) + By ' |

Where f we (P, a b), 4 o o 7 )
1%, ) ’ e i= l, .

x‘ =g 2~ 1y a N ’
+ 21 *»2; B, C are arbitrary parameters and

e P are the Dodes, and which has the degree of

exaCtEsts equ l é) one
denote

the nodes 5, 9 Y o
Zht=] 2 the get of m i wi
**< P Which. satisfy o&o:,pggfdsit?(f) the second degree Wit
ns

/= M"“("o‘)n M’(b) = --C
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i.e. the monosplines of the form

M(x) = a) + B - ZA =), )
kel
where M, is the restriction of M to the interval (%) %134)-
& It follows [1] that the remainder term of (3) has the representatlon #
‘ b
Rp(f) [ s . PR

Furthermore, between the sets & and 9N, there exists a one-to-one cor-
respondence, :
Now, from (6) it follows that

i

Ry= sup |Ryf)|= P,gleudx. 1)

Ie w(ziu’. ab) A .

The quadrature formula F « & for which R, takes the minimum value
is named optimal in the function class W@ (P,; a, b).

In the next, there will be constructed optlmal quadrature formulas in
W@ (P, ; a,b) for the following two cases: i) B, C — arbitrary and ii) B =

= =

i) In this case, the optimal quadrature formula corresponds to the mono-
spline M for which o

b
J= S [M(%) |d% —>minim
in the exactness quadrature conditions. |
The integral J which can be written in the form - -.
R S
J= S | Mo(x)|d% + 2 S | M(x)| 4% +S | M ()| dx ®
* *
takes the minimum value iff each integral of the right part of (8) takes the
minimum value.
By [3] it is known that
R 1

I, = S |M (9)|dx, k=1, ""’5,_‘1

"
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is minim iff M, is on (% %ap) the Cebisev. polynomial Tzi; -
| Sl N Xp+1 — %
L .3:__-.'_"- LY =»xk+xk+l p o= REL T MR
T'z,k(x) = —;_—— ux — 5 .k ” ,U .

Using this condition and the fact that the quadrature formula exactness
. . . s b, . , e
degree is one, we obtain Y g i

ey : 1%,5 — a\? ‘.__ : caen
_ b gL ¢=-B.
A= b 'k—l'“.’P’B 32 P) ¢

Also, by (8), we have oL
7= min ]=—p— b—a)a_

S . ABC 2y b

It follows that _ .
_ _ —p_ b — a)a P * et a
Rp a2 ( 2

?
So, it was proved ‘

Turorem 1. The only optimal quadrature formula F € § in the function
class W (P,; a,b).35

1]

1

- i =252 s £ ST U0 = S 01+ A ®
‘.a , =l ' ot i
and A
i SE e s ‘ . - (10)
B, = - b — a? .
Ro = _=ap,
b fe W(Szz:l(gi ;a,b)‘ Rp(f) 1 32p

An analoguos theorem can be proved in the same way for the ii) cas¢
namenly : ~A

TuzoREM 2. Let 8, be the set of the quadrature formulas of the form @
with B=C = 0, Then # 2 set of the quadralure formuas O o in
funciion class W”’(P:; a,’;f)f’ei;a'czsts a unique Fo € & Hwhzch 18 0;151 e

it ]

b—alL .. ’
Sf(”)dx= 7 {;f(x.-) + '315 [ftx) - f(xa) — flxp-) a+f(xp)-1‘+ R (Y
and ' '.

1_22"—- sup EO T __ 1143 (b — o Pl e (12)
win, B ={p—1 o) )

2. Cubature formulas, Let W@

b M sonS whiCh
are twice differentiable by each vari (D) be the class of the function

able on D and
sup | £y, 3)| < P, (1)) & {2, 0), (0,2), (2.2)}-
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For fe Wea(p) applying to each Integral of the second member of (I)
the quadrature (9)—(10), i.e. ‘
' 2% 2 ‘ ln " "; ’ o
3 | fro)ay= 2551, 3) 4 o /0 30+ B~
Yok =1 i : o
_f(o'l)(xh Yo — k)]+ Rm’(f)'_ 1'= 1' oM SR (13)
with ° : . o
Ry= sup [Rf)l=2 Py, (14)
few(22)p m
and
s 2 2 B0
% y)dx == X )+'_"[f'(x +h y) —
,S,ﬂ P T ) 4 g Uty (15)
— fMO e, — M)l + Ralf),  i=1,...n
with
A -
Ruj= sup |Ry{f)| =Py, (16)

re wi22)(p)
one obtains

A andy = B 82 iy | IS a9, —
’ mn L min =

D = A (17)
— k) 1+ 2SN (O, gy 4 B) — f", 5, — B)] + RIS,
4mnt
where
'E(f)' < an. + Rm +1‘Rn"
Taking into account that
; s eNR,="p
Rm = 2:;2’ Rpj = 2 Ram R, = - § YR
=
it follows that - |
— AR R 1 1 _ll_k.- P '. , (18)
,R(f)’gmpn"'-z;,—;l)zo"'z“. 02 .

i ical cubature formula (17)—(18),
i i btained the practical cubat )~
ie, aIgutE::irZavzftllzt avl:a:hg coefficients and the coordinates of nodes
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if %, ¥o k, k are rationals. Futhermore, many of coeff;.
urse if %o Yoo 4
numbers, of co

clents are :%ual.enﬁone d cubature formula is in a way optimal, ie. the quagd-
Also, the m

ive it from (1) are optimal.
rature formulaslusggstsvaie“;’:ing trhe oI()t)imal quadrature formula ( 11)—(12)
In an analog , .

one derived from (1) the cubature formula

[ mobtsdy = 0 52 116 + g 13~ (G =/Ga) = /Gun) +

(19)
n " ] ~
+ f(Gin) ] +§ U Gy) = f(Gyj) — f(Cm-s) +f(ij)]’ + R(f)

where

|R(f)] < Ruw + R + R,
with

W 11/33 e 11433 p
Rm“-:m(m"—l‘*_—lﬁ)on, R”——zn' n 1 128 02

It follows that

~ 3 3 AL 20)
RNI < oo Pt 22 Py + 2 (

. . deri-
The advantage of this cubature formula is that it does not use the
vative values of function f. _ . oce-

3. Fortran procedures. At the end, there are given two Fortraz) r};iulas
dures for the approximation of a double integral using the cu})atur_: is deter-
(17)—(18) Tespectively (19)~(20), with an absolute error e. First, i

i : isfies
mined the values of o and 7 such that the remainder upper border satis
the condition .

L hi? pAYE]
m 20+§P02 mngss.

. . use
The program comments ‘'will give us the necessary information to
them correctly,

Procedure Cubature 1
c SUBRGUTINE CUBATUREY(

C INPUT VARIABYES. X0.¥0
. ! nAH,A L . .
THE CENTER gp ro<-EPS,P20,P0Z,Po2,MS

K ~ THE LEngry S cTANGLE D (THF INTEGRATION DOMAIN)
C EPS—_ Trp ADMISSﬁ;I?é\%gi@ . RECTANGLE EDGES
S P20.P02, P22 gy COR

: D
C MS— AN Upprg BQUN%E%IQ{NI((}ING DERIVATIVES BORDERS oN

AH,AK X0,Y0,EPS,P20,P02, P22, MS, M, N,APLE)
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@UTPUT VARIABLES: M,N,APLK ‘¢,

M— THE ABCISSES NUMBER ' A

N~ THE ORDINATES NUMBER ° '

API—- THE APPROXIMATION OF THE INTEGRAL

K— GET THE VALUES -1 IF THE ADMISSIBLE ERR@R IS NOT REACHED AND
O OTHERWISE

PROGRAM VARIABLES: NL,NU,REST,SM,SN,SMN

NL,— A LOWER BOUND FOR N

NU— AN UPPER BOUND FZR N . ;
REST— THE REMAINDER VALUE" -
SM,SN— THE CUBATURE SIMPLE SUMS

SUMN-—~ THE CUBATURE D@QUBLE SUM

C ONE DETERMINES THE CORRESPONDING VALUES OF M,N
C ..' )

OO0OCOOOOOOOOON

AH2=AH¥AH
AK2=AK ¥AK
DO 10 M=1,MS »
NL=0-8%AK¥M/AH+1
NU=1.2%AK¥M/AH
D@ 10 N=NL,NU
AN=N
M2=M¥M
N2=N¥N
REST= AH»)(-AK*(AH2-)(-P20/2/M2+AK2*P02/2/N2+AH2*AK2*P22/9/M2}N2)
IF(REST.LE.EPS) G@ T0 20

10 CONTINUE
E=—1
RETURN

g ONE CALCULATES THE APPROXIMATION AFI

20 X=0
SMN=0
SM=0
SN=0
Al=X0-—AH
BI=YO—AK
AS=XO0+AH
BS=YO+AK
DO 30 I=1,M )
X1=AI+(2%1—1)%AH/M
SM=SM+DFY(X1,BS)— DFY(X1,BI)
DJ 30 J=1,N
§1—31+(2*J—1)*AK/N :
MN = SMN + F(X1,Y )
20 IF(I.EQ-1) SN( SN+)DFX(ASY1) DFX(ALYI) .
CONT
API— 4-)(-I§III{I-)E(-AK*SMN/(M*N) +AH2*AK*SN/(4*M2*N)+AH*AK2*SM/(4*M*N2)
RETURN

END

Procedure Cnblitl_uo 2
SUBR@UTINE CUBATUREZ(AH,AK,XO0,YO,EPS,P20,P02,P22,MS,M N,APLK)
DIMENSION X(1000),¥(1000)
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(o]

S: X0,YO,AH,AK,EPS,P20,P02,P22,MS .
¢ rggl{}(‘) )‘LAI;IIQ@NTER OF RECTANGLE D (THE INTEGRATIGN DOMAIN)
G O A¥AK— THE LENGTH OF RECTANGLE EDGES '

- ADMISSIBLE ERROR
cc:g'fos Pogllg;-— THE CORRESPONDING DERIVATIVES BORDERS ON D

C MS— AN UPPER BOUND FOR M

(o]

(¢}

¢ GUTPUT VARIABLES: M,N,APLK

C M— THE ABCISSES NUMBER

C N— THE @RDINATES NUMBER

C API— THE APPROXIMATION OF THE INTEGRAL

¢ E— GET THE VALUE —1 IF THE ADMISSIBLE ERROR IS NOT REACHED AND
O @THERWISE .

PROGRAM VARIABLES: NL,NU,REST,SM,SN,SMN
NL- A LOEWR BOUND FOR N

C NU— AN UPPER BOUND FOR N

C REST—- THE REMAINDER VALUE

C SM,SN— THE CUBATURE SIMPLE SUMS

C SMN— THE CUBATURE D@UBLE SUM

c

NOoOOo

(CZGNE DETERMINES THE CORPESPONDING VALUES @F M,N

AB2=AH¥AH

AR2=AK¥AK -
DO 10 M=1I8

NL=0-8%ARK¥M/AH+1

NU=12%AK¥M/AH ’

D@ 10 N=NI,NU

AN=N

M2=M¥M

N2=N¥N

REST=AH¥AK % (AH2% P20/2 9/M2/N2)
TR(RESTL Rpg (Gg % 20/ /M2+AK2% PO2/2/N2+ AH2 3% AK2% P22/9/M2/

10 CONTINUE
=—1

RETURN )
c

C ONE ca
N LCULATES THE APPROXIMATION API

20 X=0

SMN=0
SM=0 T
SN=(

. XD=Xo-;
o Y()=vo_axf GRITIkAHN |

30 SMN=SyMN )%AKIN
D6 40 1=151 DY)
40 SM=SM4 Ry

o 205 Torn )~ B0, v/(2) — Fx(D), ¥ (= 1)) 4 FK (DY)
=SN+P(x(1) Y(J)

API=4 XA = F(X(2),¥(1) ~ (X (M — M),Y(J))

Iégll;qlixﬁm*AK*SMN/M/N+A«51'II?;;_(-AI{(§(?S{M-lg-)gté)%/ﬁ%x( Rk



ON SOME PRACTICAL QUADRATURE AND CUBATURE FORMULAS . 47

Example. Let f, D, ¢ and MS be given respectively by:
f29) =11+ 2+3), D=10,11x[0,1], ¢=0.00land MO — 1000. Then
AH=0.5, AK=05, X0=0.5, YO=0.5, P20=P02=2, P22=24. Thus the
CALL instruction for the first procedure is:

CALL CUBAT_URE](0.5,0.5,0.5,0.5,0.001,2.,2.,24.,1000,M,N,API,K) and
the corresponding output data are: M =11, N = 12, API = 0.523195,

0 sztéslléllg the procedure CUBATUREZ2 one abtains: M=11, N=12, API—

If one takes e = 0.000001 theri the output data for the both procedures
are: M = 326, N = 390, API = (.523276. S

We can remark that the approximations obtained by these two proce-
dures are very closed -and- they are very closed with the exact value of the
integral which is I = 31n3 — 41n2 ~ 0.523248.

A difference exists in the running time. Thus for ¢ = 0.000001, the run-
ning time of the first procedure is ¢, = 1 M 34S and this time for the second
procedure is ¢, = 2 M 17S. : - C AU :

(Received November 20, 1979,
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SUR LA RECURRENCE DE LA METRIQUE DE SCHWARTZSCHILD

P )
P. ENGHIS, !P. sm\movxct,, M. TARINAX

Dans la théorie de la relativité généralisée la métrique de Schwartzschild
est connue

dst = (1 - _2L”) it — — 2060 — psin26dgt

r L m
y

comme la métrique d’un espace décrit par le champ de gravité avec symmé
trie sphérique généré par une masse m en repos.

Nous nous proposons de montrer que cette métrique est récurrente dans
. 3
un certain sens avec le vecteur de récurrence (— e 0,0.0)-

Un espace riemannian V, de métrique
ds* = g dxidxt . @
est récurrent, [2] sl existe un vecteur covariant o, fcél que
R, = o.Bla ®

oll par R sont notées les composantes du tenseur de courbure la visgule
désignant la dérivée covariante par rapport 3 la métrique (2). s
Si dans (1) nous posons xl =7, 22 = 0, &% = ¢, x* =1 et nous oton
1- 22— ;™% 2 métri " devi
, =¢ ., la métrique (1) devient

t

4 = —e*(dx)s — ()R((da)2 + simar(da)e] + e-*(dx")? g
Les symboles de Christoffel de deuxidme espéce différents de 2ér sont

11 = %al ’ 2; = —xl~°, 3:13 = —yle—* sin®s?

4‘11 T -;—e"“ 1 12 = % ’ 32 = —sin x% cos #* ®)

lg= -‘l:x , 2z=ctgx’, 1: =——;—a'
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Les composantes différentes de zéro du te P \
de deuxiéme espéce sont nseur ée Riemann-Christoffel

1 —m - — . e
R212 _ — , R;m =.—”‘ sind xﬁ' Rl = 2m(x‘ —_ 2m)
At 2 4 —_—
: (,1).4
R?ZI =" , R2 = E’isin’ 29 2 m(s1 — 2m)
e ©)
- . 2m . 1 __
R?Sl = __m—_. Rg32 - 2 Rs — m(x 2m) .
(#)3(5* — 2m) ’ ey ’ 434 ——(xl)‘ .
2m 4 - m - :
Ry = —2 Row = A T g
M e ) g ,.. Rag — sm %

[

De (6) il résulte R;; = 0, ot par R;; sont notées les composantes du ten-
seur de Ricci.

Donc: ‘

ProposiTioN 1. L’espace V, avec la métrique (1) est un espace Ricci-
spécial.

En calculant pour les composantes non noulles du tenseur de courbure
la dérivé covariante par rapport a la métrique (4) on obtient

Ripy=— 2 Riy, Rla, =0, r =234 )

donc l'espace est danms ce sens récurrent A vecteur de récurrence:
(— 3, o,o,o) 8)
.

Donc on a: . L
PROPOSITION 2. L’espace V, avec la métrique (1) est um espace récurrent
dans un certain sems & vectewr de récurrence @, donné par 8).
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QUELQUES REMARQUES SUR LA METRISABILITE DES ESPACES
" '4, T-RECURRENTS ET T-RECURRENTS

P. ENGHI§

oA SE oy . .

Soit 4, un espace a connexion affine 2 torsion. Nous notons, dans un
systéme de coordonnées, avec I les composantes de la connexion affine, avec
Iy les composantes du tenseur de courbure ¢t avec T les composantes du
tenseur de torsion.

L’espace A, est nommé de courbure récurrente ou I-récurrent, s'il existe
un vecteur covariant ¢, tel qu'on ait:’

“YN\B ' A
Tijn,r = @,Tija (1)

’ ¢}

et de tqrsion récurrente ou T-récurrent s'il existe un vecteur covariant ¢, tel
qu'on ait:.. .. B " : e

e 'Y

e = U, T y 2)

EERERS 2N

olt la virgule désigne la dérivée covariante par rapport a la connexion T

Si on contracte (1) en % et © ou en % et j on constate [6] que les ten-
seurs contractés du temseur  de courbure dans un espace [ — récurrent, sont
récurrents avec le méme vecteur de récurrence. Le tenseur Iy est I’analogue
du tenseur de Ricci d’un espace riemannien. Si-nous notons::: R

Ey = 2 (T + Ta) ®

le s . e, . o4 '
le tenseur de Ricci symétrisé, on constate [6] qu'il est aussi récurrent avec
meme vecteur de récurrence. - A e :
dons iln ogs contracte (2) en i et j on obtient [3] que le vecteur dé torsglo(l;
considere dface A, T-récurrent est; aussi récurrent avec le vecteur ¢, '111
us un espace 4, T-récurrent le tenseur quadratique de torsio
o (5)
i i,
Tkp = T;‘kT{'p ’
on constate " et <4 i TR T, -
[3] qu'il est aussi récurrent - vecteur de récurrence 29

Po s i
l'oﬁgineuéa;is SSPans 4, on définit la longueur d’un vecteur V(v)
conditions : . point régulier (x*) par une fonction A(x%, ¥°) quw 52

a) X est une fonction homogéne par rapport 4 v de degré un:

b) A | "
o & a)ns uS: conserve par le transport parallele des vecteurs y d'un PO
pont infiniment voisin (x* + da*)

¢) hest i i ,
Les espacelswz.flan!:e aux transformations des coordonnees. strisables
» qui possédent une telle fonction on les nomme

7] qui a
1[:isfait les
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~ Pour les espaces 4, I' — récurrents V. Mur gescu [7] a‘montré que
si le vecteur de récurrence est un gradient, il est possible de définir une telle
fonction par o ;

\ = N "o

¢ étant la fonction dont le gradient est le vecteur de réciirrence g,. Ces espa-
ces sont nommés E-métrisables. - M

On sait {8] qu'un espace 4, I' — récurrent est aussi Riccirécurrent mais
la réciproque n’est pas toujours vraie. Mais observons que la propriété de Mur-
gescu peut étre généralisée aux espaces Ricci- récurrents i vecteur de récur-
rence gradient parce que les conditions d'intégrabilité qui résultent de a), b),
¢) sont vérifiées. :
Donc on a:

PROPOSITION 1. Une condition mécessaire et suffisante pour qu'un espace
A, Ricci-récurrent soit E-métrisable est que le vecteur de récurremce soit le gra-
dient d’'une fonction scalaire ¢. _ : ;

Pour les espaces A4, T-récurrents nous avons montré [4] que si le vecteur
de T-récurrence ¢, est le gradient d'une fonction ¢, alors ils sont -aussi métri-
sables avec e el s

+

A = e T ptto? o ()

cette condition étant la condition nécessaire et suffisante pour la métrisabilité.
Ces espaces ont été nommés T-métrisables. '

On sait [9] que si M est une variété différentiable connexe de dimen-
sion # douée ‘avec une connexion linéaire I' sur laquelle on considére B(M)
le fibré principal des repéres linéaires, ¢ un champ tensoriel récurrent par rap-
port 2 la connexion I', ®,, le groupe d’holonomie dans 2z, € B(M) et un homo-
morphisme déterminé A de ®,, dans le groupe mt}ltlphcatlf des nombres réels
induit par ¢, alors le champ de covecteurs de: récurrence du champ ¢ est le
gradient d’une fonction scalaire, si et seulement si A est constante. En tenant
compte de ce résultat et des affirmations anténeure;fll rétsulit):e: . )

P . ¢ condition mécessaire et suffisante pour quun espace
4, F~ré§4?rl;(e)2tl’lc;lw(¢)I;?i%cigz:uﬂem, ou T-récurrent soi.t E:metnsable respectivement
T-métrisable est que I'homomorphisme A: >, .-»'R induit par le champ ;en’sor‘;-
el de courbure ou par le champ tensoriel de Ricet, o:fl-])ar le chamyp tensoriel quad-
ratique de torsiom, soit comstant.

Parmi les espaces 4, considérons les espaces
la relation ’

dont la connexion vérifie

)

olt T, sont les composantes du vecteur de torsion, espaceshpotés avec 4,[2]
et nommés par S. Golab [5] espaces & connexion Enghis.
Si les espaces A, sont a torsion récurrente nous avons [2]:

§,T; = 4T,

T;;=1j;

©)

A BBLIOTECA FACULT.
DE MATEMATIC

A)
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dob il résulte - i "
' o T; = ay;
ol & = afxf).

De plus haut et de (10) pour les espaces A, T-métrisables il résulte:

"ProPOSITION 3. Dans un espace A, T-métrisable le vectony de torsion st
proportionnel avec le gradient de T-récurremce. .

" FE (Manuscrit recw e 2 décemdee 1979)

i
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'UN SCHEMA IMPLICITE AUX DiFFERENCES FIi\;TIES POUR LE
PROBLEME DE LA COUCHE LIMITE HYDRODYNAMIQUE

DOINA PRADEANU

1. Notations et énoncé du probldme, . ° )
%,y — les coordonnées de la couche limite o
% — la vitesse du fluide dans la direction longitudinale Ox
U ~— la vitesse du fluide & linfini o
u, — la vitesse du fluide sur la frontiére extérieure
L — une longueur caractéristique du corps
v — le coefficient de viscosité cinématique
X,V — les variables. adimensionnelles., de: von Mises: X = x/L,
' W=Y4vLUy, ¥ étant la fonction de .courant donnée par
- w=20¥[ay. o oo S
U(X,Y), S
U,(X) — la vitesse adimensionnelle #/ue, et %,/
G(X,¥) — la fonction adimensionnelle dans.U = /U] -G
¥ o(X) — la fonction de courant sur la frontiére extérieure

— le domaine des variables de von Mises dans la couche limite:
D= (Xo Xpy) X (0,¥a) + o
Nous considérons I'opérateur parabolique de von Mises défini par

_;_a!

6 _ggi—g¥ m
» : ;4\(6) Tax . Ui=Com o Lo "(
qui intervient dans I’étude du mouvement [zﬁan stationnaire -d'un fluide vis-
queux incompressible dans la couche himite, [4]. ]
La détgrmination de la fonction inconnue G(X, ¥)peut se faire en résol-
vant le probléme a la limite §uivant: ‘
AGX, ¥) =0, (X, ¥)=DCR: @
ot GO(¥ initiale connue de la fonction G(X,¥). . - .
< .é:i)z)ﬁg:tmé%::’igi'}:n;;:;rzximations utilisées dan§ lg théorie de ? cougl}:
lindite et A la' condition pour la vitesse sur le corps solide ((19',‘;. a_i‘i:or 1;‘(‘:;)0- de
formule de tension tangentielle-frottement), le domaine, de defimtion D).
Vopérateur de von Mises peut étre déterminé par
- PeXY) _
D(A) = {G e Chm(D)NCH(2D) | Iim =205 = 0

VX< (X, Xy), p >2 GX,0) =Ub G(X. ¥.) =0, G(Xo ¥) = c;o(w)} e

Le probléme  la limite (2)—(3) est un probléme a une f?ntiir::élrlg:ep;;g:
que la fonction ¥.(X) est inconnue. En utilisant une métho tfincourant sur la
la résolution du ;robléme 2)—(3), 1a valeur de la fonction de

ol
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frontiere extérieure de la couche limite se détermine par la conditio
tact lisse pour la vitesse adimensionnelle U(X, '), condition donnée p
lité: ' R

n du cop.
ar l'inégs.

au
—| < our ¥=Y¥
’a\v i ° 0
oft ¢ est un nombre positif donné suffisamment petit.

L’intégration numérique du probléeme de von Mises peut étre effectuée

en tenant compte de la singularité de I'opérateur A pour le cas ¥ —0.
Le changement de variables :

E=X, n=
' T v

a 'avantage de transformer le domaine D de la couche limite dans un domaiue

aux frontidres connues' de forme rectangulaire, D = (X,, Xy) X (0, 1), mals

alors la fonction W« (X) se présente dans I'expression de I'opérateur de von Mises
modifié, qui prend lexpression suivante

. o

On obtient, alors, de (2)—(3), le probléme opératoriel  la limite suivant:

Lo, My =0 (Xx,meD @

G0 = UYX), 6, 1) = 0, G(X, n) = 6%, (X.me D O
ot Fopérateur 1, a le domaine de définition suivant '
D(L) = {G e Ck,m(ﬁ) n C""(aﬁ)lhm 3pG(X, ) = 00,

0 3

K< (X0 Xo) 4 > 2, 6(X,0) = V), GLX, 1) = O, 6o ) = 1)

2. La i N e . . - 7
aux différen(é;sscrféi:;'sanon de Popérateur de von Mises par un seheod
et on prend 1s. On considére I’équation de von Mises SOuS la 18 P
&tre ‘éorite sqr PoUt intervalle [X, X 4 AX] C [X,, Xy o8 1 équatiod

sous la forme intégrale suivante SR .

implicitﬁ
e (6)
form ot

* oo

- X+AX (8)
\ o §Lem max =0 ‘
ott i
CX . Co o XAAX L, RS :
W+ M) < 6K + { (:’%nqu—,’,’-::Gm) X
S : L X it

Xt
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Nous introduison;- la fonction "=~ . .

i s - KEER) B .

hg . _ qfw . U .': - -
F(X, n, Gy, Gmy) = ¥, 7IG'n f.\;ann - ©)

e . .- o e L

et nous remplagons le domaine des variations continues des arguments X et y
(le domaine du mouvement dans la couché limite). par un réseau rectangulaire,
c’est-a-dire par un ensemble discret de points (noeuds)

D, = {X,, 1,]..|0 < X, <X, < XN, 0<n<l, X,=X,+ nAX,

Y =jAn; =01, .. N;j=0"1":.,]} -
En utilisant la formule de quadrature bien connue des trapézes pour le calcul
de l'intégrale de la fonction F, I'équation..(8) se transforme en I'équation impli-
cite (aux différences finies sur le réseau D,) suivante T

o N LA 3 i Ax 1 . Vo v
En+1,j =gn,y"l;' —{'kzof”+h'j‘ y ', (10)

gn; est la valeur aﬁpr&:hée de 1a fonction G donnée par l’équation d’ap-
proximation: (10) : G(X,, ;). % €nsis . F o0 5 Temis 0

N v b CR . i ,“s'l'g)l-i-k'j ;8;3”+h"‘ =, o ; "} ' ..}‘7. '(11)

- ek . }fh+k.j'_,F(Xll+AkJ ’],: 4':12An " "An: .' '_—fA(g""'k-J) LRSS . —“ﬂ, -.—,\

n
\ '

.

3, et 8?, sont 1les opéfatéﬁré de différences finies centrales, appliqués
sur deux et trois noeuds qui sont d'ordre (An)*. : NI
Par conséquent,’ nous. pouvons - attachen.au: ‘probl&me A la limite (6)—

(7) le schéma implicite aux différences finies suivant
. f ,

R IR A TR Y u"-’”_l_s =0
En+1,i8nt1,5 ",' + bn+l,iJé’u+l;’:’ + Cnt1,i8n+1,5+1 e d

(12)
I ‘(j=’?1,"2',‘..'.,]’—"'1):

RS K8

aies .. - . g
avec les conditions aux limites. ™ 'xc., S o < )
i En,0 = U{(X"), gn.l=0; ”=O: 102""1N~ _

g Gt g e ) 109 e T o sl

'.."'~£_';",. :~ ‘. RS go"' = Gg, j =.,.0? .1’”2' ee ey ] ¥ '

BN ' | Ver CecemlloBU St AN EES

CA N T S TR DAREL S AR S Lo RN s e h . R

Sl L Qe = " " . R .
D et 2 \Weouah e Yook deer i ot n :
Cgaiiae AT gttt ey o
SR Y A
bugni =3
Vot o e v (14
. ,;""z;.:< Le U A " N )
B L . B e T -
v b Catki, 7 g Ao Jatr ‘Yoo,n,-}-.l_l SN
LR phenmrovo et : AX . (15)

o - ~,l b R .,-,:.‘v_l_'_,‘ c”g vy ==
N N I L = : ,§ , Jom i+ R PR
s Su,;! = an,jgn,j—l (' nJ ;g" -’~:',"(. PR LA 2A’]‘~') L
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3. L'erreur de troncature du schéma aux différences finies. La eonsistanes,
Soit G, ; = G(X,, m5) 12 valeur de la solution exacte du probléme 2 la limite

6)—(7) dans le point (X, n;) € Da-
{’)em(eu)r de tron&ute ‘r,:, e’st donnée par la formule

Gpst,j = Gnj
g = A0 2 [ £y (G, ) + fa(Gns)] =

AX
Xng1 . .
-1 § F(X, 0, Gu)dX — 5 [falGrsr,)+ fa(Gn)] (16)

La consistance du schéma.aux différences (12) est donnée par le théoréme sui-
vant: o

TaEOREME 1. Si dans le domaine D les conditions suivantes sont remplies:

(a) G = Ck™(D), VemeZ, ;'

) 3F 3G, et 8F|0G,y, sont bornées, alors le schéma aux différences
finies (12) est comsistant avec une erveur de troncature d'ordre 2 par rapport aux
pas {X et Ax. ' ‘

Démonstration. Nous utiliserons les développements en série de Taylor
des fonctions de réseatl Gyy1,j-1 et Gyyy,541 a0 voisinage du point (Xasn )
en posant, pour simplifier I'écriture, G = Gp4a,j, k = 0,1. Alors, les opérateurs
des différences centrales 3, et 37 appliqués & la fonction G auront les expres:
sions ' o e "

3,6.= 26,An + L (AJdiG + o(an®); -
316 = GmAn® + = (A)441G + o(An?) _
et opérateur f,, de (12), appliqué a la fonction G s’écrira sous la forme

Jal€) = FUX,, Gy + 814G 4 o{and), Gy + 2L i+ olAi) =

o _ . t
=F(X, 4, Gy, Gyy) + %"‘ (:TF a6 + % aaGF d,‘,c) + o(AnY) |
, . . " ) s
Si dans (16) on applique la formule des trapézes pour le calcul de rintégral®

et si i . ,
81 on y substitue les expressions (17), alors les termes de la forme F(X, "er” dags

se rédui : : A
wront. On déduit maintenant aisément: que dans le domaine reuf

lequel les conditions . sestimati e l'er
de troncature suivangct) (b) sont remplies, nous ayons les?@?tlon

P . s = o((AX), (An)). it que 18
foor‘;u?g t:lﬂ;r t(;e résultat nous avons ¢videmment tenu compte du fal;a%' :
apézes introduit ume ‘erreur d’ordre 3 par rapport 2% = . avec

(. Le schéma aux différ ini : ¢ consistant
une erreur de troncature ézfgieﬁg;eg (12) :est, par conséquent,
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4. La stabili co0 s

solution exactebg:at?' }illllaiphéma aux -différences finies. Désignons

calculée. Alors. I’ cquation aux différences finies (12) et ms par g,,; la
N. o » lerreur de stabilité a I’expression 2 J4 par 3.7 la solution

ous 3 ’g . mi = &nj — Enj-

sant que le Sct;;cgll;llgll(lgonstl equation 2 laquelle satisfait l’err’eu.r i y e

supposer que los puiss)a;ie;tgsl? ou que cette erreur est petite (:)'1!1' pgufugf,f;

utilisant iri P e l'erreur z,; sont négligeables).

ant la série du bindme ot on peut se limiter fu:% deuef) prénfiisif::ﬁ:sn

nous avons

Uﬂ+k.i = U:+k,j _——_——

ot
* T —————
Un+h,:‘ = ~/U§n+» - g:+,.,,~.

Nous i ;
négligzil(;zss ls;tlllll)ssst;;tii; gette exgresst?n de Uay4sj, calculer tous les termes et
€ e z,; dans les équations (12). On arri ’é i
; AL le z,, . ve a i
aux différences finies suivantes pour lerreur z,;: (2 e:quatxqr}

s

K20 5="T0,1 Voo, nth

(b, Fnijos + BEhr, i€t jte) =0" (18)

olt .
-1 __17° ~ al—1) .
Otk § = Un+k.j+ Antk,j = BS'H'),;' ’
Paing .
2

2Un 4,5

(0 ¥ il . .
;= — [(—x)~+l—£"'—ﬂ b QUL+ kil = g0,
¥ 2Un+8,]

3 Fo... .
1) Tr* it -~ all . R
alls; = Unirj— Onihj = Brtais (19)

~ i(An)d
Cnthi= — Af)- (‘Fm‘F;,),..,.,; ‘

[ - ;
t

o o « .
Enih i+t — 28n+ni T Guthi-1:
P s 1 . s

Pops=
En ce qui concerne la stabilité du schéma (18) nous avons le théoréme suivant I
THEOREME 2. St dans le domaine D, est remplie la condition
2 0, v”r—""o; ]»’,“,-’-}";N; j= l: 2'! ':f-']-: 1
nt & litre de coefﬁcz'efits dans Vexpression de.
¢t lisses, alors le schéma

nctions -suffisammen
ur chaque valeur du paramétye v du

("_‘) Pr.g ’

e si les fomﬂons qui intervienne
! "Pera_teur, différentiel, (5) sont des fo
aux différences (18) est localement stable po
réseau. - .. AT T
-« Démonstration. Nous allons utilizer fe cr
en supposant que les coefficients &V sont con

Ay

it-ére de stabiiité'de von Neumann,
stants et en négligeant le terme
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3. Llerreur de troncature du schéma aux différences finies. La eonsistanes,
Soit G;. i =G6(X, ) 1a valeur de lg solution exacte du probléme 2 la limjte
(6)—(7) dans le point (X, m;) < Da’,
I/etreur de troncature T, ; est donnée par la formule

o= Gn-H,i;.Gn,i _ _;_ UA(G'I-H,J') +fA(Gn,j)] =
Xp41 J .
=L S F(X, 1, Go, Gu)dX — 3 [fa(Garr.i)+ fa(Gn )] (16

.
A

La consistance du schéma aux différences (12) est donnée par le théoréme sui-
vant: o

THEOREME 1. Si dans le domaine D les conditions suivantes sont remplies:
(a) G e Ch»(D), VemeZ,

(b) OF[0G.,, et OF[0G,y, sont bornées, alors le schéma aux différences
finies (12) est consistant avec une erreur de troncature d'ordre 2 par rapport aux
pas QX et Av. ’ '

Démonstration. Nous utiliserons les développements en série de Taylor
des fonctions de réseau Gpy1j~1 €t Guyy,j41 au voisinage du point (Xa+s )
en posant, pour simplifier 1'écriture, G = Gp4s,;, k = 0,1. Alors, les opérateurs

des différences centrales 3, et 87 appliqués A la fonction G auront les expres:
sions - - S - > » .

6= 26,0 + & (AnPG -+ o(nY)
. 3G = GpuAnt 4 ;‘E(Ay,)cd,‘,c + o(An%) ,
et Yopérateur f,, de (12), appliqué a la fonction G s écrira sous la forme

falG) = F(X, 1, Gy + LG + o(Ant), Goy + 2T d1G + 0(87) =

..1; o ‘ (17)
=F(X, 1, Gy, G,,) + &2 (i”'— a6 4 L Z dt,G) + o(AnY)
_ 6 oG, 2 3G e
Si dans (16) on applique la formule des trapézes pour le calcul de Vintegf

et i on y substitue les expressions (17), alors les termes de la forme F (X, ‘3am5

se réduiront. On déduit maj isd malne
Il tenant aisément que dans le doma s arretf
lequel les conditions (g)_ e : q imation de Verre
a b ‘estimation
de troncature s 'van(te) (b) sont remplies, nous §Y0p§ Yes :

: : i = o(AX), (Am)Y). .+ que 3

i S et o avons éidemgent ey compte 45 254
, pézes introduit : NP £appo

/ Le schéma aux différe uit une ‘erreur d’ordre 3 par rapp

ne _ : sistant
nees finies (12) est, par conséquent, €O
une erreur de troncature d’ordre 2, | '?

avee
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4. La stabilité du
. schéma aux - difia . .
solution exacte 'é ; T iférences finies. Dési
calculée. Alors ?,e Y'équation aux différences finies (f;) ?esxgn(,?s par g, ; la
. , l'erreur de stabilité a I'expression z eg par £3.; la solution
nj = ng _g;,i¢

Nous détermine 'é i
T

sant que le schéma (12;)1;1 iqlllje]xtxon a laquelle satisfait I'erreur z, ;

supposer que les puisea stable, ou que cette erreur est petite (3" et e

utilisant la série du bin%crii d‘f l'erreur z,; sont négligeables). A 2&35 eelg:etfl %en

nous avons ou on peut se limiter aux deux premiers ten’ngs:1
Unirj= Unspj— 1 tng,

2 Usns
olr '

* T ———————
.= /T3
Usinj = \/U1n+k — En+h i

Nous all i i
Nt S i, st expan & Doy kol i o frme o
er . A le z,,; dans les équations . i 'équati
aux différences finies suivantes pour l'errgir Zy5: (12). On arrive & lequatxou
o1 "'.l o = SR '
N I (O o 20 '
1\;0 s=z—:,o,1 P o (ahh, Zusn it + BEbni&nshits) =0 . - (18)

S
¥

ou N

st

(-1 __ rr* ~ (-~
Entk, i = Un+k,j+ Antk,j= ﬁf;-{-lh),j;

af.o.i.,, P = — (_1 k+lq’:°-"+" U* Phik,j © Phin,s
7 ) — + 2U% i+ 2—_—U' = Bathj— —)
nthj 2Un+h, §
L
(1) . L “all . @
dnihi = Unthj ™ @nihj = Bhass (19)

~ (A 2 ’
Guing = — LT (Ya¥ahur;

) - e »
- : LR * » .
Ppor = Guinjtr— 2n+nit+ Entri=ic ¢
i N -0 . . )

En ce qui concerne la stabilité du sc
THEOREME 2. Si dans le do

héma (18) nous avons le théoréme suivant
maine Da est remplie la condition

(a) Pry 20, Vn =01, Nij= 1,2 .., J =1

jents dans l‘expr;:ssion de
nt lisses, alors le schéma
méetre v du

crviennent & titre de coeffi
nctions suffisamme

et si les fonc'tibns qui int
ble pour chaque valeur -du- para

lo?é"a?%ff différentiel, (5) sont des Jfo
aux différences (18) est localement sta
reseau. e «,'..- if e

-t Démonstration. No
en supposant que les. coefficients /¥

e de stabilité de von Neumann,

sont constants et en négligeant le terme

us‘alloﬁs atiliser le criter
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libre. Nous cherchons, dans ces conditions, pour le schéma (18) des solutiops
représentées par la série de Fourier

.

L Zwghibs = Z Vppp(m)emitada, k=0, 1. (20
" . ) ms=—o0 ' ' ~ )

En substituant (20) dans (18), on obtient la condition suivante
Vapr(m) = G(AX, An, m)v,(m), Vmes Z

olt le facteur d’amplification G a l'expression

. A [ o
G(AX, A, m) = — (‘Foo,un \—_\1 ol Olff,)je”"sh'(\l’op,» 2 bk c'"“A"' .
s -

s=—190,1

"V

Pour le facteur d'amplification on obtient une nouvelle expression par la subs-
titution des.coefficients «, donnés par (19) et A la suite de calculs élémentaires.
Si, en outre, nous utilisons le fait que les fonctions U(X, n) et Vo (X) sont
lisses, les coefficients de l'opérateur différentiel (5) peuvent étre remplacés au
voisinage d'un noeud par des valeurs constantes, c’est-a-dire que - Upyrj % Usj
et Yo,n41 ® Yo 4. Nous avons donc: '

I

G(r,Y) = — (a 4 Tony bi)(a —Ton g bi)_l (21)
r r
olt T
- . Y= mAT], -' ‘ oY _" ! (AN
a=2U;,,-cosY—(2U;,,~+f£:—;L), Un;i>0; 2
R . 2Un,j '

b= _Zan,j sinY .-

la ¢ o e Lo
ait ‘I-gfidéﬁ(l)fl 61;' szalzlhte de von Neumann, [2], exige que pour chaq_ue,Y .?,
est vérifiée quell peut constater aisément, en utilisant (21), que cette inégalits

e que Soit 1o oet : | (
si q»esmt la valeur du paramétre » du réseau, avec Y arbitraire,

R B
i

" (23)

RTINS R s TR

) .a < O.V_.‘:‘._ Y o o
Or, I'inégalit¢ 5
Lags,t;;:)?lig) 1;135:355‘“ que la condition (23) est remplie. e ent
démontrée; ooeau _\Sphema aux différences (18) est ainsi compléten:
N Remar ues. '1° Y X \'. . Ty oo : e ’ ER IR S SR T PR Y
Situce a l’inze’rie'ull'v dﬁ% ?ac((:):fclgm;" (a) est remplie ‘dans ‘une région ass€Z.
°. La consj e limite, [1]: - & o v v TR
coniormémentoglsllsi;n’ce\et la stabilité du schéma aux différences 1mpl1gu:,
‘ coreme de Lax, (2], [3], la convergence-de ce:schem®

B s 1979)
icn T e i (Manssorit eeh lo'28 AT

\

vaste
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il

O SCHEMA IMPLICITA CU DIFERENTE FINITE PENTRU PROBLEMA STRATﬁLUI
LIMITA HIDRODINAMIC

(Rezumat) 5. . oL

¢ o N IR AL - B

In lucrare se construieste o schemd implicitd cu diferente finite pentru problema stratului

imiti hidrodinamic, consideraty in variabilele lul von Mises (X si ¥). Problema la limiti discreti-

zath se studiazi din punctul de vedere al consistentei 5i al stabilitdtil. Se arati cd eroarea de trunme

chiere este de ordinul 2 relativ la pagii regelei, iar stabilitatea locald a schemei se demoustreazd
folosiud criteriul lui vorn Neumann,
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STUDIA UNIV. BABES-BOLYAI MATHEMATICA, X

-BASTIANI AND OF THE CLARkg
OF THE MICHAL-BAS
THE COMPARISON SUBDIFFERENTIAL

A. B. NEMETH

0. There are various notions which extend the d1rectxtt)nﬁzlsde{i:/eitxzeczﬁﬂ
the suﬁdifferential. The recent paper [3] of J. .P.t”P e nfothem : Elthe oot

tive study as well as a wide class of application of [ in Che optint
zation t yHowever it isn’t given the comparison with the su differential
gatlog thc:.lorg' F. H Clarke [1], a notion that have becomletmthis -
;'llet::s :zlziy uszful in obtimisation. The aim of our note is to complete g

’ : 3 ch
1. The directional derivative and thﬁ Sugdlffieg}?gurttl -I:rzgu)e{dbfeuz cl?cia;l:als
th Is and: let RX denote % e set o Re: 1lue
flzaflic:ec;“:)e; X.eIfr efa:)r fin RX and % and v in -X the (finite) hmlt'

fla;n): = 133& (f(% + M) — F(x))

. it is called the
exists (where A is a positive real tending monotonically to 0), it is

.5, / : e direchiond
directional derivative of f at x in the divection v. f(x; -) is called th
derivative functional of f at x.

. jonals on X-
Let X’ denote the space of the linear and continuous function
Assume that f’

(#.) is defined everywhere on X. Then the set

fix):={x e X" f'(%50) 2 (&', v), Ywe X}

is called the subdifferential of f at =x.

inuous
. ist contint
It is an easy matter to check that even for X = R there exi
functions with the directiona

: fined oy
1 derivative functions at some _Polgi)snfle derivativé

in 0. Accordingly, the condition of the existence of the direc
in any direction is a ratp

. n
jmporta
eI restrictive one. However, for the very ch
family of convex
point) is defineq ever

I (at e

functionals, the x 8%
Ywhere an,

w*-compact subset of X' (2]

.16, Tet
. ifferentials: -”
2. Generalized direetjonal derivatives and generalized sub‘(i;jfrf::tional dert
f bf; In RX, We list below some of the most usual notions of
vatives (see [3] ang (1]). The (finite or infinite) limits
(%3 9): = lim ing ~(f(x + W) — f()) and
Ado
a'f(";v) = limsup % (f(x 4+ n) — f(x) ‘
Alo

are called radig] inf

] erior and Te
of f at x in the direc

jpatives
. . oetional derv
. spectively radial superior direcliond
tion v,
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Denote by C(x, v) the family of continuous functions ¢: [0, 1] — X, having
the properties: ¢(0) = %, ¢4(0) exists and c}(0) = v. The (finite or infinite)
limits ; :
df(x;v): = inf im inflx(f(c(x)) — f(%) and

¢ceC(xy) A0

df(x;v): = sup fim sup — (f(e(N) — f(x)

.esC(xv) A}

are called the smooth inferior and respectively, the smooth superior directional
derivatives of f at x in the direction v.

The (finite or infinite) limits

B

. ’
LI

df(x;v): = lim inf l; (f(x + ) — f(#) and
L ,

_ . v "-" l. :‘. "‘;-i ' ' '
df(x;v): = lim sup T(f(x + ) — f(»)
are called the inferior and respectively, the superior Michal-Bastiani directional
derivatives of f at x in the direction v. o

The (finite or infinite) limits ~ .~ . |

folx; v) = lim inf = (f(7 + %) = f(y)) and
{1.3 ‘1'\ 1

fofw; 0): = lim sup (7 + 20) =) 7
aLo

are called the inferior and respectively, the super ior: directional. derivatives of

Clarke of f at x in the divection v.
., Let us denote by df(x; .) one ,
- [ »,:' {x, eX'df(x,v) > <x", v), Vv? X}

- i1 . . ; the directional derivative d
Yre be called the subdszereﬂtwl e w:ifi};fzse%i‘i:ilio wite;h respect to the above

i 1 for the sub _ a
We shall use in the seque Oives, the notations (in order): 3,f(%), af(%)

of the above directiqn_al ‘derivatives. The set

introduced directional derivat )
Qs 5 Fx), z) an x). N “
J'f(x),Asa ‘ﬁflx)iﬁézz;tifsci)nse(;ﬁgnce of the above definitions, we have for any
vin x ) )

(1) df(x;v) < dof(x;) < df(x;0) < af(5:0) < afx:v) < dF(x;0)

and therefore

3f(x) C 0.f(%) C &ufl#) COfR) C 3.f(%) C(%)-
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Similarly, for any v.in ¥

folx;9) < fO(%;9),

and hence .
dof (%) C 3f(#)-
It is a very important fact, that all the above directional derivalives fznd
subdifferentials coincide with the classical ones, introduced at 1, when f is a

convex fumctional. _

3. Some propreties of the Michal-Bastiani directional derivatives. Let f
be in RX and # € X. We shall say that f is Lipschitz at x if there exist a real
number L and a neighbourhood V of x such that

|f(e) —f()| < Lilv — ]|

for any v in V. The functional f is said to be locally Lipschilz at x if there
exists a real number L and a neighbourhood V of x such that

1f(v) —f(®)] < Lllp — w|

for any % and v in V.
ProrosiTiON 1. The following assertions are equivalent
a) df(x;0) and df(x;0) are finite;
b} df(x;0) = df(x;0) = 0;
c) f is Lipschitz at x; .
d) df(x;v) and df(x;v) are finite for any v in X.
We need in the proof the following
Lemma. The functional f is Lipschitz at % if and only if

. 1
lim sup —1f(% + W) — f(%)| < 0.
%o
Proof. The "only if” part is obvious; To prove the ,if”
) ] 1s. »” part we assume
that the above inequality holds, but f isn’t Lipschitz at x. This means that

for any natural number » th i i
for y A ere exxst§ an x, in X such that ||lx — x,)| < 1/u?

Set y, = (n|lx, — x]l)41(x" — 5&) and A, = #l|x, — || Passing if )

a subsequence, we can assume that A 6 T ¢ inequal o gyt

in this case!) We have by definition »+ 0. (The inequality (2) holds also
. . ) 7\».'}'» =%, —x

and from (2) it follows that

ilf ® + Nya) = f(2)] > w2y, > »
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and hence : ! ST

. 1 L
lim sup — |f(x + %) — f(2)| = co.
Aajo. LT ;

The obtained contradiction proves the lemma. Q.E.D.

The proof of Proposition 1. We begin by proving that df(x : 0 df(x;
are finite if and only if f is Lipschitz at % (e, thatga) anc-iJr c(:) 'ar<)a ggizg:tig)
The ,,only if” part is-again obvious. Lét us suppose that df(x - If(x;0)
are finite. Then there exists a real number L%%ch th:t 4/(#:0) and éf(x,O)

L1 . ~
—L <liminf —(fx + 2) — f()) < limsup L (f(x + ) = f(x)) <L.
Hence there exist a neighbourhood V of 0 in x and a neighboufhood U of 0
in R* such that

oA L e
—L <2 {fx + ) — fla) < L
for any y in V' and any A in U, and therefore ' ' A
" lim'sup L [f(x + ) — f(x)] < 0. G '
y~+0 A . . . C .
xjo e T S
Apply now. the .lemma to conclude thatf is Lipschitz atx.
If f is Lipschitz at xthen df(x;0) = df(%;0) = 0 and Hence'c) = b) =~
a) = c).
We have obviously d) = a) and hence d) = c). Suppose now that f
is Lipschitz at x. For an arbitrary v in X and for W a bounded spherical neigh-

bourhood of v we can get a positive A, such to' x + Ay be for any 1, 0 <
< A < A, and for any y in W in the neighbourhood V of x in which the Lip-

schitz condition holds, i.e., ,

—AL|ly] € flx+ W) —fl#) < Myl

St

whereby it follows that df(x;v) and df(x;v) are finite. This proves that c) im-
plies d) Q.E.D. -
PROPOSITION 2. If the functional f is locally Lipschitz at x the-n there hold

. " af(ein) = df(xi0) = df(x50)

i

and
TR Tf(wse) = —;f(x;v) = a,f(%;7)
Jor any v in X.

Proof. Let v -be given and
Suppose. that A, is a positive rea

i ' ' i i hood.
let W its bounded spherical ‘neighbour
lechosen' sufficiently small to.x + Ay be for
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W and any A, 0 <A < X, in the neighbourhood V' of x where £ has
in W and any A
:ﬁz %,ocally Lipschitz propertyr Then

_Ljy —oll € 2 e+ ) — Al + W) < Ly — vl

and hence

limin.fll(f(x'l' Ay) —f(& + W) = lim SUP};(f(x + ») — flx + W) =0.

y~+v

e alo
We have then

le;9) = lim sup L (f(x + 1) —f(x) < limsup (f(x + ) —
e i a0

e+ 3) + lim sup < (f(x + Do) — f(x) =S 0,

that is, df(¥;v) < d,f(x;v). The converse of this inequality follows by definition
and hence comparing with (1), we deduce the second assertion of the propost-
tion. In a similar way we can verify the first one. Q.E.D.

4. The relation between the Michal-Bastiani and the Clarke subdifferential.
Assume that f is in RX,

ProrosITION 3. I}‘ the directional derivatives df(x ;0) and df (x ;0) are fimite,
then for any v in x :

fol#59) < df(x;v) < df(x;0) < fo(x;0).
Proof. We have for any v in X

df(x ) = liris',up —i— (flx + W) —f(x)) =
Ao

= lim sup 2 (f(+ + A0 + ) ~ (x)) < lim sup S (flx+ M)~
Ao ot
T + s e+ 29) — 1) < tim sup (f(x + 5+ )

A40 e
~fE )+ s S+ ) — fla) = e o) + e 0

Using now Propo, iti - TH(x:v) €
<510). Tn & simgar 2% 865erts that Ff(x;0) = 0, we conclude /127

an be verified that df(x;v) > fol#;?): QE.D-
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Remark. In the above proof we have deduced in fact that

Ylz30) < f(x30) + F(x0).

It can be shown similarly that
So(x:0) + df(2;0) < df(x;v).

COROLLARY 1. If the directional derivatives af(x,;0) and Tlf(x ;0) are finite,
then R e

2f() C 3f(3) C 2f(%) C 0. CBf(%) C .51 C F(8) C %),
CorovL1ARY 2. If f is locally Lipschitz at x, them ’

8uf(%) C 3f() = 9.f(x) = L.f(x) C B.f(x) = B,1() = F(x) C 0%(s).

Proof. We observe first that from the condition that f is locally Lipschitz
at x and Proposition 1 it follows that we are in the conditions of Corollary 1.
We can also use Proposition 2 to deduce the equalities in the above relations,
Q.E.D. '

" (Received December 28, 1979)
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COMPARARE INTRE NOTIUNILE DE SUBDIFERENTIALE A LUI MICHAL-BASTIANI
$I CLARKE

(Rezumat) '
s, A - 3 ! se etmeste
de subdiferential? in diferite spafii abstracte se d
::tgodzxitlin prezgnta lucrare se compard doud dintre aceste
in cazul functiilor definite pe spatii Banach
& nofiuni se aratd c#, in anumite condifil

Notiunea de diferentiald si resp
In literatura de specialitate in diferite
definitii : definitia lui Michal-Bastiani §i ceaa 1ui Clarke,
cu valori reale. Prin legitura stabilits intre aceste dou
suplimentare, cele dou# notiuni coincid.

¢
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RATION D'ELEMENTS. SPLINE A 1’AIDE DES APPLICATIONS
GENERATIO! MONOTONES

< C. KALIK

(ORI

On se propose dans ce travail de montrer que certains résultats de I'analyse
fonctionnelle qui sert de support & I'étude des problémes aux limites sont
aussi applicables avec profit I'étude des éléments spline dans un espace Banach
quelconque. De cette fagon on retrouvera les fonctions spline les plus importantes
et en méme temps on pourra fournir de nouvelles classes d’éléments spline.

1. Tout comme dans [4] on considére les objets donnés suivants: les
espaces Banach X, Y,Z, les applications lindaires et continues L:X =Y,
n: X = Z et Tapplication T:Y —»2¥%. -~

Dorénavant  on suppose que l'espace Y est séparable.

‘DeriniTioN 1.1. Un élément s € X s’appelle (x, L, T)-spline s’il y a un
w* € (KerL)L N (Ker w)L de sorte que

w*e (L*¥TL) (s) (L.1)

Ici (RerL)l respectivement (Ker w)l signifie I'annulateur de KerL, res-
pectivement de Ker x.

Soit 2 Z un élément quelconque fixé. On note
T X)) = (v Xinw =24},
Nous ](;nons que x € X interpole I'élément donné z,€ Z si x<€X(z,).
EFINITION 1.2. Un élément sje X s | ine int
. So s'appellera’ (x, L, T)-spline interpo-
lateUfD‘zﬁlzols il est un (=, L,.T)-sphne et s’il interpole I’élément z,.
tence o us :hPremmre.pa.rt.le' du travail nous établirons un théoréme d'exis-
, Sansnresteo’réc{lrle d'unicité pour les (m, L, T)-spline interpolateurs. :
dem cods 1e ar.em Ze la généralité de nos résultats on peut admettre que I'image
R01S arors X(‘::e;: ' £ est-3-dire que R(r) = Z. Dans ce cas pour chaque %€
que ensemt 3{ # @. Etant donné que w est linéaire et continue, il en résulte
hsemble X(zo) est convexe et fermé. On note
o Yizg) = LX(zy)).

er que Y ’ A

Démonstration Ay:gt= Y, alors Uensemble Y(z,) est fermé.
H . y en » .
translation, il suffit de Prouv;uihiu%’ﬁ)()zoc)fs: cf)srtrlr?::}t de ¥(0) moyennant ¥

On not ; Pélé i
1. X/erl jf; I;:Ir x'I el.ement de I'espace X/KerL qui contient z < X. Sott
application définie par I'égalité Iz = Lx. Cette application

est linéaire, conti .
» continue, injecti ;
< ct ; ; . : -

elle est lindaire et coqt, xiue 1ve et surjective. Par conséquent, il existe L 1, et
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- Soit {y,} CY(0) une suite fondamentale et x &

» dar s € X(0) I'élément
lequel on a Lx, = y,. Not -suit pour
x ‘?e 0 ¥, otons 1?ar Y la limite éq .l:al"smte {y.}. I faudre:; montrer

Soit x € X 1’121 élément pbgr lequél il y a Ly = y. Puisque Lz, ='f;,,

-~ O ~ ~

et Lx = Lx, on a x, = Iy et x =L~y Cependant 1! étant une applica-
. . N ’ . ' - ~_ : - o .

tion continue il s’ensuit que L-y, — L~1y, ou que # — #: Dans ce cas il existe

un x, € x et un & € x tels qu'on ait %, — x. En méme temps, tenant

) A ' ) co
de ce que I'ensemble Ker n est fermé et de %, € Ker =, il exrl) ressort quen;cptee
€ Ker =, C'est-a-dire que y = Lz e L(Ker n) = Y(0). Q.E.D. . :

LemMi 1.2. S1 R(L) =Y, alors la condition nécessaire et suffisante pbur
que .

w* e (L*TL)(S); ‘ott w* & (KerL)L N (Ker m)L:

est qu'il existe v* €Y L(0) tel qu'on a v*<€T(s). o ¢ = Ls. -

' Démonstration. T. Sipposensavew* € (L*TL) (s)otr w* & (KerL) L) (Ker 7)1,
Puisque L est une application linéaire, continue et surjective, il s'ensuit que
R(L*) = R(L*) = (KerL)l. Par conséquent I’équation L*»* = w* a une solution.
Pour cette solution v* €Y*, on a L*v* e (L*TL)(s), donc v* €T (o), ot ¢ = L(s).

D’autre part, pour chaque v €Y(0), il existe un x €Kern tel que Lz =,
On pourra donc écrire que 0= (w*, x) = (L*v* z) =(v*, Lx) = (v¥, y),
ce qui signifie que v* €Y 1(0). .

II. Supposons que pour v* et ¢ nous avons v* €Y 1(0) et v* €T(s). Comme
R(L) =Y, il en résulte I'existence d'un s€X tel que Ls = ¢. Notonsw* = L*y*,
En ce cas v*<T (o) améne w* < (L*TL)(s). D’autre part I'égalité (Kerl)l =
= R(L*) montre que w* < (KerL)l, et l'inclusion v*< YL1(0) montre que pour
chaque x€ Kern on aura {(w*, x) = (L*v* %) = (v* Lx) = 0. Par consé-

quent w* € (KerL)LN(Kern)l. Q.E.D. ° R . )
Le lemme ci-dessus démontré permet de tirer la conclusion suivante:

I'étude de I'existence de (w, L, T)-spline se reduit a I'étude de l’ex‘istence des
solutions de I’équation multivoque
v*e T(o),

e

ol y* €Y L1(0). ‘ ' _ . L
‘ On pourra maintenant établir le théoréme d’existence pour les spline
interpolateurs. Donc, soit zo€ Z un élément fixé quelconque. On note par yo
I'élément de Y(z,) pour lequel on a -

|lol2= min {| ¥y < Y(z0)}-
.. Tuforime 1.1. Si sont satisfaites les, conditions sutvantes :
1. R(L)y =Y, R(r) =2, ) ) ‘
2. la(n)zsm‘ction de T sur Y(z,) est monotone, bornée Let continue de fagon

v Ve | salis-
3 3 Ry > 0, tel que {v*, v —Yo) > 0 pour Vu ~‘=jY(z.,) qui sa
fait la%o;fii‘;f:;lﬁuﬁg%o/et pour qu* e Tu, alors il existe au moins un (n'L'I.T)-,
spline qui interpole z,€Z. v

)

Jinde.
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Démonstration. Conformément au lemme 1.2 ilOsuffit d; montrer qu'jl
. e Y(z,) et vos T(o,) tels que {v*, > =0 pour chaque y « Y(0).
%aieleu?hggréme( 20) 1 du travail [4] montre que les condlilons 2. et 3. du théo-
réme sont suffisantes pour quil existe un .6, et un v* ayant les propriétés
demandées. Q.E.D. : . )
- TutoriME 1.2. Si sont satisfaites les conditions suivantes :

1. R(L) =Y, R(x) =Z,

2. KerL (N Kerr = {0}, o

3. T est strictement monotone, alors il existe tout au plus un (m, L, T)-spline
qus inlerpole z, € Z. .

Démonstration. Nous allons nous convaincre, pour commencer, que la
condition 3. attire I’existence de tout au plus un élément o,< Y(z,) tel qu'il
y a un v, pour lequel voeTao, et voeY1(0). Supposons le contraire, c’est-a-dire
que 3o;€Y(z,), Ji=To; de sorte que v;€YL(0), i =12 et o, # o, Alors
3. donne (v; — v, 6 — 6)» 0. Mais 0, — 0, € Y(0) et v; — vz < Y1(0), ce qui
contredit I'inégalité stricte de ci-dessus. Cela signifie qu’il existe tout au plus
un 6, €Y/(z,) pour lequel on aura un vo< T'q, tel que vo€YL(0).

in que la démonstration du théoréme soit compléte, il suffit de montrer
que I'équation Ls; = ¢, a tout au plus une solution. En effet, si on a Ls; = ¢,
1= 1,2, alors 5, — s, € X(0) = Ker x, et en méme temps, s; — s, €Ker L. Donc
grdce a 2. on aura §; — s, = 0. Q.E.D.
2, Un cas particulier important est celui ot T = 9f, dans laquelle f Y
~ (—0o0, +00] est une fonctionnelle propre, convexe et inférieurement demi-
continue (&bréviation i.d.c.).

THEOREME 2.1. Si sy est un (w, L, 8f) — spli x) lors om
aura Végalité % So (m, L, of) — spline qui interpole z,, alo

f(Lso) = min {f(L) |4 & X(z0)} 2.1)

Démonstration. Soit w* < (L*9fL)(s,) et L*p* * i
X = w*, Par suite on aura
v*€0f(Ls,), ce qui permet d’écrire o

fLu) — f(Lsq) > Cv*, Lu — Ls,y, YueX(z,).

Compte tenu de v*ey 1(0) et vu Lu — Ls,€Y(0), VusX(z,), il en résulte

< % Lu — Ls, > =0, VueX ’ I Scé-
deate, on obtient Pegalite 1) rp, o seppuyant sur Iindgalité préc
ment s;?ii:? cadre on peut donner une légere extension de la notion de I'élé-

D 1414
e 2, e?:IEiITION 2.1. L'élément S¢€X s’appelle (x, L, f) — spline interpolateur

f(L o] = in (=] 2
TatorEME v = min {£(Lu) ju X(zo)}- (22)

l. R(L) =Y, 2R S; so;g satisfaites les conditions swivantes :

) =

2. la restriction de f )
: sur Y(z,) est .
- im f(v) = o0, g o) - (_'_030 ) Pf?ﬁfe, convexe et i.d.c,

alors 31 e X
7S 1l existe un (r, L, f)-spline interpolateur de 2.
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Ce théoréme est la conséquence immédiate d iété bi
Ce : e la propriété bien con
de minimum des fonctionnelle prop nee

,mi 1 S convexes. Il est tout aussi facile d’établir le
théoréme suivant: , ,

THEOREME 2.3. St sont satisfaites les conditions suivantes :

1. R(L) =Y, R(x) = Z,

2. KerL N Ker = = {0},

3. la restriction de la fonctionnelle f sur Y(zy) est strictement comvexe, alors

il existe tout au plus un (w, L, f) — spline, interpolateur de 2q.
Il vaut la peine de signaler le cas ot

Ju) = G(|]l),

Ici G: [0, +00) = (—o0, +0] est une fonction monotone croissante. Dans ce
cas l'égalité (2.1) équivaut 2

ILsoll = min {ILul|| % =X(z,)}. 2.3)

3. Nous allons présenter ici un exemple coucernant les résultats ci-dessus
mentionnés.

Soient (a, b) un intervalle borné ou non et les espaces Sobolev W?.*(q, b)
respectivement Wwe. *(a, b) [6]. Notons par V un sousespace de WA (q,b)

pour lequel on aura W#h (a, B)CVCW#* (ab). Soit X =V et Lu = {uu',...
o, u®Y ye V., L'application

L:V — [L#(a, b)]*+

est linéaire, continue et R(L) = R(L). Soit aussi Y = R(L). )

Sur intervalle (4, b) on choisit un nombre fini de noeuds: L
a< % < % < ...<%,<b. Pour définir I'application =, introduisons d’abord
de nouvelles notations. Soit a;; € {0, 1}, &; = {0, &1, - .-, %;,s—1}. Notons

par % une fonction quelconque du V. Soit
O, sio;=0

%= ., .
“ {u"’(x.-). stoaij=1,

et

. , «
mu = {u0 4%, .., u ik},

Enfin, on note _ . .. ,
' T = {‘n:lu, Ty ooy 'N,,u} (31)

- : )

Si I'on désigne Z”: la,- ;= N, alors nu  R¥. Par conséquent, dans le cas pré-

sent Z = R¥ et I’lep.;i(::ation linéaire, continue et surjective : X —» Z est donnée
ar la formule (3.1). . .

P Choisisson(s u)ne application univoque T: ¥7>Y*. Soit 4; .(:,é) >< R+t =R

des fonctions données qui satisfont aux conditions C,,C,,C; et Cy4:
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resque chaque xE(a, b) fiXé, A{, comme fonqtion de =
- (goClélpf)Tl.l" gl) 2 R*+1, soit continue. Pour chaque £ € R*+! fixg, A, 001§1me

onction de %, soit mesurable, , .
fon C,. il existe un nombre entier p > 1 de sorte qu'on ait une constante

C>0 et la fonction & € L%a,b), olt 71 + ¢ =1, et pour lesquelles ait
lieu I'inégalité

An B < alm) + CIEP-Y,  i=0k

quel que soit § R*+! et pour presque chaque x € (a, b),
C;. il y ait l'inégalité

k

SO 4i(x, B) — Ax, E)I(E—E) 2 0, VE, E'e RAH,

i=0

C,. il existe deux constantes C, > 0 et C, = R telles qu'on ait

k
2 4% BB > ColElP — C;,  VE= R¥+1

Pour chaque v = (v, v;, ...,9,) € Y on notera 4;(x, v) = A,(¥, vo,¥1,---,%)
et '

Ty = {A(x, v), As(%, ), . ..., 4,4(x, )} (3.2).

THEOREME 3.2. Si les fonctions A,, satifont aux conditions C, — C,, alors

Végalité (3.2) définit une application de ¥ a V* qui est continue, bornde, monotone
et telle que : ’

lim < Two — Yo > = 00

itfj=c0
pour Vy,<Y.
Déﬂ 1 M ’ . .
ayant deswﬁ:tlre(ﬁ;gna Considérons I'application T étendue sur [L?(a, b)]**" €t

SR ans [LY(a, b)r+1, i t la con-
tinuité de T[5). Bt méme plus) ]que cléfs. cggdﬁ:lons Cr et © assuen

Tyl — b k z
” 'U]I i=20 IA.-(x, 'U) |%d % < C1 {S ]d,-(x)l' + Elvil“’—”q]dx < Cz + Ca”v”P,
e . . 1‘:0:

B e &

Cest-3-di "a li
st-2-dire qu’a liey une délimitation de forme

| ITvll < C( + Cyllojje-,
€ qui montre qae T est bornée,

2 monotonj )
e de T est une conséquence directe de la condition Cs-
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Finalement il resulte de C, que
(Iv.v —Yo> =i{Tv; vy — (T, ) > (T, V= [ To|| - ||y, =

(]

TR R N T
= SZ_EA,-(x, v) - v,d% — || To|| - ||y,]| ;-c'osi;’ lv;Pdx — Cy(b — a) -

— I To]l - llyoll 2 CollollP — Cofb — @) — €, — Cyfjufip-1,

ce qui montre que lim <{Tv, v — y,) = +o0. Q.E.D.
N |l 56 T .o : [AERH R

Ce théoréme ‘prouve ‘que les conditions du théoréme 1.1 et méme celles
du théoréme 1.3 sont valables. Cela ‘revient 4 dire que dans le cas présent
I'existence et méme I'unicité de (r, L, T) -spline interpolateur 'sont assurées.
- o o (Manuscr.il regu le 71 fl;m':r!”ﬂ)

-3 Loowloe © -
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GENERAREA ELEMENTELOR SPLINE CU AJUTORUL APLICATIILOR MONOTONE
(Rezumat)

a lucririi se stabileste o teoremi de existentd §i o teoremd de unicitate a
demenz:lox? ?glliax'aep?;t :patii Banach, in cad:ezl aplicatiilor monotone. Pe urmi se .s.rata_ cd teoxiem;le
stabilite, in cazul functionalelor convexe, conduc la existen{a, res ectly Exnicxtatea gl:nuictre?‘:m e
miuim ale functionalelor considerate pe anumite multimi convexe. In sfirsit, se axz:it cd c‘;’?te H
operator! diferenfiall liniari sau neliniari satisfac conditiile teoremelor de existen{d §i de umicitate.
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EQUATIONS A QUATRE VARIABLES REPRESENTABLES PAR yy

GRAMME COMPOSE AVEC DEUX ECHELLES PROJECTIVES SUR
NOMO DES CONIQUES

L. BITAY

Etant donné deux échelles projectives chacune d’elle située sur une conique
et une droite D, on se propose de trouver une équation 2 quatre variables F(k,,
ko ky,ke) = 0 qui soit résolue au moyen d’'un nomogramme composé de la struc-
ture suivante:

soient k,, kg les variables des échelles qui se trouvent sur la premiére
conique, et k,, k, celles des échelles trouvées sur la deuxiéme. Etant connues
trois des variables k,,k,,k;,k, (par exemple %,,%,,k;) on déterminera la quatriéme
variable de la maniére suivante: la droite qui unit les points de cotes %, et %,
situés sur la premiére conique rencontre la droite D en un point. Si I'on unit
ce point d'intersection au point de cote %, on obtient une droite qui rencontre
la deuxitme conique la seconde fois dans le point de cote k,.

.. Nous construisons les échelles projectives sur les deux coniques, comme
il suit [1]. Soit

N—uw=0 . vIi—yw =0,
ot
4=ax+by+ ¢ u =ajx + bly +c; .
v.=ax + by + ¢, v = ajx 4 by + ¢ M
W=ayx + byy + ¢, W' = azx + bgy + ¢s.

'leS- deux coniques . - . .
m ’ $ 1 strut
tes selon les for qes portent chacune d’elles les ecl}gﬂes projectives con

k= — Y B = — 2: .
“ - v
On dém : '
donnéeso(nxtre e)galement (1] que si une droite qui passe par le point des Co‘iri-
vement f, o}iyoo lienclontre le_s coniques dans les points de cotes &, kg TESPEC
* M O1 2 les relations suivantes entre ces variables

Hohiky + Volky + ka) + 0o =0 toksky + vi(ks + ko) + W0 = 0 @

ol %0,V0, o, %" v 197 i
0%0,09,y SO : © . mis
=2 y= J’o-' o sont les expressions linéaires (1) dans lesquelles on 2

Su 0S0 . )
eXprimant, cettnesc:)n a(;lpt:enant que le point (x,, y,) appartient 2 la_droite D E;
ndition analytiquement nous en obtenons la relation corf espo
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dante entre les variables k;. .Soit 4x + B —0 14 . .
Il en résulte \ i T+ By + C = 0 I'équation de la droite D.

Az, + By, + C=0
(P + ass + ag)x, + (618 + bos + b3)yo + c1p + cos + ¢; =0 (3)
(@p" + ass” + ag)xo + (b]p" + bys’ + ba)yo + cip" + cis" + 3 =0

olt I'on obtient les deux derniéres équations des équations (2) en les ordonnant
)Y hY ? . . . »pe ’ . .
d'aprés x,, y, et ol I'on introduit pour simplifier 1'écriture les notations

D = kik, S=k + & P = ke, s =k + kg
En écrivant la compatibilité du systéme (3) on obtient la relation cherchée entre
les %, qui se résout A I'aide d’'un nomogramme du type indiqué
4 B c
Gp+as+ay  byp +bs+b  cp +cps 46 (=0.
aip + o +ay Bp + S B cqp s + o
En développant le déterminant du premier membre de cette formule, on obtient :
(N7, 71)pp" + (N7 oF1)sp’ + (N7473)p" +
(N7 Fps’ + (NF77D)ss’ + (N7o73)s + 4
+ (N7.73)p + (N773)s + (N7 i73) = 0

ot N,7,7} (i,j=12,3) sont des vecteurs avec des composantes scalaires
(4, B, C), (a;, b, ¢,) respectivement (aj, bj, ¢j) et (N7,7}) représente le produit
mixte des vecteurs entre parenthéses. Par conséquent le nomogramme indiqué

résout I’équation (4). o . .
Inversement, considérons une équation présentant la méme structure que

I'équation (4)

App’ + Agsp’ + Agp’ + Byps' + Bass' + B’ +Cp + Cs + G =0 ()
isons un, nomogramme du type indidé qul pest resoudse Lcquelon
éisg;agellia:nzlagiﬁl;le(cll;l gef a;ztiet;?llqe?;éﬁ?oqodonné (5) devienne identique 4 (4).
En identifiant les deux équations on arrive au systéme suivant

(N7,7{) = 4, (N7.7]) = 4, (N7471) = As
(N7,73) = B, (N7473) = By (6)

et construisons un nomogramme

KN 71;9 = B1

(N7, 7)) = C (N7,73) = Cq (N7s73) = Cs.
(= 3) ¢é ' teurs N, 7, 71(¢, § =
4. B. C, i =1,2,3) étant donnés, les vec N, 7,
I:sl nZOIII;)]:’I"c;iSli /fl'étfr'r’nitiez(lt le nomogramme du type indiqué q1;1 c??sngzgui
l'éqt,lat'ion (5) doit vérifier ce systeme d’équations. Par conséquent, s
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une équation de la forme (5) et .‘.fi on veut copstruire un nomogramme dy
type indiqué il faut résoudre le systéme (G) par rappprt aux inconnues N, 7, 7!

Mais un autre probléme survient : toute équation (5) peut-elle étre repre-
sentée avec un nomogramme du type 1nd1qué_ ou ce n’est que C_l‘ﬂquﬁS-Unes qui
puissent 1'étre. Pour répondre a cette question il faut voir si le systéme (6)
a des solutions ou non. _

Supposons d’abord que le systeéme (6) a une solution de telle sorte que
les vecteurs 7,, 7o, 75 Tespectivement 71, 72, 73 soit linéairement indépendants.
Dans ce cas en introduisant les notations '

i=N X7, b=N X7, E=N X 7,4 (7)
on peut écrire le systéme (6) comme il s’ensuit:

-7, =A b-7i=A4A, .71 =A,

i-7y=B, b.7y= B, C.73= B, (8)

a-73=0C b.73=0C, c-73=Cj

On peutAobserver que les vecteurs 4, 5, ¢ étant perpendiculaires tous sur un
seul et méme vecteur N, ils seront coplanaires. Il y a donc une relation linéaire
M A pb 4 Ve = 0 de sorte que les nombres A, u, v ne soient pas tous nuls.

. Les équations de la premiére ligne du systeme (8) peuvent étre considé-
Iées comme un systéme pour les inconnus af, b;, ¢;. D’une maniére analogue
les équations de la deuxidme respectivement de la troisieme ligne peuvent
étre considérées comme un systéme pour les inconnus aj, by, cj 1‘es°pectivement

’ ’ t
az, b, c3. A cause de la symétrie n Studi &
. ous pouvons étudier un ¢S S mes, pat
exemple le premier- P : de ces systenies, P21

Q- 7l=4, 5.7 =4, .7 = A, ()

C Y , N . -
C ;a:z)s;clx;l;éaci;mformement 4 I'hypothése est compatible. Vu qu'il y a uné
fslation liné te entre les premiers membres des équations (9), la méme rela-
! xister entre les deuxiémes membres des celles-ci

| My + pd, 4+ vA4, = 0.
D’une manié¢re analogue on obtient

;?‘Bl +.wB; 4+ vB; =0

ACy + pCy + vC,y = 0.

Le systéme f 4 :
ormé d : . . .
e trqls derniéres équations a une solution non triviale, donc

Al _Az A3 )
i Bl Bz B3 = 0‘ (10)
. Cl . Cz ‘C3 -

On tire ainsi : . ;
avec un nomogramme A L 108 Suivante : i I'équation (5) peut dtre représent’s
vérifier la condition (10)?’pe indiqué, les coefficients de cette équation doivent
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75

Inversement, on suppose que la condition (10) est vérifié ! :
, UpPOsY . ifiée et 'on démont
que dans cette ’hypothgse Yéquation (5) est représentable par un nomogr::lllrrxfe'
du type indiqué. On démontrera cette affirmation en construisant effectivement

les échelles des nomogramimes. C’est pourquoi il faudra ré rste
Considérons le systéme pot résoudre le._S)steme (6).

M, + pd, + v4, =d

AB, + uB; + vB; =0

. )\Cl + p.Cz + Vcs == 0,
Celui-ci — conformément 4 la condition (10) — aura une solution nontriviale.
On peut supposer que le rang de la matrice des coefficients des inconnus du
systeme considére est 2, car contrairement I'équation (5) serait réduite 3 deux
équations qui contiendraient chacune deux variables. Ce cas ne présente aucun

intérét. Pour fixer les idées on suppose que les deux premiéres équations sont
les équations principales du systéme. Dans ce cas on aura

Ay Azl
B, B,

Az Aa
B, By

4; 4,

A= B, B,

(11)

faisant abstraction d'un facteur de proportionnalité. i

Soient par la suite 7y, 7,, 75 trois vecteurs arbitraires, linéairement indépen-
dants et N un vecteur inconnu de composantes scalaires 4, B, C. Ces compo-
santes seront déterminées de telle maniére qu'entre les vecteurs complanaires
(7) il y a la relation -

M+ b+ vE=0 (12)

olt A, p, v sont donnés par (11). (On a vu plus haut que cette condition est
nécessaire pour la compatibilité du systéme (9)). On calcule les composantes sca-

laires des vecteurs g, b, ¢

- .."'B C|, C"A’ A B
a=NX7r,: bl ¢ ¢ -/al a bl

_|B c| |c 4], |4 B‘ .
EF=Nx7,: by ¢ N a4 by
_ _|B ci, c 4|, |4 B
C=NX7’3 b3 63 Cy as as bs

Au moyen de ces composantes et a lféide des formules (10) on écrit les rela-
tions scalaires équivalentes 2 la relation (12)

A A2 Ag 4, A, A,
B B, Bs|B—|B B Bs|C=0
01 C’ c’ lbl b’ ba
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A, 4, A4, 4, 4, 4,
BI B, By|C—|B, By, B;|4=0
a a; &g C1 €2 Cs
Al Az A3 Al Az A3
B1 Bz Bs 4 - Bl Bz B3 B =0.
bl bz bs al 'az a3

Ce systéme linéaire, homogéne par rapport aux inconnus A,’ B, C a une sqlutioP
nontriviale, puisque le déterminant du systéme est un determlnan_t antisymé-
trique de l'ordre 3. Ce systéme fournit donc les composantes scalaires du vee-
tewr N

4, 4, 4, A, A, A, Ay A, 4,
A = Bl Bg Ba » B= BI Bz B3 ) C - Bl B"3 33 (13)
QG Q3 a4y by b, by €1 Cp €3

ol Ton a fait de nouveau abstraction d’un facteur de proportionnalité. On a
déterminé ainsi le vecteur N & I'aide duquel on peut former les vecteurs
d,b,¢ et avec ceux-ci le systéme (9). On doit démontrer que ce systéme est
compatible et présente une simple infinité de solutions. .

Le rang de la matrice du systéme (9) est deux. En effet, le c'lét’er.mmant
du systéme étant (4 § €) celui-ci est zéro, puisque 4, b, ¢ sont linéairement
dépendants. Si tous les mineurs de ordre deux de ce déterminant étaient nuls,
cela signifierait que tous les vecteurs g X b, b X T, € X d seraient nuls, donc

tous les vecteurs seraient colinéaires. Cela est impossible, puisque les vecteurs
7; ne sont pas linéairement dépendants.

Ainsi I'on obtient le procéd¢ suivant pour la détermination des échelles
du nomogramme pour 1'équation (5)

du pour I'équati qui vérifiera la condition (10): On Choﬁit
]ro1s vecteurs arbitraires, linéairement indépendants 7,, 7., 73, ensuite on calcule
les composantes du vecteyr N, avec les formules (13). Par la suite on, éerit
€S cquations du systeme (6) d’ot I'on détermine les vecteurs 7y, 73, 73

... On cousidére exe ivant: construisons un nomogramme du type
Indiqué pour I'équation

mple su

o Ps—ps' +5 —s=0.
La condition (10) est vérifide, parce qu'on a
0 10
~1 0 1]=0.
0 -1 0
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Appliquons le procédé ‘décrit plus haut. On choisira les trois droites suivantes
U= — g —7xfry=0 |
v=gy—gt =0
=g — Py + ry=20

oit ¢ > 7. Cela signifie que le support de la premiére échelle projective est la
conique %% + y% — 2gy 4 ¢ — 72 = 0, c’est-a-dire un cercle. Ces droites déter-

minent les vecteurs 7, (— qu —#,7,0), 7200, 9, 72 — q?), 75 (\g2 — 72, 7, 0). On
1

calcule les composantes du vecteur NV A I’aide des formules (13)
0 1 0 010
A= -1 0 1 =O,B= —1 0 l =2r,
—VF=7 0 JF= TE
0 1 0
C=|—-1 0 1|=0.
0 7n—¢ O

Prenant en considération que A, B, C sont déterminés faisant abstraction d'un
facteur de proportionnalité on écrit 4 = C =0, B = 1. (Cela signifie que la
droite D sera 'axe Ox). On écrit par la suite le systéme (6)

a3 by ¢ al - b} o

0 1 0[|=010 1 0 |=-1
—NFE—7 r 0 0 ¢ r—¢

ah by 3 a; b c2
— g = 7 0 0 q r”—g

- a, b oo a b o

0 1 0(=010 1 0 =L

—Jg—=r r 0 0 ¢ »r-—¢

pas été écrites, puisqu'elles sont

i erniére colonne n'ont son
e o s ). En résolvant le systéme écrit

des conséquences des deux premiéres colonnes

on obtient
1 ' =0
b 1 =
4 = P ”” 61
1
r ___ 1
a3 =0 1 = Ja
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.y . Sori tions des droites #’, v’ 4 :
' b b! restant indéterminés. On écrit les éql’l?. 1roit » U, W, ensuijte
z:ll Ié”dé la conique qui est le support de I'échelle projective

W= —= -+ biy=0
gt —r

¢ =7
' it 4 —_—
W=qa_r’+ba.3’—0 (14)
1t ’ 1 2 — 4 4 ‘ar
vlz — $w = (bzy + Jq,_r’) — (qa _x"+ bay)(qTi‘:z'f‘ bl)’, = O.

Essayons maintenant de déterminer les coefficients b1, b3, by de sonte que la
deuxiéme conique soit aussi un cercle. Pour cela il est nécessaire et suffisant
que by, by, by, vérifient le systéme

2 R 1 Y
bz —Lblba—m bl_bs

Posons b; =

m _q':)m . Il en résulte

' g r
=b= (q* — "
Remplagant ces valeurs en (14)

on obtient . i iplié ces équations
par (g2 — i) nt, apres avoir multiplié ces éq

W=xF =74y V=0t —r) w=—x JEF—F+ry
VR W = (2 99)(g — ) + 2002 — 1)y 4 (g2 — 2 = O,

Donc la deuxiéme cop; ' i Stri lacé
. que sera aussi un cercle, symétriquement plac
Par rapport au premier, relatif 3 I'axe Oy, g :

(Manuscrit recu la 20 mars 1980)
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Carl de Boor, A Practieal Guide to
Spline (Applied Mathematical Sciences 27).
Springer Verlag New-York — Heidelberg — Ber-
lin, I.S.B.N,, 1978, XXIV + 392 pp. .

Cartea contine o retrospectivii a autorului
asupra teoriei §i aplicatiilor functiilor spline,
fndeosebi din punctul de vedere al avantajelor
acestora in practica calculului. Pe lingd proprie-
tatile fundamentale ale functiilor spline polino-
miale centrul de greutate a cirtii il constituie
programcle Fortrain scrise efectiv de citre autor
pentru numeroase aplicatii practice ale functiilor
spline.

Autorul insugi avind o contributie insem-
natd la dezvoltarea teorici actuale a functiilor
spline a selectat din aceastd vastd problematici
numai acele aplicatii a ciiror tratare prin spline
prezintd avantaje certe.

Cartea contine 16 capitole, fiecare fiind
insotit de programele Fortrain corespunzitoare,

Capitolele 1—2 confin o scurtd recapitu-
lare a materialului de analizi numerici necesare
capitolelor ce urmeazi. Astfel, este prezentatd
pe scurt teoria diferentelor divizate si teoria
interpoldrii polinomiale.

Urmatoarele patru capitole, urmind oare-
cum dezvoltarea istorici a problemelor, contin
interpolarea gi aproximarea functiilor prin funcfii
segmentar polinomiale, iar capitolele 7 si 8 tra-
teazi aspectul calculativ al functiilor segmentar
polinomiale de interpolare.

Notiunea propriu-zisi de funcfie spline
este definiti in capitolul 9, ca o combinafie
liniard de functii B-spline. Capitolele 10 i 11
cuprind un studin detaliat al functiilor B-spline.

Urmi#toarele capitole cuprind toate dife-

rite aplicatii ale functiilor spline, bazate indeo-
sebi pe proprietitile esentiale ale acestor functii
de bazi numite B-spline. Astfel, se studiazii din
punct de vedere practic interpolarea §i aproxi-
marea functiilor prin functii spline, rezolvarea
aproximativi a unor clase de ecuatil diferentiale
cu conditii date cu ajutorul functiilor spline
polinomiale, aproximarea curbelor plane etc.
Ultimul capitol se ocupd cu extinderea si gene-
x'.i?-lizalrea. notiunii de spline la cazul mai multor
variabile. .
. Fiecare capitol este inzestrat cu probleme
interesante §i material auxiliar ilustrativ, care
oferd o posibilitate cititorului de a sesiza avan-
tajele utilizirii functiilor spline in analiza nume-
ric}, ’

Prin continutul sin, prin varietatea pro-.

blemelor tratate §i mai ales prin rezolvarea

efectivi a acestora (incluzind ¢i programele ..

2 RECENZII

Fortrain), cartea este foarte utily matematicie-
nilor, fizicienilor, inginerilor si tuturor celor ce

utilizeazd functiile spline in preocupirile lor,
o o GH. MICULA

Chrustopher T. H Baker, The Numerl-
enl Treatment of Integral Equations, Oxford
Univ. Press, Oxford, 1977, XIV + 1034 PP-

Cartea contine o tratare aproape exhaus-
tivi a metodelor numerice pentru ecuatiile
integrale, acoperind toate tipurile importante
de ecuatii integrale cum sint ecuatiile integrale
de tip Fredholm §i de tip Volterra, de speja
intiia §i de speta a doua, ecuatiile integrale
singulare de tip Cauchy, ecuatii integrale neli-
niare de tip Fredholm etec.

Volumul deosebit de mare al cirtii face
posibild discutarea am#nuntitd a celor mai multe
metode numerice pentru ecuatiile integrale, atit
din punct de vedere al teoriei acestora, cit mai
ales aplicarea lor la numeroase exemple concrete,
Pe lingd algoritmul metodelor, autorul studiazi
pe un spatiu larg estimarea erorii§i convergenta
acestor metode. '

Capitolul 1 contine o introducere generald
in teoria ecuatiilor integrale, clasificarea lor,
rezultatele principale teoretice §i numeroase
exemple interesante. El contine de asemenea
citeva notiuni §i rezultate importante din ana-
liza functionald.

Capitolul 2 trece in revisti cunogtinfele
de analizi numericd ce vor fi utilizate in urmi-
toarele capitole, cum ar fi interpolarea, aproxi-
marea functiilor, integrarea numericd §i tratarea
numerici a algebrei lineare.

Capitolul 3 cuprinde problema valorilor
proprii ale operatorilor iutegrali Fredholm cu
nucleu neted. In primele 12 paragrafe sint pre-
zentate numeroase metode numerice cum ar fi
metoda cuadraturilor, metoda proiectiilor (Ritz-
Galerkin, colocatie), metoda nucleului degenerat,
metoda celor mici pitrate, metoda Rayleigh-
Ritz etc. In paragrafele urmitoare se studiazd
problema convergentei §i estimarea erorii acestor
metode. X

Mult spatiu acordd autorul studinlui ope-
ratorilor integrali hermitici, precum g§i exemple-
lor ce ilustreazi metodele aplicate operatorilor
integrali definifi cu ajutorul functiei Green,
precun gi metodele de extrapolare bazate - pe
formula de cuadraturd a lui Gregory.

Capitolul 4 continud tematica"d'in capi-
tolul 3, prezentatd insi pentru ecuatii integrale
de tip Fredholn neomogene cu n}xcleu neted.
Toate metodele importante sint prezentate §i
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tudiindu-se algoritmii

ilustrate cu exemple, * tode, folosind cit mai

ergenfa acestor me , '
;?:lgn gposfibil analiza funcjionald. Utn i:spgaria;
matematic mai abstract este utilizal

prezentarea teoriel lui Apselone aS;lclz;’ﬂ aproxi
mirii operatorilor col‘ectw compt r{al bogat

Capilolul 5 conjipe un ma €

cuatii integrale ce nu au

ssupra unor clase de.te;) lelct s s g, majoritaten

rinse in capr ,» 1 atca

?i)i;td celg)m;ii integralP; cu nucleu_cu smgulant{s'tn

cum ar fi: ecuatii integrale s:ngld?:re- de tip

Cauchy, ecuafii’ Wiener-Hc:Pf, ecuafii gntegrale

Fredholm de spetd a intiia, ecuafii integrale
Fredholm nelineare etc.

Capitolul 6, ultimul capitol, 't.:ste. consa-
crat metodelor numerice pentru ecuatiile integrale
de tip Volterra, Autorul di un ansamblu complet
de metode numerice pentru ecuafii Volterra de
spefa a doua §i de spefa a intiia, incluziqdv §i
ecuatiile integrale cu nuclew cu singularitifi,
Se studiazi in profunzime si chestiunea stabili-
tigii metodelor, iar exemplele concrete oferd
posibilitate comparirii metodelor.

Cartea coniine, pe ling3 o sintezi a varia-
telor metode numerice clasice si moderne pentru
ecuatii integrale, §i un numir insemnat de rezul-
tate originale ale antorului si o bibliografie
foarte bogati, ceea ce o recomandi tuturor celor
interesafi in acest domenmiu important al mate-
maticii.

GH. MICULA

F. Singer. Programmierung wmit COBOL,
3., iiberarbeitete Auflage, B. G. Teubner Verlag,
Stuttgart, 1978. — Teubner Studienskripten 55 :
Datenverarbeitung,

Ca.rtea, care in 1978 a ajuns la edifia a treiai
brezintd principalele structuri ale limbajulu
de programare COBOL, exemplificate cu pro:
g:larfxe. Cele gapte capitole se ocupid cu urmitoa-
; Ie.ttl.dBazeleA prelucririi electronice a datelor ;
y ; oducere in limbajul de programare COBOL;
tusd Togramare in COBOL — partea T — struc:
b ii\:txple (des:merea diviziunilor gi a principale-
do oo ;Mfti;lil;ll; it&Txagaxga datelor (structuri
in CoBOL {)arteaaliel 1eim:) tl;-uSj Programare

Tapoarte, segmentare biblioteci
arts ) oteci) ; X
::Zirmzmd Istoricul limbajulyj C%)'Bg)L Anek'i le
Tvate §i bibliografia, + Civintele

Tatarea este sistemas i |
ata tick si tnerijity ; i
o e §1 Ingrijity,
are treptati a cuno§tint§101]‘ prefm?

{@ Intreprinderea Poligr

a b

M. M. Richter, Logiklmlkule, B. ¢
bner, Stuttgart, 1978. © G Tey

in cele peste 230 de pagini, cart
aspectele mai importante ale logicii
intuifioniste), a propozitiilor si
ordinul I, atingind i chestiuni
actuali in acest domeniu.

Autorul are in vedere urmitoarele trej

€2 trateasy
. (CIaSiCe sl
Predicatelor de
din Cercetarey

. M as, .
formalizarea mnotiunii de adevir, formal‘;zes,t-e .
notiunii de demonstrabilitate si considereni:

privind studiul demonstratiei. Pentru elucidare
acestora, sint prezentate si utilizate Chestiu:i
de bazd din teoria algebrclor universale, cop
gruenie, algebre Boole precum si calculéle d;
tip Hilbert sau calculul secvential al luj Gentzen

Deyi confine o mare cantitate de informa;ie:
intr-un text sistematic concentrat, cartea posedd
un mare grad de independen{i, in sensul ci gy
pretinde cititorulni (cu o pregitire matematicy
preliminara) decit putine notiuni colaterale,

Celor dornici s aprofundeze anumite probleme
dintre ccle tratate le sti la dispozifie o bogata
listd bibliograficd (compusi din 51 titluri).

Aceastit carte poate fi folositoare tuturor celor
interesati atit in studiul cit si in aplicarea la
nivel actual a logicii matematice,

N. BOTH

W. J. Paul, Komplexitiitstheorle, B. G. Teu-
bner, Stuttgart, 1978, 248 pag.

Teoria complexitiifii este acea ramurd, relativ
tiniri, a informnaticii tcoretice care studiazd
aspectele cantitative ale proceselor de calcnl:
Prezenta carte isi propune si prezinte cititorului
problemele actuale ale acestei teorii. Pon}ind
de la teoria functiilor recursive, care studiazd
posibilititile de calcul ale functiilor cu ajutorul
algoritmilor, autorul abordeazd problema volu-
mului de caleul necesar evaludrii functiilor cal-
culabile cu magini Turing. Sint prezentate 1o
continuare toate aspectele esentiale §i sctud’é,
inclusiv problemele deschise, ale acestel teol::.

Cartea are urmitoarele gapte capitole: 1. Cal-
culabilitate; 2. Functii necalculabile; 3. _C‘;lm;
plexitate realisti; 4. Complexitatea masmt‘"
Turing ; 5. Nedeterminism ; 6. Probleme complete;
7. Teoria abstracti a complexititii.

Materialul prezentat in aceastd carte repre:
coutinutul cursului de un semestru pe‘mtes
autorul l-a tinut in anul 1976/77 la Univers's
din Bielefeld. Cartea fiind destinatd in pintr-o
rind studentilor, materialul este redacta exem-
formy accesibils, este insotit de numeroase <tinte
ple §i nu cere din partea cititorului cunc
realabile i e3 iu,

Prealabile in acest domeniu o T ARTIA

zintd

aficd Cluj, Municipiul Oluj-Napoca cda. 3059/1

oo
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fn cel de al XXV-lea an (1980) Studia Universitatis Babes-Bolyai apare in specialititile:

matematicd (4 fascicule)

fizicd (2 fascicule)

chimie (2 fascicule)

geologie-geografie (2 fascicule)

biologie (2 fascicule)

filozofie (2 fascicule)

stiinfe economice (2 fascicule)

stiinte juridice (2 fascicule) ‘
istorie (2 fascicule)

filologie (2 fascicule)

Ha XXV rony wusgauusa (1980) Studia Universitatis Babes-Bolyai, BLIXOAHT 0O CJeny-
IOLLHM CNEUHARLIOCTSIM ¢

MaTeMaTHKA (4 BLINYCKA)

du3nka (2 Bunycka)

XHMHS (2 BLINYCKa)
reosorns-reorpadua (2 Bunycka)
6uosorns (2 Bunycka)

bunocodpus (2 suinycka)
JKOHOMHYECKHE HAYKH (2 Bhinycka)
IOpHAHYeCKHe HayKH (2 Buinycka)
HCTOPHS (2 BLINYCKa)

tdunoaorua (2 sunycka)

Dans sa XXV-e année (1980) Studia Universitatis Babes-Bolyai parait dans les spécialités:

mathématiques (4 fascicules)
physique (2 fascicules)

chimie (2 fascicules)
géologie:géograpllie (2 fascicules)
biologie (2 fascicules)

philosophie (2 fascicules)

sciences ¢conomiques (2 fascicules)
sciences juridiques (2 fascicules)
histoire (2 fascicules)

vhilologie (2 fascicules)
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