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QUELQUES REMARQUES SUR LA THEORIE DU POINT FIXE
: (111)

IOAN A. RUS

1. Soit X un ensemble et f: X — X, une application. On pose F; =
{#, = X| f(x) = x}. Afin d’établir des théorémes de point fixe pour I'ap-
plication £, ilest utile d’attacher & f des applications g: Y —» Y C X telles
que F; = F,ouF, C Fy. Si par exemple Y (C X est un ensemble invariant
pour f, ¢’ est-a-dire, f{Y) C Y, et on définit .

g:Y->Y, par x> f(x)
on a FoC Fy. SiY = Imf, alors .Fg = Fy. De plus, comme
XD ImfD Imf2D...DImf* D...,
" on peut définir les applications
Jfa: Imf” — Imf", par x> f(x),
et 'on a Ff, =F.

Il est donc suffisant, pour étudier les point fixes de J, d’étudier les
points fixes de f,, pour un certain # = N. De plus

.ch m Imf”.

#eN:

2. Soit f: X - X une application. telle que f* = 1,, pour un certain
k=N et Y CX. Alors ‘ -

Z=YUSX)U... U —1(®), "
est un ensemble invariant pour f. Si
§:Z — Z, par x = f(x), -
alors F, C F;.
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Donc si g a au moins un point fixe, alors f a au moins un point fixe.
Par exemple :

TatiorEME 3. 1. Soit f: R — R une application continue telle qu'il existe
n eN:f* = lg. Alors f a auw moins un point fixe.

. Démonstration. Soit x = R, et I lintervalle détérminé par x et f(x).
Iensemble Z = I U f(I) U ... Ufa-1(I), est un ensemble invariant pour
f. Comme Z est un intervalle fermé de Ret g: Z — Z, est continue, il resulte
par le théoréme de Brouwer que g, donc f, a au moins un point fixe.

3. Soit X un ensemble et ¢: 2(X) —.&(X). Si
fle(4)(Co(4), V<= 8(X), tel que fl4) U4,
alors on peut definir les applications
’ fwo:o(Imf?) — o(Imf?), par x —f(%),
et F;= Fy, Par exemple

TurorEME 3.2. Soit f: R — R continue telle qu'il existe n <N, pour
quel Imf est borné. Alors f a au moins un point fixe.

Démonstration. Considérons ¢(4) = 4 et nous obtenons Papplication
fu: Imf® — Imf.
- Par le théoréme de Brouwer, f,, donc f, a au moins un point fixe.
Remarque. Voir [4].

THEOREME 3. 3. Soit X un espace de Banach, Y C X, un sous-ensemble
éoilé et fermé. Si f: X — X, est non-expansive et Imf est compact alors f
a auw moins un point fixe.

" Démonstration. Soit ¢ (Imf) une fermeture étoilée de Imf telle que
¢ (Imf) C Y. Nous obtenons I'application ‘

fie + o(Imf) — ‘P(Imf)-
D’aprés un théoréme de Dotson, fi, donc f, a au moins un point fixe.
Remarque. Voir [1], (3], [6], [7], [8]

4 Soit X un ensemble et f: X — X une application surjective. Si
pour g: X — X, nous avons fog = 1y, alors F, C F;. Par exemple

THEOREME 3. 4. Soit (X,d) un espace métrique complet et f: X — X,
une application surjective telle quw'il existe, @, B € R4, a -+ 28 <1, e

A(%,y) < ad(f(®), fO) + B [@(x.f(%) + d.fON], % 9 = X.
Alors f a un point fixe unique. '

/



QUELQUES REMARQUES SUR LA THEORIE DU POINT FIXE 5

Demonstration. Si g: X — X est une inverse 4 droite de f, alors

dg(x), g(¥) < ad(x, y) + Bld(x (%)) + d(y, ()], % y = X,

et donc g a un point fixe. On vérifie immédiatement que f a un point fixe
unique.

Remarque. Voir [2], pour le cas B = 0.

(Mansuscrit regu le 15 janvier 1973)
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CITEVA OBSERVATII ASUPRA TEORIEI PUNCTULUI FIX (III)
(Rezumat)

Fie X o multime §i f : X —» X, o aplicatie. In studiul punctelor fixe ale aplicatiei f este
util de a pune in evidents aplicatiig : Y = Y, ¥ < X, cu proprietatea ci Fg < Ff. In lucrarea
de fati se pun in evidentd asemenea aplicatii. Pe aceasti cale se demonstreazi mai multe teoreme,
unele cunoscute altele nu. De exemplu se demonstreazi urmétoarea teoremi:

Fie f : R —> R, o aplicatie continui cu proprietatea ci existdi » € N petnru care f*=1p,
In aceste conditii aplicatia f are cel putin un punct fix.

HEKOTOPLIE 3AMEUAHU S O TEOPUU HETIOJIBU)KHOM TOUKH (111)
(Peswome)

ITycrs X — MHOXKeCTBO H f : X —» X — oroGpaxkenye. [IpH u3yueHHH HeNOABHIKHBIX TO-
geK oToOparkeHHs1 IeJecooGpa3HO BBEIABHTh OTOGpPameHHs g iy —>¥y, ¥ > X, , €O CBO#C-
TBOM Fy < Fy. B macrosmell paGote BLISIBAAIOTCH TaKue OTOOPaxeHHd. ITuM crocoGoM Jo-
Ka3aHO HECKOJIbKO TeopeM, OJHH YIKe H3BECTHble, a JpYyrue HeT. Tak, HanpHMep, AOKa3blBaeTcs
clemywlomast TeopeMa:

ITycts f : R—>R— HenpephiBHOE 0TOOPAXeHHe CO CBOHCTBOM, YTO HMeeTcsl #&N, YI0BJET-
Bopsioliee f* = lp. IIpn 9THX yClOBHAX oTOGpaxenHe f MMeeT NO Kpalineil Mepe OAHYy Hemo-

JIBHXKHYIO TOYKY.



SUR LA CLASSE DES ESPACES K,

P. ENGHIS

Un espace riemannien V,, de métrique
ds? = g dxidxi (1)

avec le tenseur de courbure R}, et le tenseur de Ricci Rj est nommé
symétrique dans le sens de Cartan si '

Riw, =0 , : 2

oti la virgule désigne la dérivée covariante par rapport & la métrique (1).
Si dans l'espace V, on peut déterminer un vecteur covariant ¢, tel
que

R, = o, Ris 3)

Pespace est nommé récurrent [5]. Dans (8), si U'on contracte en 7 et j on
obtient :

Riny = @, Rjn . 4)

Un espace V, qui vérifie (4) est nommé Ricci récurrent [4]. Il résulte qu'un

espace récurrent est toujours Ricci-récurrent, la réciproque n’étant pa

toujours vraie [2]. :
Si Ton écrit pour l'espace V, l'identité de Bianchi

R;:kh,r -+ Rj'hr,k -+ Rj'm,h =0 ' (5)
et si l'on tient compte de (3), on obtient
o, R + ¢, Riw + 0, R = 0 _ 6)

Un espace V, récurrent vérifie la relation (6).

Les espace V, symétriques dans lesquels on peut déterminer un vecteur
covariant ¢, tel que la relation (6) ait lieu, et les espaces récurrents, ont
été nommés, par A. G. Walker [5], espaces K.
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Un espace K¥ est nommé simple, s'il admet n—2 champs de vec-
teurs paralléles.

On dit qu'un espace de Riemann V, est une plan-extension d’un es-
pace de Riemann V,, §’il est le produit d'un V,et d'un espace euclidien
Eypp V,=7Vs X E,_p. On peut écrire sa métrique

ds* = ds? 4 ds? (7)

ol ds est la métrique de l'espace V, et ds? une métrique euclidienne
n—p dimensionelle.

Si la métrique d’un V¥, a la forme
) n=p
ds* = ) gudxidxi + Y dxbdxbth ®
=1 k=1

on dit que I'espace est une nulle-extension d’un espace V.
Pour les espaces K* simples Walker [5] a donné la suivante classifica-

tion : :

Tout espace K¥* simple est:

a) soit une plan-extension d'un Vy, V, = V, X E,_,
b) soit une plan-extension d'un ¥, qui est une nulle-extension d’un
2
¢) soit une plan-extension d’un ¥, qui est une nulle-extension d’un Vs
Lesespaces V,, V, et V, qui interviennent dans cette classification sont des
espaces K, K et K¥. Pour les espaces K et K} on donne aussi les formes
canoniques des métriques, respectivement

ds®* = Y(x,2%) (dx1)? + (@22)2 + 2dx'dx® ®
ds® = § (2, x?) (d21)? + 2dx'dx3 + 2dx2dxt (10)

Les espaces (9) et (10) sont des espaces symétriques dans les sens de
Cartan si et seulement si a[a?]z = constant; dans tout les autres cas ils
X
sont des espaces récurrents.
Pour les espaces K, # > 3, qui ne sont pas simples, A.G. Walker [5]
a montré que le systéme de coordonées peut étre choisi tel que la métrique
de K} ait la forme

ds® = Y(dxY)? 4 2dx* da? 4 K, adxedx® (11)

olt § = Oapx*4P 4 y,4% a5 et K,5 sont des constantes et 0, %a sont des
fonctions de 1. Les espaces V, de métrique (11) sont des espaces K non.
simples si 0 # 0 et ‘le rang(a,) > 1; ils sont symétriques si 6 = const.,
‘et récurrents dans tous les autres cas.

Nous nous proposons d’étudier la classe des espaces K.



SUR LA CLASSE DES ESPACES K )

On sait que la classe d’un espace riemannian V, avec 1’élément lindaire-
(1) est un entier positif g, tel que la métrique soit réalisée sur une surface a.
# dimensions d'un espace E, ,

Y=yt %) G=1,...00+1,.. 1+ g) (12)
et que la réalisation ne soit pas possible dans un E, aveem <un 4+ q.

D’aprés le théoréme de Schofli toute variété riemannienne V., peut
étre plongée dans un K,y , donc pour la classe nous avons.
2

n(n — 1)

<
77—,

Comme on a montré dans [3], Gauss, Codazzi et Riceci ont
donné pour la détermination du plongement, donc de la classe, un systéme

3

mixte d’équations aux derivées partielles, qui présente une grande difficulte:
pour lintégration.

Pour donner des délimitations dans le probléme de la classe des espaces
K on etablit les transformations (12) qui permettent d’écrire la métrique
de Tespace K sous la forme euclidienne. Ainsi on obtient aussi des repré-
sentations analitiques, paramétriques dela variété qui réalise la métrique.

D’aprés ce qui précede, il résulte que si V, = VsXE, ,la classe de V,, .
coincide avec la classe de V,, donc on a:

PROPOSITION 7. Toute plan-extension d’un ¥, a la méme classe que V.

En tenant compte de cette proposition et du fait que pour un ¥, non.
euclidien, de (13) il résulte ¢ = l,on a:

PROPOSITION 2. Tous les espaces K simples, qui ne sont pas euclidiens,
de la premiére catégorie de la classification de Walker, ont la classe ¢ = 1.

Pour les autres espaces K¥* simples, d’aprés la premiére proposition,
il résulte qu’il est suffisant d’étudier la classe des espaces K§ et K¥, don~
nés par (9) et (10). A

Pour les espaces K on a ds? = { (#,22) (da2)? -+ (@x%)? + 2dxrdx3.

Si la fonction ¢ (x, #?) est une fonction arbitraire de 4 et %2, les trans-
formations

P =\ cos 2 b = a2
y

y2 = \{(#,2?) sin = 3 (4! + x3) (14)
¥ = i\JP(at, 2?) 8 = \/_12_ (41 — 29)

permettent d’écrire 1'élément linéaire sous la forme euclidienr}e Le
Plongement ayant lieu dans un E; pour la classe on a g < 3, fait qui
était connu aussi par le théoréme de Schlafli.
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Si la fonction ¢ (at, #%) est fonction seulement de #* on a
—— 1
¥ = ) cos 2 ¥ =@ +)

y? = AJ§(x?) sin #* ¥ = = () (15)

L
o = VI~ o ax

donc pour la classe on a ¢ < 2. -
Si ¢ (o242 = (x3)% ¢ (#1) on a

Yyt = 2 cossm_ dst - P = VLE (2t 4+ 23) (16)
y: =t sinS No(#) dat Y= VL‘Z (2t — :F‘*)

donc pour la classe on a ¢ = 1. :

Sila fonction ¢ (#%, #2) se réduit a (xz)2 r espace K3 est symétrique dans
1e sens de Cartan, et de (16) on déduit les transformations qui permettent
d’écrire 1'élément linéaire sous la forme euclidienne:

1 = %% cos A ¥ = Vlé—'(xl + 23)
. _ (17)
9?2 = x%sin a1 Y= ‘7’2:(951 — %)

| 'doncq_l

Pour les espaces K} de metrique ds? = { (%, 2%) (d2)24-2d%* dx®{-2dx% dx?
sila fonction ¢ (#%,%%) est une fonction arbitraire de x%, 2, on a les transfor-
mations .

P T s 7 =)
¥ = \/W sin #* ¥ = V2 —= (2t — %) (18)
9 = i I 7 PR

y7 = V2 (x2 - x4)

donc ¢ < 3.
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Si Y(x,x?%) = (2?2 (51) on a:

M=% cos_S o) dxt = L_ (xl + %3)
y2 = 42 sin S_ﬂ/q;(xl-) dxt y5 = vz (@ —x (19
93 = _ - Y = (a2 —

donc ¢ € 2.

Si la fonction ¢ (a%, x?) se réduit & (#%? '’espace Kj est symetnque
dans le sens de Cartan, et on a:

M=2x22cos a1 Y= ;/12:(961 + #3)

y2 = &2 sin xl Yo = — %) (20)

=
Y8 = 7,(;\:2 — ¥l g8 =t
donc pour la classe on a g < 2. Ainsi on a:

Prorosrrion 3. Les espaces K¥ 51mples de deuxiéme et troisiéme caté-
gorie, ont la classe tout au plus egale trois si la fonction ¢ («%, x%) est
arbitraire. Ils sont de classe un dans le cas (16) et (17)et de classe tout
au plus égal a4 deux dans le cas (15), (19) et (20).

Pour les espaces K¥ qui ne sont pas simples de métrique (11) les trans-
formations o ,

='\/q)—1'c'os xt y6:k3
¥y =1y —1 sin a* YT = x*
yP=\VI-9 - — - (21)
y =x1_|__x2 yn+3:x
5 = ia?

permettent d’écrire 1’élément linéaire sous la forme euclidienne. Le plon-
gement ayant lieu dans un E,,, pour la classe on a ¢ < 3, et donc on a:

PROPOSITION 4. Les espaces K non-symples sont de classe tout au
plus égale a trois.
De ces quatre propositions on peut déduire la suivante

TaROREME: Tous les espaces K¥, sont de classe tout au plus égale a trois,
ils pouvant étre aussi de classe un on dews i la Sfonction ¢ qui intervient dans
les formes canoniques (9), (10), (11), a des formes particuliéres.

(Manuscrit reu le 1 février 1972)
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ASUPRA CLASEI SPATIILOR Kj}
(Rezumat)

fn lucrare se studiazi clasa spatiilor K3, dupd notatia lui Walker [5]. Se aratd ci
orice spatiu K} are clasa cel mult trei, ea putind fi mai mic# decit trei daci functia ¢ care in-
tervine in formele canonice (9), (10) si (11) are forme particulare.

O KJIACCE TTPOCTPAHCTB K%,
(PesoMe)

B pa6oTe msyuaercs Kiacc npoctpancTs K} coriacuo ofosmavenuio Baakepa [B]
Tloxasano, uto J1woGoe nmpocrpaHcTBo K HmeeT camoe GoJbliee KJjace 3, MpHYeM 3TOT KAace
MoxeT GhiTh MeHblle, YeM 3, ecau GyHKUUA ¢, yuacTBYIOWlast B KaHOHHYeckHx Qopmax (9),
10) 1 (11), umeer yacTHEle POPMEIL



GRUPURI (G.S) CU SISTEM DE GENERATORI INVOLUTIVI (I)

ANGELA VASIU

Insemnitatea mare a grupurilor de transformiri pentru tratarea pro-
blemelor de geometrie a fost recunoscutd de la sfirgitul secolului trecut.
F. Klein, in Programul de la Erlangen, concepe geometria ca studiul
proprietdfilor invariante la un grup de transformari. De atunci sistemele
de axiome ale mai multor geometrii se bazeazi pe notiuni din teoria gru-
purilor.

Acest lucru a fost posibil in urma stabilirii faptului ci geometria poate
fi transpusd in grupul automorfismelor sale generat de simetrii. Pentru
geometria metricd pland au fost date mai multe sisteme de axiome bazate
pe proprietdti grupale [2], [5], [6], [7], [8].

n aceasti notd se dd un sistem de axiome al geometriei absolute a
spatiului in baza proprietdtilor grupale, diferit atit prin formulare cit si
prin gradul de generalitate fatd de cele date In [1], [3] si [4].

1. Sistemul de axiome. Fie G un grup care admite un sistem de gene-
ratori S format numai din elemente involutive. Elementele lui S le notim

cu literele mici ale alfabetului latin 4, 9, ¢, ..., iar elementele lui G cu lite-
rele mici ale alfabetului grecesc «, B, ...
Fie:

M = {a|o = abc, a, b, ¢ S, abc € S}.
DrriNiTIA 7. 7. Dacd « € M atunci submultimea elementelor Iui S:
Pla) ={xlx}x €5, ax € 5%
o numim un suop.

DEFINITIA 7.2. Doud snopuri distincte P(«) si P(B) se numesc jonctibile
dacd existi x, y = S, x #y astfel ca %, y € P(«) ("} P(p). :

DEFINITIA 7.3. Unsnop P(«) cu proprietatea ci oricare arfi B, y = M
cu P(@) # P(y), multimea P(a) N P(R) N Ply) # G se numeste snop

propriu.



14 A. VASIU

DErINITIA 7.4. Unsnop P(«) se numeste nesingular daci oricare ar fi -
a, b € P («) existi un element ¢ €P («) si abc € S astfel ac # ca. In caz
countrar snopul se numeste singular.

Asupra grupului G impunem urmitoarele axiome:

Axioma A. Din %, %, %3 €P(a) N\ P(B) cu proprietatea P(x) # P(B)
vexultd x1%,%5 <S.

AXI0MA B. Pentru %, %, S, %, # %, existd P(a) si P(B) cu P(a) #
# P(B) astfel ca %, % < P(2) N P(B).

Axtoma C. Exist@d un snop propriu nesingular P(y) si un element u « S
astfel ca yu'e S* 51 au # ua pentru cel putin un element a € P(y).

DErINITIA 7.5. Dacd x,y = S six # y atunci submultimea elementelor
lui S notatd prin D (x,y); -
' ' D(%y) = {z| a9z < S}

o numim fasciculul determinat de elementele x si y.

2. Primele consecinte ale sistemului de axiome.
TrEOREMA 2.7. Dacd a, beS atunct aba <= S.

Demonstmﬁe. Conform axiomei B pentru a,b €S, a # b existi perechea
o, p =M astfel ca P(a) # P(B) sia,b € P(a) (N P(B). Avem deci g,b,a € P(a)
M P(B), iar conform axiomei A avem aba < S. Pentru a = b, aba = aaa =
— q e

CorOLAR 7. Ststemul de generatori S este invariant fatd de automorfismele
nterne ale lui G, adicd din a< S, o< G rezultd a* = o~ ao.  S.

CoroLAR 2. Oricare ar fi a =M, o = abc avem a +# b # c # a.

CoROLAR 3. Dacé a €M, B <G atunci «f =M.

CoROLAR 4. Dacd a = abc'e S atunci a, b, c=P(«). _

TEOREMA 2.2. Dacd abceES si a, b, c= P(a) () P(B) rezuitdé P(a) =
— P(§).

Demonstratie. Presupunem P («) # P(B) atunci din a,bc P (o) NP
(B) conform axiomei A rezultd abc = S, contrar ipotezei, rezultd deci P
() = P(B). o

~ Se poate deci afirma cd intersectia a doud snopuri distincte nu poate

contine trei elemente @,b,c cu abc & S sau, cu alte cuvinte, cd trei
elemente 4,b,c cu abc & S individualizeazi un singur snop. In acest caz
snopul P(«) il vom nota si prin P(a,b,c) sau.P(abc).

TEOREMA 2.3. Daci x< P(o), o = abc §i xabc =zt avem z, t< P(a)
st xzt'e S. ) -
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- Demonstratie, xa = 2zt implicd «f = xz si deci < P(a).

Din %o = 2t = ztzz = t'z avem az = xt’ §i deci z€ P(a).
Afirmatia a doua rezulti din: xzf = abc €S.

TEOREMA 2.4. Dacd x,y, 2, t < P(abc) atunct xyzt <52

Demonstratie. Daca trei elemente dintre xyz¢t au produsul in S demons-
tratia este evidenti. Presupunem ci xyz€S. Avem conform corolarului
4 al teoremei 2. 1 x,9,z < P(xyz) i prin ipoteza %, y, z = P(abc) rezulti con-
form teoremei 2.2 .¢i P(abc) = P(xyz). Deoarece prin ipoteza ¢<= P(abc)
avem t&s P(xyz) si deci wyzt =S2.

Urmitoarea teoremd ne di o completare a axiomei A.
TEOREMA 2.5. Dacd x,v,2€ P(«) atunci de asemenea xyz<P(u).

Demonstratie. Pentru demonstratia acestei teoreme va trebui si ari-
tim cd o xyz 5% dacd x,y,2<P(a). Din ax = v =52 conform teoremei
23 u, veP(«). Avem deci #, v,y,2€P(«). Pe baza teoremei precedente
uyyz €S dar-uvyz = o xyz ceea ce demonstreazi teorema.

Ca o consecinfd a axiomei A putem stabili:

TEOREMA 2.6. Dacd % # ysix,y<P(a) N P(B) cu P(«) # P(B) atunct
P(«) N P(B) € D(%,)-

Demonstratie. intr-adevér, pentru orice, z= P(«) () P(B) avem xyz€S
conform axiomei A si deci z€D(x,y). N

TEOREMA 2.7. Din abx; = S pentrn 1=1,2, 3cu a+# b rexultd x,%,%5 = S.

Demonstratie. Fie Sq = {#| xab € S} si %, 5, si presupunem x,%,%3 € S-
Avem xqabx, € S?% x4 abx, € S?% xabxy = S? pe baza ipotezei, iar x,abx, =S*
ca o consecintd a teoremei 2.1. Conform teoremei 2.4 ob{inem %¢x;%,%, =52
Am obtinut in acest fel Sy, © P(x,%,%;), ceea ce este in contradictie cu axi-
oma B.

Vom demonstra acum o teoremi din care va rezulta cid definitia fas-
ciculului D(x,y) nu depinde de alegerea elementelor x s y din fascicul.

Teorema 2.8. Fie abx,y cu a#b §i x#y atunm avem x,y < D(a,b)
dacd si nwmai dacd D(x,y) = D (a,b).

Demonstratie. Si observam mai intfi cd »,9 €D(x,y) deoarece xyx< S
si xyy = x<S.

Fie acum x,y<=D(ab) 5i un z =D(a) atunci conform teoremei 2.6
rezulti xyz< S din abx =S, aby €S si abz €8, ceea ce inseamni cd z€D
(x,9). Am aritat prin aceasta ci D (a,b) C D(x 9)- g

Avem de asemenea a, b= D(a,b) C D(x,y si putem folosi acelagi ra-
tionament schimbind perechea #,y cu a,b si obtinem D(x,y) C D(a,b).

In particular avem D(x,y) = D(y,%).
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CororaRr. Doud fascicule distincte D,, D, au cel mult un element comun.
Urmatoarea teoremi este o completare a teoremei 2.6.
TeEOREMA 2.9. Din x,y,2<D(a,b) rezulti xyz<D(a,b).

Demonstragie. Dacd x = y proprietatea este evidenti. Putem pre-
supune deci cd x # y. Atunci conform teoremei precedente avem D(a,b) =
D(x,y). Din: (yx) (xyz) = 2<S rezultd xyz = D(y,%) = D (x,9) = D (a,b)
<eea ce demonstreazi teorema,

Un cuplu (G.S) care verificd sistemul de axiome il numim grup de
-migcdri sau de transformiri. Elementele lui S le numim simetrii, iar ele-
-mentele lui G migciri. Miscdrile sint concepute aici ca elementele wunui
-grup abstract §i nu ca transformiri ale unui anumit domeniu.

3. Spatiul asociat grupului dat G. Asociem grupului abstract G si sis-
temului de generatori S o structurd geometrici, numiti spatiul de incidents
asociat perechii (G.S) pe care-l notdm prin 8 (G.S). Spatiul de incidentd
-asociat va consta din ansamblul (8, @, S, =) al mulfimii snopurilor, fasci-
-culelor, sistemului de generatori S §i relatia de apartenenti (<) intre ele-
-mentele lui S si cele ale Iui € §i 9. Elementele lui S le numim plane, ‘ ele-
‘mentele lui € le numim puncte, iar cele ale Iui ® drepte. A

Vom numi snopurile proprii puncte proprii. Incidenta intre puncte,
-drepte si spatii este definitd prin relafia de apartenenti. In 8§ (G. S) vom
-folosi pentru relatia ,, " de apartenentd din G si notatia ,,I”’ de incidentd.

DeriNiTIA 3.1. Dacid un plan @ €D spunem cd planul 4 trece prin dreap-
ta D sau cd dreapta D i planul a sint incidente si notim prin aID sau
DlIa.

DErINITIA 3.2. Daci planul @ € P spunem ci planul 4 trece prin punctul
P sau cg punctul P aparfine planului @ sau ci punctul P si planul a sint
dncidente §i notdm prin Pla sau alP.

DrriNipIa 3.3. Trei puncte P,, P, P, se spun coliniare daci existi
%,y cu x # yastfel ca x, ye P, P,NPs.

DErINTTIA 3.4. Dacd a,b, =P sia # b se spune ci dreapta determinati
«de planele a, b trece prin punctul P sau cd punctul P si dreapta Dsint
dincidente i notdm PID sau DIP.

Din teoremele de la punctul 2 reiese ci spafiul asociat grupului este
<0 structurd de inciden{i in care prin doui puncte distincte trece cel mult
«0 dreaptd (conform teoremei 2. 6); prin trei puncte necoliniare trece cel
mmult un plan (conform definitiei 3.8); printr-o dreapti si un punct nein-
«cident cu ea trece cel mult un plan. Doui plane distincte sint incidente
totdeauna cu o singuri dreapti (conform teoremei 2.8).

DrrINITIA 3.5. Doud plane a $i b, a# b se numesc perpendiculare §i
motdm alb san b.la daca produsul ab este involutiv.
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4, Deplasirile spatiului asociat § (G, S),

DrrFiniyIA 4.1. Prin transformarea unui element « <G printr-un ele-
ment y €G injelegem urmitoarea aplicatie notati exponential oY:

G -G

oy oy

(1)

Deoarece sistemul de generatori S este un complex 1nvar1ant prin
transformarea (1), S se transformi bijectiv in S.

Pentru a putea introduce notiunea de deplasare a spajaulm grupal
asociat vom da definitia transformirii punctelor gi dreptelor.

Fie P(«) un punct si D(x,y) o dreaptd, iar y un element din G, atunci
definim :

DeriNITIA 4.2. P(0)Y = {#"| x = P(a)}
D(x, y)" =} 2<D(#, y)}
Sistemul de generatori S fiind invariant, mulfimile P(«)¥ si D(x,)¥

sint submulfimi de elemente din S.

In cele ce urmeazi vom demonstra ci multimile P(oc) si D(x, y) sint
puncte, respectiv drepte. Pentru aceasta este suficient si aritim ci P(x)?
si D(w,y)4 reprezinti un punct, respectiv o dreapts, ceea ce va rezulta din
urmétoarea teoremi :

TrorREMA 4.1. P(«)? = P(a?); D(x, ¥)* = D(x% ¥%).

Demonstragie. Avem P(a)? = {x%|ax = S?}. Si aritim mai intli cid
daci « ¥<=S? atunci o?xdée 2.

Fie ax = bc atunci

w5t = daddxd = daxd = dbch = dbdded = b'c’ €S, adicd avem pro-
prietatea ci din a?<eP(ad) rezulti P(w)? D P(ad).

Invers daci y<= P(a) avem oy <= S? si f1e oy = ab atunci (ady)? =

= (ab)? = dabd = a'b’ =52, Deci @2 dzdyd = ay? = a'd’ €52, de unde avem
si incluziunea inversi P(of) C P(«)?.

Fie z=D(x, y) atunci xyz< S si fie xyz = b atunci x%y%2® = (xy2)* =
=0 =0beS si deci D(, 9)* C D(x%")

Invers fie z< D(x% 3% deci avem =x*y*z=c¢ atunci (x*y%)* =
= a’xa’a’yataz = xyz* = ¢®* = d i deci avem si incluziunea inversi
D(x%, y°) © D(x; )"

Rezulta ci aplicatia (1) este o transformare biunivocd in mulfimea

planelor, dreptelor si punctelor spatiului asociat & (G.S) care pistreazi.
incidentele.

2 — Mathematica-Mechanica 2/1973
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DrriniTIA 4.3. O transformare definitd prin (1) o numim o deplasare
a spatiului asociat § (G.S).

Pentru y = 2 numim deplasarea corespunzitoare o simetrie a spa-
fiului in raport cu planul a. Planele x si transformatul siu x* = axa se
zic simetrice fati de planul a.

TroREMA 4.2. Aplicafia (1)invariazi perpendicularitatea a doud plane.

Demonstratie. Pentru demonstratie e suficient si considerim numai
cazul y = 4. Din x # y rezultd x° # y°si ¥y = yx implicd x*y* = axanya =
= axya = ayxa = ayaaxa = y°x°.

Derinrria 4.4. O dreaptd D(x,y) cu proprietatea D(x, y)\ D(x,y}
si a € D(x,y) se numeste perpendlculara pe planul a si notam D(x,y) L&
sau @ 1 D(x, ).

TrorEMA 4.3. Dacd in transformavea (1) v = a atunci planul a rdmine
fix prin transformarvea (1). De asemenea punctele si dreptele incidente cu a,
planele pevpendiculare pe a si dreptele perpendiculare pe planul a sint elemente
fixe ale transformarii (7).

Demonstratie. Planul a este fix deoarece a® = aaa = a. Daci a< P(a)
atunci pentru orice plan % € P(«) conform teoremei 2.5. axa = P(«) si deci
P(a)* C P(«), de unde rezulta imediat cid P(a)* = P(a).

In mod analog pentru o dreapti- D(x,y) cu proprietatea D(%,9) s
pentru orice z=D(%x,y) avem a;z,a =D(x,9) si deci conform teoremei 2.9
avem aza €D(x,y) adicd D(x,y)* = D(x, ).

Pentru partea a doua a teoremei fie ¥ un plan perpend1cu1ar pe planul
a, adicd xa = ax si deci ¥®* = x. Deci un plan perpendicular pe planul &
ramine fix printr-o simetrie fatd de planul a.

Invers, un plan fix printr-o transformare ( ) cind ¥ = a §i ¥ # a este
perpendicular pe planul a. Intr-adevir din %* = x rezulti axe = x si deci
xa = ax, adicd x L a.

TrorREMA 4.4. Dreptele de forma D(x,y) cu x y_La stnt peyj)endwulare
pe planul a.

Demonstragie. Pentru demonstratie avind in vedere definitia 4.4, va
trebui sa ardtdm cid D(x,y)* = D(x,y). Avem x° = % ,y* =y si deci D(x, y)
= D(x% y°) = D(x, y)*, conform teoremei 2.8.

- DEriNITIA 4.5. Un punct P(a) cu proprietatea cd oricare ar fi ye
P(a), x este perpendicular pe planul @ se numeste un pol al planului ¢ sau um.
punct polar al planului a. :

- TEOrREMA 4.5. Dacd P(a) este un punct propriu atunci P(oc) este’ de
asemenea un punct propriu oricare ar fi 3= G. :
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Demonstragie. Pentru demonstratie este suficient si aritim cj P(a%)
este un punct propriu daci P(«) este un punct propriu. Pentru aceasta
fie B, y = M cu P(B) # P(y) atunci stim, conform corolarului 3 al teoremei
2.1, ca g% y* = M. Deoarece P(a) este un punct propriu conform definifiei
sale existd un plan z<P(a) N P(R%) N P(y*). Fie u = 2° atunci rezulty

cd s P(x*) N P(B) N P(y), ceea ce inseamni ci P(x*) este un punct
propriu. '

TrOREMA 4.8. Aplicatia (1) a—sa¥ este un endomorfism al gmpului G.
Mulfimea transformdrilor (1) formeazd un grup, G*, -

Demonstragie. Intr-adevir:

(«B)Y = ¥ tapy = Y ayy By = oBY

Pentru partea a doua a teoremei fie Y1, Yo €G, atunci produsul a dou trans-
forméri (1) pentru y egal cu v,, respectiv Y. este de asemenea o transformare
de'tip (1) si anume este transformarea definiti de Y = Y1 Y2 Inversa unei
transformari de tipul (1) este definiti prin: « > yoyl.
Dacd asociem unui element y €G endomorfismul (1) definit prin vy pe
care-1 notim y obtinem un omomorfism ¢ al grupului G pe grupul G*, deoa-
ey

—~ o~

reces 0l 0y == 0l30g.

Din teorema urmitoare vom desprinde in ce caz acest omomorfism
este un izomorfism. Fie C centrul grupului G.

TEOREMA. 47. G* o~ G/C.

Demonstragie. Din teoria grupurilor avem proprietatea cd grupul au-
tomorfismelor interioare' G* al unui grup G este izomorf cu grupul cit al
lui G fafd de nucleul omomorfismului o.

Fie ¢ un elemient al nucleului omomorfismului ¢, adic o(0)=«, Va =G:
Avem: o(«) =6-lac = « adici a<=C, centrul grupului.

_ Invers, orice element al centrului aparfine nucleului corespondentei
noastre.

Daci centrul C al grupului G este trivial atunci grupurile G si G* sint
izomorfe. In acest caz teoria dedusy din grupul G care verifici sistemul
de axiome dat este aceeasi cu geometria spatiului asociat § (G.S), relatiile
grupale transpunindu-se in propriet#ti geometrice, si o numim geometria
1ird centru. Ea serveste ca fundament comun pentru diferite geometrii
metrice ale spatiului.

In cazul in care C contine si alte elemente diferite de elementul unitate,
teoria dedusi din G se va numi o geometrie cu centru.

(Intrat in redactie la 15 oitombrie 1972)
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TPYIIIH (G. 8) C CUCTEMOY MHBOMIOTHUBHBIX 'EHEPATOPOB (1)
(Pfesome)]

B paioTe faercsi cHCTeMa aKCHOM JJIs aGCTPAKTHOH TPYMNEL JIONYCKalollel cHCTeMY re-
HepaTopoB S, COCTABJEHHYIO TOJBKO M3 HHBOJIOTHBHBIX 3JIEMEHTOB. K mnape (G.S), HasmBae-
eMofi Tpynmoll ABMKeHHI, IPHCOeIMHALTCA reoMeTpPHYecKast CTPYKTYpPa, HasLiBaeMasi POCTPaHC-
TBOM, NPHCOEJHHEHHEM K Tpymnne G ¥ 00o3HaueHHEM yepes & (G. S). Tlpocrpanctea 8 (G.S)
HESABUCHMLL OT AKCHOM YNOPSNOUEHHs, HEMPEePLIBHOCTH H TPaH3HTHBHOCTH. _

Ecan uentp C IPyNns G sBJIsieTCS TPHBHANBHEIM, TO JOKA3BBAETCA, UTO TEOPHS, BhIBe-
JeHHas H3 TPYINH G, YAOBJeTBOpsioWefl JaHHOH CHCTéMe aKCHOM, COBNAjaeT ¢ reoMerpHeit
npHCoeHHeHHOro ‘pocTpancTsa & (G.S ), npHYeM TPYNNOBLIe COOTHOMIEHHH CTAHOBATCSI Ieo-
METPHUECKHMH cBOHCTBaMH. LIHTepupeTHpOBaHHAs TaKHM OGDasoM CHCTEMA aKCHOM CTAaHOBHTCH
CHCTEMOII aKCHOM IUI aGCOMIOTHOH TeOMETPHUH IPOCTPAHCTBA. -

ON (G.S.) .GROUPS WITH A SYSTEM OF INVOLUTIVE GENERATORS (I)
(Summary) ‘

A system of axioms is given for an abstract group which admits a system of generators
S consisting only of involutive elements. A geometric structure, called the space associated to
the group G and noted 8 (G.S.) is associated to the (G.S) couple, called a group of motions. The
§ (G.S.) spaces are independent of axioms of ordimation, continuity and transitivity.

If the centre C of the group G is trivial, it is demonstrated that the theory deduced from
the group G which verifies the given system of axioms is the same as the geometry of the 8 (G.S)
associated space, the group relations being transposed in geometric properties. The system of
axioms thus interpreted becomes a system of axioms for the absolute geometry of space.



UNE DEFINITION AXIOMATIQUE DE L'INTEGRALE (I)

MARCEL RADULESCU

. ‘Dans plusieurs articles {4,5,6,7] V'auteur a défini et a étudié l'intégrale
M. On sait toutefois que dans la théorie de I'intégrale [1,2,3] sont utilisées
des définitions axiomatiques. Dans cette note on donne une définition axi~
omatique de l'intégrile qui est verifiée par l'intégrale M.

1. La fonctionnelle intégrale. Soit B C R, un ensemble borné et a =
=nf B, b = sup B; on dira que B est une base si m(B) = b — a. Pour
préciser que B est une base de I'intervalle[a,b], on écrira au lieu de B, B(a,b).
Soient B,, B, deux bases; si B;(CB, alors B; sera nommé une sousbase
de B,. .Nous dirons que & ou B(a,b) est une classe génévatrice des bases
de Uintervalle [a,b] si les conditions suivantes sont satisfaites:

b;. 11 existe une base B(a,b) = &.

by, St B € & et B’ est “une sousbase de la base B alors B’ = &.

by, St Be & alors B C [a,b].

Soit & une classe de fonctions définies sur des bases d'une classe
génératrice & (a,b) de bases. Si B’ (T B € &, B’ est une sousbase de B
et la fonction f = § définie sur B, alors nous noterons par fp la restriction
de fa B

DfriNtTiON 1. L'ensemble 4 C FXB s ‘appelle domaine d’'intégra-
bilité, si les conditions suivantes sont satisfaites :

dy. 11 existe pour f = &, la base B(a,b) € & de sorte que f B—Ret
(fz» B') € §g4 pour une sousbase B’ de B. ’

dys. St (,B) € &g, a<R, alors (af,B) € &Fg.

dy. Si (f,By), (&) < &g, alors (f+g,By N By) < 5.

dy. N'imporie quelle serait la fonction lnéaire suw B € &:

f(x) = ax + B, x€B, alors (f,B) € &Fg.

Une classe de fonctions § définies presque partout sur [a,b,], pour
laquelle il existe une classe génératrice de bases & (a,b) de sorte que
Fg C T X &. est un domaine d’'intégrabilité, on dit qu’elle peut étre orga-

nisée comme un domaine d’intégrabilité. Un exemple de classe de fonctions
qui peut étre organisée comme un domaine d’intégrabilité, est la classe S
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des fonctions définies presque partout sur [4,b] et qui sont sommables.
Dans ce cas [4,b] € & (a,b), et donc, n'importe quelle serait la sous-base
BC[a,b], ona B € & (a,b). En général, si [a,b] € & (a,b), on écrira &
au lieu de &g.

Soit B = B(a,b) une base et AC[a,b] un ensemble fermé. Nous al-
lons noter par ¢, 'ensemble des points isolés de ’ensemble 4. On dit que
Pensemble A segmente la base B si les extremités des intervalles contigus
de U'ensemble 4 qui n’appartiennent pas. i l'ensemble i, appartiennent
a 'ensemble B. Si pour I'intervalle [#,v], #, v<A4, I'ensemble A4 () Ju,[
est vide ou fini, on dit que [#,v] est un intervalle contigu de I"ensemble 4
par rapport & B. Soit [, b;], 7 € I les intervalles contigus de I’ensemble
A par rapport & B; on désignera par B;: B, = B C [a, b;], i I.

Si A C [a, b] est un ensemble: mesurable et x = Ja,b[, soit
A, =A C [x—h, x+ %], > 0. On considére

v(4,7) = lim 78 |
K0 2k

Dans ce cas 0 <v (A,x) <1 Si v (4,%) >0, le-point x est de densité
positive.

DerinrrioN 2. Une fonctionnelle
Iff):F4 >R, 8 =8 ()

définie suy un domaine d'intégrabilité, avec des valeurs réelles, est nommée
Jonctionmelle intégrale, si elle vérifie les axiomes swivantes :

1°. Si (f,B) =§g, B = B(u,v), et ¢ € B alors
Ig(f) = Is(f) + Ix(f) (1.1)
o B'= B Clu,c], B" = B Clc,v]. '
2°. Pour (f,B) = &g et a= R, nous avons :
Ig(af) -'-——.VocIB(f). (1,2)
3°. Soient (f,B,), (g,Bs) € g4, By = B, (u,9), B, = B, (w,9), [#,9] C
C [ab] e¢ By = B, B,; alors '
Is(f + 8 = Is(f) + In(g). ' (1,3)

4°. 851 ot seulement st f: B = — R est une fonction linéaive, f(x) = ax +
4B, x€B; o, BER pour n'importe quelle sousbase B' = B’ (u,v) C B,
NOUS AVONS ‘ } . .

Ie(f) =f(“)_‘;f_@ (0 —u. ' (1,4)
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5°. Soit (f,B) € §gq, A un ensemble fermé qui segmente la base B = &
et [a;, b;], 1 <1, les intervalles contigus de U'ensemble A par vapport 4 B, de
sorte que f(x) =0, x€ AN B alors

Io(f) = 98, (), Bi= B (& b1 (L5)

6°. Il existe pour (f,B) < Fq, B = B(u,v), [uv] C [a,b] e x BN

) ]a,b[, un ensemble A, Cla, b] sur lequel la. fonction f est bornée et v(A,, x) =

=1, de sorte que, w'importe quel serait I'ensemble fermé ACA, qui segmente
la base B et v(A,x) > 0, la limite ' :

x+h

im) .65 () =0,h>0,x—h 5+ h = A, B (1,6)

h—>0 x—h
existe.

Dans la relation précédente [a,, b,;], <1 sont des intervalles contigus

de T'ensemble A par rapport 4 I'ensemble B et B; = B [a;, b;]. On com-
x+h ’

prend par E]i la somme étendue aux indicesi<=I pour qui ¥ — 4 < a;. <
x—h .

<b<x+h Si a<x—h<b, alors B;,=BN[x—h b] et
sia, <x4+h<b, alors B,= BN [a, x-+ 4]

Une classe de fonctions & définies presque partout sur [a,b], qui peut
étre organisée comme un domaine d’intégrabilité, &4, sur laquelle on dé-

finit une fonctionnelle intégrale sera nommée une classe fonctionnellerment
intégrable. Une fonction fe & qui appartient & une . classe fonctionnelle-
ment intégrable sera nommée de méme fonctionnellement intégrable. Il est
facile de voir que la classe S des fonctions sommables sur [a,b] est fonc-
tionnellement intégrable. '

DirINrTION 3. Une fonctionnele véelle
Jg(f): 54 >R, B =B (a0
définie sur un domaine d'intégrabilité qui vérifie 1°, 2°, 3°, 4° est nommée
fonctionnelle quasiintégrale. .
On définit, d’'une maniére analogue, avec des fonctions fonctionpelle-

ment intégrables, des fonctions fonctionnellement’ quasiintégrables.

Prorosirion 1. Soit & une classe de fonctiéns Jonctionnellement quasiin-
tégrable (f,B) € &, $=8& (a, b) e B (uv) C B(u,v), [u,v] C [ab]
une sousbase de B, alors .
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Démonstration. Soient g: B — R, $:B >R

_ re B
_ (0 x e B
W= v = B\B

alors g(x) = f(x) — ¢(#), x = B. 1l résulte de d, que (—¢,B’) 5753, On
déduit alors de d; que (g,B’) & Fg, et selon les axiomes 3° et 4°

| Ts(g) = Ts(f) + Is(—4) = Tx(f). (1,8)
Parce que f(x) = g(x) + ¥(»), x<=B’, il résulte de d, et de l'axiome
3° que (f, B') € §yet

‘ Io(f) = Tnle) + To($) = Tn(g)-
De la relation (1,8) il résulte la relation (1,7).

PropoSITION 2. So0it & une classe. de fonctions fonctionnellement quasi-
intégrable, et f = &, de sorte que (f,By), (f, By) € &g,
B=8& (a,b), By = By (u), By (u,9), [w9] C [a0], alors

Is(f) = Is(f).

Pour le démontrer, on remarque que B, B, est une sousbase autant
de B, que de B, et on applique ensuite (1,7).

2. La primitive fonetionnelle. On peut définir pour une fonction f:B — R,
B = B(a,b) fonctionnellement quasiintégrable (f,B) € &4, $ = & (a,b), la
fonction F: B—>R :

F(x) = Ffx) = Tpf), Bx = B [a,x], x<B, x# a, Fy(a) = 0.

Cette fonction sera nommeée : primitive quasiintégrale. Si f este fonction- -
nellement intégrable, la fonction F: B —

F(x) = Fy(x) = Ip.(f), Bx = B [a,%], < B, x # a, F/a) = 0.
sera nommeée : pnmltlve fonctionnelle.

TuiorEME 1. La primative quasiiniégrale de la fonction f Sfonctionnelle-
ment quasiintégrable, est uniquement déterminée pour x < B.

Démonstration. Soit (f.B) < &g fonctionnellement quasiintégrable.

Supposons qu'il existe deux primitives quasiintégrables F,(x) = Jp.(f), 7
Fy(x) = Tg(f). Il résulte de d, et de I'axiome 2°, que (—f,B) = &4 et.

Tp(—f) = — Tzl (2,1}
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Soit 0, la fonction ideﬁtiquement égale a zéro sur B. Nous avons 0, =
= f(x) + [—f(#)], x=B. Il résulte des axiomes 3°, 4° et de (2,1) que

T5:08) = Tn:(f) + Tpu(—f) = Tulf) — Tnulf) =
= Fy(x) — Fy(%) =0, x=B.

Il résulte de la vérification des akiomes 1°, 2°, 3°, 4° pour la primitive:
quasiintégrale F, attachée a4 une fonction (f, B) € §4 fonctionnellement
quasuntegrable les propnetes su1vantes

Potr n’importe quels &', " €B, x’ < %", I'egalité

Tuper(f) = Ff") — Ff(#') (2,2)
a lieu. N’'importe quel serait. « = R, nous avons
Fo(%) = Taulaf) = aTnulf) = aFy(x), 5= B. 2.3y

Si(f, B) (g, )<-=- &4, By = B, (a, b), By, = B,(a, b), on déduit de l'axi-
ome 3°

Fry (%) = Fy(x) + Fg(x), ¥ By = B, B,. (2,4)
Pour une fonction linéaire f:B — R, B = B(%,v), [#,v] C [4,b] nous avons
Fy(x) — Fyl) = Tns(f) =1L (5 — ), (2.5)

%€ B, Bx = B [u,x]. Réciproquement, si (2 5) a lieu, pour n’importe
- quelle sousbase B’ = B’(#,9) C B, alors

f#) = fla) + 1A=L (5 — a), z =B, (2,6)

ProrosiTiON 3. Soit &g un domaine d’intégrabilité. Si pour (f, B)e
&€&y il exisie F;: B » R, de sorie que les relations (2,2) — (2,6) sotent
verifiées, alors on peut définir sur & g une fonctionnelle quasiintégrale T, a(f}
et F; est la primitive quasiintégrale qui correspond 4 f. ’

On considére, pour le démontrer, la relation Jp,(f) = F,(x) — —F f(a)
x<=B = B(a, b)=®. Il est facile de vérifier alors que les axiomes 1°, 2°,
3°, 4° sont satisfaits.

LEMME Si pour la primitive quasiintégrale F;: B — R d'une fonction
f:B->R, B= B(a, b), (f, B)<= &g, fonctionnellement quasiiniégrable, il

existe une fonction F} : [a, b] — R absolument continue sur [a, b] de sorte
que F}(x) = Fy(x), x< B alors f est sommable et



26 R M. RADULESCU

Démonstration. Par hypothése il existe. une fonction sommable
x

*:0a, b]= R de sorte que F(x) = Fi(x) = {r*@y@s. on considere 1a

fonction g(x) = f(x) — f*(%), x<B. Cette fonction est fonctionnellement

quasiintégrable et Jp,(g) = Fyx) — F}(x) =0, x= B. 1l résulte de (2,6)
que g(x) =0, x<B et donc f(x) = f*(x); x<=B. : '

TufortiMe 2. Soit 33( f) &g >R une fon,ct'z'onnellg quasitntégrale de
sorte que w'importe quel serait (f,B)< &4, B = B(a, b)<= &, ¢t la primitive
quasiintégrale, Fp, il existe ume fonction continue F}:[a, b] > R, de sorte
que F}(x) = Fy(x), x< B. Dans ces conditions la fonctionnelle I(f) vérifie
Paxiome 5°. : . -

Démonstration. Soit (f, B) € &4 de sorte qu’il existe un ensemble fer-

mé A qui segmente la base B et f(x) =0, x= 4 (} B. On considére la|pri-
‘mitive quasiintégrale F, et la fonction continue F} qui lui correspond. Ii
est evident que F} est uniformément continue sur [@, 8]. Pour e >0, il
existe n;> 0, =N, de sorte que si #, "’ € B et |3 — x'| <y, alors

IFAx") — Fy(«')] = |Fj(x") — F} () <2 (2,7)

‘On peat supposer que 3y < 7, ¢=N. $il existe ¢, de sorte que pour
P <e<egy a lieu la relation .

20 < o, 28)

alors, parce que v; > 0, 7€ N, il résulte E n; = . Soit [, %], ke {1, 2,

i={
"
57+ - ., 1}, un systéme d’intervalles de sorte que Y, (%, — %) < 7. On choisit
. k=1 ;
les points x]’.’, y]’.‘e [a, bJ, x]’:c <yj’:', xh = x;, y;k = %, j{1, 2., et ;bk},
ke{l,2,...,m}, de sorte qu’il existe un seul intervalle [x]’:‘, yj’?] pour lequel
Mg <y]’? — x; < ;. Dans ce cas

k2

n . Pk o, -
L) — Fi)l < 2 S IF0) — B < D ==,

donc F} est absolument continue. Alors, en vertu du lemme, nous avons
b

) = Flt) — Fita) = § o) e — g0 e -+ -y e =
S FG) — Fa)] =L Talf)

3
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ol [a;, b;] sont les intervalles contigus de l'ensemble A par rapport 4 la
base B

Supposons que (2,8) n’a pas lieu pour n’importe quel ¢ < ¢, donc que

w

> 92 est infinie pour une infinité de g, >0, lime, =0. Pour ¢ =¢,, il
=1

existe un nombre fini d’'intervalles [xf,9}], 1<{1,2, ...,4,} de sorte, que
x1 = a, ¥i = X1, x;:n <b <y, et

Vi — %7 =i, 7E{1,2, ..., k}. (2,9)

On considere les points %7, ¥}, définis comme il suit. Si 2 € (4 \ 4,) B
alors %7 = §7_; = «}. Si &} = [a;, b;] ot [a; b;] est un intervalle contigu
aYensemble A par rapport & B, alors §}y; =a, %} =b,. Si 47 & B et
A7 €& 14, alors on considére lintervalle [#7 — oy, 47 + «;] ot

o < min (v}, nj—s — nf_1). - (210)

S’il existe un intervalle contigu [a;, ;] de A par rapport & B, de sortie que
la;, b1 C [*] — o, %7 + oy] alors §]_y =a;, 7 =0b, il n'existe pas
un tel intervalle, soit x; (%} — «, 47 4 ;] B, alors %} = g7, = ;.
On obtient & =%t < J <<% <95 < ... <% < 4 =bou k< k, On
observe que si §7_; << %7, alors [§}_, 2% ] est un intervalle contigu de ’ensem-
ble A parrapport a B. Soit B; = BN\ [§}_1, 471, j={238,...,k}. Si §7_; = &7
alors nous convenons que I (f) = 0. II résulte de (2,9) et (2,10) que

=1

5§ — % < 3, je{l,2, el R (2’11)

kg _ k, _
Soit Bj = BN\ [%}, 51, 1<={12,..., k;}, alors J(f) = 21 Ts,(f)+ _21 Tsi(f)-
On déduit de (2,11) et (2,7) ’ ~

by _ L kn _ B o
T5() — 2 Tsi < 2y ) | = T 1F9) — Fila)] < 3 2 =,
(2,12)

Mais lim 9} = 0 car, en cas contraire F,(x) serait constante. Il résulte que
— 0

lim &, = + 0. Soit [4,, ;] un intervalle contign de I'ensemble A par rap-

7 ®
port & B. Il existe N tel que pour n > N, 0% < b; — a,. Il résulte alors,
qu'il existe un intervalle [§7_;, £!] qui coincide avec [a;, b;]. Mais alors

Ry

dans la somme ), J ,(f) se trouve de méme le terme concernant la base
i=t

BN {a;,b;].On déduit, alors, en tenant coinpte de (2,12) que J(f) =2 jai(f)-
=1
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La primitive fonctionnelle vérifie les propriétés (2,2) — (2,6). En plus
elle vérifie, de méme, les deux propriétés suivantes:

Soit (f,B) € &g, de sorte qu'il existe un ensemible fermé 4 qui seg~
mente la base B et f(x) = 0, x =4 B. Dans ce cas, il résulte de I’axiome
5° que

Fi) — Ffla) = Is.(f) = 2 Is ) = 3o IF0) — Ffla)). (219)

On déduit de 'axiome 6°, une propriété d’absolue continuité locale,
pour la primitive fonctionnelle.
Pour n’importe quel x B[} ]a,b[, il existe un ensemible 4, sur lequel
S est borné et v(4x,x) = 1, tels que n’importe quel serait I'ensemble fermé
A C A, qui segmente la base B et v(4,%) > 0, a lieu la relation
x—h

lim2,  [F,0) — Fyla)] = 0. (2.14)

h—0 zthi

THROREME 3. Soit &g un domaine d'intégrabilité. St pour (f,B) < &g il
existe F;:B — R de sorte que les relations (2,2) — (2,6) et (2,13), (2,14) soient
vérifides, alors on peut définiy sur &g une fonctionnelle intégrale Jy(f) et
F; est la primitive intégrale qui correspond a f.

On considére Jg)(f) = F,(x) — Fy(a), x= B = B(a,) € et on peut
vérifier immédiatement que les axiomes 1°—6° sont satisfaits.

(Ma;mscrit recy le § octobre 1972}
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O DEFINITIE AXIOMATICA A INTEGRALEI (I)

(Rezumat)

Tn aceasts notd se considerd un domeniu de integrabilitate ca fiind o parte a produsului
cartezian dintre o clasi de baze §i o clasi de functii reale definite pe aceste baze. O functionald
definiti pe un domeniu de integrabilitate este functionald integrald daci satisface la gsase
axiome. Pelttrn primitiva functionali corespunzitoare acestei definifii in lucrare se dau
mai multe proprietiti.

OIIHO AKCUOMATHUYECKOE OINPEJNEJEHHME UHTEIPAJIA (I)

(PeswowMme)

‘PaccMaTpHBaeTcs 06/acTh KHTETPHPYEMOCTH KaK 4acTh JeKapToBa NPOM3BENEHHUS MekKAy
©OIHMM KJIACCOM GA3HCOB H OJHUM KJIACCOM ACHCTBHTEJBHBIX QYHKIMIl, ONpeJieleHtbX Ha STHX
Gasucax. OYHKIHOHAN, ONpefeeHHbH B OGNACTH HHTErPHPYEMOCTH, SBJAETCS HHTErPalbHLIM
«hYHKHHUOHAJIOM, €CJIH YJOBJETBOPSET MIECTH aKCHOMaM. .

B pafoTe naHO HECKOJbKO CBOHCTB (YHKUMOHANLHOH MPHMHTHBLIL COOTBETCTBYIOMEH
STOMY OIpeJieJIeHHUIO.



PROBLEMA LUI DIRICHLET PENTRU UN SISTEM ELIPTIC

P. SZILAGYI

1. In lucrarea de fati se studiazi problema la limiti

d*u 0%u ;
=2 _ 2 4. =0 1 Q, =
By + a = i o ax ay + A =01n Q, u 0 A 1)

(0 = uy + 165, fr = f1 + if ») unde Q este un domeniu simplu conex méirginit,
~ care are proprietatea ci existd o transformare conformi z = z(w ) definit
pe o vecindtate a discului |w| < 1, care transformi discul || << 1 in dome-
niul Q. A este un numdr complex, arbitrar dat, diferit de 0. Presupunem ci.

f & C(0Q), iar solutia o ciutim in Co(Q) N C(Q).

2. Solutia generald a ecuatiei Bx + Az = 0. Daci introducem opera-
torul dlferentlal ’

i} 1 o 1 .90
AL L T 2
dz 2 o« + 2 oy ( )
atunci ecuatia Bu + Ax = 0 va avea forma
o
BT“ + 4r = 0. (3)
0z2

Determindm la inceput doud solutii w; i w, ale ecuatiei (3) pentru care
W W
W(w,, w,) = dw, dw,| = A = cost. £ 0
[ 0
si ardtdm cid orice solutie a ecuatieil (3) este de forma

u(®, y) = wi(%, ¥)o(2) + wolx, )$(2), z =2+ iy, (5¥

unde ¢ i ¢ sint functii olomorfe in Q.
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Fie deci # o solufie a ecuatiei (3) iar w,, w, doud functii pentru care
avem indepliniti condifia W(w,, w,) =% 0. Introducem functiile

dw, ou Jw, Ou
N=—U——T W —, UVg=1u - = S
1 Jz + 1 37 2 9z 2 9z ( )
Avem
23 2
a—v_‘— —af”‘—aifaui‘ 6i}a—1f+wlal_‘"=47\¢tw1—47\w1u=0.
0z 2% 0z 0z 0z 0z 023
Analog se obtine a—;’_i = 0. Prin urmare v; §i v, sint functii analitice. Fie
2
2, = AY(2), v, = Ap(z). Rezolvind sistemul
ow, ou Oow ou
—u—tw,— = AY(), v——w, — = Ao(2)
0z 0z 0z 0z

-obfinem % = ¢w, + Jw,.
Se poate arita ugor cid oricum am alege functiile olomorfe ¢ si ¢, functia
o definitd prin (4) este solufie a ecuatiei (3), deci (4) este solutia generald
a lui (4).
Determindm in continuare o pereche de solufii w, si w, care satisfac
condifia W(w,, w,) # 0. Ciutim solufii de forma w = e** +# (a, 8 nu-
mere reale). Avem

‘:—_‘” + 4w = %e“”ﬁy [(« + 4@)2 4 161] = 0.
32

De aici rezultd « + ip = 4 4\/—_7\. Alegem

W, = B, g, = g~ B (g = 4Re\[—%, B =4 Im\[—1L)
Avem atunci W(w;, w,) = — (« +48) = — 4 \/—A =40 daci A =£0. Prin
urmare, solufia generala a ecuatiei (3) este

u(x, y) = e*+8 ¢(z) 4 e =87 (z), (6)

unde ¢ si ¢ sint functii analitice arbitrare,
3. Rezolvarea problemei omogene.
Bu+a=0 in Q u,,=0. A (7)

Vom determina in (6) functiile olomorfe ¢ si ¢ astfel ca o, ¢ & C(ﬁ) si
U = [6+9 g(z) + e~ §(z) I, = 0. ®)

Folosind transformarea conformi z = z(w) care transformd discul unitate
in Q, ultima condifie ne di

plz(w)] e BB 4 §2(0)] =0 pentrufo| =1 (9)
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Fie
P1(0) = ¢ [2(0)] =80, §y(0) = P[x(0)] o] < 1. (10)
Este evident ci ¢, 5i ¢, sint olomorfe in fw| < 1 si continue pentru |o] < 1.
Rezultd atunci ‘ .
et g)(0) + §y(0) =0 pentru o = 1. (11)
As,tfél 'rezolvaréa_'probieméi. (7) este echivalents cu gisirea funcjiilor ¢, si

{. Demonstrim urmitoarea afirmatie:

TeorEMA 1. Problema omogend (7) are solutie -nebanald atunci si . MUmMaL
atunct dacd funcfia ) cste yationald. In acest caz problema are o
infinitate de solupii. L ; L R

- Demonstrafie. Dack ew—tra) = 2O ypge P s 0 sint . polinoame:
(0] . . .o . .
(P si Q nu au zerouri intr-o vecinitate a lui’ lo] < 1), atunci pe || =1

avem
=(1

o 3

| eletidie) — f"’) — Pale) : (12)

= (i) Qilw) :
Q (O]

ﬁﬁde P, 5i Q, sint de asemenea polinoame. Alegem A
21(0) = F(0)0sf0), $1(0) = — Fla)P(o), (13)

unde F este o funcfie arbitrafd olomorfi in || < 1 si continui in o] <1
Astfel

(o) = ee5 F(0) (0s{0) 0T — P (u)) —

y Q) :
este solutia- problemei (7) oricare ar fi F, functie olomorfd in |o| < 1 si-
continud pe |o[f<<1. . ‘ o
. Invers, si presupunem ci (7) are solutie  nebanali. Atunci existi .
@y §1 ¢, olomorfe in |w| < 1 si continue pe o] <1 astfel ca (11) si fie ade-
viarate. In acest caz ’ ‘

— gty F (i) 22(0) P0) ~ Pifo) 0Fe) ' (14)

ele—i)a). — _ %a(0) pentru |w| = 1.
; o i ?1(w) . '

Pentru z(w) avem ‘
o) =) 4509, (@) = Y 4; o, 5(1J=2ff:‘l.-
j=1 =1 i

3 — Mathematica-Mechanica 2{1973
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" Fie

— )

G(O.)) — P1(0)
af 1

e‘““"”(;) pentru |o| > 1.

pentru o] <1

Din presupunerile ficute rezultd cd G-este o func;:1e meromorfd in tot planul
complex si are un numdr finit de poli. Aceasta inseamnid ci G(o) este ratio-
nald pe tot planul complex (2), iar din faptul cd ele—® @) este rationald
pe |o| = 1 — cum s-a vizut mai inainte — obtfinem cd (7) are o infinitate
de solufii nebanale. :

4. Rezolvarea problemei lui Dirichlet cu eonditia neomogenii pe fron-
tierd. Rezolvim . aici -problema (1): Folesind solupa generald.a recuatiei
Bu 7\u =0, condljsxa la limitd u;, = fva fi sa’clsfacuta atunci i numai
atunc1 dacd -

plz(w)] e-Bterinie) 4 $lz(0)] = flde)] () =1 (14

-unde z = z(w) este:transformarea conformi a discului |o| < 1 in Q folosit

in punctul 1, iar fy(z) = e**+® f(z). Folosind  notatiile din punctul 3 din
(14) rezultd

@B () + dy(w) = fiw) ol =1 (15)
in continuare vom folosi spatiile detip Hardy H, $i G. Cum sestie, Heste

mul imea functiilor analitice o in |® < 1 entru care c, unde
? aP <+

]
¢, sint coeficientii dezvoltdrii o(z 2 " iar G, este multimea functiilor

oo o]
analitice ¢ din |w| > 1 pentru care ¢(z) = Z a,z2~" si 2 ]d |2<+0<> .

LYY subspatiul spatiului L,(|w| = 1) constrult pe baza {6"”’} _o lat LY
subspatiul construit pe baza {e~*¢}._ . Este evident ci Lo =1) =

LY@ LY. Este cunoscut ci funciiile dm H, au limiti aproape peste tot
cmd lw] = 1 si functla limit4 este din LY si invers, orice element din L§
este limita a.p.t. a unei functii din H,. Acelasi lucru este adevirat pentru.
spatiile G, respectiv LY [2].

Urmele functiilor din H, pe |o| = 1 (adlca elementele lui L") pot fica-
racterizate i astfel [3]: Condifia necesard si suficientd ca g & L, (lo] = 1)
sd apartind lui L(zl): este necesar si suficient ca -

glo) == | 2t Vel =1 (16)

o)
Igl=1



PROBLEMA LUI DIRICHLET PENTRU UN SISTEM ELIPTIC 35

in mod analog, condifia necesars si suficientd ca g & Ly(jo| = 1) s& aparfind
lui I. este mecesar si suf1c1ent ca

glw) = —i S Cg(t) dt  Vie|=1 17)
gi=1

Astfel, dacd Ly(lo| =1)BDg=g, + g, g.a LY, g & LY atunci.

1
~ S L gy — g — g,
i [
=1
Mai mult, daci &6 L sige LY atunci ' :
l_ S g,(C) dC = 0 pentru o] > 1 51 S _:g._(t)_ ¢d = 0 pentru |o| <1
- — ..

k11

Iei=1 ™ =1
(18)

Mentlonam cd @, §1 ¢, din (15) sint functii olomorfe in o] <1 si
continue in |o| < 1, prin urmare 9. 4 & H,. [5] Astfel

= 1 $:(8) L : ,
o) =2 § Har jep=1. (16)
151=1
Din (15) si 16’) gdsim ci ¢, trebuie $3 ‘satisfach ecuatla 1ntegra1a

(a+iByeTD), '
(a+aﬂ)z(m) CPl((x)) _ _1_ e (%) dz;g fl S 1(0 dc o] = 1.
b3 {—o §—
IKi=1 ™ i
(19)
Functia ¢, se cauti sub forma '
_ 1 w(®) —
me) == | FEa w<nusciu=1. g
Igi=1
~ Pe baza formu1e1 Plemel] [3] avem atunc1'
: 1o+ L0 Cu() _
C#ul0) =Ju(e) + ~ S o4 lel=1 @
1gh=1 Lo C -
(19) si (21) ne dau | T
o (a+1ﬁ)z(m) . e -
o+iBTG) [ o) + X S (@) dc] S e [ o+ S i) dr}dgz»
i ) ) {— o b7 |1-|==l‘r -3 N

2 € fi '
=2h() -3 | %dc o = 1.
' IGl=1
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Folosind formula lui Po_incarérBéltrand [3] gisim

(a+iB)E(E) Jpp— '
S AL [ S u(T)dT]dt—ﬂze(a+'ﬂ)z(m)p(9) +

{—-o T -
fgi=1 1el=1
R Jat@®ET ] i
T _— T.
+ S "'()[ S a0
[el=1 gi=1 T
Ins3
r @ +iB(D). L faBHD e fehiiE
(ot e (o | =

- —e)fr—% r~v—o {—ow T—w J T
Ig=1" =1 =1

~

il e(u+ia)i(6 + i 6(a+ia)z'(K)_

T — 0 T—®

1

Aici am folosit faptul ci ﬁe cercul |e] — 1 are loc¢ dezvoltarea et

et @ .
= e(_a+'a)’(75) =3 B,o~"(Z|B,|%+x) si ci pentru funcfiile din LPsi LY
n=0 .
sint adevirate reprezentirile (16) si (17). Astfel din (22) obtinem

1 (a+iBiHo) _ fla+iBiad 1 .

o wat=fiw) — | KLa @)

i {—o 173 {—ow

%=1 1g=1
Ecﬁatia omogend atagatd este

1 (e+iB)i@ _ la+iB)=D)
=\ 2 e u(pag=0. (24)
i) {—aw A K

1gj=1

Este evident ci orice element p, & LY satisface ecuatia (24), insd acestea
nu influenfeazi valoarea lui ¢, in o] < 1 (vezi formulele (17) si (18). ).
i+ Dacd (24) are solutie diferitid de functia nuld in LY, atunci ¢, deter-
minati de (20) si ¢, corespunzitor din (11) ne va da o solufie a problemei
omogene (7). Insi de aici rezultd cd ele—#):e) este rationald. Prin. urmare,
dack ultima functie nu este rationald, atunci problema (1) pentru un feC(0Q)
sau nu are solufie sau are solufie unicd. .
Aici, vom considera numai cazul cind e@—#®=) este rationali. Ne
intereseazi care sint acele functii f pentru care problema (14) are solutie.
el fiind o functie rafionald, nucleul ecuafiei este degenerat. in
acest caz pe baza unui rezultat al lui Neguyen Tya Hop asupra ecuatii-
lor integrale de tip Fredholm, de spefa I, ecuafia (23) este normal rezol- -
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vabili. Aceasta inseamni cd (23) are solutie atunci §i numai atunci, dacd °

Flo)=filw) ~ = | 28z
IT=1

este ortogonal pe orice solujie a ecuafiei integrale conjugate' omogene
la—iB)R) . ja—iB)s(w)

I—o

(K*)() = wOdz=0 " (25)

1g=1

Notim cu N(K*) mulfimea solutiilor din L,(/{/ = 1) ale ecuafiei (25).
Fie v=vi® vy, v = Ly vy € LY, ‘Avem atunci
o (a—iB)2(0)

w(©at+1 { S w(ndr=

1 o la—iB)s(%)
\ =

C—o

i . i
k=1 lGi=1

— pla—iBue) S u® gy 4 pla— Wil S "2(Q ac. -
{—ow {—® :
fEl=1 - : gl=t
De aici pe baza formulelor (16) si (17) obfinem
L i (a—iB)()
vafe) @) 1 £ v(Yat
T3 {—o
IEl=1
Aceasta inseamni ci v =v; ® v, € N(K*) atunci §i numai atunci, dacd
va(e,) ele~®u) e LY, Solutiile ecuatiei (25) vor fi v=v;@ vy cu v; €
e LY arbitrar si v, € LY ele—itmo) e L),
Ecuatia integrald (23) este rezolvabild atunci §i numai atunci, dacd
§ | N(K*) = Lg)@{(L(zz)e-—(a_-~iﬁ)z(m)) 0 ng)}.
Inss f =fPesP, ML, Peils
8) =hle) — = FLar=o.
1 —®» :
_ o 1< N _
Priri urmare (23) este rezolvabil atunci §i numai atunci, dacd
10 (@) 0 18}, @)
Am ajuns astfel la urmitorul rezultat

TEOREMA 3. Dacd ele—®=o) gste o functic vafionald, atunci problema
(14) poate si aibd solutie numai atunci, dacd condifia de orfogonalitate
(26) este satisfacutd.

(Intrat in redactic la 25 ianuaric 1972)
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SADAYA JHUPUXJE IJI OOHOW SJUIHIITUUECKOM CHCTEMBI
(Pesome)

. o . 0% - ) .
B cratke uayuaercs rpaHHYBasa 3ajavya a—x—z- — a’; 4 27 @ +Aau=0 BQ.ulaQ = 0.
Hokasano, 4To OAHOPOAHAS 3ajaua HMeeT DPa3NMUHOE OT HYJA PEmeHHe TOrAA, H TOABKO
TOTAa, KOTKa GYHKUMS _e(“""a_)‘(“’) sABJISIETCS! PANMOHAMBHOM, Te z = z(w) — KoHpOPMHOe upe-
obpasoBanHe Xpyra || < 1 B oznoCBA3HON obmacTH Q. HeogHopogwas sajaua HMeer perue-
HHe TOTAa, H TOALKO TOTAA; KOMAAf; 1 {(Lg) e—.(a—is);(m)) n .Lg)}, rre LY ssaserca mog-

NPOCTPAHCTBOM L,(|w| = 1), NOCTPOEHHEM Ha OCHOBe { e"'”“’}f:l, H f?) €CTb POEKIHsT (PYHK-
mm f, = €85 ja LD, s

THE DIRICHLET PROBLEM FOR AN ELLIPTIC SYSTEM
(Summary) ’

. . . 0 J 0u

The paper discusses,the boundary-value.problem — — —- . 24 + =0 in
; : ox*  dy? dx dy

Q, ulyn = 0. It is shown that the corresponding homogeneous problem has nonzeto solutions

if and only if the function e@~®%®) jg rational; here z = z(w) is the conformal mapping of
o] < 1 in the simply counected domain Q. The non-homogeneous problem has a solution .if

andonly if f} | {(L ¢~@—P40)) 4 2O} where L) is the subspace of Ly(jw| = 1) cons-

tructed on the basis {e—i"q’}f:l and f® is the projection of f, — ¢**+8¥ f(z) on Lg).



SUR I/EFFICACITE DES QUELQUES 'PROCEDES MONTE CARLO
D'ECHANTILLON STRATIFIE POUR LE CALCU
DES INTEGRALES -

ELENA FRATILA-OANCEA

Le travail cherche des conditions pour augmenter lefficacité dela
‘méthode d’échantillon stratifié [2] et antithétique variée [3], par compa-
raison 4 la méthode Monte Carlo primitive ; et aussi pour augmenter Ueffi-
cacité de la méthode antithétique variée sur celle de la méthode d’échan-
tillon stratifié. :

1. La méthode d’échantillon stratifié. On considére l'intégrale définie

b

1=\ fiz)ax (1)

et la division @ = a,, ay, ..., @y_1, By = b.

TuaioriEME 1. Soit Uestimation

L= 525 i @

correspondante au procédé d échantillon siratifié, ol a;+1—;ak =b, —a, =
=1,0<, <1, k=01,..., m—1, et {x’k} —1,..n €St un échantillon de
volume wm, effectué sur wume variable aléatoire umiforme sur [a,, b1,

m—1

E=0,...,m—1, étznk=n.'
k=0
Si
ﬂzﬁ; k=0;--~:m'—7n - (3)
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alors l'estimation I, est plus efficace que 1est1mat1on correspondante a
la méthode Monte Carlo primitive :

=Lt ), )

o {#;}, =1, ..., n, est un échantillon de volume # effectue sur ume va-
riable aléatoire umforme sur [a, b].

Demonstmnon L'efficacité d'un procede d’mtegratlon [4] auquel cor~

respond pour l’mtegrale I une estimation 7, est — s olt # estle volume .

d’echantlllon utilisé dans le calcul de 7, et D?} est la variance de 7 7-

Par conséquent, pour agrandlr Pefficacité d’estimation I, comparatl-

vement & I,, en gardant le méme volume d’échantillon, on doit avoir D3I, <
< D,

b
La variance de I, est: D[, = l[(b — a) Sf"’du_— I“’J, et pour I,

a.

' ) b N2}
pr, = 3 e, — ) ffzdu~ {rau| i,
) k=0mnp K
Alors
m-1 bk m—1 bk
D”Il—Dz_Iz:b_“E Sf-‘!du_ﬁ by — a Sf"’du—l-
n k=0 =0 my, S
ay, . ay, .
o b, 2 —t b, b, )
: _ 2
;(———j(gfdu =z { sau § sau
% " RERE<h Y a4
doit étre nonnégative. '
On désigne
. m—lv bk
D e { roan
k=0 n ny
*x
b b
= g q ’
4, =" (_~_ Sfdu _2 Sfdu_s fiu
k=0 uy n)Y 7 B k=0

ey RER, k< h ay 4y
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Pour que A, soit nonnégative, il doit que
b— by —
Tl AT R > 0,k=0,1,..., m—1,
% ny
c’est-a-dire :
mb —a b() — Qg

> _l__-.._*_bm—.l—-am—1
n Ny L —

donc m > 1. Puisque 1’ échantillon est stratifié on a m > 1, et par con-
séquent 4, > 0.

Puis de 1a relation (3) on a Lo et 4 2 dev1ent
. By ”lk
b 2 oy by -
Az_zm"l"—l“” \ fau ] -2 2 { san | rau
n =
. \% ] k0<h . . %
ou . :
. A 2 1 ~: by
m— 1 + 1— =
PIS SEEIESELY (O ( s 1a
2 ; ffd kgon»ﬂl fus.fu
. ke k<h a,
parce que 0<l<1k—0 ...,m—7,
Par conséquent
by . bk
1§ (7 | o — 5= (am)| = L. 2’1 (Sfdu)
A< n khEo Vlkj Vi J pr
O KER a, ay, : -A ap,

donc D3I, — D*I, > 0, et le théoréme est de’montré.

' n . . . ’
Dans le cas #, = —, les intervalles partiels../, sont aussi égaux, de

longueur 7 et chacun contient le méme nombre de valeurs d’échantillon,.
on a

m~1 % % m—1 o . b 2
| d) _Z S du  fau— L an — d) 0
4s h=20 7 Sfu 1_zkh2=o fMSf% ”h,k2=o(sf% an > ,
e ar ay kFER b ay.

et le théoréme reste valable.

2. La méthode des variables antlthethues. Par un changement de
variable, l'intégrale (1) devient:
. .
I=(b-a)Sf[a+(b—a)v]dv. 6

0
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1, estimateur correspondant A cette intégrale (5), obtenu par la méthode

Monte Carlo primitive, sera: I; = b—n > fla + (b — a) E]], ou
n it =1

4=1, ..., n, sont des variables aléatoires uniformes sur [0,1].
En passant 4 ’échantillon stratifié, on considére la division A: «y =0,
Oy,..., 0, =1, et on a pour lintégrale (5), 'estimation
"o — o : _ -
=2 Ef[a,_mL (2 — a,_x) =] ®)
ot {x"} k=1 ..., n;, j=1,..., m, sont des échantil‘ons de volume
N effectues sur des variables aleat01res indépendantes £, 4= 1, ..., m,
uniformes. sur [0,1], et Zn; = . On note que: (6) est une estimation non-
‘biaisée de I. N

La méthode antithétique variée [3] utilise l'estlmateur correspondant
4 (6) pour 'augmentation de l'efficacité, en diminuant la variance par le
.choix convenable, soit des quelques ‘variablés aléatoires &; corrélées, soit en
-déterminant dans une corrélation donnée, certaines conditions relativement
aux variables £}, telles que la correlatmn soit négative.

1. Supposous que entre &, j=1, ..., m, on a la relation & =1—
— &, 1=2, ..., m, & étant une Varlable aleat01re aussi. unlforme sur
10,11.

Dans ce cas l’estimation (6) devient:

" nieo
=2 ;_;ffaf~hxk - Ef to 4 i),
ot hj = oy — otj_1.

THAORBME 2. Sila division A est telle que f(x) est monotone, nondécrots-
sante x*, dérivable et f'(x) # O pour tout x <[oj_y, o], j-= 1,..., m, et st

1 (878 — mym,) < 0,

7
J

o 82 % 6St l’extremwte supérieuve de I'intervalle a; % _[ s ;i]'obtenue de dip=
= [SJk, Jk] = [f,_l,f,] N [fie1, fi] avec la notatwn fi = flay), et m; = min
{fi-1, i 7=1, , m, alors Uestimation I, est plus efficace que l’estzmatzon
I; cowespondamte @ lechzmtzllon stratifié (donne par (0)).

* Cette propriété de nondécroissance de f n’est pas proprement dit nécessaire, car sur
Tintervalle ot f est décroissante on prend pour fonction d’intégration y = — f(#), et puis on
revient 4 la valeur initiale d’intégrale en changeant le signe.
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Démonstration. Pour que Vestimation I, soit plus efficace que IJ,
il faut avou '

DI, < DI
Ta variance de I; est

D, =_i—’2 2 — i&;) + h‘sz(aoJrhﬁl)Jf

=27
+2 g; Gl — Iy%a) flag — hyfo) -+

2 mC flog — TE) flme + M),

Dans le calcul de D?*f(a; — h;E;) intervient la densité de probabilité

de variable aléatoire ¢; = f(v;), wj = oaj — %;£;, olt n; est une variable
aléatoire uniforme sur [«j_,, @;]. En conformlte de [1], cette densité de

probabilité sera :

1
pi(y) = { wmroon ¥ SWi-v Sl
. 0 ’ yE [fi—l) f; .

Alors
2 L2 /. /] 2
LD (g — byt = 24§ wieslu) du—'( { weitwan| t >0,
(]
fi—1 fi—

et aussi pour D*f(a, + £,&,).

La corrélation 'Cj, = Mk, C f(oy — ki) (e, — k) sera

Cin = hily,[Mf(o; — hiEy) floy — 1y Eq) — Mf(o; — h;&y) - Mf(oe, — 1, &)]
La densité de probabilité de variable aléatoire f (v;) f(n,) est d’aprés [1]:
d
o1, = oan() = § ps(s )pk( )ﬁ
' ' )

ol G, = [8jr, 8] = [fiZ1, i1 N [fee1, fi), avec la condition x # 0 sur dj,.
On remarque que p;,(#) est nulle pour u & dj.

Par conséquent

A ‘ A N '
Civ = ity | wop(u) du — (hfS wej(u) du)(h | weutw du) ®)

2

djk fi—1
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En appliquant 3 la prémiéré intégrale de (8), la formule de moyenne
du calcul intégral, puisque la fonction pu(#) > 0 pour u=di, et u est
bornée sur @7, on a:

ity wen(u) du = Tyl Qi 0T, < Opp < B2 et S onlw) du = 1.

ik’
& 4
. ff
Analoguement, %; S upj(u) du = hjw;, olt m; < @; < M;, m;, M; étant res—
fje1
7
. i
pectivement min [f;_y, f;j], max [f;_,, f;], et S pi(#)duw = 1. Donc, ik
fi—1

résulte
Cir = hily(Qin — oj00,).

m
Pour que D2I, < DI}, il faut avoir 3> ¢ip < 0, (car tous les autres

3» k=1
TR
termes de D2I, et D2I;, sont égaux), c’est-a-dire:
B Liud .
|3 @ — o) <o. ©
. J’j#:—k . . .
Et parce que )
L "P\ ”
35 Qi — i) < 20 (8ik — mymy),
§, E=1 i, k=1
JFER Ek

il résulte que pour que Vefficacité de I, soit plus grande que celle de I
il faut avoir:

E (s;kz - mjmk) <o
k=1
JFE i
et le ‘théoréme est démontré.
Si la fonction f de (5) est monotone sur I'intervalle d’intégration, alors
pjp =0 pour tout j,k=1,..., m,j# k, et la condition (7) devient =
w K B

> mj, > 0. Donc on a: o
j:_k=1 ’
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* THEOREME 3. Si'la fonction f de (5) est monotone suy I'intervalle d'intégra-
tion, dérivable et avec.la dérivation f'(x) # o pour tout x =[o;_, a;l,j=1,...,m
<t st

Do mm,>0, )

o my; = min [ ﬂ_l, f;), alors Uestimation I, est plus efficace que I}

Dans ce cas on peut déterminer la division A telle que la cond1t1on (10)
soit accomplie.

2 Lecas £ =a +b&, j=2,...,m, a,b des constantes réelles quel-

conques, et &, #ne variable aléatoire uniforme sur | — %, 1;“] , se traite
analoguement & celui du point 7, le théoréme 2 reste valable.
3. Le cas ot les variables £} =§&, 7=17,...,m, & uniforme sur

[0,7], 1a corrélation Cy = 0,7 # &, j, k= 7 ., m, et donc D, = D2I,
¢’est 4 dire les deux estimations ont la méme efﬁcacﬂ:é

Remarque. 11 résulte des théorémes 1 et 2, dans les conditions du théore-
me 2, D3I, < D?®I; < D?I;, et par conséquent l'estimateur I3 de la mé-
thode antithétique variée, est plus efficace que celui correspondant & 1’échan-
tillon stratifié et a la méthode Monte Carlo primitive.

(Manuscrit regu le 25 janvier 1972)
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ASUPRA EFICIENTEI UNOR PROCEDEE MONTE CARLO DE SELECTIE
STRATIFICATA PENTRU CALCULUL INTEGRALELOR

(Rezumat) .
Lucrarea stabileste conditii pentru mirirea eficientei metodei de selectie stratificatd [2]

si antitetic variatd [3], comparat1v cu metoda Monte Carlo primitivd; precum §i mirirea efi-
cientei metodei antitetic variati, fatd de metoda de selectie stratificati.
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OB 39¢®EKTHBHOCTH HEKOTOPBIX METOJIOB MOHTE KAPJIO OTHOCHUTEJIBHO
CTPATUOUIIMIPOBAHHON CEJIEKLIHH AJisl BhIMUC/IEHHSI MHTETPAJIOB =

(PeswomMme)

B pa6ore ycranOBMeHH YCJAOBHS JJsi NOBHINEHHsI 3(PeKTHBHOCTH MeTOZa CTpaTHQHLH-
POB3HHOH M aHTHTETHYECKH Pa3HooGpaskoil cedexunt [2], [3], no cpaBuenmio ¢ TIPHMHTHBHEIM
MetofioM Monte Kapio, a Takxe jist HOBHIIeHHS 3(eKTHBHOCTH AHTHTETHUECKH pasnoobpa-
3HOTO MeTOJa INO OTHOIIEHHI0 K METOAY CTPaTHQHUMPOBAHHON CeJeKIHH.



ASUPRA REZOLVARII ECUATIILOREOPERA’;‘IONALE NELINIARE
PRINTR-O METODA ANALOGA CU A HIPERBOLELOR TANGENTE

S. GROZE

1. Studiul problemei rezolvirii unei ecuatu operatlonale folosind pnn-

cipiul majorantei [1], cu ajutorul metodei hiperbolelor tangente carac-
terizatd de algoritmul

Xpp1 = %, — I‘n [I - %’ FnP”(xn) PnP(xn)]—‘lP(xn)

unde I', = [P’(x)]~?, iar I operatorul identic al spatiului, a fost ficut

de citre R. A. Safiev [2], presupunind existenta derivatelor de t1p
Fréchet pind la ordinul trei.

. B. Jank¢6 [3] aplicd aceastd metodd, imbunitidtind conditiile date
in [2] prin renunfarea la existenta derivatelor de tip Fréchet de ordinul III.

In lucrarea de fati se reia studiul amintit, inlocuind derivatele in sens
Fréchet cu diferente divizate ale operatorilor, notiune mult mai largi decit
cea de derivatd in sens Fréchet.

2. Fie ecuatia operationald : o
P(x) = 6 (1)

unde P(x) este un operator continuu neliniar definit in spatiul supermetric
[4] complet X si cu valori in el insugi, 0 fiind elementul nul al spatiului.

Pentru rezolvarea ecuatiei (1) vom utiliza, algoritmul [5]

Fus = G — AU — Papy iy Au i P(%, ) A12P(5)  (2)

unde A,=[P, , 17! cunoscut sub denumirea de ,,metoda analogi me-
todei hiperbolei tangente’’.

Concomitent cu ecuatia operafionald (1) considerim ecuatia reald ma-
jorantd

Qz) =0 (1)
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-unde Q (2) este o funcfie monotond, definitd pe intervalul I. Acestei ecuatii

41 asociem algoritmul .
Qz,,_l,z,,_.zg(zn)

Qz,,.xﬂ..l'gz”'_p Zp—2 Qx,,- By —1"%3,—2 ° Qlzn)

Zap1 = 2y — (2')
folosind aceeagi notatie pentru diferenfele divizate ale functiei Q(z)
;51 pentru operatori.

Demonstrim atunci urmitoarea

_ TEOREMA Dacd  pentru  aproximatiile inifiale %o, . %, , %, vespectiv
Hg & 1, Zy, “avem satzsfacute conditiile : T

- . \

1°, Emsta A = — [P ) (2)] -1 §1| Px, x(A) = —~—1 <B pentru

Qa,,@
z Ix
wrice x0€ S, 4 =1, 2, S fiind definitd prin inegalitatea o (x—x0) <2 —zo C I
st avem o (%,—%) < 2o — %, t=—1,—2

2. ox(P(%)) < QMa)y 1= 0,— 7,—2
3°. px:, x (Psv), 3, #9) < Q:), 5(2), 53) '
pxx, x(Pan), #9), 20, 40) < Qsv), ), ), ;0, 29 = S, 20 e T

4°. Qu), sl2). sz ) > Q:), 50, 0. @ (=)
catunci ecuagfm (7 admite o solufie x*, limita §zrulm dat de (2), avind loc de-
dimitarea . : .,

' px(x*—_ ) <ztr—z,n=12,... = ' 3)

,z* ﬂmd solutm écuattez (1'). '

Demonstmtw Aridtim pentru inceput ci §1ru1 { ,} dat de alcontmul
{2") converge citre z*¥, solutia ecuatiei (1'). :
Presupunind z_, 2z, < 2, $inind seama de algoritmul ( ') side condi-
#iile teoremei, deducem z; > z,. Folosind inductia, rezultd ci sirul {z,} este
:monoton crescidtor. Si aritim ci este mirginit superior de soluj:la ecua-

Hei (D).

Cons1deram functia “auxiliard A o
E(z) = 2—2Q(z) —vQ(2)(z — 2,) - (4)
251 v urmind si fie determinati in mod convenabil. -
Se observi cid dacd z* este o solutie a ecuatiei (1’), atunci F(z*) = z*.
- Punind conditia ca F,, z,_, = 0 §i Fr,, 2,4, z,_, = O se obtine
A=H1. QFn—v Iy V= — H—. Q’m Zn—1) Ip—g (5)
ande ' '
o H :’Q‘m fp—y - Q In—1s Fn—g Q‘m Zn—1 *p—gps Q (zn-l) .
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Tinind seama de expresiile lui A si v se arati ugor ci .
- Fz,) = 2440 '_ (6

In conditiile teoremei avem H > 0 si deci A <0, v<0 gi se arati
ca Fz”, Zy—1y  Zpegy Iy = 0.
Considerind relatia

F(Z) = F(zn) + an, in—1 (Z - Z”) + Fzm'n—v n—g (z - Z”) (Z - Zn—x) +

+ Fzm n—1> In—g» (Z - 2’,,) (Z - zn-—l) (Z - zn—a)' (7)
finind seama de (6) si de faptul ci F (z*) = z*, deducem
z* = Zut1 + an, In—1 In—p Hio3 (Z* - zn) (Z* - Zn—l) (2’* - zn—a)' - (8)

" Deoarece Fiy, 1,_,, 5.y, 55, > 0, folosind inductia, din (8) se deduce

£
2*—z,, >0

deci girul (2') este mirginit superior de citre z*. Si aritim cd limita lui
este chiar z*. Pentru aceasta trecem la limitd in (2'). Daci aveni z = limz,,

fi— 0
atunci rezultd Q(z) =0 si cum ecuafia (1) "admite pe 2* ca singurd ri-
dicind, rezulti 2z* — 2.

Demonstrim in continuare ci elementul x, calculat cu ajutorul algorit-
mului (2) apartine sferei S. ' ‘
g ovem 3 — o= — Ag [ — Pey sy 5y 500 Ay Plry) Aol Pso),
lar in baza conditiilor teoremei rezulti py(x,'— %5) <2, — zp < 2' — 2,
deci x, = S. : 4

Ardtim ci trecind de la elementele %y, ¥_;, ¥_, la %y, %9, %¥_, condifia
2° din enunful teoremei este verificats. '

Considerim operatorul ‘

P()) = P(xy) + Py, s 1 (51 — 20)hPay 2oy i(ma—100) (5 — 5_1)+
+ P"‘n’ Foi1s Xgy %y (x.l - xo) (xl - x—l) (xl - x—_2)
care in baza conditiilor teoremei, conduce la pyu(P(x,)) < Q(z1).

Indeplinirea conditiilor 1°, 3° si 4° rezultd din faptul ci x, = S.
Folosind inducfia deducem c# pentru orice x,, avem

Cex(P(x) < Qfz) ~ )

SLA o M
%, €5 deoarece tinind seama ci pu(%, — %,_) < z, —z,_, avem

n n—
’ .
PX(xnv_x0)<zn'_—zo < 2 — 2.

Putem stabili inegalitatea py(%, 5 — %,) < 2,,p — 2, de unde se deduce,
in baza rezultatelor obfinute privitor la sirul {z,} cd {x,} adniite o singurd
Hmitd x*, pentru care avem pyu(x* — %,) < 2* — 2, deci relatia (3).

4 — Mathematica-Mechanica 2/1973
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Rimine si aritim ci x* este o solufie a ecuatiei operafionale consi-
derate. Pentru aceasta, din (9), in baza continuititii Iui P(x) si Q(z), se
deduce py(P(x*)) < Q(z*) =0 si deci P (x%) =0.

Teorema este astfel complet demonstrata.

(Intrat in redactie la 10 ociombrie 1971y
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O PEMIEHWH HEJMHEVHBIX ONNEPATOPHbBIX VPABHEHI/IPI ITPH TIIOMO-
1K METOZA, AHAJIOTUUHOIO C METOJIOM KACATEJIbHBIX I'MITEPBOJI

(PesoMe)

ABTOp Mayuall BOIIPOC peLIEHHs] HEKOTOPOTO HeJHHEHHOro OonepaTopHOro YpaBHEHHS,
HCIOAB3Ysl MPHHIMN Maxopants [1] npu momomu anropuTMa [2]. B orTinuMe oT npoBeACHHOT®
P. A. CadbHeBHM HCCIENOBAaHHSA, B KOTOPOM NpPeANOAraeTCs CylleCTBOBAaHHe NPOH3BOAHBIX
Tuna ®peme 10 Tperbero mopsAaxa [2], a Takke B OTIHYHe OT HCCAEHOBAHUSA, NPOBEJEHHOIC
B. SHko [3], B Bacrosumedi pa6ote 3aMEeHSAIOTCS MPOMSBORHEE THNA Ppemte pasfielleHHbME
PasHOCTSIMH ONEPATOPOB — NOHsTHe, GoJiee MHPOKOE, UeM NOHsTHe TPOH3BOLHOH DpeLue.

SUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPERATIONELLES NON-LINEAIRES PAR
UNE METHODE ANALOGUE A CELLE DES HYPERBOLES TANGENTES

(Résumé)

Le ‘#travail traite du probléme de la résolution d'une équation opérationeile non-lin€aire
utilisant le principe de la majorante [1], 4 I'aide de I'algorithme (2). A la différence de l'étude
entreprise par R. A. Safiev, ol 'on suppose I'existence des dérivées de type Fréchet jus-
qu’au troisiéme ordre [2] et par B. J a nké [3], le présent travail remplace les dérivées de type
Fréchet par les différences divisées des opérateurs, notion beaucoup plus large que celle de
dérivée - Fréchet. ' : ’ . :



SUR UNE FORMULE DE DERIVATION NUMERIQUE

PARASCHIVA PAVEL

1. Cette note a comme point de départ la formule de dérivation numé-
rique

J() = 2f(%;) + f (%) = f" (%)) + R (1)

olt les noeuds #;, ¥, %, sont en progression arithmétique dont la raison
est 4. ‘

Nous allons étudier la formule de dérivation numérique

n—1
A3 flx) = 3 Aif(w) + R @
oir feC"*1 [x,,%,] et lesnoeuds x,;, %, ..., %, sont en progression arithmé-
tique avec la raison 4.

La formule de dérivation numérique (2) est une extension de la for-
mule de dérivation numeérique étudiée par D. V. Ionescu [1].

2* En suivant la méthode du travail [1], nous attachons aux inter-

valles [x;, %,], [%s, %3),. .., [%4_1, %,] les fonctions ©1, P2, - - -, Pu—1 SOlutions
des equations differentielles
(1) =1 ¢'(®) = — Cha, ..o, oii(n) = (1P C2ZE ()

satisfaisant ‘aux. conditions aux limites
o) =17r=01,...n —2,n—1 _
<p§;') (%) = <p§e')_1(xk) r=01...,2—3n—1;k=23,....n— 1 (4)
o%,) =0,7=01, ..., 0—2,n—1

Dans ces conditions, nous avons
§ o+ () fin) ax = 05 (ot (0 fm) ax =0,... { o (a) f(a) =(5<;
= *2 Zn—1
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et en appliquant la formule généralisée d’intégration par parties nous
pouvons- écrire

o) () f(2) — 9IS (1) +- . + (= 1) oa() fO(2) 15 =

= (=1 { ga() f+0(x) dx.

*1

[o(®) f(x) — @ =HAF (%) + -« + (=1 ea@)f () ]z =
=(—JVS¢A@fW“K@dx , . (6)

23

[o{ (%) f(%) — @& 0(%) f'(%) + .+« 4 (—1)" @aa(®) [N 2, =

xn
= (=" [ (0 f(#) dx
. Ay—1
En ajoutant membre 4 membre ces équations, et en tenant compte des équa-

tions différentielles (4)-et des conditions aux limites (5) nous obtenouns la
formule de dérivation numérique (2) avec.

Ay = (=1)" [0 ~2(x;) — @~ (%2)]
Ay = (—1)" [0~ (xg) — @ A(w)] @)

et 4
R={omfomma ®

oit 1a fonction ¢(#) coincide sur lesintervalles [%;, %], [#2,%5] . .., [#n—1, %,]
avec les fonctions ¢3(%) @o%), ..., @s_1(%)- '
3. L’ existence de la formule de dérivation numérique (2) dépend.de
T’existence de la solution du probléme: (4)—(5). :
Les solutions d’équations différentielles avec les conditions aux limi-
tes (5) sont

n—1 . ” n—1 n—2

, i1 i E— ) ( — )

oi(x) = 5 (=17 Gl ——F + B A —— ©)
=1 . n! =z @ (-2 _

i =12...1—1

' . {u si >0
¥+=10 si u<0
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Yicrivant que la fonction ¢,_;(x) donnée par la derniére formule (9) satisfait
aux conditions aux limites (5) du point x,, nous avons les équations suivantes

Ay +2a +...+ 7\;,—14=O

MB—2 +Am—38) ...+ 51=0

Mo — 2" Ny — B . AP =0 - (10)

At —2)" 2 b Ry — )P 2. A, 1" = —(n — 3) 12

MM;W?+MMQW?+HAJLM?=—Q%MW.H
pour -déterminer A,, Ag, ..., A,_y.

Le systéme d’équations (10) est compatible, puisque son déter-
minant caractéristique est zéro.

4. La solution des équations (10) est donnée par les formules
= (=1FCEWE R=2,8 ... n—1
et d’aprés les formules (7) et (9) nous avons -
Ay = (=1)r+s-1Co 252, B =23, ..., n—1 " (11)
d’ot1 1l résulte que la formule de dérivation ﬁumériqﬁe (2) prend la forme

X,

Av=ifl) = 3 (1P Cf () + {0l o (2)
" ? 3 [

5. THEOREME 1. La dérivée o»~3(x) a n—3 zéros dans Uintervalle (x,, x,).

La dérivée ¢*-3(x) de la fonction ¢;(x) s'écritsous la forme

or=I(x) = (—1)i-1 2= 3)(716(—]'? o C=D fn — 2)(x — ) —
=3 —DE—%P+3(0—1) (x—x)— (G — 1}
On voit facilement que la fonction ¢¥~3(x) a un seul zéro dans l'in-
tervalle (x;, #;,,), pour §=2,8, ..., 2 — 2. qe.d.
Observation. Les fonctions '

’ oa(v) = 8
n:

et
gal) = (— 1) =2
ni

sont positives dans l'intervalle (x;, %,) respectivement (%,_,, %,)
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THROREME 2. La fonciion ¢(x) est positive dans lintervalle (x,, x,).

Pour cela nous démontrerons que la fonction o(x) n'a qu'un seul ex-
tremum dans l'intervalle (x,, x,).

Nous supposons que la dérivée ¢’(x) ait trois zéros dans l'intervalle
(%1, #,). En appliquant successivement le théoréme de Rolle aux fonctions
o’'(%), 9"'(x), ..., ¢"~3(x), et tenant compte des conditions aux limites (5)
aux points x, et x,, on arrive 4 la conclusion que ¢*—¥ doit avoir » — 1
zéros dans l'intervalle (x,, %,), ce qui est impossible, d’aprés le théoréme 1.

Donc la fonction ¢ (x).a un-seul extremum dans 1’1nterva11e (%1, %,) ;
elle est positive dans l'intervalle (x;, %,).

( Manvscrit regu be 1b décembre 1972)
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ASUPRA UNEI FORMULE DE DERIVARE NUMERICA

(Rezumat)

In aceastii mnotd, autornl generalizeazi formulele de derivare numerici date de D. V.
Ionescu [1], studiind cu metoda functiei formulele de derivare numetici

n—1

A flam) = 3 Aif(%) + R

=2
in care coeficientii 4; sint dati de formulele (11), iar restul este pus sub formd de mtegrala. de-
finitd

I”

R= S o(x) F V() d

%

demonstrind ci funcfia ¢ este pozitivd in intervalul (x;, #y).



SUR UNE FORMULE DE DERIVATION NUMERIQUE 55

OB OOHOM $OPMYJIE UYHMCIIEHHOTO AP PEPEHIHPOBAHHUS
. (PesomMme)

ABTop pafoTh ofofmaer GopMyan uHcaeHHoro Auddepenunposanns, xanusle . B.
Uonecky [1], usyyass MeromoM bynkumu ¢ ¢opMyJsl UHCJAEeHHOTO AubdepenunpoBaHus

n—1
APLf(x) =3 Aif"(%i) + R,

t=2

rae Ko3pduumentn A; paus dopMynamu (11), a ocratox M3o6paikeHd B BHJe ONpPeREIECHHOrO
@HTerpana

Pn

R= S o(%) fPH0(x) dx.

JFjoxasuBaetcs, 4To QYHKIMSA @ TBAAETCS NMOMONKHTENLHON B HHTEPBANE (%, Xy))-



CONSTRUIREA UNEI NOI CLASE DE OPERATORI LINIART
POZITIVI PENTRU APROXIMAREA FUNCTIILOR DE DOUA
VARIABILE : 2

FELICIA STANCU

In aceasti lucrare se construieste o noud clasi-de operatori liniar®
pozitivi, de tip polinomial, care depind de un parametru nenegativ ¢, de~
finifi pe mulfimea functiilor de doui variabile, continue pe un domeniu
triunghiular. Acesti operatori au proprietiti de aproximare uniformi a
functiilor similare cu operatorii de tip Bernstein corespunzitori urnui do-
meniu triunghiular, la care de altfel se reduc in cazul particular cind pa-
rametrul o = 0. Rezultatele din aceastd lucrare reprezinti o extindere la
doud variabile, in .alt sens decit cea dati in lucrarea moastri.recenti [103,
a unor rezultate din lucrarea [9].

1. Se stie [2] cd existd un polinom unic, P,, de grad global m, care
coincide cu o functie dati g pe un sistem de noduri din plan ¢, z) (6 = O,m
J =0, m — 1), care formeazi o refea triunghiulari. Acest polinom. se poate
exprima cu ajutorul diferentelor divizate bidimensionalé conform formuled

m moi by By o e
P,(g;t, 2) =2 35 (i—td).. -(t—f;—l)(z—zo)---(Z—Zj_z)[ - f;g]'
=0 j=0 20, %1y + 0oy 3
Sa alegem drept functie g un polinom in douX variabile ¢ si 2z, de grad
global , ai cirei coeficienfi pot depinde de un parametru real «, care la
rindul sdu poate depinde doar de numirul natural . Coordonatele noduti-
lor vom presupune cisint: ;= x + ix, z; = y + jo, (%,9) fiind un punct
oarecare, dat, din plan. Folosind puterea factoriali |

W B = —h) ... (06— (n—1) k), ul®" =1 (u+0),.
polinomul respectiv, pe care il notim ¢ seva putea reprezenta, in confor-
mitate cu formula precedenti, in felul urmitor

m m—i i <a> (2’ y)
)

%, f, o A x Pm
o (t2) =2 2 (t—2) P (z—y) ) mlm T,

i=0 j=0 il 5l o't

@
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deoarece restul in formula de interpolare g (¢,2) = P,(g; ,2) + R,,(g:4,2) se
poate exprima [2] ca o combinafie liniard de diferente divizate de ordinul
am + 1 si In cazul considerat aici ele vor fi nule deoarece g = @5 are gra-

«dul global 7. In reprezentarea (1) am finut.seama de formula care exprima
{o.diferentd divizati avind coordonatele nodurilor echidistante cu ajutorul
diferentelor finite, adici

[a, a+h,...,a+rh. ]

A7S, & (@.b)
b bk ... b+sk 8|7 ’

ris! RS

-unde
Ajgtat)= B Biglat) = 23 3% (0[] (Jete+ 7= i b+ 5= h)
v=0 p=0 v

-operatorii diferentelor finite A gi A actionind in raport cu prima, respectiv
«<u a doua, variabili de care depinde functia g.
Daci alegem ¢ = z = 0 atunci obfinem

m  m—i

q);:b (0 0) — (== lhar) {— ) Uil

£ o <>
T Aa,a. cf’mcz (x; g)-

iljla

-
1
=3
-
i
o

Avind in vedere ci:
(_x)[-',aj = (— 1) g—a), (— y)liel = (—1)f yli=a),
daci presupunem cd ¢®(0,0) % 0, putem scrie identitatea
W 2 ;0 (—1* x—[“—:],"—sT,d Adeon? (1.y) = 1.
2. In continuare vom asocia fiecdrei funcfii f, definitd pe triunghiul
T={mv)u=>0020ut+tv<1}

operatorul liniar L,”, dépiz’iiind de parametruly«, definit prin formula

(L f) (% 9) = o (@)
S Ly I N oo (1 4) - (s )
o (0,0) =4 /=4 PPTIVE (#,9) - A(®msr Ymi)s

unde (Zps Ymj) € TG j=0mm=1,12,...).

Inipoteza ci « > 0 si ci ¢ satisface condifiile: ¢(0,0) > O,
{—1)+5 AM, 05 (x,9) > 0, oricare este (%,%) T si oricare este numirul
natural m, iari = Om, § =0, m — 4, se constatd ci ( ) m—y reprezintd
un gir de operatori liniari polinomiali pozitivi. Se observd cd avem
(L7 ) (0.0) = f(%mo, Ymo)-
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Este evident cd in cazul « > 0 putem scrie

L) (v 5) =

1 m m—i x ¥ 0 . . '
— e > (— )( ) A, 95 (5,3) - (s I )

m =0 =0
J

s,

i
unde am folosit notafia binecunoscuti pentru coeficienfii binomiali ge-

neralizati : (ZJ Y= k41 , v fiind un numir real, iar kun

k!
intreg nenegativ.

Operatorii definiti la (2) pot fi utili in probleme de aproximare poli-
nomiald uniformi a functiilor f continue pe triunghiul 7.
Exemplu. Presupunind ci x,; = ifm, y,,; = jlm, dar

O (®3) = (L — % — )l = (1 — & — p)fm=l = (1—5—y) (I— 5 — y +
+a)... l—x—y +m — 1a), 3)
daci se aplicd formula cunoscuti din teoria diferentelor

AS o) B i il

)

atunci pentru diferenta de ordinul 4, cu pasul «, in raport cu prima varia-
bild se obtine :

<a>

Baoi® () = (—1)" Bi=(x + y — )™ =(—1fatmP (1 —x— )= =,
-Aplicind apoi operatorul A in raport cu cea de a-doua variabils, obfinem
<a> i

Ai’,joc P (2, y) = (__l)i+]' o gt ll(m _ ,l:)[!'.ll(l —x _y) [m—i-j,—a':] .

In felul acesta ajungem la operatorul L,” definit de egalitatea

(LS 1) (5.9) = @
_= i ,'mzjo m) m—i) gl y[j,—a] (1 —x _y)[m—i—i.—a[ f i l.
$=0 =— (z ( J ) 1im=al . (m ’ M),

introdus si studiat anterior in lucririle {71, [8].

Se observi ci pentru « = 0 obfinem operatorul lui Bernstein pentru
doud variabile si domeniul triunghiular T

Baf) (59) = 35 5 (%) ("7 )y = ey (5 1)

1=0 j= 7

J
considerat anterior in lucririle [31, [4], [5], [6].
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Fie ¢,, = 9. Deoarece

AY o5 (x, y)

lim e ('rJ) (%, ),

a—=0

unde

o0
(£:9) = =
o7 (59) = (ax,%( y))

se observi ci in baza lui (2) se ajunge la operatorul L,, definit de egalitatea

—1

£

(— l)'ﬂ xt -'V’ @l J)(x ¥) « f(%Xm,is ym,i))'-;

[\js

Lnf) (% 9) =

,,,(0 O) +

I

=
L%

o

Daci se fac aici particularizirile

-mx, = (1 — x— m,xmi—_-—i—*_ﬂ,; m':j+p”
Pul® 9) = ( I i = Imi =

)

unde 0P’ <y, 0=B"<¥", se ajunge la urmitoarea generalizare a
operatorului lui Bernstein pentru doud variabile :

(Baf) (5,35 B, ¥ B, ¥") =
“REC) ) s )

m+y m+ty

_ Pentru ¢,,(0,0) = 1 §i %p; = i/m, Ym; = j/m se obtine un operator poli-
nominal care constituie o generalizare a operatorului - lui Baskakov dat
pentru o singurd variabili in lucrarea [1].

3. In continuare ne va fi utila
Lema 1. Diferenta bidimensionald A, _o, cu punctul de plecare (x, y)

eT,a lui L3P f, care foloseste nodurile (—— , 1) unde § = 0, m, j=0,m —
m w

se poate reprezemta conform formules

A2 o L7 f) (%,9) =
(—1)fFs  mgr moy—s [v,—al ;{u, —al

— viuw ¥ 7 YT T A 7,5 T <a> .
e 00 4 ;; =1 vlptet Ade(AZa e (%.7))

. AT, 1 £(0, 0).

mom



O NOUA CLASA DE OPERATORI LINIARI POZITIVI 61

Demonstratie. In baza unui rezultat stabilit in [9] putem scrie
B[S W R () (2 2] =
§=0 m m
=$ T
=(—=1y 2 ( Be(B o o7 (%, 9) Aif(i, 0)-
=0 m m
“Tinind seama de acest rezultat §i de formula (2), prin aplicarea operatorului
A’ obtinem
7,8 <> _ (= 1)'+ ? v (v —el
Ag—a (Lm f) (x,9) = 25 (0, 0) (=1 T
ki [uv —a] Y Tor S5y S5s o ATAS
EO (=" SR (AR (R i (%, 9)) A{ A; £(0,0) =
= . m m
(_ 1)r+s m—r m—y— vt x[v —a] [u —a] v, <a> -,,s
o<*® (0, 0) VZ;;) l; ( 1 . lay-*-y. AGZ(A—-OC —a Pm (x y) Elf' _l_mf(0,0)

Bazati pe Lema 1 vom putea da o reprezentare a lui L,” f cu ajutorul
diferentelor functiei f.

TroreEMA 1. In cazul nodurilor [i , i), unde i =0, m, § = 0, m:— 1,
m m
are loc reprezemiarea

(L2 f) (xy) =

< lh—al yli—al . .
qJ<tZ)(0 0)§J=0x1! 'u (A-'—]a,—a <>(0 O) Al 1 f(O;O);

mwm

oricare este (x,y). € T.

Demonstratie. Pe baza formulei de interpolare a lui Biermann cores-
punzitoare polinomului L.* f si nodurilor (—ia

, —Ja), unde ¢ =0, m,
§=0, m — ¢, avem .
" wd 10, — o ..., — ia
L‘” %, — Llh—al [J —al [ ’ ’ ’ L<a> ],
( f) y) g;o 0 — o ..., —ga’ f .
4ntrucit restul corespunzitor este identic nul.

Cum nsi
0, —«, ..., —ia

<a> =" 1 i <a>
0, —a, ... —joc’L'"f A% —(Ln" £)(0, 0),

iljla 24§
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putem Scrie dezvoltarea

m m—i 4, —a), [7, —o}

o; _’,V ) o,
(L F) (, ) 22(_1)1+] S AL 10,0,

Dacd in formula (5) punem 7 =4, s = j, ¥ = y = 0, obtinem
i i (—1)i+s i Y
B AL )(0, 0) = WA—Q, —®u (0, 0) . A} Y 0)
deoarece va fi diferit de zero numai termenul corespunzétor luiv=p=0.
Prin inlocuirea acestui rezultat in egalitatea anterioari se obfine reprezen~
tarea (6) pe care ne-am propus s-o demonstrim.

4. Fie ¢ j(x, y) = 97 (0=<4+j=<?2), oricare este (x, y) < T. In
vederea stabilirii unei teoreme de convergenti pentru sirul de operatori
(L37) este util si se calculeze (L,”f)(%, ) in cazurile c1nd f=e;0<i+
+i=2).

Folosind reprezentarea (6) se giseste imediat ci avem

<> <> Z‘“(P;‘a)(o 0
(Lm_ <P0,0)(’5; y) == 1; (Lm 81’0)(96, y) =X <a> (0,0 ° (Lm €o 1)(x y)

K <¢)(0 0)

—am

wm e (0, 0)

(L e20) (3, 9) =

A > (0,0) A% gl@>
= x — “Pm ( + x(x + ) — “Pn ( )

wm? g (0,0) w2 ® (0,0) ’

(Lf,,‘%l,l) (%, 3) =

AL _a @ (0,0)

= X
a2m2e ™ (0,0)

B, o5 (0,0) A2 S (0, 0)
a2 q)r(na) (0,0) + y(y + O().

(L 50:2) () = o*me,” (0,0)
Putem acum .enunta

TrEOREMA 2: S& presupunem-cd jmmmetml nenegatw o depinde de -m in
asa fel incit « = «,, — 0 cind m — 00 5t cd oricare este numdrul natural -we
polmoamele pl® satzsfac pe triunghiul T wrmdtoarele cerinfe

on” (0,0) > 0, (—1)"7 AY 0 (2,9) =0 (2 = O,m : 7 =0,m — 1),

fim Azt OOy, Blae® 0.0
Mmoo & W tp<a> (0,0} Moo O M <a> (0,0) ;
W P )
A2 <a> : 1,1 <a> =g <>
i Mratn” Q0 AV e 00 . B e 00)

m—w w2 (0,0) mooo  ofmier (0,0) mooo  aZmip % (0,0)
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In aceste conditii ovicare ar fi functia f, continud pe T, sirul polinoamelor
. . i e e .
2 f, covespumadioare nodurilor |—, i) (0=0,mj7=0 m—21), converge
" m
uniform la f pe T.

Demonstratie. Dacd tinem seama de expresiile explicite date mai sus.

pentru L;* e; (0,17 + j=2), in ipotezelein care ne-am plasat avem uni-

form pe T: lim Ly ¢j=1¢e; (044 7=<2).
m— 0 R .

Apelind la criteriul lui Bohman-Korovkin de uniform convergenti a.
unui sir de operatori liniari pozitivi, pentru doui variabile, se poate trage
concluzia ci oricare este feC(T) avem uniform pe T: lim Ly f=f.

Mm—» O

Exemplu. In cazul special de la (3), care ne-a condus la operatorii

liniari pozitivi de tip Bernstein de la (4), dacd finem seama de formula
e on (x, y) =mP o (1 —x—y +0)” "7 i de duala sa, se gise-
ste imediat cd avem

i <a> by <a>
Ay om (0,00 A_ 057 (0,0)

o m <p,<na>' (0,0 - «m Q;m) (0,0) o
— -
22,05 (00)  AML _ ep”(0,0) A2 ¥ (00) 1
a?mipn® (0,0) w2mze > (0,0) azmzq)f:’ {0,0) m(l + )

Se observid acum ci sint indeplinite conditiile din Teorema 2, astfel

ci putem afirma ci sirul de polinoame (L, f)m=1, definite la (4), con-
verge uniform la functia f pe triunghiul T, in ipoteza ci f=C (7).

(Intrat in redactic la 20 ianuaric 1973)

BIBLIOGRAFIE

1. Baskakov, V. A, Primer posledovatelnosii lineinih polojitelnih opevatorov v prostransive:
neprevivnih functii, ,,DAN SSSR”, 113, 1957, 249—251.

2. Biermann, O. Uber nakerungsweise Kubaturen, , Monatsh. Math. Phys.”, 14 (1903),.
465 470.

.Dinghas, A., Uber einige Identildten -vom Bernsteinsche Typus, ,Norske Vid, Selsk..

Trondheim”, 24 (1951), 96—97.

. Lorentz G. G., Bernstein polynomials, ,,Univ. of Toronto Press”, Toronto, 1953.

Stancu, D. D., dsupra aproximdrii prin polinoame de tip Bernstein a functiilor de doud

variabile, ,,Comunic. Acad. R.P.R.”, 9 (1959), 773—-777.

Stancu, D. D., Asupra unor polinoame de tip Bernstein, ,,Studii §i Cerc. $t., Matem.,.

Acad. R.P.R., Fil. Iagi’;;..11, (1960), 221—233.

. Stancu, D.D., 4 new class of uniform approximating polynomial operators in two and
several variables, Proceedings of the Conference on Constructive Theory of Functions, Bu~
dapest, 1969, 443—455.

8. Stancu, D. D., Ou the approximation of functions of two variables by means of a class of

linear  operators, Proceedings of the International Conference on Constructive Function
Theory, Varna, 1971, 327—336.

N G



64 . F. STANCU

9. Stancu, D. D., Approximatior of functions by méans of some new classes of positive li-
near opevatoys, in Numensche Methoden der Apprommatwﬂstheome vol. 1, ISNM, vol. 16,
Birkhauser Verlag, -Basel-Stuttgard, 1972, 187—203.

10. Stancu, F., Aproximarea functiilor de doud variabile cu a]utoml unov noi clase de operatori
liniari pozmm, ,,Analele Univ. Timigoara, Ser. Matem.””, 11 (1973) (sub tipar).

- i ' s

TIOCTPOEHHE HOBOTO I'(JIACCA HOJI_Q}KHTE.HI)HI)IX JIMHEMHBIX OITEPATOPOB
IUIS ATITIPOKCHMUPOBAHUST @YHKUHHM JBYX TEPEMEHHBIX

(Peswone)

B paGoTe CTPOATCA HOBHI K14CC MOJOMHTENbHBIX JHHEHHHIX ONEPATOPOB, 3ABHUCSILMX
-OT HEOTPHUATENLHOFO NIAPAMETPa « M ONPeNeNeHHEX Ha MHOXKeCTBe PYHKUME JBYX NepPeMeHHsIX,

HeNpepHIBHbIX B TPEYTOJbHOK 06acTH. DTH onepaTopl, 06o3HateHHble Yepes L*>, onpesesenst

<popmyaroit (2), rae ﬁ;,‘,f"(x. ¥). IBJIeTCs TIOJIRHOMOM, KOTODEI MOKeT 3aBHCETh OT mapameTpa o

M uMeeT creneHb #. B (6) jpaercs npeicTaBleHHe 3THX ONEPATOPOB IPH IIOMOIIH KOHEUHBIX
'pasadc*reﬁ. Teopema 2 gaer ycaoBHe HJIST CXONHMOCTH TOCJIEAOBATELHOCTH IOJIOKHTENBHBIX
JIHHefiHbIX ‘onepaTopoB THNAa BepHinTefina, MOCTPOeHHBIX B 3T0H paloTe, KOTOPHE ONMpejelieHb!
‘Ha MHOKeCTBe HellPepbLIBHbLIX q)yﬂxmm fHa Tpeyronbﬂuxe T={uv)u>0v>0u-+v <1}

‘CONSTRUCTION OF A CLASS OF LINEAR POSITIVE OPERATORS FOR THE AP-
PROXIMATION OF FUNCTIONS OF TWO VARIABLES

(Summary)

In this paper it is comstructed a new class of liniear positive operators, depending on a
‘nonnegative parameter «, defined on the set of functions of two variables, continuous on a tri-

.angular domain. These operators, denoted by Lfn“), are defined by the formula (2), where

o (#, y)is a polynomial which might depend on the parameter «, having the global degree .

At (6) we have a representation of these operators by means of finite differences. Theorem
‘2 gives a criterion for the convergence of the sequence of the linear positive operators, of Bern-
stein type, constructed in this paper, which are defined on the set of functions f, continuous on
ithe triangle T = {{1,0) |#>0,v >0, « + v 1}



SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS INTEGRALES
DU TYPE DE VOLTERRA DE SECONDE ESPECE A I’AIDE DES
FONCTIONS SPLINES

MARIA MICULA et G. MICULA

On considére I'équation intégrale de type Volterra de seconde-espéce:

y(x) = SK("' t, y(6)dt + f(x), x>0 (1)

ou y est la fonction inconnue, f et K sont des fonctions données. Nous sup-
posons que:

(i) f: [0, 8] = R, est assez réguliére.

(if) K:[o, 8] X [0, 8] X R - R est assez réguliére] dans I'ensemble

des variables et elle satisfait a la condition de Lipschitz par rapport a la
variable y, c’est-d-dire, qu'il existe une constante L > 0, de manijére que:

|K (%, ¢, y1) — K(x, ¢, ya)| < Llyi—yil, V(& ¢ 9), (%, £y,)&[0,6]x [0, b]XR

Ces conditions assurent l’existence et I'unicité de la solution continue
¥:[0, 8] = R de I'équation (1) ([2]). :

Nous nous proposons de donner une méthode d’approximation de cette
solution.

On peut classifier les méthodes d’approximation de la solution de
I"équation (1) en trois groupes que nous désignons par a), b), c) :

a) Méthodes ,,pas-a-pas” ([3], [10]) qui sont analogues aux méthodes
discrétes du multipas pour les équations différentielles ordinaires.

b) Méthodes de type Rumge-Kutta ([11], [12], [1], [6]).

¢) Méthodes ,,bloc-d-bloc** ([13]). .
Récemment P. Linz [7], a fait une étude systématique des ces méthodes
a) et ¢).

5§ — Mathematica-Mechanica 2/1973
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L’approximation des solutions des équations intégrales du type de
Volterra par des fonctions splines a commencé avec les travaux de Hing
Sum Hwung [4], [5].

Dans cette note, nous construirons une fonction spline polyndémiale
de degré m > 1 et de classe Ch# que nous désignons par s:[0, 5] >R,
et qui va approcher la solution de I'équation intégrale (I). .

On peut voir que la méthode de l'approximation par des fonctions
splines, utilisée pour les équations différentielles ordinaires ({8], [9]) peut
étre étendue aussi a- des équations intégrales du type de Volterra.

Soit A une division uniforme de P'intervalle [0, &]:

_ A=<, < ... <x%x,=0
avec les noeuds x, = kh (nh = b).

Nous construirons la premiére composante de la fonction spline s sur
I'intervalle [0, %] de la fagon suivante: ‘

(m—1)

s(0) =90 + X Qx4 20—y B x g [0,0] (2)

SET (m— 1)1 !
ot les coefficients y(0), ¥'(0), ...., yi~" sont déterminés par I'équation

1). Le paramétre a, sera déterminé de maniére que la fonction s satisfasse
a U'équation (1) pour x = &, ce qui veut dire que

b
L s(h) = SK(h, t, s(t))dt + f(h)

0

Donc la fonction (2) étant complétement déterminée, nous passons a l'in-
tervalle suivant [A, 2] et nous définissons la seconde composante de la
fonction spline s par

=0 _
s(2) = 3o (g — B+ (v — B, % & [B, 2h]
. =0 7! m!
olt nous déterminons le paramétre 4, de maniére que I'équation (1) soit
satisfaite par s pour x = 2k, ce qui veut dire que

s(2h) = S‘K(zk, t,s(t))dt + f(2h)

A 0

En continuant de la méme maniére sur chaque sous-intervalle de A nous
obtiendrons la fonction spline s de dégré m, de classe de continuité Clog ",
qui est une approximation de la solution y de I'équation (1) et qui satisfait
aux égalités: ' o

kh

s(kh) = SK(kh, , s(t)dt + fkh), k—Om

0
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" Dans ce qui suit nous démontrerons que les paramétres a,, a,, .... a,
peuvent étre déterminés d’une maniére unique, pour % suffisamment petit.

THEOREME. St h satisfait @ Uinégalité
‘ hL

—<1
m+1

alors la fonction spline s_approximant la solution exacte y _existe et est -
que. .

Démonstration: Sur lintervalle [kh, (R + )], (k=0,n—1) la
fonction s est définie par: ' ' -

D (4 — BRY + 2 (x — By = A,(3) + L (x — RR)" (3)

j=0 7! m!

m—1

s(x) =

Nous devons démontrer qu’on peut déterminer de maniére univoque a, par
la condition : : ‘
(R+1)h

s((& + 1)h) = S K((k + 1k, ¢, s@)dt + f((& + 1)k) 4
0
En remplagant I'expression de s de (3) en (4) on obtient pour a, 1’équation

suivante :
j+1)h
m! [ &

a =" {E (K Ght, 450 + 5 ¢ — ) + Sk + l)h} (6)

=0 -
ih
Notons de fagon abrégée I’équation (5):
@, = &) (6)

Nous démontrerons que dans les conditions du théoréme l'opérateunr g, :
R >R, 4, - g,(a,) est de contraction et donc qu’il a un point fixe unique.

Soit a;, ai & R, et posons p(ah, ar) = |ai — aj|

En utilisant la condition de Lipschitz (ii) nous avons:

’ ’” . e hL , .
e(8x(ar), gu(ar)) = lgula) — gu(ai)] < —— e(ah, ai)

hL
+1

Donc si <1, I'équation (5) a une solution unique et la solution approxi- _

’

mative spline pour I'équation (1) existe de maniére unique. Le théoréme est
démontré.

 Remarque. Le probléme de la convergence de la solution approximati-
ve spline vers la solution exacte de 1’équation (1) reste ouvert.

(Manuscrit regu le 3 octobre 1972)
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REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR INTEGRALE DE TIP VOLTERRA DE
: SPETA A DOUA CU AJUTORUL FUNCTIILOR SPLINE

(Rezumat)
In aceastd noti se di o metodd de rezolvare aproximativi a ecuatiei integrale de tip Vol-

terra de speta a doua. Se construieste o functie spline de grad m > 1 gi de clasi C"—1 care
aproximeazi solutia ecuatiei integrale.

t;II/ICJIEHHOE PEMIEHHME HHTELPAJIbHBIX YPABHEHVA THIIA BOJIBTEPPA
BTOPOT'O POIA C IIOMOULIBIO ,,SPLINE” ®YHKUHA

(Pesmome)
Iaérca MeTox DPHGAMKEHHORO DPEIEHWs] MHTErPAlbHONO YPaBHEHHS THOA BossTeppa -

BTOpOro posna. Koncrpyupyercs ,,spline” $yHKRHs cremeHn s > 1 M kiacca C”—1, anmpoKCH-
MHUpYIOIast PellleHHe HHTErPaJbHOrO YPaBHEHHS.



MODULUI, DE CONTINUITATE IN SENS BOGEL SI UNELE
APLICATII IN APROXIMAREA PRINTR-UN OPERATOR
BERNSTEIN

10N BADEA

1. Fie E un spafiu liniar normat si f o aplicatie cu valori in E definiti

pe compactul unitate D = [0, 1] X [0, 1] C R2. Oricirei 'perechi de puncte
(2" '), (#",y") din D 1i asociem elementul de E dat de f(x'y’) — f(x',y"") —
J#".9") + flex".y"). - '
Aplicatia Ags: D X D — E, care stabileste aceasti corespondents, se nu-
megte diferenfa bidimensionald de tip B 6 g el asociatd functiei f. Vom
spune cd aplicafia f este B—mdrginitd dacd aplicajia A,y este marginiti.
Familia aplicatiilor B—mdrginite este nevida.

LeMA. Daci f : D —» E este B—continud, [3] atunci f este B—mdr-
ginitd.

Demonstrafia rezultd din identitatea

A (5, y" 54", 9") = flw', ) — f(%, 0) — A0, »') — [Ax, ¥"') — flx”, 0) —
—f0,5")] = =", 5') — fix", 0) — A0, ¥)] + f(x", ") — fl&", 0) —
— f(0, y")
si dintr-o lemd cunoscutd , [7, p.470], [4].
Presupunem f, B—imdrginitd. Asociem aplicatiei f o funcfie numericd
de doud variabile, numitd modul de B—continuitate, notatd w(gf;,) = wp(,)
definiti in felul urmitor:
op:RT X*R* > Rt; (RY = [0, o0));
5 € RY; i = 1,2 ap(3y, 3,) = sup([|As (#', 5 29| : |3 — 2| <
<& 1y =y < 8 |

Urmidtoarele patru proprietdfi se demonstreazi imediat.
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L 3aRt;7=12= wy(d,) = wg(0, &) =0

2. Modulul vy este functie nedescrescitoare fati de ordonarea produs
a lui R2:

3, Mg Rt i=12; (31 3y) < ( , 0%) = op(8y, 3p) < ‘03(8 33)

3. (v, (1) @ D= ||Ag; fu,0; £,7)|] < wp(lu — 4, v — 1.-])

4, Restrictia modulului oy la [I; ) X [1, oo) este funcfie constanty:

3; & [Loo, =12 wp(3,,8,) = wp(L,1)
5_._ Modulul de continuitate wy este functie subaditivi de tip B:
5,8 &RY, i =12 w3'<81+ 8. 8) < 0p(8y 8,) % wp(37, 5y)
| on(3s 8 + 85) < @p(3h, 34) + 0p(3y, %)
wp(8y + 8, 3, + 87) < wp(31, &) + 0p(81.83) + wu(d%, 82)
Demonstm,tfe. Din definifia numdrului wg(8; 4 8%, §,) rezults:
Ve>0 (), Wy &D : [ —a| <8+ 85 lly — 7| <3,
astfel incit avem : .
op(3s + 8%, 8g) — & < [IAgi (', y5 &7, ¥ m

Presupunem pentru fixare, 2’ < x ",'y’ < y”;

Demonstratia va rezulta din 1nega11tatea (1) analizind urmétoarele situatii
pos1b11e : ' |

i) & — ' <3y,
i) 4" — %’ > §,. .
In cazul) putem scrie, pe baza proprietétii de monotonie a modulului ey :
182 72", 375 27, y")| S 0p(x” — #, ¥ — 3") S 0531, &) <
< og(8y, 8,) + mB(b‘l, 3,)

In cazul ii) putem scrie urmitoarea 1dent1tate observmd mai m’cu relatia
Xt ‘61 a [0, 1]:

Az A, y'; x", 9") = Ay f(x ¥ x v+ 31, ¥") Dy (% + 81, ¥ ; 27 Y)
Din aceastd identitate rezults, tinind seama ci 0 < %" — ' — 3, < 98:
Bz (%, 975 2", 3N < Bgip(x', "5 &' + 84, 3" +
+ 1Az (5" + 81,575 57,y )ll Sop(0, 9" —y) + 08" — & — 3,9 y) <

' < @p(81, 89) + wp(3], ¥,)
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Asadar in ambele cazuri este adeviratd urmitoarea majorare :

HAg (%, 3" 27, ¥")l] < 0p(3s )| < 0p(31, 32) + wp(31, 8,)  (2)
Inegalititile (1) i (2) demonstreazi teorema.

6. 3, &R p,g & N;m, n &N {0} = wp(md,, 3,) <Pw3("f‘,82)

78y
wp(dy, #3,) < gug (81: "lq—)

(7’”81» nd )<Pq@3( ”;8 1;82)

q
Demonstragie. Din definifia modulului wpy(md,, 3,) rezultd:
Ve>0 3, 9), &, v)a@D: | — x| Lmdy, |y — 9" <3y,
astfel incit
‘ op(md;, 82) — e < [|Ag (%, "5 %", y")l ‘ (3)

Presupunem, pentru fixare, " — %' > 0, Yy =9y =0.

Divizim segmentul [x’, x”'] In 15 subsegmente egale cu ajutorul partitiei
3 = = Xy < xl. < vl < X = %'
Putem scrie:

p—1 _
Do (2", y'; &, ") = Z%Az;f(x, Y X YY)

Rézulté:
. o ,
B (', 5" 5", 3")] <;’IIAA2;;(% Y5 Fn ¥ <
= 7 — | m3
< Z()O)B(xt+1 — % y Z_: (x L J <p B( pl 32)

Inegalitatea (3) si ultima majorare demonstreazi prima relatie din enunt.

n mod analog se demonstreazi a doua inegalitate, iar ultima este un
corolar al primelor doud 1negahta1:1 Din propnetatea 6. se deduc unele con-
secinfe care au aplicatii in teoria aproximdirii.

7.5 &R, i=1,2; m &N U {0} = oz(md;, mdy) <miag(d;, 3
8 3, &Rt;i=1,2; mna N {0} 2 op(md;, #3,) < (mVn)ep(d;, 3,)

unde prin simbolul @ V b am notat pe cel mai mare dintre numerele reale
a sib.
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9. 85, &RY, i=1,2; m n &N U {0} = ay(mdy, ;) < may(dy ;)
' 0p(81, 78;) < nwy(3y, 3,)
wp(my, 1d,) < mnwy(dy,8,)

105, &RY, i =1,2; m, n &N = ap(mdy, n8) < (m -+ 1 — (3, 3

AplicémG.cup:q:m—{—n—l.» .
Inegalitatea 10 reprezintd analogul, pentru modulul de B-continuitate, al
unui rezultat obtinut, pentru cazul real, de A. F. I patov, [2].

1L 2,8, € RY, i =1,2; = 0p(Ahd;, A0y < (1 + )2wy(,3y, 3,)

unde o poate lua una din urthitoarele valo1i :

IMIVIAL IV [Az)s IA[V 2, [A] v 1%l [A]v [A],
Al v 2, MvItel-MVI[A] A V Ag
ad + ], ] A4 A X+ [l A+ 2

Pentru semnificatia simbolurilor ][ si [] se va vedea lucrarea [11]. Este
suficient si demonstrim inegalitatea de mai sus pentru o = 3, [V]A[.
Putem scrie, pe baza monotoniei modulului oy §i a proprietdtii 7. :

0p(2;9;, A8, < op(l -4 1003, 1+ 12:08;) < -
< op(l + IMIVIA[8,, 1T+ ]7\1[\/]7\2[—82) <

< (14 IMvI2e[)?0p(3:, 3,).

Inegalitatea 11, cu « = ]A,[V]2,[, constituie analogul, pentru  modulul
de B—continuitate, al uneiinegalitdti, obtinutd, in alt mod, pentru funcii
reale de m variabile reale, de Schurer in lucrarea [101].

12. %, 3 & RY, i =1, 2= 05(03;, A:3y) < (1 + a)(1 + B)eap(ds, 3y)
unde perechea (g, B) poate lua una din urmitoarele valori :

(2l 12D, (ML D)y (L 10D, ([ 132D, ([ (A1),

([7\1]: 7\2)) ()\1: ]7\2[): (7\1’ [;\2])’ ((7\1: )‘2)

Este suficient s& demonstrim inegalitatea dati pentru « = ][, B = JA,[.
Aplicind proprietatea 5. de subaditivitate si inegalitatea 9, rezulti :

‘*’A(7\181: 7\282) < op(8; + ]7\1.[81: 3 + 1208, < "«‘13(815 3y) +
+ wp(3;, 12e[8,) + 003_(]7\1[81» 3) +A(’)B(]7‘1[811 122[8:) <
< (1 + I D(1 + ]7\2[)0)3(81, 3,)

3. 50 o); 3, &R, i =1, 2= 0g(Ad;, A3,) < _
<1+ [+ ]7\2])2‘03(31:' 34}
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4. 5 >1, 2, <1; 35, 3 &RY =2 (M35, A8, < _
<1 4 [2:]1%:0)%05(3;, 8y)
15. > 1, A, =15 3, & &RT = 0p(Md;, Ady) <
<(1+ ']7\1[[7\21)%3(81: 3a)
16. 2, <0, 2g, 3y, 3, &RT = 0p(A31, A8y <
ST+ I + [2:]) %053, 3a)
17. 22 <05 Ay, 8y, $:& RY = (A8, 2:8,) < (14 [2y) ‘l_‘p\z DPop(3y, 82 -
<+ A+ 1220 %05(3,, 82)-_-
18. A, < 0; 2y, 3y, ‘ 8: & RF = wp(Mid1, Aedy) < '
<1+ IML 4 Ao)2ep(3,, 32)-

Cu ajutorul modulului de B-continuitate se poate caracteriza uniform B-con-
tinuttatea, [7; p. 470].

* Fir I si J doud intervale (nevide) ale axeirealesif:I X J — E o functie-
B-mdrginitd. : .

TrOREMA 1. Aplicatia f, cu valori in E, definitd pe produsul I x J
al planului, este uniform B-continud dacd si numai dacd

lim wy(5,, 3) = 0
g:—m-*- .

Demonstragie. Si presupunem aplicafia f uniform B—continud pe inter-
valul bidimensional I & J; rezulti:

Ve<0, 3(c) <0, Vx(', '), (+”, y") &I x J:|x'— 2" | <nle), |y — 9" <n(e)
astfel incit

Az (=", ¥, 27, ")l <e,

Notim cu %, numirul —;—n(s) <0. Fie 3, & (0, n), i =1, 2.

Rezultd
Ve>0, 3ne(c) >0, V(v ¥), (", y") &I X Jix' — 2| <3,
' =" <8 =114, (&, ' 2", y")lI < e
Deducem \
Ve >0, Jne(e) >0, V3, & (0, no(c)), ¢ =1,2= wp(d;, 3) < ¢
Suficienta se demonstreazi aseminitor.

2. Vom aplica acum modulul de B-continuitate introdus mai sus la studial
unui operator de tip Bernstein asociat unei aplicatii f definiti pe D
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«cu valori in spatiul normat E. Pentru fiecare pereche de numere naturale
{m, n) asociem aplicatiei f o noud functie, ,,,(f), a cirei valoare in punctul
(%, y) & D, Lna(f; % y), este elementul din E dat de urmitoarea suind

S (= r) (5 9) S (L)) i) paals)

1,= 0 k=0

unde $,,,(0) = P, ,,,( ) =1 iar pentru celelalte valorl ale perechu (7, %)
avem. P, (%) = Cpx (1 — x)m- :

Notim cu 9, operatorul de tip Bernstein care stabileste aceastd
.corespondentd. Ordinul de aproximare al functiei f prin sirul (%,,;) este
dat de urmatoarea propozifie care extinde o cunoscutd teoremi a acad.
Tiberiu Popoviciu, [8], [9]

TrOREMA 2. Dacd f: D — E, este B-mdrginitd, avem :
31\2 -1 1
S X, Ko nlS 5%, < |=] wg|—=" —_—)
S| f5, ) — sl 55, 91 < () 08 (=0

m

Demonstragie. Cu ajutorul identitiii 2 Pumit) = 1 putem scrie: |

Hf(x: y) - %m,n(f; X, y 202 Azf(x y,—‘ ’ '—} D, z(x jbnk(y

Co.en
<yonf|s— L] |y - f\lp,,,,xx)p,,,k(y)

1=0 k=0

Fie § >0, 7= 1, 2 numere reale independente de indicii de sumare ¢
1
.

k
y——
m n

__._.,ﬂ=7\2=—-

's1 k. Aplicind inegalitatea 12. .cu o = A; =

obtinem :

N 1k |
i) <b b e

Din 1nega11tat11e (2.1) s1 (2 2) rezultd: : -

,wB(

Hf(x y) _%mn(f X, y)

op(3y; 3 (1 + = i * = _'Pm i(%) )( ; ;
2 =0

l 1=0

- (2.3)
'p,,,k,(y))-

k
y——
n
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Alegind 8, = VL_ 3, = %, obfinem, tinind seama [9] de urmitoareei
m n
inegalitate : :
i=0| m 2
22 1
ﬂl " —_ 2'5
M 9) = Tl 5 < (5] s 7] (2.5)

Teorema este demonstrati.

CoroLaR. Dacd f: D — E este B-continud, atunci X, , 5 f intr—adev.dr,
aplicagia f fitnd B-continud pe compactul D, este [7; p. 4071 wuniform
B-continud. Teorema 1 si inegalitatea (2.5) demonstreazd afirmatia ficuta.

Observagie. In lucrarea [1], E. Dobrescu si I. Matei demon-
streazi, pentru functii cu valori reale, teorema de aproximare uniformi
datid de corolarul precedent in ipoteza ci functia f este B-comtinud si
B-mdrginitd. Lema demonstratd la inceputul acestei lucrdri aratd cd pro-
prietatea de B-continuitate implicd B-mdrginivea, astfel incit ultima restric-
tie impusi functiei f este superflui.

TEOREMA 3. Dacd f: D — R, posedd: devivatd de ordinul tntii in sensul
lui Bogel, cave este B-mdrginitd, avem evaluarea :

S A, 9) — 5 2 I < (o= 5 v e (v )

- {(=»)eD Vm Vn
unde oil, p este modulul de B-continuitate atasat B-devivatei.

Demonstragie. Cu ajutorul identititii ) p, i(f) = 1 putem scrie:
. i=0

J(%, ) — %, u(f5 %, 9) EZ Ay f(x yi— )Iﬁ{n,i(x)Pn, #(y) (3.1)
Aplicind analogul lui B6 gel, [6], al formulei cresterilor finite, obtinem:
Bus(% 930 2| =1 w5 — )7 —9) (3.2

m ” m n

unde £ oy sin’c respectiv, puncte interioare intervalelor de extremitéti

Putem scrie urmatoarea 1dent1tate

S ) = Do p(® 35 &) + (% n) + (8 ) —f(% 9) (33)
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Tinind seama de (3.2), (3.3) relatia (3.1) devine:

f(x! y) - %m,n(f; X, y) = E - AZ,f'(:x’ Y gi" y)k) * (3'4)

1=0%k=0

.&—H}ﬂmmmm+%mw

unde

m n

Smal® ) = 2035 (F(% ) + F(Es 19) — f/(%, 3) -

t=0 0=k

i

.b_mM;fﬂmM@mm¢

Avind in vedere identitatea cunoscuti, ) :(i - x) Pumi(%) =0, se deduce
i=0\m J

ugor ci S, (%, y) = 0.
Relatia (3.4) se scrie

#

f(x’ _',V) mn f x, _',V 2 Az,f x y gu nk) (35}

=0 k=0
(i_ﬁb—ﬂmwﬁmy

Fie 3; <0, 2 =1, 2 numere reale independente de indicii 7 5i k. Din (3.5) .
si (2. 2) obfinem, ’,clmnd seama de proprietatea de monotome a modululut

de B-continuitate si de inegalitatile |x — &;| < ’ X — — l, ly—nl <ly— —kLE
m ”
deduse din (3.2):
'f(x’ y) mn(d 3 %, y) l et iy !A2 f (x ¥, E-vn 'Qk)l (36)
l 'y - Pmt(x) pn k( ) =
m ” . k
<UL onnllr = &l 1y = md |2 =]y — 2] pu() pus(n) <
=0 k=0 m »
" ; k ' k
<2 Wy,p ( X — . ’ {y - = 'Ix —‘i ' - Pm,i(x) pn,k(y) <
1=0 k=0 n m n
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Alegind 3, = v—_, 3y = —=, putem scrie, aplicind (2.4):
7 ) = B3 5 9| < 7=+ 5 ) (75 + 5) een (7 75

‘Teorema este demonstrati.
Pentru aplicatiile cu valori in spatiul normat E, avem un rezultat analog.

TgoreEMA 4. Daci f: D —»E admite pe D, B-derivatd de ordinul iniii,
notatd f', avem evaluarea :

1 = S fllo < 52+ (e 2) gy + ) 0ne (7 75)

unde w, p este modulul de B-continuitate atasat derivatei f', iar peniru

h:D — E, ||h]|y = sup {||A(t, 7)||: (¢ =) & D}.

" -
Demonstratie. Cu ajutorul identitétii 2 Pm(#) = 1 putem scrie
. =0

”

”f(x: y) - %mm(f; X, y)” < 2

B[ 95 50 )Pt Bua) (41

Aplicind o teoremi de medie cunoscuts, [5], obtinem:

Bos(m 35 20 B <l wi
) m

unde &,, v, sint, respectiv, puncte interioare intervalelor de .extremitdti
xsi 2, ysi i.
m

Din 1dent1tatea (8.3) si din propnetatea de monotonie a modulului de
B-continuitate, rezultd :

HF (& nll < 3BIIf Mo + 0’1,3( x _"il]» ’y ‘“%I) (4.3)
Avind in vedere inegalitdfile (2.4), (4.2) si (4.3), relatia (4.1) devine:
| 175 ) — T3 2 )1 < S (4.4)
)

Rafionamentul se continui ca la teorema 3. Teorema este demonstrati.

y—2l T w2

x____
m

”m 7”

+22 ‘*’1,3(

i=0 k=0

Pm.i(x) Pn.k(y)'

i
X ——|,
m

i\ k
x——|y— =
m n

(Intrat in redactie la 1 februarie_ 1972)
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MOIYJIb HETIPEPBIBHOCTHU B CMELICJIE BETEJISI U HEKOTOPLIE TIPUMEHEHU S

B TIPUBJIM)KEHHU TIOCPEOCTBOM OIIEPATOPA BEPHINTEMHA

(Peawowme)

B paGote u3yuaeTcs MOLyJIb HeNpPepHIBHOCTH B CMuic/ie Bérens ais gpyskuuit AByx nepe-

MeHHBIX M JOKa3blBAIOTCS HEKOTOPhle TEOPEeMEl, JAlOlMe OLeHKY NMOPsjKa NPUGIHKEHHS NOCPes
CTBOM onepaTtopa THna Bepuiureiina.

LE MODUL DE B-CONTINUITE ET QUELQUES APPLICATIONS DANS
I’APPROXIMATION PAR UN OPERATEUR DU TYPE BERNSTEIN

(Résumé)

Dans ce travail 'autenr étudie quelques propriétés concernant le modul de B-continuité

pour des fonctions de deux variables réelles qui prennent des valeurs dans un espace linéaire
normé et démontre quelques théorémes qui donnent des évaluations de l'ordre d’approximation
par un opérateur de type Bernstein. .



ON SIMILARITY SOLUTIONS OF AN UNSTEADY
LAMINAR BOUNDARY.LAYER ALONG A.
FLAT PLATE '

S. GHOSHAL

1. Introduetion. Starting from Prandtl and Blasius, many
have obtained exact solutions of the boundary layer equations for a flat
plate for forced convection.These methods are based on the technique . of
similarity solution. In this technique the partial .differential equations
governing the motion are always, by suitable transformations, reduced to
a set of ordinary differential equations in terms of the “similarity varia-
bles” which is a function of the original independent variables. Then these
ordinary partial differential equations are solved numerically, giving velo-
city and temperature profiles and from these important boundary layer
characteristics can be obtained. These transformations and the solutions
are valid for certain specific surface conditions. Previous authors have all
dealt with specific cases, it is still uncertain whether they have exhausted
all possible similarity solutions. But in the present paper, a unified analysis
of the unsteady laminar boundary layer equations for a flat plate for a
forced convection has been made from which as particular cases the exis-
ting solutions for steady cases can be deduced. This method indicates the
possibility of new solutions and may also be used to cheéck the accuracy
of the solutions deduced earlier.

The numerical solutions of the new cases have not been attempted
here.

2. The equations governing the motion of an unsteady incompréssi-
ble fluid inside the boundary layer along a flat plate are given by

ou ov

—t— =0 ... ... ... 1
o T3 (1)
ou ou O 0%u ou, ou -

—_— U — V— =9V — Up —2 —2 .. 2
6t+ ax+ dy 6y2+ ® ox + ot : @

oT oT oT 02T Ou\2
— — — | =k = = ... 3
PCP[Ot_}-uax—}_vOy 'k6y2+p‘(6y) ©)
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-with the boundary conditions :

y=0,u=v=0, T=T (%1 and y = o0, 4 = u,

T->T,

we introduce the variables

£ = /L, 7 =9yVRIL Oy, ?) 4)
and

b = (Lu(x, §)[\R) ®y(%, £)f(n), R = Reynolds number
U,L/v U, = typical veloczty, L = Length,

and
T—T, =0, 0;... ..o «o. ... (5)
50 that
u =_£;i =u, (% OF (M) o0 or ... (6)
Y
9 = _b_= — (LIVR) (w,, Os(x, )f(n) + u, Py, f(n) — nue,, ['Ou)
%=mfNMMw%m ‘
E = = 'ty (%, 1) — [ (D) 1 - 1,

‘62 117
o = M RIL @)

W1 ’
o = 04 61 — 0, 01 9(Dy,/D,).

00 ,
b_x = eo)x 01 - eco e1 ) 7)((D1x/q)1)

28— 6, 0; VRI(L®); 22—, 6; R/(L 0}
gy - ay? _
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Substituting these in (2) and (3), and simplifying,

S e ff B =) A v —f) + 3 f" =0 ... 7)
Lot ot —tof)l=k" @
where,
o =2, Dy + , B) =0, (u, D)
- Uy, ax -
B.=Lu,, ®3/U, '
v =uootL(D%/(nwuw) (9)
§=Lo, /U,
e = 0, L ®F/(N,, 85).
(’*):Luog equ)i/(nuoew); =-—'Mi/((9 em)
The boundary conditions are:
at -
n=0f=f=0;6,=1 ... (10)

n—>0f -»>1; 00

Thus the partial differential equations (2) and (8) have been reduced
to ordinary differential equations (7) and (8), with the independent varia-
ble v, and dependent functions f(A) and 6,(n). It is evident that the simila-
fity solutions should exist only if «, B, v, 8, &, o, & are all constants
and. the relations given by (9) should he compatible. .

Possible Similarity Solutions. All possible similarity solutions may be
deduced from the equation (5) and (6), by suitably choosing the quanti-
ties o, B, v, 3, o, k. Some of them are given below.

‘Case I. Steady Flow : Falkner and Skam’s case : Since the flow. is steady
o v = 8= e=0 ‘
(7) becomes ‘
fu.' + dff” + B(l _f’2) = 0 e ; ' (11)
with the 'boundary conditions,
7=0,f=0f=0
.7) - oo, f=> 1. _

“This is Falkner and Skam’s equation.

- £/ — Mathematica-Mechanica 21973
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From this, as particular cases, may be deduced
(i) Blasius solution for a flat plate
(i1) Flow past a wedge
(iii) Flow along a converging channel.

For similarity solution of velocity variable, it has been shown that (P a i-164)
either,

(i) #,(x) « 2™, m is real, ... (12)
or (ii) u (%) « e?*, p is a real constant 13y

For similarity solution of temperature, if viscous dissipation be zero,
from last of the relations (9),

= — —— 2 ... .. ... (14)

where % is a constant, i.e. the velocity outside the boundary-layer and the
temperature on the plate are not independent of each other. For similarity’
_ solution they are necessarily connected by the relation (14). Next, let us
examine, whether other relations of (9), are compatible with (14).

From 2nd and 6th of the relations (9),

Yor _ B O
Uy ® 6
whence O,= Ad#u, ... ... ... (15) where A4 is a constant.

In order that (14) and (15), are identical relations, we should have,

o/ =2 and 4=—1

cpk

Hence, for similarity solution of velocity and temperature, for variable
velocity outside boundary layer, and plate temperature, we have

@ 0,=T,—T, cou?

() w|p=20
and the resulting equations are
P LB — ) =0 ... ... ... : a7y
l " P g — “3, "
. 0] + af; — Bf'6; = ———%Omf ...... (18)

« and {8 are constants.



SIMILARITY SOLUTIONS OF LAMINAR BOUNDARY LAYER 83

Boundary conditions are
at n=0 f=f=00=1
1= 00, f' >1, 6, »0.

In particular, let us discuss the case of a flat plate with constant plate
temperature and velocity outside the boundary layer,

u,, = constant = N
wm ko L4 (D)
Uy, @, dx\ @
whence

K]
X

O, = \[L2ax = \/—Il putting 9o =1

T (19)
b= VU_vx f(n) '
(7) becomes 2" + ff" =0 ... ... ... (20)

with the condition at =0, f=f" =0, and y > o, f' - 1 o
This is H. Blasius equations for a flat plate. And (8), gives,

1 ” [ I’
Eel+£el=kf.2

whence

&@T | P, 4T vl

—— A f = P,

d? - 27 dy Cp f (21)
at \'n=O,T=Tm and T—>T, as - 0.

Equation (21), has been studied by many (H.-Schlichting, p-264).

Case II. Unsteady flows: From first and second relations of (9),

L 0 ;
20‘—@=7$ [# @1]
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Integrating U“’ ®} = (20 — ﬁ) 4+ 4,0 ... ... (22)
A4,(¢) is a function of ¢ only.
o—B= Ui @, ®,,u, with the help of 1st and 2ud relation of (9),

we obtain (x — B)22% = B®,,|®,
U

Integrating, (—ZL) “P_¢ Oof ... ... ... (23)

C(t) is a constant of integration ;

50 @, = \/i:'ﬂ - Qo — B) + A4(t) % ...... (24)

]

From (23), '
Lo — COlO-B [(Jor — B) % + A () po=—8 ., . (25)

-]

From (23),

. 1
(x—B)/{0x—B) -0
] I[C(@)1%*

0, =[(dx —B) T + 4,0
From 4th of 19), ' ) .
D, = [“Um‘ + Blx )] ...... @)

In order that the expressions for <I)1, given by (26) and (27) should be iden-
tical

«— B =l, whence B=0.

- Je — B J-
’ _ Oax __ 28Uyt 44
And - _ B(x) = ToE 44(2) =t

C is an absolute constant, (from 23),

o] =

(28)

so that S e [aax C1/“68Umt]
=
Lo 3

from(23) #. = absolute constant.
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Since for similarity solution #, is an absolute constant and so Q, is
also an absolute constant which means the flow outside the boundary layer
is steady and the boundary conditions on the wall are steady as well. So,
naturally the flow becomes steady and it is uselsss to introduce variables of
the unsteady type. Therefore, in an unsteady flow where viscous dissi-
pation cannot be neglected, it is not possible to obtain similarity solution.
But it is interesting to note that in cases where the viscous dissipation
can be neglected we may get different types of similarity solutions. Case III.
Flow unsteady but viscous dissipation is neglected.

If in the unsteady flow the viscous dissipation is neglected, the only
change is in the equation (5) and then it becomes

L1+ 13+ at)0f — [s + of' 10, =0 ... ... (5)

so that the last of the relation given in (6) will be absent i.e., %, and 0,
will not be related. Proceeding as before in case II, we see that for a simi-
larity solution %, should be constant. Then

1/2
(I)l—_— [% ._l_w] !

\ L L

(here we take #, = U_ so that ¢ = 1)
From (6),

0t el

e @X

Qo [dax + 38U 1]
.whence,‘ '

0, = Ay(#) ax + 33U oot] ... (20)

A,(x) is a constant of integration,

Oz ©
and ox 0 ©®
: 8, [0ex + 38U, t)]
whence
“ 0, = A,(0) [Zocx + 285«"]"“ .. 1)

In order that (20) and (21), should be identical,
A; = 4, = absolute constant.

and, =2 ... ... ... - (22)

€
3
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. Suitably choosing the constants in (6), under the condition (22), we
may get different unsteady conditions on the plate. :

Therefore the similarity solution exists in this case -when the tempe-
rature distribution in the plate is given by (21). Then thé equations are

R FrAaff A Sf =0 .. ... (23)
—11—'61’+[n8—|—ocf]61—[e—{—wf]91=0 (24)

with the boundary conditions
atn =0, f=f =0, 0,=1; o —> o, f' =1, 6, > 0.
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ASUPRA SOLUTIEI DE SIMILARITATE A STRATULUI LIMITA
LAMINAR NESTATIONAR DE-A LUNGUL UNEI PLACI PLANE 4

(Rezumat)

In lucrarea prezenti se face o analizi unitar} in vederea obtinerii tuturor solutiilor de simi-
laritate ale curgerii stationare gi nestationare in interiorul unui strat limiti de-a lungul unej
plici plane. Degi s-au ficut si inainte incerciri de a obtine solutii de simileritate ale unei curgeri
stafionare in strat limiti neglijind termenul de disipatie de viscozitate in ecuatia conservirii
energiei, aceste tratiri nu au fost complete. In cazul de fats am tinut cont de termeniul de disiz
patie viscoasi. In cazul stafionar s-a aritat ci pentru o solufie de similaritate, atit a vitezei
cit 51 a temperaturii, trebuie si existe o relatie in curgerea exterioars neperturbati, stratul limiti
§i temperatura plicii. Se arati ci solutia de similaritate existd in cazul nestationar daci negli-
jdm termenul de disipatie viscoasd in ecuafia energiei. . .

O PEIIEHWUM MOAOBUS HECTAIMOHAPHOIO JIAMMHAPHOTO ITIOTPAHHMYHOLO
CJIOsI BOOJIb TIJIOCKOM TVIACTHMHKU ‘

(Pesmome)

B paGoTe npoBoguTcs eIHHLIH aHANH3 C LEABIO TONYYEHHs BCeX PelUeHHi NOJOGHS CTa-
IHOHAPHOrO M HECTALIHOHAPHOr0 TeUeHHH BHYTPH NOrPaHHYHOrO CJI0s, BIOAD IIJIOCKOM MIACTHHKH.
Hecmotpst Ha 710, 4TO M paHblle GbLIM NPEANPHHATH NONBITKK B UEJAX IOJYYeHHs PelIeHHH
NOJOGHS CTALMOHAPHOTO TeYEHHS B NOrPAHHYHOM CJIOE, NIPeHeGperas WIEHOM PaCCEsiHHS BA3KO-
CTH B yDaBHEHHH COXPaHEHMs 9HEDrHM, BCE Xe TPAKTOBKA 3THX BONPOCOB OBLIA HEIOJNHOML.
B nannom ciyuae aBTop yuén wieH BSISKOro paccesiHHs. IIDH CTAIMOHADHOM CJyYae MOKA3aHoO,
YTO JUIS PellleHHst NOJOOHA KaK CKOPOCTH, TaK H TeMIeparyphl, LOJIKHO CYIIECTBOBATH COOTHO-
LIEHHE MEX]y BHEITHHM HeBOSMYIUEHHEM TeueHHeM, TOrPaHAYHEIM CJIOEM M TeMIepaTypoll mJiac-
THHKH. II0Kasano, 4To pemeHHe MONOGHS CYIECTBYET B- HECTALHOHAPHOM CJIyuae, €CHH IpeHe-
Opeub u/eHOM BASKOrO paccesiHdsf B YPABHEHHH SHePrHH.



'>Lucio Lombardo —Radice )
Estituzioni di algebra astratta (edizione IX),
Ed. Feltrinelli, Milano, 1972 (XIII + 476 pa-
ges).

Dans cet ouvrage de caractére introductif,
;paru pour la premiére fois en 1965, I'auteur
réussit 4 présenter sous un aspect unitaire
des problémes les plus importants de l'algébre
Aabstraite. I’auteur met en évidence les causes
qui ont conduit i la réorganisation des ma-
thématiques, basée sur I'étide des structures
fondamentales, notamment des structures al-
gébriques, des structures d’ordre et des struc-
tures topologiques. Conformément 3 cette
conception, l'ouvrage traite ces structures,
YT’accent étant mis sur les structures algébri-
gues et d’ordre.

Les dix chapitres du livres sont les suivants :

I. Ensembles privés de structure.
1. Généralités concernant les structures
algébriques.

III. Groupes abstvaits.

IV. Opérations sur les groupes. Sous-grou-
tpes vemayquables.

V. Anneaux généraux.

VI. Anuneaux commutatifs.

VII. Problémes de veprésentation et d'im-
anevsion pour les groupes et les anncaux.

VIIL. Structuves d’ovdve et treillis.

IX. Groupes & opérateurs. Espaces vec-
doriels.

X. Construction du covps des nombres véels
2t sa caractérisation axiomatique.

Cette énumération et le caractére intro-
ductif du volume donnent une premiére idée
«de la matiére incluse dans cet ouvrage. Pour
corienter mieux le lecteur sur le contenu de
Touvrage et sur le degré de profondeur des
sujets traités, nous énumérons encore — en

RECENZII

style télégraphique — quelques problémes é-
tudiés, en signalant en paranthése les nu-
méros des chapitres et des paragraphes ol
se trouvent ces problémes:

Distinction entre les classes et les ensem-
bles; la définition axiomatique de la notiom
de l'ensemble (I,15). La subordonation de
la notion d’opération n-aire i celle de la re-
lation (n -+ 1)-aire (XX,2). Produits directs et
produits libresde groupes (IV,2 et 3). Proble-
mes de caractére arithmétique dans un groupe,
le premier théoréme de Sylow (IV,6). L'uni-
fication de la théorie des homomorphismes’
de groupes et d’anneaux dans la théorie des
groupes a multiopérateurs (V,9). Problémes
d’extension des corps commuitatifs (VL7 et 8).
Le théoréme de base de Hilbert, les idéaux
et les variétés algébriques (VI9). La représen-
tation des anmeaux dans certains anneaux
d’endomorphismes (VIL,6). L'immersion d'un
annean de d’intégrité dans un corps de quoti-
ents 3 droite (VII, H). I'importance des grou-
pes de permutations (transformations) du point
de vue géométrique (VII, 14). Treillis distri-
butifs et modulaires (VIIL6). Isomorphismes
d’ordre, nombres ordinaux transfinis (VIII,
11). Opérateurs de fermeture et les espaces
topologiques (VIIL,12). A — modules (IX,2).
L’existence d’'une base libre pour un espace
vectoriel (IX,5). Reflexions sur la connexion
de la théorie des espaces vectoriels avec la
géométrie projective (IX,6).

L’ouvrage est complété par un vaste ap-
pendice (63 pages) intitulé ,,Exercices et com-
pléments”’, elaboré par V. Corbas et G.
Panella. Cet appendice contient 181 exer-
cices et problémes qui contribuent essentiel-
lement a, l’approfondissement de la matiére
traitée.

I/orientation est facilitée par un index ter-
minologique, et par de nombreuses observa-
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tions trés suggestives, placées au bord des
pages.

Les nombreuses observations concernant
les idées qui dominent les mathématiques ac-
tuelles, les sept notes trés intéressantes de
caractére historique présentent deé l'intérét
non seulement pour les mathématiciens, mais
aussi pour un cercle plus large de lecteurs.

I’impression de l'ouvrage par la maison
Feltrinelli est parfaite.

L’ouvrage est caractérisé par des quali-
tés scientifiques et didactiques remarquables
‘et. par un style absolument clair. C'est un
vrai plaisir que de lire ce livre, qui a eu un
succés extraordinnaire : neuf éditions en huit
ans!

I. GY. MAURER

Beniamino Segre,
-geometria algebrica, Ed. Cremonese, Roma,
1972 (VI + 412 pages).

-L'influence -de 1’ école géométrique itali-
enne sur le développement de la géométrie
-algébrique et sur les théories connexes est
bien connue. Donc c’est un fait salutaire que,

" “le représentent -actuel principal de cette école
a-décidé — comme il en résulte de I'introduc-
--+ition-de cet ouvrage — de faire paraitre plusi-
‘-2 eurs ' volumes, destinés a refléter le stade
- actuel de 1a géométrie algébrique, en particulier
les-résultats obtenus dans ce domaine par
I'école géométrique italienne.

Cet ouvrage de caractére introductif est
le premier volume de la série des livres plani-
fiés, mentionnée ci-dessus. I ouvrage est di-
visé en deux parties (3 + 4 chapitres), ces

denx parties sont suivies par un appendice.

signé par U. Bartocci eteM. Loren-

-zani,

La premiére partie — aprés un chapitre
introductif, qui met en évidence I'instrument
algébrique nécessaire — traite la théorie pro-
Jective des hypersurfaces (dénommées formes)
et des variétés algébriques.

La deuxiéme partie contient les éléments
de 1a théorie des systémes linéaires des hyper-
surfaces dans un espace projectif ou sur une
variété algébrique. Dans cette partie on dé-
duit en outre les deux théorémes classiques
de Bertini et leurs extensions pour les sys-
témes linéaires des hypersurfaces d'une varié-
té algébrique ¥V ; de dimension d. On étudie
aussi la relation d’apolarité (ou conjugaison)
entre les hypersurfaces et entre les systémes
linéaires des hypersuifaces.

Prodromi di

Ces deux parties traitent les problémes
dans l'espace projectif défini sur le corps
des nombres complexes.

L’appendice mentionné compléte les pre-
miéres deux parties de 'ouvrage d'une ma-
ni¢re naturelle et éducative, en développant
lés fondaments de la théorie générale, oix
le corps des nombres complexes est remplacé
par un corps quelconque. Aprés I'exposé des.
éléments d’algébre commutative, on étudie
les variétés algébriques affines, projectives et
normales, pour arriver au but principal de-
T'appendice : la généralisation des théorémes:
classiques de Bertini.

Une énumération des parties et des cha-
pitres précisera le contenu de ce volume:

I — ére Partie. Variétés algébriques simples.
Chap. I. Lathéorie del élimina—
tion. ’

Chap. II. Les formes &'un espace:
projectif.
Chap. IXI. Variétés algébriques..
Partie. Eléments de la théorie des:
systémes . linéaires.
Chap. IV. Systémes linéaives de:
Sformes. : o
Chap. V. Systémes linéaives des
hypersurfaces sur umne V; algé-
brique.
Chap. VI. 4polarité entve formes:
- et systémes linéaives de formes..
Appendice. Les théorémes de Bertini ot leurs
généralisations.
Chap. VII. Eléments de la théo-
vie des corps.
Chap. VIII. Positions, valuati-
ons et théovie des anneaux.
Chap. IX. Variétés algébriques.
Chap. X. Les théorémes de Bertini.

Le texte contient de nombreuses indica-
tions bibliographiques. Une bibliographie com~
plémentaire contient ‘68 titres. L’orientation.
est facilitée par trois indices, composés par
P.V.Ceccherini : unindex des auteurs,.
un index terminologique et un index parti—
culier pour faciliter la confrontation des no--
tions principales qui se trouvent dans l'ap--
pendice avec les notions correspondantes des:
parties I et II.

L’impression de I'ouvrage par la maison:
Cremoneése est parfaite. .-

La multilatéralité des problémes exposés.
dans cet ouvrage, son style profond et clair,.
font recommandable ce livre d’'une valeur
scientifique et didactique remarquable, & tous:
ceux qui désirent avoir d’accés solide vers
la géométrie algébrique.

IT — éme

I. GY. MAURER
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GENERALIZARI ALE POLINOAMELOR LUI S. N. BERNSTEIN

Rezumatul tezei de doclorat suspinutd la 8 ianuarie 1972, la Universitatea ,,Babe§-Bolyai"» dire
Cluj, de GRIGOR MOLDOVAN, pentru obtinerea titlului de doctor in matematici.

Tucrarea este alcituiti din dous pargi si o anexd, Prima parte se referi la generalizéri
ale operatorilor lui Bernstein relative la functii de o singura variabild, iar partea a doua se referd
la cazul functiilor de mai multe variabile.

n Iucrare se prezinti o metodd de a construi operatori liniari pozitivi pornind de la anu-
mite convolutii discrete care se definesc prin intermediul a doud operatii. Se dau mai multe
proprietati ale convolutiilor discrete considerate. Se definesc, apoi, operatorii convolutivi pozi-
tivi, in legitutd cu care se studiazi problema convergentei, iar in ultimul capitol din partea a
doua se evalueazi ordinul de aproximatie, dindu-se in acest sens mei multe teoreme. Aceasti
metodd a permis obtinerea de noi clase de operatori liniari pozitivi, care cuprind ca si cazuri
particulare alte tipuri de operatori ce generalizeazi operatorii lui Bernstein. Anexa lucridrii
contine o aplicatie unde se descrie, in limbajul AL GOL-60, un algoritm, Programul ALGOL a
fost rulat pe un calculator MINSK-22, in timpul unei specializiri a autorului in R.8. Cehoslo-
vaci, 1968.

Rezultatele din tezi au fost publicate partial de autor in mai multe lucriiri dintre care
notim pe cele din revistele: ,,C.R. Acad. Sc. Paris”, t. 272 (1971), Série A, 1311—-1313; ,,Anna-
les Univ. Sci. R. Eotvds”, Sec. Math. ; ,,Studia Univ. Babes-Bolyai, ser. Math.-Mech”, f.1.
(1966), 63—71; £.2 (1967), 51—57 ; £. 2 (1969), 59—64 ; £. 1 (1971), 69—71; £.1 (1972), 67—72;
f. 1. (1973), 69—80; ,,Studii Cer. Mat”, t. 18, nr. 6 (1966), 845—853; etc.; altele se afld sub

tipar.
COMISIA DE DOCTORAT

Presedinte: Prof. dr..P. MOCANU (Cluj)
Conducdtor stiiniific : Prof. dr. D.D. STANCU (Cluj)
Membyi: Acad. Prof. dr. doc. G. CALUGAREANTU (Cluj)
Prof. dr. doc. E. DOBRESCU (Craiova)
Prof. dr. A. COTIU (Cluj)
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ONTRIBUTIONS TO THE TOPOLOGIESATION OF ALGEBRICAL STRUCTURES

Summary of the dissevtation presented at 29 june 1971, at ,,Babes-Bolyai”’ University from Clyj,
by MIKL,OS SZILAGYI, for obtaining the degvee of doctor in mathematics. :

The dissertation brings contributions to the topological study of a particular class of
-universal algebras, namely, the groups with multiple operators (Q — grups) introduced by
P.G. Higgins in 1956. Until now this class was studied exclusively from algebrical point
of view.

The dissertation containts an introduction and four chapters.

In the first chapter are presented those fundamental properties of the topological Q —
sgroups, which stay at the basis of the material developed in the following chapters. It is put
.an outstanding accent on the study of some particular topologies defined in the Q — groups
-with the help of a family of ideals of the considered Q@ — group. The germs of this theory for

" -the case of some particular algebras, can be found already in the wotks of: H. Priifer (1925),
W. Krull (1928; 1965), D.van Dantzig (1931; 1933), M. Hall jr. (1950), H. Scheé-
meborn (1954;1955), E. D. Bolker (1963),D. Zelinsky (1951—1953), F.Ballier
{1956), I. Gy. Maurer and M. Szildgyi (1967—1969). Very general results wete ob-
tained by A. I. Malcev :(1954) in the case of universal algebras. The results of this chapter
are to be published in "Studia Univ. Babeg-Bolyai, ser. Math-Mech,” (1972—1974).

F§ The second chapter is dedicated to the study of some particular equations defined over
‘topological Q — groups. There are established theorems like the theorem of alternatives of
Fredholmwell known in functional analysis. For reaching results of this type, there are
«developed beforehand the basic ideas of a theory which could be considered like a generali-
:zation, in a wide sense, of the theory of duale spaces in linear algebra. Simlar results were pub-
Jlished by I. Gy. Maurer and M. Szil 4 g yi (1968, 1971).

The third chapter is dealing with some problems which generalize, in a very wide sense,
-particular results treated by N. Bourb a ki (1960) referring to the summability of some sys-
dems of elements of a commutative topological group. The notion of unordered summability
‘was introduced in 1915 for functions with real values, by E. H. Moore. This notion was the
precursor of the convergence notion in Moore-Smith sense, in a topological space. The principal’
results of this chapter are published in "Rev. Roumaine Math. Pur. Appl.” (1972), and are
concerned with the commutative summability and uncondition summability of partial functions
assuming values from topological Q — groups. It is studied the algebrical structure and topo-
logical structure of summable functions, In the last part there are studied some problems connec-
ted with a notion of infinite product of partial functions. Results of this type in more partlcular
cases were obtained by T. Szele (1956). 1. Gy Maurer, I. Purdea and E. V1rag
{1962,) I. Gy. Maurer and M. Szildgyi (1965— 1969)

In the fourth chapter it is given an “interior” interpretation of the notion of direct
product in the category of Q — groups. It is defined a notion of interjor sum of a family of
€ — subgroups of a given Q — group, using a certain closute operator, which is defined with
the help of the summability notion, studied in the third chapter. It is shown that the direct
product (direct complete sum) of a family of Q — groups in the mentioned category, may be
decomposed in an interior sum of some Q — izomorphic subgroups with the given Q — groups.
The results of this chapter are published in ”"Rend. di Mat. Univ. Roma” (1972). -
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President: Prof. dr. P. MOCANU (Cluj)
Scientiﬁc leader : Prof. dr. doc. GH. PIC (Cluj)
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CRONICX 91

FUNDAMENTAREA GEOMETRIEI ABSOLUTE METRICE A SPATIULUI IN BAZA
PROPRIETATILOR GRUPALE

Rezumatul tezei de doctovat sustinutd la 14 februavie 1972, la Universitatea ,, Babes-Bolyai” din
Cluj, de ANGELA VASIU, pentru obtinerea titlului de doctor in matematici.

Teza prezentatd se incadreazid in cercetirile moderne asupra fundamentelor geometriei.
De la aparitia in 1959 a cértii lui F. Bachmann despre construirea geometriei pe baza
motiunii de simetrie, s-a recunoscut din ce in ce mai mult rolul metodelor grupale in geometrie,
fapt cu implicatii importante in procesul de modernizare a invitimintului matematic.

Teza cuprinde o introducete §i cinci capitole. In introducere se d4 o privire asupra dez-
voltdrii recente a geometriei metrice si un rezumat al tezei. )

Capitolul I intitulat Spatii metrice proiective si spatii vectoriale metrice contine in rezumat
un material despre structurile de incidenti, spatiile proiective, coliniatiile, corelatiile, spatiile
proiective metrice §i spatiile vectoriale metrice, necesare in capitolele urmitoare. In ultimul
paragraf al capitolului I se arati ci notiunea de geometrie absoluti a planului introdusi de J.
Bolyai a fost lirgitd in mod treptat inglobindu-se plane de tip euclidian si neeuclidian de dife-
rite grade de generalitate. De aici se ajunge la formularea ideii fundamentale a cercetdrilor
moderne de geometrie metrici absoluti.

In capitolul IT se formuleazi un sistem de axiome pentru un grup G care admite un sis-
tem de generatori S, involutivi. Perechea (G,S) care verifici sistemul de axiome se numegte
un grup de migcdri, elementele lui G. se numesc miseiri, cele ale lui S, simetrii. Deci migcirile
sint concepute ca elementele unui grup abstract cu anumite proprietiti si nu ca transformiri.
“Teoria dedusd din sistemul de axiome este numiti geometria metrici a spatiului. Se asociazd
grupului de migcdri (G,S) un spatiu de incidentd §(G, S) si se defineste o relatie de perpendi-
cularitate intre doud plane. Spatiul de incidenti 8(G, S) impreuni cu telatia de perpendicula-
ritate se numegte spafiul metric asociat grupului de misciri (G,S) si se noteazil §(G, S, ). Se
aratd ci o transformare a grupului G printr-un element ¢, « € G X ~» X% = ¢~ 1 x « induce
o aplicatie a lui 8(G, S) in 8(G, 5) care pistreazi perpendicularitatea si incidentele. Aceste trans-
formdri sint numite deplasirile spatiului $(G, S, |). Se arati ci multimea lor este izomorfi
cu G/C, unde C este centrul grupului G. In continuare se face un studiu al relatiilor de inci- .
dentd ternare si cuaternare.

In capitolul ITT se studiazi proprietitile spatiului 8(G, S, 1) asociat grupului de migcari
(G,S), stabilind teoreme cu privire la perpendicularitate, la existenta anumitor puncte si drepte,
in special puncte §i drepte proprii. Planele perpendiculare pe un plan dat formeazi un snop.
Astfel fiecirui plan i se asociazd un snop normal. Daci aceasti aplicatie este injectivi se obtin
‘geometriile de tip neeuclidian, dacd ea nu este injectivd se obtin geometriile de tip euclidian si
supereuclidian. .

In capitolul IV se realizeazi scufundarea structurii de incidentd 8(G, S) intr-un spatiu
proiectiv. Se aratd intii ci doud drepte coplanare sint totdeauna concurente, ceea ce permite
verificatea axiomei lui Veblen si Young. Rezulti ci scufundarea inspatiul ideal poate fi ficuti
prin completarea structurii §(G, S) doar cu plane noi. Daci Centrul .C se reduce la elementul
unitate al grupului G, in spatiul ideal "au loc teoremele lui Pappus-Pascal si’Fano.

In capitolul V se demonstreazi ci grupul (G,S) poate fi reprezentat cu un subgrup al
grupului de deplasari al spatiului metric proiectiv tridimensional. Se face cite un studiu pentru
metrica neeuclidiani, euclidiani gi supereuclidiani. Lucrarea se incheie cu patru teoreme ari-
tind in diferite ipoteze izomorfismul dintre grupul de migcdri gi grupul ortogonal Oi‘(K , f)
corespunzitor unui corp K gi unei forme bilinjare simetrice f.

Bibliografia cuprinde 59 de titluri.

COMISIA DE DOCTORAT

Presedinte . Prof. dr. P, MOCANU (Cluj)
Conducdtor stiinfific: Acad. prof. G. CALUGAREANU (Cluj)
Membri: Prof. dr. doc. LASCU L. BAL (Cluj) :
Prof. dr. F. RAD(O (Cluj)
Conf. dr. M. TARINA (Cluj)
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Sedinte de comuniciiri ale Faecultiatii de
matematicii-mecanici

14 ianuarie

Prof. dr. doc. Gh. Chis, Viata siopera
lui Kepler.

Lect. dr. B. Virdg, Euxtinderi vegulate
de grupuri cu multioperatori.

Asist. Gr. Cidlugéireanu, O varie-
tate de structuri de elemente tn categorii inchise.

11 februarie
Acad. prof dr. doc. G. Cdlugédreannu,
Demonstratia unei conjecturi a lui L. Neuwirth.
Conf. dr: Toan A. Rus, Aspecte din
cercetavea matematicd la Universitatea din
Moscova.

17 wnoiembrie

Acad. prof. dr. doc. G. Cilugédreannu,
Invarianti de contractic tn grupuri si semigru-
puri.

15 decembrie

Lect. dr. Gh. Micula, Aspecle din cer-
cetarea matematica la Institutul de stiinge Weiz-
mann din Israel.

Asist. N.- Both, Conszderatu algebrice
privind formalizarea teoriei _demonstra_lwz

Participiari la manifestirii gstiintifice
internationale

77 —20 ianuarie

Sesiunea de la Las Vegas, Nevada; S.U.A.

Prof. dr. P. T. Mocanu i prof. dr.
M. O. Reade, Raza de a-convexitate pentm
functu stelate.

27 martie — 1 aprilie

Sesiunea de la St. Louis, Missouri, S.U.A.
Prof dr. P. T. Mocanu gi prof. dr.
M. O. Reade, Despre functiile a-convexe I.

1 aprilie — 1 iulic

Lect. dr. Gh. Micula a efectuat o
vizitd de specializare la , Institutul de Sti-
infe Weizmann”, Rehovot, Israel, unde a ti-
nut mai multe expuneri, cu tema Iniegrarea
numericd a ecuatiilor diferentiale cu ajutorul
Sunctiilor spline.

In aceeasi perioadi a vizitat Univessitatea
din Ierusalim, Universitatea .din Tel-Aviv si
Institutul Tehnologic ,,Tehnicon” din Haifa,
unde de asemenea a prezentat expumneri.

22 aprilie

Sesiunea de la Berkeley, California, S.U.A.

Prof, dr. P. T. Mocanu i prof dr.
M. O. Reade, Despre functiile a -convexe IT.
mai — funie

Conf, dr. TIuliu Gy. Maurer a
efectuat o vizitd in Italia, in calitate de pro-
fesor vizitator, unde a tinut un cicln compus
din 7 conferinte, cu titll rezumativ Alcteni
problems d’algebm topologica, la Institutul de
matematicd al Universititii din Trieste, con-
ferinfa Genmeralizzazioni della wozione di pro-
dotto diretto, 1a-Institutul de matematici al
Universititii din Firenze §i conferinta- L ori-
gine comune di cerie topologie definite in strut-
ture algebviche, la Institutul de matematici
al Universititii din Perugia. .

T — 7 tunie

Prof. dr.doc. Gheorghe Chig a fost
delegat din partea C.N.S.T. la Conferinta
anuali a colabordrii dintre tdrile socialiste
pentru utilizarea spatiului cosmic in scopuri
pagnice, Budapesta.
iunie

Prof. dr. doc. Gh. Pic, fiind invitat de
ciitre ,,Deutscher Akad. Austauschungsdienst’”
(R. F. G.) si,,Bolyai Mathematikai T4rsasdg’”
(R. P. U), a tinut 4 conferinte din tema
Probleme veferitoarve la grupuri II-vesolubile, .
la Universitatile din Tiibingen, Heidelberg,
Mainz (R. F. G.) si Budapesta (R. P. U.).

30 tulie — 5 august

Colocviul de Ecuatii functionale, Oberwol-
fach, R. F. G.

Lect: V. Herman, Caractérisation fon-
ctionnelle de la fonctwn constante dans un espa-
ce vectoriel normé.

29 august — 1 septembrie

Sesiunea de la Hanover, New Hampshire,
S.U.A.

Prof. dr. P. T. Mocanu, prof. dr,
M. O, Reade si prof. dr. E. Zlotki-
ewicz, Functii Basilevici si functii p-valente
aproape convexe.

22 — 26 august

Conferinta de teoria aproximatiei, Poznan,
R. P. Poloni.

Lect. dr. Wolfgang W. Breck-
ner, Charakiervisierung von Minimallosungen
bei verallgemeinerter Approximation.

Prof. dr. I. Marugciac, Asupra unor
mulfimi extremale din teovia aproximafiei li-
neare.
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Prof. dr. E. Popoviciu, Asupra celei
mai bune aproximatii cu conditii suplimentare.

Acad. prof. T. Popoviciun, Asupra
anumitor polinoame care se abat cel mai putin
de’la_zero.

28 august — 1 seplembrie

Conferinta de Ecnatii diferentiale i apli-
catijle lor, Brno, Cehoslovacia.
Conf. dr. Toan A. Rus,
poinls theovems in matvic spaces.
" Acad. prof. T. Popoviciu, Applica-
Zion de la théorie des fonctions convexes d’ ovder
supérieur a I’ étude de certains procédés a’inté-
gration numérique des équations différentielles.

2—9 septembric ’

Some fixed

Prima reuniupe astronomicd europeani,
Atena.

Au participat: prof. Gh. Chisg, prof.
Arpad Pal, cerc.pr. Ioan Todoran.

Ioan Todoran, Apsidal Motion in
Close Binary Sistems with Variable Orbital
Period.

seplembrie

Congresul matematicienilor bulgari, Varna.
Prof. dr. E. Popoviciu, Asupra defi-
nigiei alurii unei functis.
octombrie 1971 — octombrie 1972
Cercetidtorul Tiberiu Oproiu a be-
nef1c1at de o bursi de studu ,,Nlcolae Coper—
xwic” in Polouia.

Participiri la manifestiri stiintifice din
tari

715 tanuarie

VIZITA LA UNIVERSITATEA DIN
CRAIOVA

Prof. dr, P. T. Mocanu, Proprietdti
de convexitate generalizatd in teovia vepre-
zentdrit conforme.

Conf. dr. I. Muntean, Convergenfa cx-
ponentiald a solutiilor ecuatiilor diferentiale.

Prof. dr. D. D. Stancu, Melode pro-
babilistice in teovia aproximdrii uniforme a
functiilor. '

78—20 februarie

CONFERINTA S.S. M. CU TEMA ,,PRO-
BLEME ACTUALE ALE STUDIULUI IN-
DIVIDUAL $I ALE, SEMINARIILOR.DE
MATEMATICA”, BRASOV.

Prof. dr. doc. Gh. Chis, Rolul si me-
todele de predare eficientd a astronomici - in
Inudpdmint. ’

15 aprilie
CONSFATUIREA S.S.M. CLUJ.

Asist. C. Mocamnu, Despre programarea
booleand.

Prof. dr. E. Popovicinu,
terpolirvii si aplicatiile ei.

Acad. prof. T. Popoviciu,
me de cea mai bund aproximatie.

Teoria in-

Proble-

aprilie

SEMINARUL, DE ECUATII FUNCTIO-
NALE, TIMISOARA.

Prof. dr. E. Popoviciu, Adsupra unui
proceden de interpolare.

Acad. prof. T. Popoviciu, Rezolvarea
unet ecuatii functionale tn legdturd cu ;boh-
noame bmomtale "

Conf, dr. A. Ney, Caraclevizarea cla-
nului bovelian printr-o ecuatie cu diferente.

28 —29 aprilie

SESIUNEA STIINTIFICA DE COMUNI-
CARI ‘A UNIVERSITATII , BABES-BO-
LYAI” CLUJ.

Conf. dr. M. B alédzs, Contributii la stu-
diul -metodei lui Steffensen.

Lect. D. Borsan, Aplzcatu cu valori
intr-o latice. .

Asist. N. Bot h, J— mdependen,ta. )

Lect. dr. Wolfgang Breckner,

Asupra unei clase de spatii vectoriale ovdonate
cave intervin in teovia optimizdvii. '
Acad. prof. G. Cidlugédreannu, In-
vavianti de contractic in grupuri cu velatii.
Fiz. D. Gh: Chxs, Determinarea nailor
elemente fotometrice la stelele UX 5i UU CETL.
Prof. dr. doc. Gh. Ch1$, Interpretdyi
ale pievderii de masd la stelele binave stvinse.
Lect. dr. Gh. Coman, ﬂlonosplme st
formule optimale de cuadvaturd in Lg.
Lect. P. Enghisg, Asupra unor spam
cu conexiune afind.
Lect. dr. B. Friatild, Asupra eficien-

- tei unor metode Monle Carlo de selectw stmtz-

fzcata
Tect.-dr. M. Frenkel, Aplicarea teo-
remei de mediere la anuwite s¢stem'e de ecuatii.
Asist. G- Goldner, Unele aplicafii
ale metodei coardei. :
Lect. V. Groze, Despre conditii de tran—
zitivitate tn structurvi de incidentd.
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Doctorand Antal Hadnagy si conf.
dr. E. Schechter, Stabilitalea §i con-
vergenja in probleme neliniave de evolutie.

Matem. P. Horedt, Determinarvea coe-
Sicientului de distorsie a camerei UFISZ.

Prof. emerit D.V. Ionescu, Asupra
wetodei functiei @.

Prof. dr. C. Kalik, Adsupra rezolvirii
aproximative a unor ecuafii difeventiale.

Lect. dr. I. Kolumban, O condifie
necesard de extrem la probleme de optimizare
neliniare.

Prof. dr. I. Marusgciac, Caracterizarvea
unoy multimi cxtremale.

Prof. dr. I. Marugciac si conf. dr.
M. Ridulescu, Programarea produselor
de functii liniare.

Conf. dr. I. Gy. Maurer, Despre anu-
mite ecuapii definite pesic algebre universale
topologice.

Lect. dr. Gh. Micula, Adsupra unei
metode de delimitave a erovilor la integravea
numericd a ecuatiilor difeventiale.

Asist. C. Mocanu, O proprietate a pro-
dusului omomorf de mdsuri Haav.

Prof. dr. P. Mocanu s§i prof. dr. M.
Reade (S. U. A), Raza de a-convexitate
pentru functic stelate.

Asist. dr. Gr. Moldovan, Unele pro-
prietdti ale operatorilor convolutivi pozitivi.

Conf. dr. I. Muntean, Solufii aproape
periodice cu convergentd exponentiald.

Conf, dr. A, Ney, Reprezentavea functiei
probabilitate pe cimpuri de evenimente numd-
rabile sau continue.

Lect. dr. B. Orb an, Despre omomorfis-
mele planului proiectiv desarguesian.

Prof. dr. A. PAl, Perturbafii periodice
in orbita intermediard a satelifilor artificiali
ai Pdwintului.

Lect. dr. T. Petrila, Asupra miscirii
unui sistem de n corpuri intr-un fluid ideal.

Prof. dr. doc. Gh. Pic, O generalizare
a grupuvilor Carter. ’

Tect. dr. I. M. Pop, Stratul limitd
nestationar pe un disc in volafic.

Cercet. V. Pop si cercet. pr.dr. Toan
Tudoran, Studiul cefeidei scurt periodice
BE Eridani.

Prof. dr. E. Popoviciu, 4dsupra unui
proceden de interpolare.

Acad. prof. T. Popoviciu, Adsupra
unoy formule de medie.

Lect. dr. XI. Purdea, Inele detip (in,n).

Prof. dr. ¥Fr. Radd, Despre caracteri-
zavea topologicd a corpuvilor valuate.

Conf. dr. I. A. Rus, Punct de vedere
-categorical in teoria pumctului fix,

Lect. P. Sandovici, Consideratii asu-
pra structuvilor aproape simplectice.

Conf. dr. Ervin Schechter, In-
Sfluenta prelungivii solupiei discrete asupra or-
dinului de convergentd.

Asist. dr. M. Schechter, Proprie-
tafi ale produsului divect de structuri velationale.

Lect. dr. I. Stan, Strat limitd de di-
fuzie wnestationar.

Prof. dr. D. D. Stancu, Studiul unei
not clase de operatori liniari pozitivi de tip
intevpolator,

Lect. dr. P. Szildgyi, Spatiul nul
al unor opevatori eliptici tn plan.

Lect. C. Tartia, O problemd de sin-
teza schemelor.

Cercet. pr. dr. I. Todoran, Utilizares
obsevvatiilor dispersate pentru determinarvea pe-
rioadei unei stele variabile. .

Conif. dr. A. Turcu, Asupra unei pro-
bleme de bifurcatie tn vibratii neliniave.

Conf. dr. M. Tarini, Asupra unor
fibvate vectoriale definite pe spatii omogene.

Lect. dr. V. Ureche, Modelul elipsoid
— elipsoid pentri sisteme binarve vestrinse. For-

male de recurentd pentru functiile Di (x).

Asist. dr. A, Vasiu, Adsupra categovied
grupurilor (G, S).

Lect. dr. E. Virag, Despre o clasE
de grupuri primilive rezolvabile.

Asist. H. Wiesler, Triple in cate-
gorii velative.

Conf. dr. V. Zelmer, Despre unele
aplicatii ale algebrelor booleene.

12—13 mai

SESIUNEA DE COMUNICARI A
INSTITUTULUI PEDAGOGIC DIN BAIA
MARE.

Conf. dr. M. Baldzs, Asupra metodes
coardei.

Lect. P. Enghis, Asupra unor spafiz
cu conexiune afind cu tensori vecuventi.

Lect. dr. E. Fritila, Evalwarea pa-
rametrului necunoscul din densitatea de pro-
babilitate cu metoda aproximatitlor stochas-
tice.

Asist. G. Goldner, Despre uncle apli-
calii ale metodei coardei.

Conf. dr. S. Groze, dsupra unei clase
de ecuafii operationale neliniave. _

Conf. B. Kiss, FEcuatia diofantiand @
i A. Hurwitz.

Prof. dr. I. Marusciac, dsupra so-
lugiiloy aproximative extremale ale unui sis-
tem incompatibil de ecuatii.

Cercet. V. Pop, Observatii fotoelectric
in B si V la steaua VW Cephei.
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26—31 mai

COLOCVIUL DE GEOMETRIE $I TO--

POLOGIE  TIMISOARA.

Acad. prof. G. Cdlugdreanu, Asu-
pra unei conjecturi a ui L.P. Neuwivth.

Prof. dr. P. T. Mocaunu, O proprictale
de convexitale gemevalizald in veprezentarea con-
formd. ’

Conf. dr. M. Tarinia, Teoreme de
anulare pentru vavietdpi omogene complexe.

26-—27 mai

SESIUNEA DE COMUNICARI A IN-
STITUTULUI PEDAGOGIC ORADEA.

Lect. dr. W. Breckmner, Asupra unei
generalizivi a problemei celei mai bune aproxi-
malii.

Léct. P. Enghis, Observatii asupra
spagiilor simetrice si vecurente.

Asist. M. Frentiu, Asupra aprovimd-
vii funcfiiloy continue prin operatovi lineari.

Prof. dr. I. Marugciac, Programarea
pdtvaticd nedefinitd.

Lect. dr. Gr. Moldovan, Aplicatii
ale convolutiilor discrete.

Conf, dr. I. Muntean,
nifiei numereloy veale.

Conf. dr. I. A. Rus, Teoreme de punct
fix in spatii metrice.

Lect. dr. I. Stan, Cu privire la scurgevea
difuzivg.

Asist. dr. A. Vasiu, Grupuri tn geometrie.

Asupra defi-

5 iulie
SESIUNEA DE COMUNICARI A FA-

CULTATII DE MATEMATICA-MECANICA,
UNIVERSITATEA DIN CLU]J.

Asist. L. Lupas, Teoreme de convergenid
pentrie sivuri de opevatovi lineari.

Conf. dr.I. Muntean, dsupra unciteo-
veme de punct fix tn spatii locale convexe.
sulie

SESIUNEA $TIINTIFICA A ACADE-
MIEI R.S.R. BUCURESTI.

Prof. dr. P. T. Mocanu, Funci o
convexe in exteviorul discului unitate,

Prof. dr. E. Popoviciu, Aplicatii ale
teoriei interpoldvii tn cercetdvile de programare.

Acad. prof. T. Popoviciu, Asupra
unei teoreme de medie cave intervine in cercetiyi
matematice din economie.

22 —24 septembrie

CONFERINTA NATIONALA DE AS-
TRONOMIE, BAIA MARE,

Prof. dr. doc. Gh, Chisg, Rolul pierderii
de wmasd in evolutia binarelor strinse.

95

Cerc. D. Gh. Chig,
cerc pr. I. Todoran,
la steaua BS Draconis.

Matem, P. Horedt,
prin condensave. .

Astronom V., Mioc, Determinavea peri--
oadei de votafie a satelitului avtificial 1962 —
010 4.

Cerc. T. Oproiu, O expresie aproxima-—
tivd pentru vaze vectoare a unui punct material’
in cazul miscarii perturbate cauzatd de mediul
vezistent tn sensul lui Persen.

Prof. A. P 41, Perturbatii seculave si perio~
dice la o orbitd intermediard a satelitului arti--
ficial al Pdmitntului.

Cerc. V. Pop, Efectul Blajko la steaua:
X7 Cygani.

Cerc. pr. dr. I. Todoramn, Consideratit:
asupra perioadei stelei RZ Cephes. ’

Lect. dr. V. Ureche, cerc. H. Minti,
Metodd automatd de determinare a elementelor
la sisteme binave stvinse in aproximatie sferd
— elipsoid. Aplicatie la sistemul XZ Andro-
medae.

26—28 octombrie

SEMINARUL NATIONAL DE ECUATIL
FUNCTIONALE, IASIL

Lect. V. Hexman, Caracterizavea func—
tiei constante prin ecuafii funcfionale.

Prof. dr. P. T. Mocanu, Asupra unet
ecuatii functionale cu implicatii.

Conf. dr. I. Muntean, A fixed poin
theovem for the sum of two mappings.

cerc. V. Pop,
Curba de lumindg

Formarea stelelor

1—2 decembrie

SEMINARUL DE CEA MAI BUNA A-
PROXIMATIE SI PROGRAMARE SI SE-
MINARUL DE TEORIA CONVEXITATII.

Lect. dr. W. Breckmner, Asupra unet
teoveme de dualitate din programarea convexd.
Lect. dr. Gh. Coman, Monospline bi~
dimensionale si formule optimale de cubaturd.
Asist. G. Goldner, Asupra problemes
genevalizdvii woliunii de difeventd-divizatd . §¢
a nofiunii covespunzitoave de comvexitate.
Asist. L. Lupas, Utilizarea  alurii tn
teoveme de convergenid a siruvilor de operatori
lineari. '
Prof. dr. I. Marusgciac, a) Despre
programare polinomiald. b) Caractevizarea
unor solufii extremale a uwmui sistem infinit.
Prof. dr. P. T. Mocanu, Nofiunew
de convexitate in reprezemtarea conformd.
Prof. dr. E. Popoviciu, Asupra
nopiunii de alurd.
Acad. prof.. T. Popoviciu, Observafii
asupra unei inegalildfii relative la functii con-
vexe. -
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T cel de al XVIII-lea an de aparitie (1973) Studia Universitatis Babes— Bolyai cuprinde
seriile :

matematici—mecanicid (2 fascicule);

fizicd (2 fascicule) ;

chimie (2 fascicule);

geologie—mineralogie (2 fascicule) ;

geografie (2 fascicule);

biologie (2 fascicule) ;

filozofie ;

sociologie ;

stiinte economice (2 fascicule);

psihiologie —pedagogie ;

stiinfe juridice;

istorie (2 fascicule);

lingvistici —literaturd (2 fascicule).

Ha XVII roxy uspauus (1973) Studia Universitatis Babes— Bolyai BBIXOAHT CReRy-
10LIHMI CeDHUSIMH &

MaTeMaTHKa —MéXanHKa (2 BbIycKa);
dusnka (2 uimycka);

xuMust (2 Bhinycxa);
FeoNorHs—MHHepanorist (2 BHITYCKa) ;
reorpadust (2 BrIIYCKA);

Gucaoras (2 BEIIYCKa);

dunocopus ;

COILHOJIOTH ;

9KOHOMHYeCKHe HaykH (2 BBINYCKa);
TICHXOJIOTH ST — e IATOTHKA
IOpPHAUYECKHE HAYKH ;

ncTopHus (2 BHIYCKa);

S13bIKO3HAHHe —IHTepaTyponefieHHe (2 BuIIyCKa).

Dans leur XVITI-e année de publication (1973) les Studia Universilatis Babes— Bclyai
comportent les séries suivantes:

mathématiques — mécanique (2 fascicules);

physique (2 fascicules) ;

chimie (2 fascicules);

géologie —minéralogie (2 fascicules);

géographie (2 fascicules);

biologie (2 fascicules);

philosophie ;

sociologie ;

sciences économiques (2 fascicules);

psychologie — pédagogie ;

sciences juridiques;

histoire (2 fascicules);

linguistique —littérature (2 fascicules).
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