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Partea a Il-a a volumului inckinat prof. dr. TH, ANGHELUTA la implinivea a 80 de ani

ASUPRA UNOR INFRAPOLINOAME CONDITIONATE

de
I. MARUSCIAC

1. In studiul polinoamelor de abatere minimd in diferite metrici
se constatd existenfa unor proprietdfi comune ale polinoamelor care se
abat cel mai putin de la zero in aceste metrici. Printre aceste proprietéti
amintim, de exemplu, proprietatea de apropiere fatd de mulfimea de defi-
nitie a zerourilor polinoamelor de abatere minimi si asa numita proprietate
de ,,ortogonalitate’ a acestora. De aceea s-a clintat sd se defineascd o clasa
mai largd de polinoame ,,minimale’, care si inglobeze proprietitile cele
mai importante ale polinoamelor de abatere minimd. Astfel s-a ajuns la
notiunea de infrapolinoame, care reprezintd tocmai o asemenea clasi.
Aceastd notiune, dupd cum Iimi este cunoscut, aparfine lni M. Fekete,
care in ultimii ani, impreund cu J. I,, Walsh [2], a dat si anumite
generaliziri ale acesteia, definind infrapolinoame k-restrinse, adicd infra-
polinoame in clasa polinoamelor cu primii cifiva coeficienti fixati.

In anul 1958 J. 1.. Walsh, intr-o lucrare |5, defineste o clasi de
infrapolinoame restrinse, punind restrictii asupra ultimilor coeficienti.

Problema care se pune este de a se studia proprietitile infrapolinoa-
melor cu coeficienti fixati intr-o ordine oarecare, ,,pe sdrite’‘. Or, rezul-
tatele cunoscute nu se pot extinde si la acest caz, deoarece ele sint bazate
pe o anumitd simetrie, care in acest caz dispare. De aceea ne-am gindit
sd introducem o noud definitie a infrapolinoamelor, mai largd, in care tofi
coeficientii polinomului si joace acelasi rol. Aceastd necesitate iese in
evidentd mai ales atunci cind se considerd in loc de polinoame algebrice
anumite combinatii liniare de niste functii continue liniar independente.

n cele ce urmeazi se definesc astfel de infrapolinoame si se dau o
serie de proprietdti de care se bucurd aceasti clasi.

2. Fie K o mul{ime compactd din planul z si

AiR) = a2 - a1+ L.+ a, (n)

un polinom de grad cel mult #, ai cirui coeficienti a; verificd relatiile

n
E :ocikak =1
k=0

i=0,1,2 ...r 2)

unde oy sint numere complexe si rang||on|| =7 + 1.
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Vom spune ca polinomul

B(z) = bz 4 bz* P 4+ ...+ b, F A(2)

este un polinom adjunct v 4 1 — conditionat a lui A(z) pe mulfimea K,
dacd

Dapby =1, i =0,1, ..., 7 (3)
k=0
‘ B(z) =0, daci A(x) =0, z €K (4)
$1
|B(2)| < [A(5)], zeK si  A(z)20. (5)

Vom spune cd A(z) este un infrapolinom # -+ 1 conditionat pe mul-
timea K, dacil acesta nu admite nici un polinom adjunct » -~ 1 — conditi-
onat pe mul{imea K.

Pentru a dovedi existenta a astfel de infrapolinoame e suficient sd ale-

gem din K #-—7r puncte {zy}f:{ in asa fel ca determinantul

oo For - - - Few

% % - . - g

470 1 (6)
113 -1

Ly Sy . 1

sa fie diferit de zero si sd considerim polinomul

Alzy=(z — 2 .. @ = 20 F 27 4 L) =
= (" a4 L F A ey ),

in care coeficientii ¢y, ¢;, ..., ¢, s-au determinat din egalititile
g = ¢,
o
ay = €1 + Codn

- ' ' v
Ay = Cy + €10y + Coy 7
Ay == Cyllu_,
in care a4, a4y, ..., a, se determind din condifiile (2) la care se adaugid
A(zy) = 0, v=1,2, ... #n—r.
Din ipoteza (6) rezultd cd acesti coeficienti sint unic determinati.
Tinind cont de relatiile (7), conditiile (2) se scriu sub forma

C(](O(i() + ailai + s + %iyn—r ﬂ,’,_,) '{"
01(0(1,1 + “iga; + ...+ Xyt arlz—r) -+
(8)
Cl(a" 4 %irtq a; + o, al’l-—r) =1

1=0,1, ..., 7
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care, notind cu
¢
Bij == oij + %ijyr @y + - %y Gu_, 9)
,7=0,1, ... 7,

se scrie sub o formd analogd cu conditia (2) in care rolul numerelor oy
il joacd numerele B,

2By =1, i=01, ... (10)
k=0

Polinomul A(z) astfel determinat este un infrapolinom » + I-conditi-
onat pe K. Intr-adevir, dacd B(z) ar fi un polinom adjunct # -+ 1-condi-
tionat a lui A{2) pe K. acesta ar trebui si fie de forma

Blzy= (""" +ap" 7"V + 4 a)dyr a4 4 (1
deoarece conform conditiei (4), trebuie sd admitda numerele z,, 2, ..., Zuo,
ca rddécini,

Conditia (5) se scrie
-
A — — z
2 Bud = 1. =01, ....¢
k=0
care comparate cu (10) ne aratd cd dp = ¢, k==0, ..., 7. Prin urmare
B(z) = A(2) si deci A(z) nu admite polinom adjunct » 4+ 1 — condifionat

pe K, adicd este un infrapolinom 7 - l-conditionat pe K.

Evident cd orice polinom A(z) ai cdror coeficienti verifica relafiile (2)
si cu toate rddicinile pe K, este un infrapolinom pe K. Acest fenomen
de apropiere a zerourilor de mulfimea K, dupd cum vom vedea, este
caracteristic acestor infrapolinoame.

Polincamele de abatere minimd in etricele:

I. IIP,,()llmmea\Il“()],
II. P(2) || = max [1(2) | Pa(2) |,

unde f(z) este o functie continud si pozitivd pe K;

! m

III. P >0 = 1,
NPu(2)) ?;INLVIP .,y L,
unde K este formatd din m puncte z,, ..., Z,;
i
IV. 11,.(2) S|p )V’idz;]f’

cind K este o curbi rectificabild; condifionate sau nu, sint si infrapolinoa-
me la fel conditionate (adicd cu aceleasi restrictii asupra coeficientilor)
pe multimea K. Si aritim, acest lucru, de exemplu, in cazul metricei II.
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intr-adeviir, dacd P,(z) este polinomul de abatere minimi in metrica
IT pe multimea K in clasa polinoamelor care verifici condifia (2), adicd

max [£(2)|Pu(z)|] = inf. max [f(2) |Qu(2) |]
2 €K (Qy z€K

atunci acesta nu admite nici un polinom adjunct » 4+ 1l-condifionat pe K,
cdci dacd Qa(2) ar fi un astfel de polinom, atunci din conditia (4) ar rezulta

0a(2)] < [Pa(2)], 2z €K

k si evident

max [1(2)1Q4(2) 1] < lzﬂélii{[f(Z) 1Pa(2) ],

ceea ce contrazice faptul cd P,(z) este polinomul de abatere minima pe K
in metrica II. La fel se poate face verificarea si in cazul celorlalte metrici.

De asemenea clasa acestor infrapolinoame contine toate celelalte clase
de infrapolinoame restrinse considerate de autorii amintiti. De exemplu,
infrapolinoamele k-restrinse, definite de M. Fekete [2], se obtin aici dacid
luim in (2)

1 1,
Rog =1, 0y = —, ..., app=——, lar restul oy = 0.
. Al A}c

3. Dam acum citeva proprietdti mai importante de care se bucuri
aceste infrapolinoame.

TroreMA 1. Dacd A(z) este un infrapolinom v 4+ l-condifionat pe K,
atunci orice divizor al sdu de grad cel putin v + 1 este de asemenea un in-
frapolinom v - 1 condifionat pe K.

Intr-adevir, fie
DiRy=dy" +dz" 1+ ..+ d,, v+ 1<m<n
un divizor al Iui A(z), adicd A(z) = D(z) - E(z), unde
E(@) = egz"™ 4 e " 7L A L ey,

Atunci avem

ay = dye,
a, = dyey + doey
ay = dyeyq -+ die; + doty (12)

Ay = dmen —m

si condifia (2) implicd condifia

215;;. dy =1, =01, ...; (13)

k=0
)
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unde B;; au semnificatia analogd cu (9),
Bir = 0ix €g+ %ipt1 €1+ oo F Figinom Crm (14)
1=0,1, ..., 7, k=20,1, ..., m.

Dacd D(z) ar admite un polinom adjunct D(z) r 4 1-conditionat pe
K, adici ai cirui coeficienti d, verificd conditiile (13) si in plus

D(z) =0, dacd D(z) =0, =z¢K, (15)
D) < IDE)], 7 €K, D@ #0, (16)
atunci ar rezulta cd polinomul
B(z) = E(3) - D(2) (17)
este un polinom adjunct » 4+ 1 — conditionat pe K a lui A(z), din
by = dyey

by = dyeq + dye,
si din

rezultd

"

Sap by =1 =01. .r
=0
Din (17) si (15) reiese ci dacd A(2) = D(2) - E(2) se anuleazi pe K,
atunci si B(z) se anuleazd, deci i condifia (4) este verificata.
De asemenea, tinind cont de (16), avem
1B(@)] = [E@)| - 1DG)]| < E@)] - [DE)] = 14(G)],

dacd A(z) 20, z € K.

In sfirsit, deoarece D(z) == D(z), rezultd ci si B(z) 2= A(z). Dar aceasta
contrazice faptul ci A(z) este un infrapolinom 7 -4 l-conditionat pe K.
Aceasti contradicfie arati ci nu existi un asemenea D(z), si deci polino-
mul D(z), este un infrapolinom 7 -+ l-conditionat pe K.

S84 considerdim acum un infrapolinom 7 4 l-condifionat pe K si care
nu se anuleazd pe aceasti mulfime si

1* (3> “E:(l; :n'h (18)

k=0



12 1. MARUSCIAC 6
un polinom arbitrar ai cérui coeficienti verifica relatiile

agar =0, 1=01,...r.
2;0 el (19)

B

Atunci transformarea

*
w = 26 (20)
A0
transformd mulfimea compacta N intr-o mulfime compactd K 4+ Fie X *
invelitoarea convexd a lui K =
In general, pentru anumite polinoame A*(z) originea planului (w)
poate sa aparfind lui K 4+ iar pentru altele nu. Vom vedea cd acest lucru
este caracteristic infrapolinoamelor » -~ 1-condifionate pe K. In acest sens
are loc
Trorwya 2. Un polinom A(z) care verificd conditia (2) si care nu se anu-
leazd pe K, admite atunci si numai atunci un polinom adjunct r + l-con-
ditionat pe K, cind existd cel pufin un polinom A*(z) ai cdrui coeficients
@, wverificd conditiile (19), pentru care oviginea planubui (w) nu apartine mul-
timit K 4*.
Conditia este necesard. Dacd A(z) admite un polinom adjunct r 4 1-
conditionat pe K B(z), atunci punind

A%(z) = Az) — Blo) = ap* + a3 7 + L+ a4

avem evident
no-
S g ar =0, =01, .7,
k=0

Acest polinom verificd inegalitatea
() + 4*@) | > 4@ — 4G,

oricare ar fi z ¢ K. Intr-adevir, avem
lA(z) 1 A5G = [24() — B =[d()] |2

o

B(2) |
| >

> (4 (ZH.[Q_.%%)P LA > 1 BE)] = 14() — A7 G

*
De aici, punind w = A , avem
A(z)
1 —wl <]l +w|, welKy+ (21)

care ne aratd ci imaginile w ale punctelor z € K sint continute in semi-
planul drept al planului (w), ceea ce inseamnd ci originea planului (w) nu
e continutd in X ,»*.
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Conditia este suficientd, cici dacd existd un polinom 4*(z) pentru care
invelitoarea X 4 * nu contine originea, atunci reiese cd existd un numir
complex « asa incit si avem

by — w| < |o 4+ w], weKy» (22)
sau

LY (23)
Considerdm polinomul

B(z) = A(z) — et - ad*(z). (24)

Vom ardta cd putem gisi doud numere pozitive ¢ si 0 asa incit B(z) sd fie
polinom adjunct 7 4 l-conditionat pe K a lui A(z).
Astfel avem

" » ’ » ’
Za.,-,{b,_, 220(11 ak—:eloa2a1.ka; = 1
E=0 Py k=0

. Ar2) ..
1B =14 (@] - [ 1=z =) < 140) ¥
cici putem gdsi e si 0 astfel Incit
|1 — ee®aw] < 1.

In adevir, avem

(1 — eei® aw)(l — ce 0o w) = 1 — 2R (aci® w) + |aw(? < 1,
dacd

0 < ¢« << min 2 e )
€K lozer |2

care e posibild deoarece din (22) rezultd ci se poate alege § convenabil
astfel ca R(xe® w) >0, w € K4+ . (Pentru aceasta e suficient ca 0 =
= —arg «.)

Din teorema 2 rezulti imediat

TeorEMA 3. Polinomul A(z) care verificd condifia (2) si care nu se anu-
leazd pe K este infrapolinom r -+ 1-conditionat pe K, dacd si numai dacd
originea planului (w) este condifionatd in K, unde

X = X4,
1ar K4+ are semmificafia de mai sus.

Intr-adevir, dacd A(z) este un infrapolinom » 4 1 — conditionat pe K,
atunci din teorema 2 rezulti ci pentru orice polinom A*(z) care verificid
condifiile (19) originea planului (w) este continutd in X ,*. D2 aici, rezultd
c# aceasta e confinutd si in X. Invers, dacd originea planului (w) este con-
finutd in X rezultd cd aceasta se afli in toate mulfimile X 4,. Din teorema
2 rezultd cd atunci polinomul A(z) nu admite nici un polinom adjunct,
deci este un infrapolinom » + 1 — conditionat.
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Cu ajutorul acestei teoreme putem demonstra usor o teoremi de bazi,
care caracterizeazd complet infrapolinoamele astfel definite,

TrorEMA 4. Conditia necesard st suficientd pentru ca polinomul A(z) care
nu se anuleazd pe K (care contine cel putin n—r + 1 puncte) si care veri-
fic@ conditiile (2), sd fie mfmpolmom r+1 — condifionat, este ca sd existe
mmn—r+1LmL 20— 20 4 1) puncte 2, € K §i m numere pozitive
Ay, astfel incit sd avem

» A*(2)

2y =0 (25)

v=1

oricare ar fi polinomul A*(z) care verificd condifia (19). Polinomul A(z) este
in acelasi timp infrapolinom v + 1 condifionat si pe multimea {2,}s_;.
Conditia este necesard. Dacd A(z) este un infrapolinom 7 4- 1-condi-
tionat si care nu se anuleazd pe K, atunci din teorema 3 rezultd ci originea
planului (w) este continutd in X = N X ,*. Insi atunci existi un sistem

de m puncte {w,}y~; @, € X, imagini ale punctelor din K prin orice A*(z)
si m ,,mase‘* pozitive 2,, astfel incit

Z MW, = () (26)

intr-adevir, daci M sint multimile formate din cel mult puncte
din K, atunci avem UM = K. Dacd notdm si in acest caz cu M4« imaginea
lui M prin transformarea (20), cu M4 invelitoarea sa convexd §i M =
= (M4%, atunci rezultd cd existd cel putin o mulfime M asa ca M si
contind originea planului (@) Ow, cdci altfel dacd pentru orice M am avea
MP Oy, ar rezulta ci UYMPO,. Insi avem YWC X. In adevir daci
we UM rezultd cd we unui My« oricare ar fi A*(2). Dar M4« este inve-
litoarea convexd a multimii M s+ — imaginea mulfimii M C K, de unde
rezultd cd M4 C K4+ pentru orice A*(z), deci we X si incluziurea este
demonstratd. Avem deci X P O, care contrazice faptul ci A(z) este infra-
polinom 7 +4 l-conditionat pe K.

Astfel existd o multime M formatd din s puncte din K in asa fel incit
M3 0, si afirmatia este demonstrata.

- . A*{z,)
Inlocuind in (26) w, = o avem
2 Zv
S x A*(z2) -0 (27)

Deoarece (27) trebuie s3 aibid loc oricare ar fi A*(z), verificind condi-
tiile (19), relatia (27) trebuie si aibd loc pentru # — 7 coeficienti arbitrari
ai lui A%(z). Astfel din (27) se obtin de fapt # — 7 ecuatii, iar daci se ega-
leazd pirtile reale si cele imaginare primim 2(n — 7) ecuatii omogene care
determind complet numerele 2,. Dacd m > 2(n — ») 4 1, atunci evident
putem reduce numdrul punctelor, cdci putem scoate 2(r — #) din numere
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A, in functie de restul care pot lua valori arbitrare. Luindu-le pe toate egale
cu zero, cu exceptia unuia (toate nu pot fi egale cu zero cici ecuatia este
omogend), obtinem numai 2(n — 7) + 1 valori A, diferite de zero, iar res-
tul egale cu zero. Lisind in mulfimea M numai punctele corespunzétoare
acestor valori, evident cd (27) va fi verificatd pentru sistemul de numere
{2}, astfel determinat.

Deoarece evident originea 0O, este continutd si in invelitoarea con-
vexd M, rezultd ¢d polinomul A(z) este in acelasi timp infrapolinom » 4 1—

conditionat si pe mulyimea M = {z,}7_;. Astfel necesitatea este complet
demonstrata.

Inainte de a trece la demonstratia suficientei, sd observim cd pentru
ca (25) sd aibd loc e suficient sd avem

n H—p y

.‘zlu _‘{}’T"*:z“?.k k=01, ..., 7 29

’

cici daci inmulfim cele n41 egalitati cu niste coeficienti a; care verificd
relatiile (19), si insumdm, membru cu membru, ob{inem (27). Relafia (28)
este cu mult mai comodad pentru aplicajii, pentru cd nu contine nimic arbi-
trar.

Sa trecem acum la demonstratia suficientei. Dacd (27) are loc, atunci
notind ca si pind acum cu ‘

avem

vawvz 0,

v

care aratd cd originea O,€ M4x, unde Myx este invelitoarea convexd a
multimii M4x = {wy}, oricare ar fi A*(z). Or, din teorema 3 rezultd ci
atunci A(z) este un infrapolinom 7 -+ l-condifionat pe mulfimea M =
g%
= {z, oy, W, = _i ((z‘)') . Deoarece 1nsd cu atit mai mult O, aparfine si lui
ZV

X, rezultd ci A(z) este infrapolinom » 4 1 —condifionat si pe K, si sufici-
enfa este demonstrata.

Cu ajutorul acestei teoreme se poate demonstra usor o proprietate refe-
ritoare la localizarea zerourilor unui astfel de infrapolinom. Pentru aceasta
sd definim un polinom B(z), care va juca un rol esential in cele ce urmeazd.
Astfel, deoarece rangul matricei || ;|| este egal cu v + 1, rezultd cd existd
cel putin un determinant de ordinul # 4 1 diferit de zero. Fie acesta de
exemplu

Koky Kok, -« - - O(Okr
A=|. ... ... |0 (29)

Frkg Oy -+ + + %pp

unde presupunem 0 < kg < &y << ... < &, < n.
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Atunci definim un polinom

& k
B(z) = bya'r + b v 4 - b, A (30)
ai carui coeficienti b, s-au determinat din conditiile (19), iar p este cel mai
mic numir intreg nenegativ, diferit de n —k,, n — &y, ..., n —&,.

TrorREMA 10. Dacd A(z) este un infrapolimom r 4~ 1 conditionat si care
nu se anuleazd pe K (care confine cel putin m — v 4 1 puncte), acanci o,
flind wnghiul sub cave se vede muifiinea K din punctul z, avem

(P1,+<Pa:+~"+fpun+(‘pﬁ:+@?z+"'+(P5k,>ﬁ’ (31)

unde oy, %y, ..., o, sint ydddcinile lui A(z), iar By, Bs, ..., By, vdddcinile
bolinomului B(z) din (39).

Intr-adeviir, dacd A(z) este un infrapolinom » - 1 conditionat si care
nu se anuleazfx pe K, atunci din teorema 4 rezultd cd existd un sistem de

puncte {zy}vey din K si m numere pozitive 2, in asa fel incit are loc (25),
oricare ar fi polmomul A*(z) de grad cel mult #, ai cdrui coeficienti veri-
fici conditiile (19). In particular trebuie sX aibi loc si relatia

B(z,)
)w v = 0, 32
2 )

unde B(z) este polinomul din (30), cdci din felul cum s-a definit, coeficien-
tii sdi b, verificd evident conditiile (19).

In cele ce urmeazi vom intelege prin variatia argumentului unei functii
f{z) pe mulfimea K, pe care o vom nota cullarg f(2)] Jx diferenta dintre
valoarea maximd $i minimé a Iui jarg f(z)| cind z parcurge mulfimea K,
adicd

[larg /(2)}] = max farg /(3] — min larg /(3.

Atunci relatia (31) aratd cd trebuie si avem

“ gAmJ > (33)

unde M = {z,}y=1. Insi avem evident

e
(2)
L [larg B(z)| + |arg A(2) |1y = [larg B(2) |]un + [larg A(2) [Jn =

= [larg (= B) [ 1ae + - + [larg (z — By (I + [larg (= — ay) [or + ..
+[larg (= ) [l = 95, + - + 9, + @5+ - + By

I, ~flarg B() — arg 4@} <

M

unde g’ inseamnd unghiul sub care se vede muljimea M din punctul z.
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Deoarece evident ¢; < ¢,, pentru orice 2z, {inind cont de (33), avem
Po, T P, o A Pa, Tt Py g, 2> T

51 teorema este demonstrata.

Din teorema 5 rezulti imediat ca niste consecinfe o serie de rezultate
cunoscute relative la infrapolinoame restrinse.
Astfel avem urméitoarea teoremd a lui Fekete—Zedek [4]:

TEOREMA 6. Dacd A(z)=z2"+ A" 1 4.+ A" Fdap 21 - +a,
este un infrapolinom k-restrins pe multimea K, care confine cel pufin n — &+ 1
puncte st care nu se anuleazd pe K, atunci pentru orice grupare de k + 1
rdddcini o, o, ... 0, avem

CPaio + (Paix + c + CPaik >/ 7. (34)

L i=1,..., & daci 4,50
51 oo =1, a;;=1, dacd 4; =0, iar restul «; =0, obfinem infrapolinoamele
k-restrinse, adicid infrapolinoame in clasa polinoamelor cu primii 2 + 1
coeficienfi fixati. In acest caz determinantul (29) este

Intr-adevir, luind in (2) oy = 1, a; =

|1 000 ... 0
1
1
Ak:10 —Tl O ... 0 ____1_ 1 .
Lo 1A 4y
0 0 0 AL
| Ak
dacd 4;5#0, 7 =1, 2, , kosi
1 00 ... 0
1 10 0
_ 1 __ 1
Ay=10 0 4 0 A
1
000 - 7
Ak

daci, de exemplu A; = 0. Din ecuatiile (19) se constatd cd in ambele cazuri
coeficientii polinomului B(z) din (30) sint tofi nuli, iar p = 0, cici aici
ko =0, k&, =1, ..., By = k. Prin urmare polinomul B(z) este de gradul
zero

B(z) =1

9 =— Matematic& Fizicd 11/1962
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Conform teoremei 5 avem deci
CPa;"{" <P7,+--~ -+ %,,}m

Insd, cum orice divizor D(z) de gradul 2+ 1 al lui A(z) este tot un
infrapolinom ,,la fel restrins’’, cdci din (14) rezultd

Boo = L, Bpr= ... = Bo,k+1:O»
) 1 _ _
Bio S S :Tfl Be=...= Brrar1=0
A, .
Cy y 1
p"o-“*f‘Bn*,_l’@zz‘}f‘ﬂzsz = Lo =0
S 1
Bno*.j; o B =g Bren =0,

iar din (19) rezultd cd si in acest caz polinomul B(z) = 1 si deci aplicind
teorema acestui infrapolinom obtinem

Poy F Qo T o F Py, 2 T,

unde prin ey, 4, ..., « s-au notat cele £ -+ 1 rdddcini ale acestui poli-
nom. Cu aceasta teorema este demonstrata,

TrorREMA 7 (a lui Walsh [53]). Dacd A(z) =2" 4+ a2~ 4 ... +

d a2 A Ay A+ L+ A, este un infrapolinom cu primul si
ultimii R coeficients fixagi, care nu se anuleazd pe K si oy, ..., o, sint rddd-
cinile sale, atunci avewm

Ga, T Qo + oot Po, T ey =, (35)

unde @, este unghiul sub carve se vede multimea K din origine.

Si acest caz este confinut in cazul nostru, cici e suficient si luim in

« 1 1 1
(2) ogo =1, oy =—, tyn_q= sy Bpphgy =

-, lar restul
. An ! Anwl An—k%-l
o = 0. Determinantul corespunzitor este aici

I 0 . 0
1
a,=|0 0 SR NI
1
’n-—k+1 O

1 Dacd unul din numere 4; = 0, proceddm ca i in cazul precedent,
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, ..., 0 este k. Prin urmare

Din conditiile (19) rezultd si in acest caz b, = b, =
kp = n si deci cel mai mic numar intreg pozitiv diferit de », & —

iar p =k, clci In acest caz ky =0, iy =n —k + 1, by =n —

o=l

k
1

B(z) = 2*
rezultd nemijlocit teorema 7.

x>+l

b
Tinind cont de forma polinomului B(z) in acest caz, din teorema 5
Cu ajutorul aceleeasi teoreme 5 se poate da ridspuns la problema loca-
lizdrii zerourilor unui infrapolinom in care au fost fixati anumiti coefi-
cienti ,,pe sirite’’. In acest sens are loc
noamelor cu coeficientii ay,, a,,
$T 2y, 9,

TrOREMA 8. Dacd A(z) este un infrapolinom pe mulfimea K in clasa poli-

. ax, fixafi care mu se¢ anuleazd pe K
, oy Stnt zevourile sale, atunci avem
Pa, + Pa, + -t Pa,, - P?‘o = T, (36)
undc p este cel mai mic numdr intreg nenegativ diferit de n — ky, n — k
o o= R,
« A N 1 1
Intr-adevar, luind in (2) xg, = i Pk =
L
. 1
ay %0 §1 oy, =

1

L, daci

— e, O =

akl » » Yrk, “k' »

—, o =1, dacd a, =0, iar restul oy =0
J

un a; trebuie si fie diferit de zero, cdci altfel infrapolinomul ar fi identic

nul), se constatd cu usurintd ci si in acest caz

(mécar
B(z) = =
rema 5 rezultd imediat (36).

3

unde p are semnificatia din teoremd. Din formula polinomului B(z) si teo-

Este interesant de observat cd termenul liber joacd un rol privilegiat,

cici dacd a, se fixeazd atunci $ =1 si depinde de numirul coeficientilor
consecutivi fixati din urmd. Dacd insd a, nu e fixat, atunci p = 0 totdea-

n
<
2 %ox?

n

una $i nu depinde de ordinea in care s-au fixat restul coeficientilor.

In cazul cind avem o singurd relatie liniari, adici considerim poli-
noamele A(z) ai cdror coeficienfi verifici relatia

& =)

=1, Zf%k;—,f‘),

k=0

teorema 3 se enunti sub urmitoarea forma
atunci avem

daca

2)
TEOREMA 9. Dacd A(z) este un infrapolinom I-condifionat si care nu
Agn == 0

se anuleazd pe mulfimea K (multimea K continind cel pupin » + 1 puncte),
,
Pa, + + (P‘ln g

T — @, dacd a0 si agp=0, 2=0,...,n—1.

(37)

-

NO

|
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fn adevir, dacd oy, =0, atunci neapdrat existd mdicar un numir ay,, 20
si deci B(z) = bz + 1. Din condifia

% oke bO _— O,
rezultd b, = 0, si deci B(z) = 1, de unde rezultd prima parte a teoremei.

Daci wgy = ... =05 a =0, atunci B{() =2+ b si din bay, = 0,
rezulti B(z) = z, iar de aici partea a doua a teoremei.

Teorema 9 confine ca un caz particular cunoscuta teoremd a lui Fe -
jér [1], relativi la zerourile polinoamelor extremale nerestrinse.

Astfel, luind agy =1, o, = ... = ogn = 0, rezultd q, = 1, adicd
avent infrapolinoamele clasice cu primul coeficient normat. Acest caz in-
globindu-se in primul caz al teoremei 9, avem

Pa, + Pz, + ...+ Qx, = T
Insd, deoarece orice divizor al siu de gradul intii este tot un infrapo-
linom cu primul coeficient 1, avem ¢,, = =, care counstituie tocmai rezul-
tatul Iui Fejér siarati ¢ rdddcinile unui infrapolinom clasic sint con-

tinute in invelitoarea convexd inchisi a mulfimii KA.

- « 1 A <
Dacd ludm ayy = ... = a5, nq =0, as = ——, ceea ce inseamnd ci

”

am considerat infrapolinoamele cu termenul liber fixat, atunci pe baza
teoremei 9 (partea 2-a), avem

Pa, + Qa, T oot o, = n— Po-
Insa, dacd dyz + 4, este un divizor al lui A(z) l-conditionat pe K,
adicd
A(z) = (doz + dy) gz 4 c2" ™2 4+ Lo Cay),

avem

Budo + ﬁldx =1, (38
unde

Bo = %poCo + X1y + ...+ %y m_y Cny )
(39)
Br == 01Co + 20201 + - - A %on Cny-
e aici rezultd ci in cazul nostru e = 71 ceea ce aratd
D 1t 1 t o 0, B o
An

cd divizorul este un infrapolinom de acelasi tip si, prin urmare, avem
Poy 2T — Q@ t=1,2, ..., 0 (40)

N-am intilnit acest rezultat in literaturd, nici mécar pentru polinoame
In sens Cebigev.

In particular, daci K este o mulfime reald situati pe Ox, de exemplu
[0, 1], atunci ¢, =0, §i avem ¢,, ==, 7= 1,2, ..., n, ceea ce aratd
cd toate rdddcinile unui infrapolinom cu termenul liber fixat pe o mul-
{ime situatd pe Ox, sint reale si sint cuprinse in cel mai mic segment care
contine mulfimea.
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Din cele aritate mai sus se vede cd rddicinile infrapolinoamelor depind
in general de coeficientii combinatiilor liniare a;, care apar in (2) §i numadh
in cazuri partlculare cind se fixeazd coeficientii consecutivi de la inceput
sau de la urmai, ele sint independente de acestia. Faptul cd atunci cind se
fixeazd termenul liber intrd in considerare unghiul sub care este vizutd
mulf{imea din origine, se explicd probabil prin faptul ci aceste polinoame
pot fi privite ca polinoame de aproximatie a functiei

zhb Apz® L+ 4,

1) = 3

cdci dacd de exemplu se fixeazd primul si ultimii % coeficienti, atunci poli-
nomul A(z) se poate scrie sub forma

24 Apopyy 28]

A(Z)Ezk[ - — + ...+An_+ (Aozn—k—x_i_ o An_k]

$i care evident are sens numai dacd originea nu apartin: nultimii K.

In incheiere vom studia cazul unei mulfimi reale.

3. Presupunem deci cd mul{imea K este reald, conjinutd in intervalul
[a,b] si sd considerdm polinoamele reale A(z).

Sa considerdm mai intii un polinom

A(@) = a2 + a2 + a,
cu

%o = 1, a9y = 2tgp = 0
adicd

=1 si

a0 + By F Gy, =1 (41)

unde oy,, ¢4, ¢ Sint reale.
Cele doua rddacini ale sale v, si v, vor fi complexe conjugate, fie

Yy =¢ +id
Y, = ¢ — id.
Conditia (41) se scrie atunci sub forma
gy (€24d%)—2 oy ¢+ g —1 = 0 (42)
care aratd cd punctele corespunzitoare v, $i v, se glsesc pe un acelagi cerc
cu centrul in C (Z: , OJ si de razd

2 2 2
_ Vebh ~ X%z -+ ooy,

L3t

Din consideratiile geometrice se vede ci numai daci

a
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polinomul A(z z24-a,z 4 a, poate avea rddicini complexe. Cici, daci

o . . A . .
de exemplu, 2 < a, atunci centrul cercului este la stinga lui a si avem

evident

Pig. 1.

|z— v, | > |2 — ¢ |, pentru orice z € K si deci A(z) ar admite un polinom
adjunct la fel conditionat, adica n-ar fi infrapolinom.
Asadar, are loc

TroREMA 10. Dacd mulfimea §i  polinomul A(z) = 22 4 a2z + a,
sint reale iar [a,b] este infdsurdtoarea convexd a mulitmii K, atunci cele doud
vdddcini ale lui A(z) sint totdeauna reale cu exceptia carului cind

a<® ~p
%2
cind ele pot fi complexe conjugale.
S4 considerdm 3 cazuri particulare:

1 . . e e
a) o0 =0, ayy = =, oy = 0, adicd centrul de greutate al ridicinilor
10 11 A

1
este fixat, atunci cercul (42) devine dreapta

A

C ==

ol

s : w S T I < s < A
si evident cd cele doud rddédcini sint reale, cdci altfel dacd y ¢ — =}, am
2

avea evident

~ ;:—Y|>z+§t],zex.

T a z [ b) Dacd )y = o3y = 0, o5 =

—= 21- (4,>>0), cercul (42) devine

Fig. 2. Cz—{—dz:/ig.
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Daci 0 < a < b, atunci A(z) are de asemenea doud ridicini reale. In
general insi ridédcinile pot fi si complexe. Astfel, dacd K este [—1,1] si
A(z) = 224a, 2+ 1 (4, = 1), polinomul de abatere minimi pe [—1,1].
Din figura 3. se vede cd a, = 0, cdci

max [z — y| > max |z — 7]. Deci A(z) =22+ 1
st €K z€ K

care n-are rddicini reale.

¢) S8 luim oy =a, oy =1, a=0,
atunci cercul devine dreapta

a — 1
2

c = =
de unde rezultd ci si in "acest caz cele doud
ridicini sint reale, dacid K este reald.

Cu ajutorul acestei observatii se poate arita
urmdtoarea

Fig. 3.

TEOREMA 11. Dacd mutimea K este reald atunci loate rdddcinile unui
infrapolinom A(z) = 2" 4+ A" + a2" 2 4 ..+ as, (4, — real) sint
reale si cel putin n-1 dintre ele sint situate in [a,b,] unde a < 2z < b.

Tn adevir, acest caz corespunde lui

. 1
oo = 1, gy == ... = ogn = 0 §i o9 = 0, ocnzg—alkzzo,k¢l
T

Bou =1, Bor = Boa= 0
Bio=¢, Pu=12P;p=0

si Iuind un divizor oarecare de gr. 2 al lui A(z), din observafia ¢) rezultd
cd aceasta are 2 rddécini reale, deci toate rddécinile lui A(z) sint reale.

Dacd ar exista 2 rddidcini nesituate in [a,b,] ele nu pot fi separate de
[a,b], cdci atunci am putea inlocui cele 2 rddicini cu altele mai apropiate
de [a,b,] fird si schimbidm suma lor, si deci A(z) n-ar fi infrapolinom 1-res-
trins. Prin urmare cele 2 ridicini x, si x, sint de aceeagi parte fatd de [a,b].
Insi si in acest caz putem inlocui cele doud radicini x; si x, cu altele x; si
xy, fird sd schimbidm suma x, 4 %, inasa fel ca |z—~x;|. |z2—%, | > |z—x7 |.
| 2—x,], deoarece produsul dintre doi factori pozitivi, care au suma constanti,
este maxim cind cei doi factori sint egali, Or, atunci din nou A(z) n-ar fi
infrapolinom 1-—restrins.

Aceeasi proprietate are loc si cind ultimul coeficient este fixat (Walsh
[5]), dacid multimea K este situati pe Ox.In generalinsi, cind se fixeazd un
coeficient oarecare proprietatea nu e adevirati, cum rezultd din observatia b).
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OTHOCHTEJIBHO HEKOTOPBIX OBYCJ/IOBJIEHHBIX HH®PAMHOI'OYJIEHOB

(PesioMe)
[Myctb K KoMnakTtHOe MHOMKECTBO KOMIIEKCHOH TWIOCKOCTH 2 A7) = ag® +
+ ...+ ap MHOTOWIEH CTeneHd n, K03OHUHEHTH KOTOPOTO YAOBJETBOPSIOT OTHOUICHHAM:
n
Moga, o 1 a0, Loy padr e |l e 8
k=0
"o, n—1 ,
TosopuM, urto MHorounen B(z) = bz -+ bz T .o T by ABAAETCA aAbIOHKTHHLIM:
MHOTOUsIeHOM MHorounena A(2) r--1— obycioBrennsM Ha 1 K, ecau:
Yoaub =1, i=01,... v

Biz) = 0, ecan A{2) =0 €K,

| Biz) | < [Alz)], €K, Alz)=0.

Muorousen A(z) He JOMyCcKawILl By OXHOTO MHOTOUWJIEHA AlBIOHKTA [ -+ | — c6yci0B-
nennoro Ha K, maswiBaeTcst ungppammocouaesom r -+ 1 — obycacsaennsim Ha K.

Knace »tux nudpaMHorouienos, onpefedsieMblsx TakuMm ofpasosm, siBasercs Gojee
OGLIMPHBIM H OOHHMAaeT ,KaK uacTHble CJayuad, Bce Kaacehl HR(PPEMHOTOUJNEHOB, paccMa-
TpuBaeMble Apyramu aBTopamu [1], [2], [4], [B]. D10 onpenenenne, Mem Ay HpoUHM,
NO3BONAET H3YYHTh MHPPAMHUTOUYIEHB, Yy KOTOPHIX, B HEKOTOPOM MOPsijiKe, CTABATCS ONpe-
aenennsie Ko3QEOuIUeHTH.

B paGore nannn HeKoTopble CBOHCTBa 3THX UHODAMHOTOWICHOB, KOTOPHle coJep-
#AaT, KaK 4acTHble CAYYaH, YxKe H3BeCTHLIe.

Tax, TeopeMa 4 TeKcra ycraHaBAWBaeT, 4To HeoOXOANMOe H AOCTATOUHOE YCJAOBHE,
yoTObl MHOrowien A(z) 6o undpamporouneHoM, He ofpamarouiMcs B HyJb Ha K,
eCTh TaKoe, KOTJa CYWECTBYIT # (n — v -1 1 <m<2n—2r- 1) touek K u m neotpuua-
TeJbHBIX 4Hcesn A, TakuM ofpasoM, uTOoGH INpoBepstlock oTHoweuue (25). Muorouten
A{z) sBaserca HHMPAMHOTOUNEHOM H Ha wMHowectse M —! 7

LY vl
Teopema 5 onpexensier cBOHCTBO, OTHOCHUleeCS K JOKa/n3anuu uyaefi TaKOro MHOTO-
wiacHd. A IMEHHO, el oy, oy, .. ., 0n  SBASIOTCA KOpHAMH HuGpamuorouseda A (z) r - 1 —

ofyciosnensoro na K (i me ofpawawomweroca B Hyas Ha K), TO HMeeT MecTo OTHOLle-

aue (31), roe ¢, ecTh yroJ, noa KOTOPHIM BHAHO MHOXecTBO K H3 TOUKH Pw. By - - - ka.
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SBJAIOTCA KOPHAMH MHorowiena B(z) (dbopmyna 31 Tercra), kosdbduunents Koroporo
by onpenenens Tax, 4ToOb OBLIO NPOBELEHC OTHOLIEHHEe

s A

\__ o . b =0

[Tokazano, uTo 3Ta O6mas TeopeMa COXEPIKHT OOJIBLIUHHCTBO H3BECTHHIX TeOPeM
OTHOCHTE/JIBHO KODHeH, YCJOBHHIX WJIH HeyCJOBHbIX HHOPAMHOTOWIEHOB,

B saxxjioyenue, usyyaioTcs HeKoTophie cBoficTBa *--1 06ycaoBieHHEIX NefiCTBHTeNb-
HbIX HHQPaMHOTOWIEHOB, 8 TaKXe H ¢ JSHCTBHTENbHBIMH %4k,

SUR CERTAINS INFRAPOLYNOMES CONDITIONNES

(Résumé)

Soit A un ensemble compact du plan complexe z et .1(z) := agz?- ...+ an un polyndme
de degré n dont les coefficients vérifient les relations

Zaig =1, i =01, ...», rang || o]l = v + 1.

Nous dirons que le polynéme B(z) = byen-+bzn~1 4 ..+ b, est un polyndme adjoint
de A(z) r-+1 — conditionné par K, si

n
Pogpbr =1,1=0,1, ..., 7
k=0

B(z) = 0, si 4(2) = 0, z € K,
et

[Bl@)] < |4, z€ K, A 0.

Un polynéme 4 (z) n’admettant aucun polynéme adjoint y--1 — conditionné par K se nomme:
infrapolyndéme r+1 — conditionné par K.

La classe de ces infrapolyndémes ainsi définis est plus large et comprend comme cas parti-
culiers toutes les classes d’infrapolyndémes considérés par d’autres anteurs ([1], [2], [4], [5]).
Cette définition permet, entre autres avantages, 1’étude des infrapolynbémes dans lesquels
se fixent certains coefficients, dans un ordre quelconque.

L’ auteur établit plusieurs propriétés de ces infrapolyndmes, qui contiennent comme cas.
particuliers les cas connus.

Ainsi le théoréme 4 du texte établit que la condition nécessaire et suffisante pour qu’'un
polyndme A4 (z) soit uninfrapolyndéme quines’annule pas pour K est qu’il existe m (n—r-+1<m<
2n—2v-41) points de K et s nombres non-négatifs iy tels que soit vérifiée la relation (25).
Le polynbéme A(z) étant aussi infrapolyndéme pour 'ensemble M = { 2, }:”;1.

Le théoréme 5 établit une propriété relative a la localisation des zéros d’un tel polyndme.
A savoir, si o;, &, ..., «&n sont des racines d’un infrapolyndme A(z) r+1 — conditionné
pour K (et qui ne s’annule pas par K), alors a lieu la relation (31), oit ¢, est I’angle sous lequel
est vu du point z 'ensemble K, et ot By, £, ..., Bkv sont les racines du polynéme B(z) {formule

b

31 du texte) dont les coefficients by ont été déterminés de maniére a vérifier la relation

n
T

_
}_/“ikbk“"o :
k=0 Lo

L’auteur montre que ce théoréme général contient la majorité des théorémes connus
relatifs aux racines des infrapolyndmes restreints ou nomn.

On étudie en conclusion quelques propriétés des infrapolyndmes »-+1 — conditionnés
réels et & a;x également réels,






CITEVA APLICATII ALE TEOREMEI LUI STURM RELATIV LA
ECUATIA DIFERENTIALA TINIARA SI OMOGENA DE ORDINUL
AL DOILEA

de
FLORIN CONSTANTINESCU

S4 considerdm ecuatia diferentiald
a(x) y"' +b(x)y'+-e(x)y = 0

unde a(x), b(x), ¢(x) sint functii continue de x pe un interval I al axei reale.

n aceste condifii teorema lui Sturm afirmi cd zerourile a doud solutii
liniar independente y,(x) si v, (x) se separd pe intervalul I, adici intre doui
zerouri consecutive ale solujiei y;(x) existd un singur zero al solufiei y,(x)
si intre doud zerouri consecutive ale solutiei y,(x) existid un singur zero al
solutiei y,(x).

Vom aplica aceastd teoremd in cazul in care solufiile y,(x), y,(x) sint
polinoame cu toate rddidcinile reale.

P(x) - aO + alx + a2x2 + . + an..z xﬂ"2 + an_l xn"l __§_ dnxn
Q('X’) = b() + blx_{_ b2x2 + .. '+ bn_gx”~2 + bn_lx”_l "I‘ bnx”

unde putem admite a, >0, b, >0.

Fie oy, a,, ..., a, rdddcinile polinomului P(x) si B, By, ..., Bs rdda-
cinile polinomului @ (x). Noi vom presupune cd riddcinile acestor polinoame
se separd, si pentru fixarea ideilor vom admite ci avem

o <P <oy << B < Ty < Bung <o < B

In demonstratiile care vor urma avem nevoie de citeva consideratii prelimi-
nare.

LemA. Dacd rdddcinile polinoamelor P(x) si Q(x) se separd, atunci
polinomul

R(x) = % P(x) + . Q(x)
are toate raddcinile reale oricare ar ji 51 p veali. Pentru demonstratie observam

cd sirul
R(By), R(Ba), - R(Bn)
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are n — 1 variatii de semn (presupunind A 3£ 0), deci R(z) are toate rddécinile
reale. SA dim lui A si p pe rind valorile

A= Dby, by, .. by
B= — @y,~lg,...,— 0y 4

Polinomului R(x) ii vor lipsi pe rind .coeficientii termenilor in x,
x2,..., 277 1. Deoarece R(x) are toate rdddcinile reale, inseamnd cd vom avea:

(by @9 — a3 bg) (bya, — a; b)) <O
(Or @hy — @ ba_y) (br Gryy — @ bayy) <O 1y

(bm—y @neg — An_y bp_3) (bny @n — Ap_y ba) <O

-— = b— 3 - ;
Qa_”l=—2a;> "b,.l= "“2:’[3‘:2?;“4<ZB"
- 1=

=1 i=1]

. an_ (2
deci 2=t > ! sau
an bn

baq @n — @p_1 by <O 2)
Din relatiile (1) deducem

bn..l an_z - an_l bn_g < 0

bk Apy ay bk-—l < O (3)

sau sub o altd formi

H
| Ay G

> 0 E=1,2, ..., (4)

by

TroREMA I. Dacd ri#dicinile polinoamelor P(x) si Q(x) sint reale
si se separd, atunci intre coeficientii acestor polinoame existd relatiile (4)

S$3 mai considerim cazul cind gradele celor doud polinoame diferd cu o
unitate:

Px) =ag + 0%+ ... 4 Guy "1+ a,a" an >0
Q) = by + by x + ...+ bu_y 2"t ; by >0
iar intre ridicinile lor existd relatiile de separare

“1<B1<°‘2<62< ---<U-n_1<@n_1<ot,;
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$i in acest caz putem face demonstrafii absolut analoge, astfel cd in locul
relatiilor (4) obfinem relatiile

Apy g
br_y by

Teorema I poate fi enuntatd analog si in acest caz.

<0 EF=1,2...,n—1 (5)

Deoarece ridicinile lui P’(x) separi rddicinile lui P(x), putem lua
Q(x) = P’(x) si atunci relatiile (5) devin

ka, (R+1) a,_
®) e O A N
Ap—q ay
sau
kai > (kB + 1) ap_y tpyq (7)

Am obtinut astfel

TrorEMA II. Intre coeficienfii unui polinom cu toate rddicinile
reale existd relafiile (7)

Ficind o translatie x’' = X -- x proprietatea de separare a rddécinilor
se menfine. Insi avem:

P'(x) P {x)

P +2) = P) + X0+ 32 50 Wy et
- ' ' n - n!
i (¥ (=) e

MX+9= QW + XL L @y xr @ W yte T

1! 2 (n — 1)! n!

Aici pentru a g#si relatii intre polinoamele derivate aplicim (4)
1 (1) 1 &)
gt @ kP (%)
1 (k~1) 1_Q(k) >0 £=12, ..., n
T @ @ MY ()

sau
%1} (kb
P () P(x) >0 2=12, ..., n. (8)
-1} .k}
Q (x) Q(x . >

TeorREMA III. Daci ridicinile polinoamezlor P(x) i Q(x) sint reale
si se separd atunci ecuatfia

PE=1(x) QW(x) — QF-)(x) P¥(x) = 0

nu are nici o rddidcind reald.
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in cazul Q(x)= P('x)
TrorEMA IV. Dacd rdddcinile polinomului P(x) sint reale, ecuajia
k[P(k)]2 _ (k + 1) PR—1) PR+D — () (9)

nu are nici o rddacini reala.
In continuare vom da o condifie necesari si suficienti pentru ca ridi-
cinile polinoamelor P(x), si (Q(x) cu toate rddacinile reale si se separe.

TeorEmMA V. Condifia necesard si suficientd pentru ca rddicinile
polinoamelor P(x) si Q(x) cu toate rdddcinile reale sd se separe, este ca
ecuatia

! 3 8 3 ’
P(x) Q'(x) — Q) P'(x) =0
sa nu aibd nici o radéacind reald.

Necesitatea conditiei rezultd din teorema IIT Iuind % = 1. Pentru a
demonstra suficienta este destul si aplicAm teorema lui Sturm ecuafiei

}’// -v/ y
PP P =0
| Q// (b)/ ()

unde avem
| P'(x)  Plx) |
Q') O
Ca o altd aplicatie vom demonstra urmditoarea teoremd a lui W. A.
Markov [1], [2].
Daci rddacinile polinoamelor P(x) si Q(x) sint reale si se separd, atunct
si rdddcinile derivatelor P’(x) si Q’(x) se separa.
Pentru demonstrafie aplicdm relatiile (8) luind £ = 2
! PI I)’I ‘
/ bl
Q" Q"
Teorema lui Markov rezulti din teorema lui Sturm aplicatd ecua-
tiei diferentiale

0

0

¥ v y
l)/!/ PI/ 1)/ P ()
QVII Q/I QI
unde
Q0

S-a mai demonstrat urmitoarea teorema aparginind lui P. Montel [3]:
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W11

Dacd f(x) este un polinom de gradul m>n cu toate rddicinile atunci
polinoamele

[l()f—f~ alfl'f* —‘— an_lf(”“l) + ‘l”/’n
bod + byf' oo bun f0 £ By

au rddicini reale care se separi.
Din lema pe care am demonstrat-o deducen cd polinomul

f'(%) = o (%)

are toate ridicinile reale, iar aceste radicini se separé cu radécinile polinomu-
lui f'(x). Prin aplicdri succesive ale aceleasi leme demonstrim cd polinomul

F Tt T Sageyf

are toate rddicinile reale. Insi:

(10)

(n— 2)

A DT B (— 1 By ey,

a a.
So, ==L i —1yt n——l
oy =g Doy =50, oo (1) ey x, = —(—=1) ey . ., =2

Prin urmare polinoamele (10) au toate rididcinile reale. Si mai ardtam ca
aceste radicini se separd. Pentru aceasta va fi suficient sd considerdm cazul

F'(®) + 2y fx)
F'(®) + By /)

si apoi sd aplicam acelasi procedeu ca mai sus.
Avem

if' -+ o‘lff”‘f‘%f'__f “1f oclf’f"!:
BN I SRR Y
= By 12—y P12 oy =B (sy—oy) (12 — ) 520

conform teoremei (4).
Teorema lui Montel rezultd imediat aplicind teorema lui Sturm ecuatiei.

| y y v
?,fl”"Jf*“ﬂW P of F e I:
AR S AR A S Y A A o N

r ’ |
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HECKOJIBKO TIPMMMEHEHHMM TEOPEMDLI IITYPMA OTHOCHTEJIBHO
JIMHEVHOI'O U OJJHOPOJHOTO IHMPEPEHLUHWAJBHOIO YPABHEHUSA
BTOPOI'O TTOPSOKA

(Peswome)

B paGote aatorcs pasauuubie Teopemst lHTypMa oTHOCHTeABHO AnNefHOTO B OXHOPOA-
Horo Iu(pQepeHIHanbHOIO YPABHEHUS BTOPOIO NOPsAKA.

a(x) 3"+ b(x) " + (%) y = 0.

B a10M cMbicsie BHIBOASITCST COOTHOLIEHHsT MeXAY KoahOdHUMeHTaMH ABYX MHOTOUJEHOB,
KCPHH KOTOPBIX BHAeASIOTcs (TeopeMa 1), naercsa Heo6XomuMoe H JOCTATOUHOE VCJAOBHE
BAs BblAEJSEHUS KOpHell ABYX MHOTOW/IEHOB, W ONSTb HAXOASAT NBE TEOPEeMbl, NMpHHALJe-
wamne B, A, MapkoBy u I, Moureno,

QUELQUES APPLICATIONS DU THEOREME DE STURM RELATIFA L’EQUATION
DIFFERENTIELLE LINEAIRE ET HOMOGENE DU DEUXIEME ORDRE

(Résumé)

L’auteur donne différentes applications du théoréme de Sturm relatif A 1'équation diffé-
rentielle linéaire et homogéne du deuxiéme ordre

alx) ¥ + b ¥ +elx) y =0

C'est ainsi qu’il déduit des relations entre les coefficients de deux polyndmes dont les racines
se séparent (théoréme 1); il donne une condition nécessaire et suffisante pour que les racines
-de deux polynémes se séparent, et il retrouve deux théorémes dus & W. A. Marcov et P. Montel,



ASUPRA UNOR TEOREME DE TIP STURM

de
I. A, RUs

1. Sd considerim ecuafia diferentiald lineard si omogend de ordinul
al doilea

y'—=Q @y =0 (1)

Este bine cunoscutd ([1]si, [27]) teorema lui Sturm referitor la separa-
rea zerourilor a doud integrale lineare independente ale ecuatiei (1).

Acad. Miron Niculescu a demonstrat [3] o teoremi referitor la
separarea zerourilor unei integrale a ecuatiei (1) si a derivatei ei.

Florin Constantinescu a stabilit [4] o teoremd referitor
la separarea zerourilor a doud integrale linear independente.

n [3] se stabileste o teoremid de separare a zerourilor componentelor

unei solutii a unui sistem de forma

VoA (V)y + qx) 2 =0
z' 4+ Py (%) y + Q) z = (2

in anumnite ipoteze aupra coeficientilor $;(z), ¢.(x), 1=1,2.

Matematicianul polonez Z. Butlews ki aaritat [5] cd dacd y,(x)
siy, (v) sint ,,compounente y’’ a doud solutii linear independente a sistemului
(2) zerourile lor se separd, coeficientii satisfdcind anumite conditii.

Scopul celor ce urmeazd este dea privi sub un aspect unitar teoremele
de tip Sturm mai sus amintite.

2. S& considerdm doud functii ¢,(x) si @,(x) continue impreund cu deri-
vatele de ordinul I, in intervalul [, b]. In acest paragraf vom stabili citeva
proprietidfi de separare a zerourilor functiilor ¢,(¥) si @,(x).

u loc:

Lema 1. Fie functiile o,(x) $i @,(x) continue in intervalul [a,b] impreund

cu derivatele de ordinul I. Dacd Wronskianul acestor functii

P1(%) Po(x)

Wiei(x), @u(x)] = P1(x) @a(x)

3 - Matematicd Fizicd 11/1962
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nu se anuleazd in wici un punct al intervalului [a, b] atunci zerourile lui o (x) st
@q(x) sint simple si izolate in intervalul [a,b]. De asemenea @,(x) si @u(x) nu au
zevourt comune. Demonstrafia este imediaté.

Leya 2. Dacd funciiile o(x) si o, (x) satisfac condz',tz'z'la Lemer 1 in in-
tervalul [a,b] atunci zerourile lor se separd in acest interval.

Demonstratie. Vom folosi ideea demonstratiei teoremei lui Sturm
datd in [2].

Fie x, six, doud zerouri consecutive ale functiei ¢,(x). Si demonstrim
cd intre x; si x,, cpl( v) are cel putin un zero.

Pentru aceasta sd presupunem contrariul si anume cd o,(x) este dife-
rit de zero pentru xz [x;, %,]. Atunci func',cn

P (2')
P.(2)

¢fx) =

satisface conditiile teoremei lui R olle relativ la intervalul [x; x,).
Prin urmare existd un punct % € {v;, x,) astfel incit 2" (§) = 0 Dar

' _ Wie(8). 9.(0)]
¢ (C) = - ”—“‘q;s;E)—z-‘—- = (.

si astfel am ajuns la o contradictie, contradictie care demonstreazd teorema.

3. Si trecem acum si s demonstrdm folosind rezultatele de mai sus

TroreMa 1. (S turm). Oricare ar fi doud integrale liniar independente
ale ecuatiei (1) zerourile lor se separd in [a,b].

Demonstratie. Fie y,(x) si vo(x) doud integrale linear independente ale
ecuatiei (1). Aceasta Inseamnd cd Wronskianul lor este diferit de zeroin [a,b].
Pe baza Lemer 2 zerourile lor se separd in acest interval.

TrorEMA 2. (M. Niculescu). Dacd y(x) este o integrald a ecua-
tier (1) unde Q (x) << O si continud in [a,b] atunci zevourile lur y(x) si v'(x) se
separd in [a,b].

Demonstratie. Avem:

W), y'(*)] =

y y’} ]y y’ ! 0

/Il= ’ = }’2*}"2<0
Yyl iy Q)

si pe baza Lemer 2 teorema este demonstrata.

Trorema 3. (F. Constantinescu). Dacd y,(x) st y,(x) sint
doud intecvale liniar indcpendente ale ocuatier (1) zerourile lui yi(x) si y,(x)
se separd in intervalul [a,b], tnterval in cave Q(x) este diferit de zevo.

Demonstrafie. Avem:

Wiyt yi] = yf, y.z,i—"-“ Y QW [y, 5]
. yi Vil 10y 092

si pe baza Lemer 2 teorema este demonstratd.
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4. In sfirsit si aritim cum teoremele de tip Sturm relativ la sis-
temul (2) sint si ele o consecintd a Lemer 2.
TroremMa 2. (M. Niculescu). Oricare ar Ji functitle y(x) si z(x)
ce formeazd o solutie a sistemului (2) zerourile lov se separd in intervalul [a,b}
wnterval in carve p,(x), q;(x), © = 1,2 sint continne tar q; (x) py(x) < 0
Demonstratie. Dupd cum se stie (3) sistemul (2) poate fi redus la forma
Z' - PZ=0
Z'+0Y =0
fird a modifica zerourile compomnentelor solutiilor; P = ¢, ¢$h(xd4 Q=
— p2 6Sq2(x)dx' Vo= eSpl(x)dx’ 7 = f e5t.(x)dx
Cum insa
Y z
—QZ —PY!|
rezultd pe baza Lemer 2 cd zerourile lui Y si Z se separd si deci teorema 4
este demonstrata.

TEOREMAS. (Z. Butlewski). Dacd yi(x) siy,(x) sint ,,componente
¥ a doud solutii liniar independente a sistemului (2) zerourile lor se separd
in intervalul [a, b], interval in care q,(x) este diferit de zero.

Demonstratie. Avem

Wiy, Z]) = —PY? + QY250

i Y1 Y2 Vi ¥Ya !
Wiy, y.] = , = —g () '
' — 1Yy T @F1 — PYe — ik 714 41 4 I7~ 0.

deoarece ¥y, f1: ¥4, fp, sint linear independente. Pe baza Lewel 2 teorema este
demonstratd.

Analog se demonstreazd

TrorEMA 6. (Butlewski). Dacd z(x) si z(x) sint "'componente
2" a doud solutit linear independente a sistemului (2) zevourile lor se separd
in tntervalul [a,b], interval in cave P,(x) este difevit de zevo.

5. Ideea care stdl la baza acestei lucriri se poate folosi pentru stabilirea
unor teoreme de tip Sturm relativ la ecuatii diferentiale nelineare de ordinul
al doilea si sisteme de ordinul I nelineare. Aceastd problemi o vom analiza
cu alta ocazie.

17
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OTHOCHU1EJIBHO HEKOTOPL:X TEOPEM THUIIA UITYPMA
(PesiomMe)

B st0ii 0nafote mnoia yHHTapHBIM acnexToM paccMmaTpHBaeTcsl psl  TeopeM Tuna
Wlrypma xopowl. H3BecTHBIX OTHGCHTesAbHO ypaBueuns (1) v cucremn (2). [lokasano,
4TO 3TH Teopembl »BasOTCs cneacTBHeM Jemmor 2: Ecan dyukuun ¢r H @, HelpepuiBHH
BMecTe ¢ Npou3BoAnbIMH [-0ro nopsaka, M eca Bpouckras atux ¢yukuuil He obpamaercs
8 Byab B |a, b}, T) Hyab ©r M @, BLUIEAAIOTCA B ITOM NPOMEKVTKE.

SUR CERTAINS THEOREMES DL TVYPE STURM

(Résumé)

L’auteur considére sous un aspect unitaire une série de théorémes de type Sturm bien
connus, relativement a l'équation (1) et au systéme (2). Il montre comment ces théorémes
sont une conséquence du Lemme 2: Si les fonctions ¢ et ¢, sont continues ainsi que les
dérivées d’ordre 1 et si le Wronskien de ces fouctions ne s’annule pas en [a, D], alors les
géros de @; et @, se séparent dans cet intervalle,



DELIMITAREA ERORII IN PROCEDEUL ILUI FEHLBERG, DE
INTEGRARE NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE
DE ORDINUIL INTII

de
A, COTIU

Comunicare prezentald la sesiunca stitnfificd a cadicloy didactice
de la Imstitutul politehnic Cluj, din 17—18 februarie 1962

Sa considerdm ecuatia diferentiald de ordinul intii
2= olx, ), )

si fie z(x) integrala ei care satisface la conditia inifiald
Axg) = 26, (@)

Presupunem c¢d sint statisficute conditiile care asigurd existenta si
unicitatea integralei z(x) pe intervalul inchis [xgy, x, + a].

1. Prin transformarea
2(1) = B(x, y) — ¥(x) + 25y — %) +y 25’06 — ¥o)? +

F%Q-WDM—%L (3

3z

E. Fehlberg [5] reduce integrarea ecuatiei diferentiale (1) cu conditia
initiald (2), la integrarea ecuatiei diferentiale

y' = [l y), (4
cu conditia initiald

Y(xg) = Yo = %, (5
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unde funcfia f(x,y) care figureazd in membrul al doilea al ecuatiei (4) este
datd de

Hx, ) :’—"é‘q;‘} """" —{olx, O(x, 9] — 25—
'*’(‘a—; O(X — %)

— 2oy — x4) —G—?—)ﬂ (y — o)} (6)

Integrala y(x) sifunctia f(x, y) satisfac pe nodul x, la conditiile

Yo =0, 35 =0, )
af
S =0. 8
(ay )o (k)
Counditiile (7) atrag dupd sine conditia
ﬂ] 0, 9
15), )

Dacid se iutegreazd numeric ccuatia diferentiald transformatd (4) cu
conditia initiald (3) si se obtine integrala ei aproximativd Y(x), atunci
formula (3) di integrala aproximativd 2(x) a ecuatiei diferentiale (1) inlo-
cuind pe y(x) cu ¥(x), adica

) = H0) o+ sgle — xg) F = 1)
Ak TR y
"“{EC) (v — xy) ¥lx) — ¥ol- (10)
21

2. Urmind metoda de lucru expusl in cartea lui Runge siKonig
61, E. Fehlberg stabileste un procedeu de tip Runge-Kutta de
ordinul sase de exactitate, pe trei noduri.

Pentru aplicarea procedeului lui Fehlberg laintegrarca numericl
a ecuatici diferentiale transformate

y' = fx,y),
cu conditia initiala

¥(xo) = Yo = 2,
se calculcazi

- X —~ X
) = yo + 5 A, (1)

unde

k=500 k, + 375 k, + 64 &,, (12)
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iar

X =2y b (L oa) g1 XN ~(5'?J~,
EEVN

cu notatiile

ky = flxo + = (6 — %5), ¥ol,

5
b = flro + 205 = 3), 30 + S hulr = 0] 19
by = [ltg + (5 = %oy Yo — oo k(% — %o) + oky(r — %)),

3. In aceastd lucrare vom da o delimitare a erorii |y(x) — J(x)| in
procedeul lui Fehlberg. E te vorba aici de eroarea care provine din
caracterul aproximativ al formulei care se utilizeazi pentru aplicarea procede-
ului. Pentru aceasta vom folosi metoda de lucru datoritd lui L. Biebe r-
bach [1], pe care am mai aplicat-o si cu alte ocazii [3], [4].

Presupunem cd y(x) si y(x) se pot dezvolta in serie dupd puterile lui x—ux,
in vecindtatea nodului x,.

Metoda lui Bieberbach constd in a dezvolta dupd puterile lui x—x,, atit
integrala exactd y(x) cit si integrala aproximativd ¥(x). Apoi, cu ajutorul
unor majordri relative la functia f(x,y) si la derivatele sale partiale in raport
cu x ¢iy, se evalueazd valoarea absolutd a diferengei celor doud integrale.

4. Presupunem cd in domeniul D, definit de inegalititile
v =l < a, |y =yl <0, (14)
functia f(x,y) si derivatele sale partiale in raport cu x si y, pind la ordinul

sase inclusiv, sint continue.
Fie M, N si a’ numere pozitive, alese astfel lncit domeniul 1), definit

de inegalitatile

v =l Lal ly vl <D, (15)
sS4 avem
|84 fx, )y M N
e )1 < N el < (1)
(=12 ....,6),
si

a'NLh,aML1,a" Ka. (17)

In aceste conditii, ne propunem si delimitim eroarea |y(x) — y(x)| in
procedeul lui Fehlberg si anume, sd aratdm cd pe intervalul |x — x| < @',
avem
M

T — %) (18)

'fy(x) — J(x)| < 198 MN

0
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Pentru stabilirea inegalitdfii (18), si dezvoltim pe y(x) si ¥(x) dupi
puterile lui x—x,; avem

¥ - (v — ) | )
y(x) = yo + ""{,’x“o‘ Yo + ‘t"‘_,!xo [ I EN
) ( —x )6 . . (A‘ — ’1.,)7 ;
U A e R Ol — xg) ],
~ X=X ) T ,
F(v) =y, ~i~~“52°{ft<xo) +— 2R (xg) A oo

(v — )’ (v = xq)®
T BB g RO [+ Oy — v b

Procedeul este astfel construit, incit primii sapte termeni care figureazi
in membrul al doilea alegalititii care dd pe ¥(x), calculat cu acest procedeu,
coincid cu primii sapte termeni din membrul al doilea al egalitijii care da

pe y{x), asa cd avem

ro— X e = g R
Plx) = yo e b Y *

(r = x)® 1oy ¥ Tl g [xg + 020 — Xo) -
AR

Fird a restringe generalitatea putem presupune cd ¥ — x, > 0.
Delimitarea erorii rezultd atunci din egalitatea

) » (v — 4 )7
V) = 5 =yl + Ofx — 50)] ~
(r = x)7 (19)
T 115 k" xy + Ox(v — x0) 7,
de unde
¥ U max (4
— 1R 1aX — e
I¥(x) — ¥(x)| SElE R e
500 ALN
REETED 11{113’;@!"! | T (20}
375 iy
+6! 1152 |12y = a’| dy + :
64 ‘lsks"f 7
A TRTTr a3 pry S “o)"-
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dbhy |

dxs |

Trebuie deci sd delimitam pe

48 b dsk, | a8k, .
BRI ]—-—-ﬂ« , pe mter-

[
dx® | da®

bda®
valul |x — x,] < a’.

Nu vom dezvolta aici detaliat calculele necesare pentru delimitdrile
de mai sus, care sint destul de laboricase. Se aplicd operatorii pe care i-am
folosit si in lucrdrile [3], [47. Calculele au fost executate cu o masing electrici
de calculat Rheinmetall,

Din cauza numdrului mic de constante care figureazd in formulele care
se folosesc pentru aplicarea procedeului si a numdirului mic de substitutii
ce trebuiesc facute in ecuatia diferentiald transformata, caleulele s-au simpli-
ficat mult fatd de calculele necesare pentru delimitirile erorilor date in
lucrdrile [37, [4].

5. Aplicind lui f operatorii amintiti i tinind seamid de ipotezele de
mérginire (16) se giseste

max i%;: 64MN - 1824M°N + 4832M°N + (21)
Jr—rgl < a’|dad

+ 2416M 4N + 228M 5N + 2MN.

. e i . b "%k, L dhy |
Calculele necesare pentru delimitdrile lui | el R R
Codat AL B A
care fac s intervind si ipotezele (17) sint analoge.

Ddm numai rezultatele

max |28 = 0,004096MN, 22)
tx =39 Sa’| dx8

max || = 18,376MN + 497,591M°N +
[EREN =¥ g W 5Y

+ 1287,082M2N - 579,769MN, (23)
max |2 1971679,658 MN +
jJv—xglSa’t A
1+ 92545638 ,639M2N -+ 691307,346M 3N -
+ 38118,437M *N 4 116,285M 5N, (24)

Inlocuind rezultatele date de egalititile (21), (22), (23) si (24) in inega-
litatea (20), dupd efectuarea calculelor se obfine

ly(x) — ¥(x) | < (152,4107 MN + 197,3669 M2N +
+ 54,5254 M3N 43,4292 M4N +
10,0541 M5N -+ 0,0004 MEN) (x—x,)7.
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De aici se obtine urmitoarea delimitare a erorii |y(x)— y(x)| in procedeul
Iui Fehlberg, de tipulceleidati de I. Bieberbach [1] in pro-
«cedeul i K utta deordinul patru de exactitate si anume

v) — B0 < TOSAINTL L AL L ALY (v —

1
1
i

Delimitarea erorii |z(x) — 2(x)|, relativd la calculul numeric al
integralei aproximative #(x) a ecuatiei diferentiale datd, se obtine apoi usor
din egalitatea

A«I(

i o i‘ . » .

E189] :A—h 4-{ )(1 — ’iu)i:}'()‘) ~ ¥Yix) ..
3 N !

Se observi cd ordinul de marime al erorii nu se schimbd cind se trece

dela y(x) la 7(x).

F‘bl D

s{v) -
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SR =N

f=n

PASI'PAHUYEHHWE OWHKWBKH B CHOCOBE YUCJAOBOTO WHTEIPUPOBAHMYA
AUOOEPEHHHUAJIBHBIX YPABHEHIM 1.I'O ITOPSAOKA ®EJILBEPTA

(PesioMe)

ITpumenss Metox pabortul, o6sazaunpii JI. DBuGepGaxy [1], maérca pasrpanHuenue
omubky B crnocoGe E. ®PeanGepra (5] wectoro mnopaaxa touHoctu {2}, OwubGra OGyaer
nopagka A7, rae h=— x — X, ecTb War uHTerpupoBaHus, Pasrpaunuenue oWHGKH sBAAETCH
THIOM pa3srpanndenns KanHbim BuGepGaxoM B crocoGe KyTTa ueTBEpPTOro nopsifka TOYHOCTH.

IIpu nepeBoge or npuGansurtenbHoro HHTerpasna ~(x) npeoGpasoBanHoro nubdepen-
UHAJIBHOTO VpaBHeHHS, K OpHGAH3HTeAbHOMY WHTerpaay 2{x) manHoro B Hauane Iubde-
PEHIHMATLHOrO ypaBHeHNS, MOPHIOK BeIHUHHBL OUIMOKH He H3MeHsieTcs.
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LA DELIMITATION DE L’ERREUR DANS LE PROCEDE FEHLBERG, D’INTEGRATION
NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE PREMIER ORDRE

(Résumé)

Appliquant une méthode de travail due a L. Bieberbach [1], I'auteur donne une déli-
mitation de l'erreur dans le procédé de E. Fehlberg [5] d’ordre six d’exactitude [2]. L’er-
reur est d’ordre h?, ol A = ¥ — x, est le pas d’intégration. La délimitation de l'erreur
est du type de celle donnée par Bieberbach dans le procédé de Kutta d’ordre quatre d’exac-
titude.

Le passage de lintégrale approximative $(») de 1'équation différentielle transformée
4 lintégrale approximative %{¥) de 1l’équation initialement donnée, ne change pas l'ordre
-de grandeur de l’erreur.






GCERESI ISTVAN ARITMETIKAJA*

TOTH SANDOR

A marosvdsdrhelyi Bolvai Tudomdnyos Konyutdr Griz egy megbarnult, kézirdsos aritmelikdt,
melvet Gérvesi Istvdn fvt 1626-ban, Nagvbdnydn. A kivethezbhben ezt a kézivatol ismevieljitk.

A kézivatot elemezve, forvdsait, keletkezése toviénetét hutatva, tavtalmdt, felépitését, matema-
tikai terminologidjdt, ar alkalmazott szdmoldsi eljdrdsok fejletiségét vizsgdlva, Osszehasonlitjuk
Sfejezetvdl — fejezetve az elsG myomtatotl magvar nyelvt arvitmetikdkkal. T6bb vonatkozdsban 0ssze-
hasonlitjuk néhdany felentdsebb, korabeli Rilfoldi avitmetikdval is. Igy elkeviilhetetleniil szdba keriil-
nek a XVI., XVII. szdzadbeli aritmetikdk, az arvitmetikai miiveletek fejlédése, a Romdn Népkoz-
tdrsasdg teviilctéve vald behatoldsa, valamint az avitmetika oktatdsdnak a killfoldi és hazai fejlédése
is. Mivel az olvasd vészévSl mindest nem tételezhetjiih fel ismerinek, a dolgozatot fiiggelék hiveti:
Az aritmetika oktatasanak a fejlgdése. Az aritmetikik és az aritmetikai miiveletek Géresi kéz-
irata el6tt.

Gévesi kézivata kelethezésének a téricnete ismevetlen, akdrcsak az elsé nyomtatott magyar nyelvd
avitmetilkdk kelethezésének a tirténete. De a hézivat elemzése lehetlséget nvijt bizonyos kivetkezte-
tésekre a kelethezéséve vonathozéan is. Emialt A kézirat térténete cimit fejezet megivdsdva csak az
elemzések uldn keviilhetelt sor.

Jelen tanubmdny szevzbje mem lévén nyelvész, a IV. fejezetben tett nyelvészeti észrevételehet
nem Géresi nyvelvének és helyesivdsdnak a tisztdzdsdrva szdanta, csak a kézirat keletkezésének a felde-
ritéséhez keves adajokat ezem az wlon is.

I. A KEZIRAT LEIRASA

Géresi Istvan kéziratos Aritmetikdja biérkotéses, kisformatumui (8—r)
konyvecske. Méretei: 148 mm X 104 mm X 16 mm. A bé&rb8l késziilt
boritélap méretei egyeznek a kényv méreteivel.

A Dbérkotést, valamint a konyv széleit az eltelt negyedfélszizad meg-
barnitotta. A kényv valamikor sarba keriilhetett, s a sirfoltok nyomai
ma is lathaték. A b6rkotés rongédlt édllapotban van, lyukak, szakadasok
tdmadtak rajta (lasd az 1. 4brat).

A boritélap eredetileg nem erre a célra késziil", bels§ oldalat 4-es vonal-
rendszer és hangjegyek takarjak. A hatulsé boritélapon az irds tisztdn
kivehetd (mélté a szakemberek f gyelmére). A betfirt rész bizonysdga szerint
valamikor a kiils6 lapot is hangjegyiras boritotta, de ennek mar nyoma sincs.

A borbo itékot beliil félig vaszonnal bélelték és a vaszonra papirt ragasz-
tottak. A bélels papirbsl kevés maradt meg: az els6 lapon néhany kis
darabka, a hatulsén pedig tobb mint a fele. Ez a papir egy régebbi latin

* A dolgozat I-1I, fejezetei jelen szdmunkban, a III—V, fejezetei, valamint a , Piigge-
€ k”, a kovetkezd szdmokban jelennek meg.
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nyelvi verses kéziratnak a toéredéke. Rajta latin monddsok, tollprébak,
majd a kovetkezd cimfelirat olvashaté: ,,Sequuntur iam Cantiones”.
Keresztiilirva, egy mas kéz dltal, aprébb, primitivebb irdssal magyar sza-
vakat taldlunk.

A konyv aritmetikai része 169 lapot tartalmaz. A lapok eredetileg
szamozatlanok voltak. A jelenlegi ceruza-szdmozds utélag tortént. A kdvet-
kez6kben erre a szamozisra hivatkozunk.

A megmaradt csonkok bizonysiga szerint a konyv elsé két lapja ki-
szakadt. Az els¢ cimlap lehetett. De az is lehet, hogy nem volt cimlapja,
kéziratokndl ez gyakran eléfordul. A madsodik lap, a megmaradt szavakbél
kovetkeztetve, dedikiciét tartalmazott.

A 10, 24. ¢és 92, lap utdn kovetkezbket kitépték. Az 58. és 59-es iires.
Valészinilleg az ‘16 tévedésbol kettdt forditott. Fzek a lapok tollpréobikat,
utolagosan belefirkdlt magyar és latin ' zavakat, mondatfoszlanyokat
tartalmaznak.

A kézirat els§ lapjan a mi cime olvashatd : | Az zamvetesnek es hasz-
nos uta, es modgia melybél ighen konyen az ki foghlalatos leszen ez dologh-
ban megh tanul hattya” (2. dbra).

A 166. lapon, aldl a kovetkezd bejegyzést taldljuk: , Finis per me
Stephanus (!) Geresi In scola Rivulina Anno Domini 1626 Sit I,aus Deo’.
(17. dbraj.

A 167. diszitést tartalmaz, valamint az elébbi adatot: A:D:1626.
A 168. lapon diszitéseket és a keltezés megismétlését taldljuk, valamint
alul, kozépen, egy olvashatatlan szét. A 169. egy ,, Tabula Cebetis’”-(szorzé-
tibla)-t és alul egy megjegyzést tartalmaz, , Finis primam partem” {(hH.
A ,primam partem” 4thtzva ugyanazzal a tintdval (18. abra).

Az aritmetikai részt kovetd 15 lap eredetileg beiratlan maradhatott,
Fzek méas kézirdssal irt, kés6bbi 1débol szdrmazd verseket! és kiilénbozd
bejegyzéseket driztek meg. A 176. lapon az iré az egyik verset 1632-es
keltezéssel zdrja.

A kézirat lapjait barndsodasok tarkitjak, de a szoveg j61 olvashaté.
Az iras gyvakorlott kézre vall. A betik és a szamjegyek alakja is elarulja
a keletkezés idejét. Jellegzetesen XVII. szdzad eleji irds. (A tanulmanyunk
végén kozoljitkk par lapnak a hasonmasat).

A konyv papirlapjain a kdvetkezd vizjelek lathatok :

1 Ezeket a verseket Szigeti Jdézsef ismertette a , Nyely- és irodalomtudomanyi
kozlemények’ III. évi. 1-—4. szaméban (1959).
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Ezeket a vizjeleket nem taldltam mega Kemény J., Signa interna
Chartarum Saeculo XIV., XV. XVI., XVII. ¢ XVIII. in Transilvania
olim obviarum, Tomus I. 1358—1671-ben, sem a potkotetében, tehat hihe-
téleg kilioldiek.

II. GERESI ARITMETIKAJANAK A FELLPITESE 'S TARTALMA

Géresi aritmetikdja kozeli rokonsdgot mutat az elsé magyar nyelvi
nyomtatott aritmetikdkkal?, kilonosen a Kolozsvéari Aritmetikdval.

Nyilvanvaldan barmelvik két, ebben a korban megjelend aritmetika
kozott taldlunk hasonlatossagot, mind a szerkezetét, mind az alkalmazott
szdmoldsi eljardasokat, a hasznalt fogalmakat, a tdrgyalt problémdkat ille-
téen. De e kozott a két aritmetika kozott egészen szembetiing a hasonla-
tossdg. Egész lapok sz6 szerint megegveznek. Pl. Géresi kéziratanak 15—23.
lapja szé szerint egyezik a Kolozsvari Aritmetika megfeleld lapjaival.

Géresi legtobbszor a kozbevetett erkélesi intelmeket, megjegyzéseket
is pontosan dtveszi. Géresinél a 33. lapon olvassuk: , Azert az Numera-
lasban az diligentia igen ziiksegh,”. A megfelelé helyen a Kolozsvari Arit-
metikdban ez all : ,,Ezokaért az Numeratioba az diligentia igen szikség”.
Géresinél a 19. lapon (6. abra) olvassuk: ,,az te Chronicadbol (hogy ha
valaha fosvenseghed miat vottel, az kibol megh tudhatnad hanvban irta-
nak akkor mi koron szuletet) es azt az forghando esztendozam ala 1rd,
es abbol subtrahalyad ki vonnyad es ki vegied”. A Kolozsvari Aritmetika
megfeleld helvén igy szdl: ,,az te Chronicadbél (hogy ha valaha fesuénséged
miat vo6ttél, az kibdl meg tudhatnid, hanyban irtanac ackor, mikoron
sziiletet) és aszt az forgando esztendd szam ald ird, és abbdl subtrahdllyad,
ki vonnyad, és ki vegyed, imigyen’. Géresinél a 28. lapon a kiévetkezdket
talaljuk : (ez alkalommal a megjegyzést nem ugyanazon példdhoz ffizi,
mint a Kolozsvari Aritmetika) : ,,(mert az Deakok az fels§ szamot multi-
plicandusnak hijak, az alsot multiplicans ...)”". A Kolozsvari Aritmetikdban
ez all: , (Mert az Deac Wraim az fels6 szdmot Multiplicandusnac hiyéc,
az als6t multiplicansnac ...)".

Géresi atveszi forrasainak stilusat, széjatékait is. Példdul az ilyeneket :
,,Pelda altal im egy tanusagot adoc el6dben. Vajha volna 200 6krem ...”,
hanem az derek tanitas szerint kel czelekednek igyen’, ,,Vagion egy hordo
borom, mely ket negyvenes, akarom tudni, mikor az czaplar jamborul
kiarulna es elis fogyna "

Géresi legtébbszor atveszi az alcimeket is, mint: ,,Compendium,
Observatio, Aliud, Item, Cautio, Kiilomb killomb fele Peldak’ (16. abra).

Itt-ott egy-egy sz6t hagyott ki vagy toldott be Géresi, amikor azt
jonak latta. Mdskor egy-egy magyardazé mellékmondatot iktatott be. A
szamjegyek helyett néha szamnevet irt.

2 Az elsé nyomtatott magyar nyelv{i aritmetika az 1577-ben kiadott tn. ,,Debreceni
Aritmetika” (ldsd Hars Jdnos, A Debreceni Aritmetika, Sarospatak, 1938). 1582-ben
megjelent ennek egy valtozatlan kiaddsa. 1591-ben megjelent egy bdvitett kiaddsa, az un.
,,Kolozsvari aritmetika’’ (Magyar Avithmetica, az az, Szdmuvetésnec tudomanya. Most viyonnan
az Fristusnac Magyar Avithmeticaydbdil sok wy és hasznos példdckal kiadatot. Colosvarat, Christus
Wrunknac sziiletése utan, az 1591). Utdbbibdl 2 példanyt ériz a Kolozsvari Egyetemi Konyvtar
(a misodik példanyt 1943-ban ajandékoztdk); ezekkel hasonlitottam Ossze Géresi kéziratat.
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Természetesen lehetne ellenpélddkat is idézni, mert Géresi nem veszi
at mindig a teljes szoveget és a kitéréseket. fgy az aldbbi megjegvzést
elhagyja egy olyan példa mellél, amelyet kialonben szdszerint Atvesz
(Kolozsvari Aritmetika C,) : , Mellvet ha Additio szerint sommaltal volna
egybe, egy Tyukmony sultig sem érted volna végét benne. Ezokéért mondom
hogv az Multiplicatio az Additionac ésuénye és altal vttya’.

Mas esetekben Géresi jobb kifejezéseket keres. Példdul a Kolozsvari
Aritmetikdban olvassuk: ,,Voltunk hadrman tdrsul egyben’’. Géresinél e
helvett (134. lap): , Harman attuk magunkat kereskedesre”’. Néha a fel-
adat megszovegezésekor elhagyja a bevezet§ mesét. Pl. a Kolozsvdri Arit-
metikdban az egyik feladat igy kezdddik : ,,Hoztunk Béczi marhat, nyer-
titne rajta 965 forintot”. Ehelyett Géresi egyvenesen igy kezdi: ,, Kiirtunk
kereskedesunk utda harman 965 for:”

Néha Géresi, amint latni fogjuk, az aritmetika felépitésében ésszeriibb
elrendezést keres.

Tegtobb eltérést az egyes fejezetek bevezetésében taldlunk. Taldlunk
Géresinél olvan feladatokat is, amelyek nincsenek meg a Kolozsvari Arit-
metikdban. S&t vannak olyan fejezetei is a Géresi Aritmetikdjinak, amelyek
nincsenek meg a Kolozsviri, illetve a Debreceni Aritmetikdban. Par eset-
ben eltéré miiveleti eljarast ad. Néhany fogalmat Géresi eltéren értelinez,
Néhany fogalom nevét magyarul is adja, olvan fogalom nevét, amelyik
a Kolozsvari Aritmetikdban csak latinul szerepel. Igy Géresinél szerepel
az ,,0sztoszam’, ,osztando szam”, vice versa helyett ,ellen”, resolvald
helyett néha , hozd”, regula societatis helyett ,,az tarsasagnak regulaja’”’,
regula mercatorum helyett , kalmarok regulaja’, sth.

Vizsgaljuk meg részletesen a Géresi Aritmetikdja felépitését, tartalmit
és kozben hasonlitsuk o6ssze a Kolozsvari, illetve Debreceni Aritmetikdval.

Géresi Aritmetikdjanak elsé lapja, amint mar emlitettiik, ezzel a
cimmel kezdd6dik @ ,,Az zamvetesnek es hasznos uta, es modgia melybol
ighen koénnyen az ki foghlalatos leszen ez dologhban, megh tanulhattya’.
A Debreceni Aritmetika is az elsz6 utdni lapon, hasonlé cimmel kezdédik :
Az szam vetesnec reovid es hasznos vta avagy modgya, melly az tanu-
loknak hamarab wvalo értelmekre, az Frisiustul iratattot szadm vetésbol

Anno 1577 rouideden rendeltetetd”.

Osszevetve a két cimet, arra kovetkeztethetiink, hogy a Géresi cim-
z6séb6l, hihetlleg tévedésbdl, kimaradt a ,,rovid” szd.

Mindjart a cim utdn Géresi a szdm (az zam) fogalmat értelmezi (2. dbra).
Megmagyarazza, hogy koOvetve a szamitdsok felfedezéit, a kaldeusokat,
a szamjegyek megnevezésekor mi is jobbrdl balra haladunk, elsének nevez-
vén a jobbkézfeloli széls6t. A kévetkezbkben felsorolja azokat az aritmetikai
miiveleteket, specieseket?, amelyeket targvalni szandékozik: 1. Nume-

SLésd Hars, id. m., 61. lap.

4 A species sz6 ebben az értelemben (aritmetikai mivelet) el8szér a salemi kolostor Liber
Algorizmi c. kédexében (1200) tlinik fel. A XVI. szdzad aritmetikdiban 4ltaldnosan haszn4lt.
A speciesek szama az idSk folyaman sokat valtozott. Az indusok, példdul Bhaskara, 6 félét
emlitenek. A XIII. szdzadban Johannes de Sacrobosco 9 féle speciesrdl beszél, amelyek aztin
a kézépkorban fennmaradnak: 1. Numeratio, 2. Additio, 3. Substractio, 4. Dulpatio, 5. Multipli-









BT

i-ud jw o<’ £ < «At,

ifui«n «*n? = Mulixde, X *f-X " S»pn»j *X*<£dy
anuw *Z'z™stk

y m- sairtSuly™--<n*  * Y>, jkor #</H ] »
%
* 2Ztn h 0 *1lbXfH "m=<)*Kkikh>
Ad mi<xb2 1y ~ u i £

6 - TRk g '

«

/».**.<W I <*f MA&V«**I K Tkkk

»miu-i/ hH 1
&ul> i& ti4d >
A4UA firm fix A\bAA>LIBLX £%0+ UbJ]

YET 41/?21>3 «xm £4 *Jpd

/**_*' $yr n S***.*.

%N~A PO -*e'-F<<ne*.< *—~A[ *)»f "iii4

jy. i# 9v* 'W 4 uV.L.Wm~"AI,

3*> «M N A yn**~A5"

>?2% - m «fff-M 'Y ™~ -f 4 r'fcr ,

WEE TV JE*t*» rn“th Sor—* <& DA
q *

3. kép.



(r.vsr/f'*> | J ‘<z

k1

* I' LL'|
/ L
y N
* AP *
* ek
= v
y . V]
\r
T ‘M
m. v/ ' Vpp&iil
VT, ek



md?3j ¢

<&?1

| 1 6 fi .
<
A I

yrwligyiiajW £2J 0 tyfycuA J?2 m  $ VIOAx~

- 0 /z< _y Ak

nt '

/Xi  Zy(f

Ny ~i»xr™Mt—Y b \ ~4.5 N "/

*V W t41V y Aty

$ 4?8/t ny (° y«)*b j
ttobJffrvi* "*f bkdj H®TY n

“m» V4 >xJ—,



iz* nrn? aZw, j»y S BAA Vin*
t"Uyiym ML* -A>u _ ‘U td I jjS
pru; ,¥+*yW lb4 >> >tiyJf'OytS ar+Lfo t-ix
Qbtu*~+ A o'V/Nib {jB f& B M 4 +ampo*
P20*E*~*f 1 *e$E/ A </ tftiUr-Ni

RIS _.*****Algb +*~+M *] JE.bAT SIC >«
gatore* -4/ MAeIM*, j6jUtul i &

4m

%);é)p -W » «

/ ,Tbn~&*r totviylitii J)E<m

VAU/AZ'N) A «7'/Y>™ Cf O04M4uittrn

shalvd * KIRy <ini jrfs~X, th8B*n.

Ll

~NQ 116G £*blo(X g fy
ti 4v 4-'0 CSlbutibnBuiw xjuAiy»V A+tvly
P TTT A/ Y
I \yIL fie Abl AnyJribnjstf v~ I<>wW
bl X 1 M
TiljiyEj*. [aM I u M
/L forifk RIND AT ifirroxx .
J SYW. n @, / T “~
/6 ~z-> m?pE
jgtiuiu C fiA/Hr+f if>u
d **fé r+ fffr 47% . p
i :



Lug,

* aBM VWK | * ! "« frk
r.7 tf], ;.r
o * . AN p T ' %

t, rr*>~*7yiT ~

Ne/ M MA" S,

WBt+ij In"Lail V » i*
Tr»i<i—S tx.y*Ju
£ fdt» 'y BIARTY B,
% i*/fE»jraMVw
1V i ff%*ya& %i*m.It "



N ELH Chre>*

O SA™ oar ~vv « > Tt,t  blY

\]|4r’< . &A*r>tiv_;\ - AR
<& #TM Ir>'W iJx~ .

g . -/.6 - > 14
4 o n
I % 0
/ LY e f

S
c iy" *Ac'y <Y jfita &w»«e? 1 t. t*ks

rb s (p Itad x

y
Cy nfic < Swh «y 6n$>
1 0 % '$7* r a 770
K& - # & £ & (11E£ P64
_Y £ yr/\r lr:}_ )
ol T.
>t / Ny
A X JS -*
i Yy Con
& o »m

8. kép.



A

‘Tjte 6*2 *q
VW
m

AIXir 174

~ [ 1]
| > | ® M A

X N J9»mZF~9vbn FUer>v4”™ J>mii~I>
bo6dheb**/ *n*S «wi Otfjyfijy sfoé- //»n.AN'A
*{y jF x2x%g RuEERrg kG ok x xS $/* Ay
-mY/X *N3tA*E d-tm+ls«w i N » » K
S W <eidn L if0*"-py * * b

VvV /"Z7y/7¥‘/yy/ fIM A/

[ S~<3

X W n ta & i,
AT Urar6 REIJA*ly frr*j*y& 4N O % *Ef+i/E-

*M eJprf-iy'X *p)&*. <£/, i~ j» &**r/:
+t££1 >*—*yp**l
$ & /
?
Ao 4 NN IO/~ /o fimzt,’ \Y4
J n~nc6u>.
110 /A | %

9 b UENLA X.—oyv*v 0Jls-P °
*.
Ab bl Tin K. %E

iaJEN wwfe.<£aii.-= A lf?\]



10. kép.



Y}1& > A

A

Foeol9 -
|’3<) 5-11) 0
o .
4N jt #

Twn a*tfii yrumis**n”Js Rofulfla*— =
1frifji bt refrS A jusU”Anit™® B.W IAH.
£« yhrir>c  §y 2 LA

- % y
<HEAY <nonfl/ A Y N pb~UX<! Uvm
VAiy> h i+L% L'pn”™ 4 o )u$rkHo

7 03 6 >&»* «a An VjAyirt?
Q3 jBvnA-fr y*y*6 'AX.'W'lyb xyy iirP’L"

‘Ji 1ZPbf $1
84 - 3t U b

)*ﬂoo ~ IS



r i - > 1 -1
9'A T *t Ne @t jibl (rall t¥Jji n *»w* >0

n YAUS) -Y&AN &Y/
U** 0* AMiMéUSU: a\t trUMiyu cdf-i
‘Ai'} (ur>*n Sifirnif k(% N Antefi

W THNjfle bl *»* j*y-VA

iroc yi,r
i L

AN tpe? B* rm*ruro 4jy <P Y. n%H&*b <l
yruUtifh tANtnJji 1 o*t**ii #~Xy Lo'tyS)
1+ l«imi 'dn'+ XYYyl /fIA/] TAA? tt41&
r 3 la 7*m) a| AHo

% L~ +, J|LJ C *
(5/
X I

Rk A-/*- X
o __
/ /A /7 > .
c {h. 3 -3 3 "7T*'9b?~r4 'y
ca, , T 7/ , n
2 [
, -2 U
1 f t- ns



yr yb'fc 4 ~ [/ w f ~p
NVYy*X»-w.yN ci vt

J5-*vb« [re«

NOJLEriti £%K 4 xR A ekkkk |\ [fjx "Ny Ny

n/\

C-7- 6 /
2>vI<? £{/ 4 B'CH

/i 47 K on*T*3chy 4 ~ 4 £ > *

N [- I/ AU A Afiy *Ne >0/
J**0)iy 4 CAt >tHYwn;,
o 4 4 >rjy/\/\ *$>'****'4
n.A \é 4

Ib |a £’
-&19MAyY tnuAfijr U th£) }n<4 .
uji 4 N 4 4 4% jhAv t***3
JiN-tKy S-t) -Ljkb ix, 4G @ rxw 4 4 'Z g
SHF 4% <4 /& 4 & A4F AN* Ot
nxj ?n4 'V,
N -/ /-9. 4?,- S'C 1*f4 \f,
»

r f

X N
"H 4

c VI

13. kép.



LA W w e r- ' > Ir - b

vt 3UN a5 o/
4~ 4 iX*

A ALRJIMAT: M Oi-'T WT'o»  h &Ln*iungf ~)e wmM, LiH-ai

uw: a *5i0 U7jwb  Jy™N/vAiLbbl & 1

-An/ <% KjUiXj. = sal ~ j BY-~ 1 -)iv,

OMW\ezes rs WA 1L HW>

DEMIT - - V)i )
ifl Crunt" '
k- «PM, esurek runti »1t- MY V- M =
L / ~“AjAb-AtiA, V#0 Yo *h» N7 4

hrivAil) «KIbi jiAVEr» AL |, <I3g)~ BiA

JeX it 4% rm t &V yd »wW&ILW  hfl

slitbéLh 1fL-al-t | XAV x»'6 L4 rtlidI&t

! 0 n , y - a/ v J"
,*\KM'@ Apvim U f n<U'/<" *I at *wE X«jL«- 4K-n*-rn

- M X% » *3

fafkn
*TjOO t
m( f-**T X 7- a XI>
1"/ >
n . b T cjf _ v , N
of— n
J nn - i %01 \

14. kép.



15. kép.



pTuca”. iw 9ri*Hp i& M nvtj &1 JI/JA,

V) £% mirft+f ch Ak$ Sjesyfi**'
, cutny 4 9% IfTaW» S**y<ynyfu U3*/-*nM

n 7 o”NMin"nO0 éo n

ANrny - ITuB~ bb -~ - !

ANCEIINIdrrymfL zts f o
/7itiJrmy m ajg, 12n
L 111b % 4
. b
fprtymt/i. > 1 — -

44.
ngar 2n4/A. (r 1

A) w 4 -VV?X%y&fon '-' }o
AA* rprTTAT tnj}é
G- yrend-n>C £&( *J *~m6i
AT ?r/t:x(&*é**’l-‘n’?ﬁﬁ'l*WnK(-f r'){Uét‘js}}wl#&;_M‘fM&
e iﬁ_"" .
An/Nndo¢p ~JL,ato (b
N ]~
*rxx ko 4oy L /04 J L
Orrx-co / Te

16- kép.



17.

kép.



18 kép.



5 GERESI ISTVAN ARITMETIKAJA (1) 49

ratio, 2. Additio, 3. Subtractio, 4. Multiplicatio, 5. De divisio, 6. In
aequalis divisio, 7. Maditatio (!), 8. Progressio. Ezutan kijelenti, hogy még
van négy mds species is, amelyekrdl réviden tanulunk, amelyek f8képpen
a keresked6knél hasznalatosak. Fzek: Regula Detri, Regula Vulgaris,
Regula Societatis, Regula Falsi.

Mir a bevezet§ lényeges eltérést mutat a Kolozsvari Aritmetikahoz
viszonyitva. A Kolozsvari Aritmetika (akarcsak a Debreceni Aritmetika)
bevezet6iil a szamvetés® fogalmat értelmezi. Géresi pedig a szdm fogalmat.
(Az zam azh semmi nem egyeb hanem oly okosagh mely az sok egynek
edgybe adasabol, leszen), (2. 4bra). A Kolozsvari Aritmetika 6 speciest
sorol fel (a Debreceni Aritmetika 5 speciest emlit), Géresi pedig 8 - 4
speciesrdl beszél. A Kolozsvari Aritmetikatol eltéréen, beveszi az In aequalis
divisio®-t és a mediatio’~t is. Igaz, a mediatio-t Géresi is csak utolag iktatta
be a speciesek kozé, s kijavitja miatta a sorsziamozast is (2. abra). A
Kolozsvari Aritmetika is, akdrcsak Géresi, megemliti még azt a négy
speciest, amelyek , féképpen az kereskedéknek haszndlnac”

Az emlitett bevezetd utan, fejezteket alkotva, kdvetkeznek a speciesek.
Az aldbbi mutatétdbla tdjékoztat az egész mii felépitésérél :

A kézirat dejezetei

De numeratione . . . . . . . . . 2 lap
De additione . . . . . . . . . ... 4 1lap
Proba . . . ... . . . . ... . 10 1ap
De substractlone ST ]
De multiplicatione . . .~ . . . . . . . 23 lap
Tabula pithagorica . . . . ... 24 lap
De divisione . . . S .. . 43 lap
Az divizionak prob'urol S . 67 lap
De divisione in aequli (!) . . . .. 72 lap
De meditatione (1) o .. 76 lap
De progressione . . . . . . . . . . . . 77 lap
Intercisa . . . .. . . . . 83 lap
Az geometrica provrtssloruhs ... . . 85 lap
A rostelyos ablakoknak megvetisiril . . 87 lap
Prima operationis . . . S 91 lap
Secunda forma probatloms o 92 lap

Regula detri sew aurea : regula mermtorum 96 lap

catio, 6. Mediatio, 7. Divisio, 8. Progressio, 9. Radium extractio. Progressién csak a termé-
szetes szdmsor Osszegelését dértették, néha a pdros és a paratlan szdmok soranak az Osszege-
1ését, ritkdn az 1, 2, 4, ... geometriai haladvanyt.

5 A szamitds fogalmit magyarul szdmvetésnek mondtik évszizadokon d4t. Amikor
eltliint ez a kifejezés (azokkal a szamold pénzekkel egyiitt, amelyektSl szdrmazott az elneve-
zés), nem tudtuk megfelelével helvettesiteni. Igy ma a szdmitds, szdmolds szavakat hasznal-
juk. De ezek nem elég kifejezek, nem pétoljik az eredetit. Leglennebb az idegen kalkulus
sz6 helyettesitené a régi, kitind ,,szamvetés’’ szavunkat.

6 Ma aranyos osztdsnak mondandk. — Megjegyzem, hogy a Debreceni Aritmetika és
a Kolozsvari Aritmetika is beszél inaequalis divisiorsl, kiilon fejezetben, csak a bevezeté nem
tesz réla emlitést.

7 Felezés.

4 — Matematicd Fizicd 11/1962
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Kilomb kiilomb peldak a regula detriben 105 lap

Az regula detrinek probaia . . . - 115 lap
Az regula detrinek fractioja . . . . . . 125 Iap
Regula detri awersa . . . . . . . . . . 129 lap
Regula wulgaris -~ . .~ . . . . . . . . 130 lap
Regula societatis . . . . o .. . 134 lap
Regula societatis temporum .. o . . 140 lap
Regula falsi sev positiond . . . . . . . 144 lap
Az nemet penzrol . . . . . .. 149 lap
Az magiar penzriil. Az masa szamrol - . 130 lap
Magiar Fontrol Az magyvar fertonrol .
Az nemet masarol es fontrol . . . . . . 151 lap
Az Nemet fontrol es lothrol . . . . . . 132 lap
Lusus aritmeticus . . . . . . . . . . . 152 lap
Kedvetkeznek immar kilombfele dirib

darab peldak . . . . . . . . . - 157 lap
Tabula cebetis . . . . . . . . . . . . 169 lap

A ,,De numeratione” cimil fejezet lényegesen eltér a Kolozsvari Arit-
metika hasoncimi fejezetétél, mind a numeratio fogalom értelmezésében,
(Az numeratio semini nem egyeb, hanem minden szamnak ighazan valo
kimondasa), mind az utdna kovetkez§ bekezdések targyat illetéen. A Kolozs-
varl Aritmetika felsorolja a szdmjegveket. Kilon kitér a zero (nulla) értel-
mezésére. Beszél a tiz jegy kiolvasdsardl és dltaldban a szdmok kiolvaséasardl.
Géresi ismertnek tételezi fel a szamjegyeket, és csak a nagyvszdamok, sok-
jegvll szdmok kiolvasisival foglalkozik.

Megjegvzem, hogy két szam, amelynek a kiolvasdsat elemzi Géresi,
el6fordul a Kolozsvari Aritmetikdaban is. De a harmadik szam, 23/456/345/678
(3. dbra) nincs benne sem a Debreceni, sem a Kolozsvari Aritmetikdban,
viszont benne van a Gemma Frisius Aritmetikdjaban.

A ,,De additione” cimi fejezet magyarazd része és példaanyaga nem
egvezik a Kolozsvdri Aritmetika megfeleld fejezetével. Géresi sokkal inkabb
szem elGtt tartja a fokozatossag elvét. Kisebb szdmok Osszeaddsdval kezdi,
majd nagyobb szamokra is kitér. Alaposabban targval]’x az e]ofordulhato
eseteket. Nem hasznalja a residuum kifejezést. Nem szoveges feladatokbol
indul ki

Csak egy kozos feladatot talaltam, mely Géresinél a 9., a Kolozsvari
Aritmetikdban pedig a B, hatulsé lapjan fordul elé. Egy terjedelmesebb
osszeadasrdl van sz, mely 16, csupa 9-esekb6l 4ll6 Gsszeadandét tartalmaz
(ez a példa megvan a Debreceni Aritmetikdban is). Géresi dsszeaddsi mdd-
szere némileg eltérs. Az osszeadanddk nagy szdma miatt, minden szamoszlop
gsszeadasakor 3 jegyi Osszeget L'lpunk Ezeket az osszegeket a Kolozsvari
Aritmetika mind egymads ald irja ugy, hogy a szamjegyek helyértéke ne
valtozzék, és a végén a részosszegeket is kiilon osszeadja. 1gy kezdi az &ssze-
adast Géresi is, de a harmadik, negyedik és 6t6dik részésszeget nem irja
kiillon sorokba, hanem egy-egy szamjegyvét az el6z8 részosszeg elé és ala
teszi. Az eredményt ez nyilvdn nem befolyédsolja (4. abra).
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Géresi az osszeadoknak nem ad nevet. Az Osszeadast sokféleként fejezi
ki: edsve adni, egy sommaba hozni, hozza adni, edsve szamlalni, edsve
tenni, ahoz zamlalni, summalni.

A ,,Proba” cimd fejezet két példija ugyanaz, mint a Kolozsvari Arit-
metikaban. (A Debreceni Aritmetikdban is eléfordul az egyik példa, de
utana két eltéré kovetkezik.) A Y-es prébat alkalmazza (5. 4bra).

A ,,De Subtractione” fejezet eleje, a cimmel egyviitt, kiszakadt. A
megmaradt rész eltér a Kolozsvari Aritmetikatol felépitésben, a szabdlyok
egymdasutdanjaban, az el6fordulhatd esetek koziil megvizsgilt esetek, vala-
mint a targvalt példak tekintetében is. (A példak tobbsége a Kolozsvari
Aritmetika példaitél kiilonbézik.) Géresi kisszamok kivondsdval kezdi és
elmegy a millidrdokig. Itt mar Géresi is sok sziveges feladatot targyal
(6. dbra). Ketténél szamoldsi hibat is ejt, az egyiket azonban (12 . 1) csak
clirdsnak tckmtthJuk mert a kisérdé szovegben j6 eredményt ir. A masik
példanal (14 . 1) valéban szamoldsi hibardl van szd, pedig ezt egvenesen
Gemma Frisiusté] vehette. Ez a példa nem szerepel sem a Debreceni, sem
a Kolozsvari Aritmetikdban, de szerepel Gemmandal. Az aldbbi kivonasrél
va sz, melvet pontosan atvesziink Géresi kéziratdbdl .

66021039090
29039916

51991000184

A kisebbitendd utolso %’/Znnjecr\'e nem vehetd ki tisztan. Taldn egy hetesre
rdirt zéro. A maradék utdn mdég, ¢lité tintaval, egy hidrmast irtak. Gemma
Frisiusnal a B, lapon® megtalaljuk ezt a pddat

60021039097 Numerus ex quo subducitur
29039917 Subducendus
59991999180 Residuum

Géresi Aritmetikdjdban 0t széveg nélkili és egy  szobveges feladat
kovetkezik, amelvek benne vannak a Kolozsvdri Aritmetikdban is. Fzeket
sz0rol-széra, a hozzajuk flzott megjegyzésekkel egviitt, atvette.

Fzutan idGszamitasi feladatok kovetkeznek, mert | Az esztendd szamot
tudni es ighazan megh vetni tanolni ighen szep dologh,” (6. dbra). Ezeket
is dtvette Géresi, a kommentarokkal egyviitt, csak a kiinduldsi idépontot,
illetve a kisebbitend6t valtoztatta meg, 1591-161 1626-ra. (Ezek a feladatok

Debreceni Aritmetikdban nincsenck meg.)

A kivonni fogalmat tébbféleként nevezi: ki lopni, ki vinni, ki venni,
subtrahalni.

A, Proba” cimi fejezet szészerint egyezik a Kolozsvari Aritmetika
megfelel§ fejezetével. A kivondsnak kétféle prébajat adja: az Osszeaddst
és a 9-es probat. Kisebb mdsolasi hiban kiviil két kivondst Géresi hibasan

végez el. Pedig a kettd koziil az egyik el6fordul 1490 1626
a Kolozsvari Aritmetikdban is. A masik is csak 1443 1490

annyiban kilonbézik, hogv a kisebbitenddt

Géresi megvaltoztatta, 53 116

8Gemma Frisius Aritmetikdjanak 1574-i, wittenbergi kiaddsdra hivatkozom.
Ebbdl egy példany van a kolozsvari Egyetemi Konyvtarban, és ez 4llott a rendelkezésemre.
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A, De multiplicatione” cimfii fejezet nagyobb része szérél-széra egyezik
a két aritmetikiaban. Géresi kéziratabol itt megint kiszakadt egy lap, csak
egy kisebb csonkja maradt meg. A csonk tantisaga szerint a kiszakadt lapon
egy ,,Tabula Plthqconca volt, amit Géresi,, Pithaghoras Tablaia’-nak is
és ,eczer egy ’-nek is nevez. Utdna példaval illusztralt szabaly kovetkezik,
arra vonatkozéan, hogy a szorzétdbla eredményeit miként szamlthat]uk
ki (Regula pigrorum, lustdk szabalya, a Kolozsvari Aritmetikdban). Ez a
szabdly a Kolozsvari Aritmetikdban hatrabb van, Géresinél érthetlen
kozvetleniil a szorzétabla utdn. Valdban itt is a helye. Ezt a szabalyt csak
5 x 5-6n felilli eredménvek kiszdmitasira szoktdk és érdemes alkalmazni,
ugyanis azoknak kivin a segitségére lenni, akik a szorzétablat csak az
5-nél kisebb szidmokra nézve ismerik. Géresi nem latja a szabdly értelmét.
Eloszor a szabdly segitségével kiszamitja 8 X 8-at

6

Nagyobb betiikkel utdna irja ,, Az tetb peldakkalis igy cselekedgyel”,
azutan pedig a szabalyt alkalmazza 2 x 2 kiszdmitédsdra. Nyilvin nehéz-
ségekbe iitkézik, és kiegészits szabéalyhoz folyamodik. Ugy latszik, Géresi
nemcsak a szabdly értelmét nem ldtja, hanem rdaddsul csak a négyzetre
emelésre gondolja alkalmazhaténak.

A tovabbi példak részben egyeznek a két aritmetikdban. Csupa széveges
feladattal taldlkozunk. Géresi kibzém{tja a szolgdk, kapdsok, katondk
fizetését, okrok Arat, | gallos gioles” 4rat, ,,egy Bal karafiat” arat, egy
esztendd ordinak szamat, hdny hét, nap és 6ra telt el Krisztus sziiletése 6ta.

A kovetkezd feladat benne van mind a Debreceni, mind a Kolozsvari
Aritmetikdban is (39. lap, lasd 7. 4bra) : ,,Vagion 12 Barat, mindeniknek
vagion 12 bottya, mindenik botba vagion 12 Taska, mindenik Taskaban
vagion 12 kenyer darab, mindenik kenyerdarabban vagion 12 lyuk es
mindenik lyukban vagion 12 Egher, es mmdemk Eghernek vagion 12 Fia,
vallyon meny egheret teszen somma szerent,”’. Kz a feladat nagy népszerti-
ségnek orvendhetett, mert megtaldljuk a Périz Papai Ferenc 1667-bél
szarmazé kéziratos latin nyelvii aritmetikdjaban is, mégpedig kivételesen
magyar nyelven, egy kiilon lapon. Megtaldljuk ezt a feladatot ILugosi
Ferenc 1669-b8l szarmazd kézirdsos aritmetikdjdban is (a sepsiszentgyorgyi
volt Miké Kollégium konyvtardban).

Amint mar emlitettem, taldlkozunk olvan {feladatokkal, amelyvek
természetesebb, ésszer{ibb sorrendbe iktatdsit Géresinél taldljuk. Ha fel-
tételezlink egy kozds Ssforrast, melybdl a Debreceni Aritmetika, a Kolozs-
vari Aritmetika és Géresi is meritettek, azt lehetne mondani, hogy Géresi
kozelebb van az 8sforrdshoz. '

Géresinél olyan hibdkkal is talalkozunk, amelyek azt bizonyitjik,
hogy madsolt. Taldlkoztunk kivondssal, amelynél a kivonandét hibdsan
irja, de a kisér@szovegben jo eredmény szerepel. Az egyik szorzasnél is
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az egyik részszorzat hibds, az eredmény mégis helyes. Lasd Géresinél a
34. oldalon :
200
16
488(0)
200
3200

Ugyanezt megtaldljuk a Kolozsvari Aritmetika C, lapjdn is. Hérom-
szor irja le Géresi a 340 x 20 szorzast. Egyik esetben tévedésbsl 340 helyett
240-et ir, de az eredmény helyes. Egy madsik példanal, a 17-es szorz6 helyett
14-et ir, de az eredmény mégis jo.

A két aritmetika ezen fejezeteinek a példdi nagyrészt azonosak. Géresi
15 példija koziill minddssze 4 nincs meg a Kolozsvari Aritmetikdban, és
csak 3 olyant taldlunk a Kolozsvari Aritmetikdban, amelvek nincsenek
meg Géresinél.

Befejezésiil beszél ,,Ennek az speciesnek a probaja”-rél, de nem 1ij
fejezetben. Ez a rész is tobbuyire sz6rdl széra egyezik a Kolozsvari Arit-
metikdval. A 9-es probit a Kolozsvari Aritmetika két példan mutatja be.
Géresi csak az elsét veszi 4t. Utdana beiktat egy ,,Cautio. 1. mely az proba-
lasban igenszitk ‘segh.” Ebben arra flgvelmeztet hogy a szdmjegyeknek
nem a helyértékét vessziik figyelembe. ¥z a par sor nincs meg a Kolozsvari
Aritmetikdban. A szorzds méasodik prébdjaként az osztdst emliti. Géresi
a Kolozsvari Aritmetika ide vonatkozé két példdja koziil csak az egyiket
veszi 4t. Viszont a probdt kétféleképpen is elvégzi. (Osztja a szorzatot a
szorzandd- és azutdn a szorzéval is.)

A | De divisione” cimfi fejezet néhany soros bevezetéje, mely értelmezi
az osztast, a ,,dividendus‘‘-t (osztandé szdm-nak is nevezi), a ,,divisor azaz
oszto-szam’’-ot és a ,,quotiens’’-t, kiilonbézik a Kolozsvari Aritmetika
megfeleld bekezdésétdl. Géresi a Kolozsvari Aritmetikdtél eltéréen azt
is kikoti, hogy az osztandé legyen nagyobb, mint az osztd (a kikotés benne
van a Debreceni Aritmetikdban is.).

A két mil kozott mas eltéréseket is taldlunk. Géresi 6 ,,Observatio”-ja
koziil csak egy van meg a Kolozsviariban (és a Debreceni Aritmetikdtan).
Ezek az oszténak az osztando ald vald elhelyezésére vonatkoznak, a kiilén-
t6z5 esetekben. Tovabbi Géresi hat regula és harom observatioja szintén
nincs meg a Kolozsvari Aritmetikdban (sem a Debreceni Aritmetikdban).
Yzek az osztisi mfvelet menetét irjak le.

Fzt koveti egy feladat, amelyen Géresi az osztast mutatja be. A
Kolozsvari Aritmetika cgyenesen ilven numerikus {cladattal kezdi. Géresi
osszesen 18 példat old meg, és masik haton az osztds prébajat mutatja
be. A 18 példa kéziil 6 nincs meg a Kolozsvari Aritmetikdban ; viszont az
utébbinak 2 példdja nincs meg Géresinél. A Kolozsvari Aritmetikdban a
probat két példa illusztralja, s az a kettd megvan Géresinél is. Az is el6-
fordul, hogy Gére:i a Kolozsvari Aritmetikdban szereplé adatokhoz mas
szoveget ir, ami az osztdst nem befolyasolja.
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Géresi két madsoldsi hibdt is ejt. Egy osztds eredménvebél kifelejt egy
szamjegvet, mas helven pedig egy szamjegyvet elir, az eredményv mégis helyes.

Az osztds prébajakén Géresi ismerteti a 9-es probat és a  szorzast,
a Kolozsvari Aritmetika viszont csak a szorzast.

A ,,De divisione in aequli” (kifelejtette az a betiit) fejezet Iényvegében
egvezik a Kolozsvdri Aritmetika megfelel$ fejezetével. A mondatok sor-
rendje is majdnem ugvanaz, de megfogalmazasuk eltér. Mind a két md,
egvetlen és ugvanazon a példan mutatja be az ardnyos osztidst,

A kovetkezd fejezet ,,De meditatione” (Géresi kovetkezetesen mindig
meditatio-t ir mediatio helvett), nincs meg a Kolozsvari Aritmetikidban.
A bemutatott példa megvan a Gemma koénvvében. Géresi az osztandéban
egy szamjegyet tévesen Ir, de azért ugvanaz az eredménve, mint Gemmi-
nak. (Megjegvzem, hiogy Gemma Aritmetikdjanak kezemben 1év4 kiadasa-
ban, ugyancsak hibdasan van nyvomva egy masik szamjegy, s az eredménve
mégis egyezik a Géresiével.)

A ,,De progressione” fejezetnek feltiinGen nagy betlikkel irta a cimét.
Itt Géresi bevezet6je valamivel hosszabb, mint a Kolozsvdri Aritmetikaé.
Ertelmezi a haladvanyt, megfogalmazza a naturalis progressio osszegének
kiszdmitasara szolgdld dltalénos szabdalyt, melyet a Kolozsvdri Aritmetika
csak egy példaval mutat be. A szabdlvt négy példa koveti, melyek koziil
az ¢lsé nincs meg a Kolozsvariban., Géresi alibbi {eladata: |, Ha meﬂh
akarod tudni egy oratol 12 oraigh hanszor eot az ora: igyv csekedgyel,”
nincs meg a Kolozsvari Aritmetikdban (sem a Debreceni. \rltmetlkaban;,
de megtaldljuk Gemmandl, mégpedig kényve végén, az , Appendix”’ cimd
fejezetben, melyben szérakoztaté feladatokat kozél. Gemma nem végzi
el a szamitdsokat, csak a végeredményt kozli, de az is kiilonbozik a Gére-
siét6l, mert & egész napra szamitja ki az {itések szamdt, és olyvan 6rardl
beszél, amely 1-t6l 24-ig {iti az O6rékat.

Az ,Intercisa” cimii fejezetben Géresi a szamtani haladvanyt, ha
a kiilonbsége egységnyvi, progressio naturalis-nak, ha a killénbsége kettd
vagy hdrom, intercisa-nak nevezi (9. dbra). Ezt a felosztdst megtaldljuk
a Kolozsvari Aritmetikaban is. (Sem a Debreceni Aritmetikdban, sem
Gemmandl nincs meg ez a felosztds.) A Kolozsvari Aritmetikdhoz hasonléan,
az utobbiak kozott megkiilonboztet @ felest (paros), feletlent (paratlan)
€s clegyest. Bz a fejezet majdnem szérél-széra egvezik a Kolozsvari Arit-
metika megfeklo bzovegevd a kulonbseg mmdossz,e annyi, hogy a végén,
Géresi clhagy némi magyarazatokat és a miiveletek prébdjat. Megjegyzem,
hogy Géresi az intercisa-ndl, a progressio végére mindig egy jelt tesz, amit
mdashol nem lattam (9. 4bra).

Az Geometrica progressiorulis” fejezet anyaga csak annyiban tér
el a Kolozsvari Aritmetikatd]l, hogy Géresi néhdny sort kihagy, nem tartja
szitkségesnek, hogy egymds mellé irjon egy aritmetikai és egy geometriai
haladvanyt.

A rostelyos ablakoknak megh vetisirdl” cimid fejezet (10. 4bra)
szbvege eltér ugyan a Kolozsvari Aritmetikatol, de utébbi szdvegének
hatdsa szinte mondatrél mondatra kovethetd. Kisebb racsot rajzol, mint
a nyomtatott kényv. Prébat is tartalmaz. Més Gton szamolja meg a lvukak
szamat.
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A 92. lap utén egy hidnyzik, majd a kovetkezén a geometriai halad-
vanyt alkalmazza. Kiszdmitja egv 16 patkdszegeinek az ardt: ha az elsd
szeg ara 1 fillér, a masodik 2 fillér, a harmadik 4 fillér stb.

,,Regula Detri sew Aurea : Regula Mercatorum” a kévetkezd fejezet
cime, akarcsak a Kolozsvari Aritmetikdban. (A Debreceni Aritmetikdban
csak Regula Detri). Géresi, eltéréen a Kolozsvari Aritmetikdtél megma-
gyardzza, hogy ,ezt az zamvetok hijak aureanak, az az Arany regulanak,
nem egyebert hanem azed sok hasznaert”. Ez az értelmezés nincs benne a
Gemma kénvvében, de megtaldljuk pl. J. Simon-ndl. Azt is megmagyardzza,
hogy miért hivjdk Detri-nek. Ez a magyardzat teljesen eltér a Kolozsvari
Aritmetika magyardzatatél. Még megjegyzi: ,, Tovabba hijak kalmarok
regulajanak is, miert hogy ezzel a regulaval fedkeppen az kalmarok, az
kereskedo Tomberek elnek’’. Kz a magyardzat sincs benne a Kolozsvari
Aritmetikdban, sem a Gemma koényvében.

Géresi a tovabbiakban is eltér a Kolozsvari Aritmetikatél. A példakhoz
flizott magyvardzat gyvakran eltér6 mondatokkal torténik. Valamivel révi-
debben intézi el a magyvardzatot. A Kolozsvari Aritmetika példdit is idézi,
de mdsokat is kozol. A feladatokat a Kolozsvari Aritmetika mintdjara oszt-
lyozza. Ilyen cimeket ad : , Kiilonb kiilonb Peldak az Regula Detriben es
legel@szoris buzarul”’, ,, Baal es Posztorul valo Peldak”. Vannak a Géresi
Aritmetikdjiban olvan feladatok is, amelvek nincsenek meg sem a Kolozs-
vari Aritmetikdban, sem Gemmadnal, példdul a 103. lap két feladata. Ime
az egyik : , Mikoron egy paraszt Ember teneked ilyen szamot adna elodben
fogattam egy hazat ezdenigh berben, hat for : laktam benne 32 hetigh,
Akarnam meghtudni menyt kellyven fizetnem az 32 hetigh”. Eléfordul
az is, hogv a feladat szovegében egy adat nem egvezik a Kolozsvari Arit-
metikdéval, de a megolddsban visszatér a Kolozsvari Aritmetikdban 1évd
adat (102 lap). A 106. lap feladatanak a szovege eltér a Kolozsvari Arit-
metikidban éppen soron kovetkezs feladat szévegétsl, a megoldds viszont
egvezik. Ugyancsak a 106. lapon egy osztdsndl Géresi hibasan mads ered-
ménvt kap, mint a Kolozsvari Aritmetika. A feladatok sorrendje is eltérést
mutat.

A Kolozsvari Aritmetikdban a sok példa utan a H, lapon olvassuk:
., Ezekbdl az meg irt kalémb kalémb féle példakbdl, és az felly(l meg mon-
dot soc tanulsigokbol, hogvha szorgalmatos lész, annvira elé mehetz
benne, hogy az utén tennen feyedto6l akar mellv nagy példikat is gondol-
hatz. Es hdzad szikségére valdt meg vethetz. Iégven ezokdért most elég”.
(A Debreceni Aritmetikdban nines semmi megjegyzés). Géresinél a 115.
lapon ezt talaljuk : Ezekbdl a megh mondot es irt peldakbol akar mely
nagy peldakat is meg vethecz de ugy hogy ha szorgalmatos les benne, hogy
hamar fejedbol ki nebocsasad”. A Debreceni Aritmetika csak egyféle prébat
koz6l erre a speciesre, a Kolozsvari Aritmetika és Géresi négyfélét (Gemma
egvet sem emlit), éspedig : a) Mivel szorzasi és osztasi mfiveletek fordulnak
ell, elvégzi ezeknek a probajat, a 9-es prébat. Géresi bbévebben beszél
ezekr6l, mert elismétli a szabdlyokat is. Illusztrdlé példdja ugyanaz mint
a Kolozsvari Aritmetikdé, csak mas adatokat iktat be. b) A masodik féle
préba (megeseréli az els6é és harmadik szdmot) példija mar killénbozik a
Kolozsvari Aritmetikdban 1év6tsl. Géresi négy példaval is megvildgitja
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ezt a probat. ¢} A préba az ardnypar azon tulajdonsdgdn alapszik, hogy
a beltagok szorzata egyenlé a kiiltagok szorzatdval. A fethozott példik
egveznek (11. és 12. dbra). d) A negyedik féle prébat mindkét md ugyanazon
a példdn mutatja be. Itt meglepd jelenséggel taldlkozunk: a példa szdvege
nincs meg a Kolozsvari Aritmetikéban, csak a megoldds. A példa szévegét
Géresinél taldljuk meg. Azt is megallapithatjuk, hogy ebben a fejezetben
Géresi nagyobb gondot fordit a példakra. Meglep$ az a korillmény is, hogy
a Kolozsvari Aritmetika és Géresi is, mint ismert eljidrdst — melyet az
additiondl is szokds alkalmazni — emliti a 9-es prébdn kiviill a 3-as, 7-es
és 1l-es probdt is, jollehet megelézden ezekrél nem volt szé (13. 4dbra).

,, Az Regula Detrinek Fractioja” cim{ fejezet beiktatisa meglepd,
mert eddig a kézirat egydltalin nem beszélt toértekrél. A Debreceni Arit-
metikdban is hasonl6 fejezet kovetkezik : ,,Az Regula Detrinec Fractioiarol”.
Utdbbinal érthetd, mert eddig is parhuzamosan tdrgyalta a térteket az
egészekkel. A Kolozsvari Aritmetika csak a konyv vége felé, a tortek tar-
gyaldsa utdn iktat be fejezetet, , De Tractionum Regula Detri”’ cimen.

Géresi kéziratdban ennek a fejezetnek a bevezetdje feltiind médon
hasonlit a Debreceni Aritmetika megfelel§ fejezetének a bevezetdjéhez.
Eldszor értelmezi a tortet : ,,Az fractio semmi nem egyeb hanem valamely
zamnak rezre valo szeghese”’. Ugyanigy kezdi a Debreceni Aritmetika is:
Az Fracctio semmi nem egyeb hanem ha valamell’ egész szamnac részre
valo szegése”’. A tovédbbiakban is hasonlit a két fejezet bevezetje. A
Kolozsvari Aritmetika bevezetSje teljesen eltérd. A Géresinél szerepld
két feladat hasonlit a Debreceni, illetve a Kolozsvari Aritmetikdban sze-
repld két feladathoz, csak az adatokat véltoztatta meg. Géresi megkeriili
a torteket. A vegyes szdmokat dtalakitja felekké, illetve negyedekké (fer-
tdlyokkd) és tovabb a tortrészek szamaval mint egészekkel dolgozik. Tehit
nem gy oldja meg ezeket a feladatokat, mint a mdsik két aritmetika.

Tovabbmenve, Géresi beiktat egy ,,Regula Detri awersa®’ cimfi fejezetet
(14. 4dbra). Ez a fejezet nem szerepel sem a Debreceni, sem a Kolozsvari
Aritmetikdban. Géresi ezt a szabdlvt, szokdsitdl eltérfen, minden értel-
mezés nélkiil egy feladaton mutatja be. Hasonlé feladattal a Gemma kony-
vében taldlkozunk, de ott mds adatok szerepelnek.

A, Regula wigaris’” fejezet hasonlit a Kolozsvdri Aritmetika meg-
felels fejezetéhez. Az elsé példaban csak az adatok kitlonboznek. Meglepd,
hogy a kiilonboz6 adatok ellenére, a Kolozsvari Aritmetikdban is a Géresi-
féle adatok szerint oldjdk meg a példat. A masodik példa, megolddsaval
egyiitt, mind a két kényvben azonos.

A, Regula Societatis” cimil fejezet bevezetije eltér a Kolozsvari
Aritmetikdtol. Utébbi ezt a szabdlyt csak egy példan mutatja be, Géresi
pedig kettén. Az 6 mésodik példdja egyezik a kolozsvériéval, bar a szdmi-
tdsok csak részhen azonosak, s a kisérdszoveg eltérést mutat. Géresi magyarul
is kozli a feladat nevét: ,,az tarsasagnak regulaja’.

A ,,Regula Societatis Temporum” {fejezet (13. dbra} igen hasonlit
a Kolozsvari Aritmetika megfeleld fejezetéhez. Géresi egyetlen példan
mutatja be a szabdlyt, elvégzi a muivelet prébajat, majd magyardzatot fiiz

9 Yorditva aranyos mennyiségek hdarmas szabdlya.
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hozza. Ebben teljes az egvezés. A Kolozsvari kozdl egy masodik példat is.
A kozos példa szovegében Géresi egy adatot tévesen ad meg (15 helyett 14),
a kidolgozdsban mégis pontosan a Kolozsvari Aritmetika szerint halad.
A kisér6 szovegben is van hiba, a szdmitds ennek ellenére egvezik. Hars!®
megdllapitja, hogy az ardnyszdmok hibdsan vannak kiszamitva. Ezek a
hibak wvéltozatlanul szerepelnek Géresinél is. (Benne vannak a Debreceni
Aritmetikdban is.)

A ,,Regula Falsi sew Positioni” cimil fejezet ugyszdlvan szdszerinti
egyezést mutat a két miiben.

,,Nem azirt hivattatik ez Regula hamisnak hogy hamisra tanitana,
hanem hogy ket hamis szambul egy igaz talaltatik megh az positio szerint.
(neveztetik Regula Positionum miirt hogy ket szamunak le irasabul id ki
az facit)”

A Kolozsvari Aritmetika I, lapjan, nyomdahiba folytdn, a szamitis
szokdsos vézlatira 16 helyvett 2G-t, 12 helyett 13-at és 22 helyett 32-t
nyomtak. Géresi is 26, 13 illetve 32-t ir (16. dbra), dtveszi a sajtéhibakat.
{Talan mégis cgy nyomtatott konyvboél masolt!?) Megjegvzem, hogy
a Debreceni Aritmetikdban helyes adatok szerepelnek.

A Kolozsvari Aritmetika I, lapjan, Operatio cimszé alatti tdblazaton
a betfivel irt szavak és a szamjegyek egy sorban vannak. A rossz nyomds
kovetkeztében egyes szdmjegyek lennebb csdsztak, a vegyes szamoknak
is az egész részei tiavolabb és lennebb keriiltek, mint ahogy kellett volna.
Géresi ezeket a durva nyomdahibdkat is atveszi. Egyik vegves szamnak
az egészeit egy sorral lennebb, a tort rész nevezdje mellé irja (16. abra).

Géresi, akar a Kolozsvari Aritmetika, a mdsodik példa megolddsdnal
ezt mondja: ,ezt megh kel keresned amaz fractiokbol, az mint oda ala
az additionak fractioiaban megh mondottuk’™ (16. dbra). Benne van ez a
kifejezés a Debreceni Aritmetikdban is. Ott jogosan, mert az eléz6kben mar
tanitotta a tortek Osszeadasat. De sem a Kolozsvari Aritmetika, sem Géresi
az eléz6kben még nem tanitotta a torteket, tehdt azokra jogosan nem is
hivatkozhattak.

A Kolozsvari Aritmetika megréja a Debrecenit a tort-szamitdsai
miatt ; szerz6jérél megallapitja, hogv ,igen sleit szdmuetd volt”. De 8is
atveszi a hibds szdmitdst a Regula Societatis Temporum-ndal, amint emli-
tettiik. Ebben a fejezetben is, az I; lapon a szokdsos vazlatnél

16 10]

~

O

It

R D

is dtvesz egy nyomdahibdt a Debreceni Aritmetikdbdl @ 1 helyett 14 kellene
hogy legyen (s még a kiilonben figyelmes Hars sem igazitja helyre ezt a
hibat). Géresi dtveszi ezt a hibdt is. Ugy tilinik, mintha az aritmetikdnak
ebben a részében Géresi bizonytalanul mozogna : szolgai mdédon mdsol.
Ennek a feladatnak a végére odairja, akdrcsak a Debreceni és a Kolozsvari
Aritmetika is: ,,es igaz az operatio’’, sajat maga, vagy a hallgatdja, illetve
olvasdja meggyGzésére.

W0ITars, im., 131. lap.
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A 144, 145, lapokon Géresi a plus és minus jelét éppen gy rajzolja,
mint ahogv a nyomda kihozta, legtobb esetben ugyanannyi vonaldarabbdl
rakja ossze a hosszil vizszintes vonalat, a minus illetSleg a plus jel viz-
szintes vonalat. (Nem ismeri a plus és minus jelét ? )

A kovetkez8 lapon, a 149.-en, egy fél mondat, 9 szd, egészen eliit§
tintaval van beirva. Ilven tinta egyvebiitt nem fordul eld. Mintha Géresi
valami okbdl kifolydlag irds kozben Adtugrotta volna ezeket a szavakat és
utélag irta volna be.

A kovetkezd rovid, par soros fejezetek, ,, Az Nemet Penzrol”, , Az
Magiar Penzrul”, ,, Az Masa szamrol”, , Magiar Fontrol”, , Az Magyar
Fertonrol”, ,,Az Nemet Masarol es Fontrol”, ,, Az Nemet Fontrol es Ioth-

rol”’, szoérdl-széra megegveznek a Kolozsvari Aritmetikdban levs, ugyan-
ilyen sorrendben kovetkezd fejezetekkel. A kiilénboz6 pénznemek és a
kiilonbozd stlvegvségek kozotti valtoszamokat!! tartalmazzak. Tébb méso-
Iisi hibara bukkanunk benniik. quminc nyolcad fel” helvett ,,nvolcad

fertaly” s$z6 kimaradt egy helyen 4 e he1§ ett 42~ — t ir, 2 helyett

3 2

2 -;— — tir. A Kolozsvairi Aritmetikdban egylk helven ,,nyolcadrész helvett
negvedrészt nvomtak. A hibdkat Géresi is atveszi.

A kdvetkezl fejezet cimét Géresi nagy, felting betiitkkel irja : , Lusus
aritmeticus”. A cfm ugvan nincs meg sem a Debreceni, sem a Kolozsvari
Aritmetikdban, de a cim utdan kovetkezd széveg megvan. Arrdl beszél,
hogy ,,Ha megh akarod tudni a tarsodnak erszenyeben hagy penz legyen:
igy cselekedgyvel”’. A fogalmazds eltér a Kolozsvari Aritmetikdétél. Némileg
eltér a szamitdsok soran is, habdr ugvanazt az eljardst targyalja.

A tovabbiakban , Alius Lusus’ cimen j szabdlyt is ko6zol: , Hogy
az mastol megh gondolt szamot megh tudhassad”. Ez a szabaly nincs benne
sem a Kolozsvari, sem a Debreceni Aritmetikaban.

E fejezet végére a szerz6 odairta : ,,Finis”, de a kovetkezd lapon 4j
cimet taldlunk : , Keovetkeznek immar Kiilémbfele dirib darab Peldak
es eloszoris Bor Tizedrél es kilenczedrol”, (a Bor sz6 helyett eldsz6r Buza
volt irva és arra rdirta az (j szét). Ez a keznat utolsé fe]ezete Feladatait
nem talaljuk meg az emlitett aritmetikdkban. Ime néhany feladat : , Mikor
egy dezmas alavalo tartozo hegyben talaltatnak megh zaz hordo borok
azt az dezmas megh tizedelne, Annak utanna el iutna a patvaros kilen-
czedesek, es kilenczedelne illyen modon”. A megoldds utdn hozzafizi :
»Ezen modgja vagion az gabona Tizednek Is es kilenczednek,”.

,,Mas Pelda zolganak valo Fizetes, Egy ember foghadot volt ezten-
deigh egy szolgdt R 3 de el akaria boczatani mert igen rest es morgho,
szolgalta penigh 3 hetigh Akaria megh tudni az Ember mit erdemel az
harom hetigh az harom fonrintbol, igy cselekedgyel”,

11 A krajcirokra vonatkozé valtészamokat nem adja a Debreceni Aritmetika, illetve,
Kolozsvari Aritmetika, sem Géresi, elég pontosan. Hars megjegyzi (136. lap): ,,Ugy latszik
a krajcarokkal — a szegény ember pénzével — kénnyelmilen bintak el valtdszam tekinte-
tében. E valtészamok nem mind sajtéhibabol erednek, hanem valésziniileg ezeket hasznal-
tak a gyakorlatban.”
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»Mas kiilomb Pelda. Egy ember kuldot volt az szolgaiatol az fel fodre
harom zasz soth, hatta volt neki hogy minden soth 18 penzen adgion el,
de mind el nem athata. Hozot ezert az so arraban haza 38 forintot megh
akarja azert tudni hany sot hagiot oda es menyt adot ell, :”

Az utolsé feladatot a szerzd idézett a’dirdsa és keltezése zarja (17. 4bra).
Az utolsd, 169. lapon (18. dbra) egy Tabula Cebetis-t taldlunk, — szorzé-
tablat, olasz modra, a Kolozsvari Aritmetika szerint.

ARITMETICA LUI GERESI
(Rezumat)

"

In Biblioteca de documentare |, Bolyai” din Tg. Mures s-a pdstrat un manuscris aritmetic
redactat de Stefan Géresi, in anul 1626, 1a Baia Mare. Prezenta lucrare se ocupid de acest
manuscris, in urmdatoarele capitole :

I. Descrierea manuscrisului.

I1. Structura si cuprinsul Aritmeticii lui Géresi.

III. Compararea Aritmeticii lui Géresi cu aritmeticile contemporane.

IV. Istoricul manuserisului.

V. Insemnitatea manuscrisului.

Apendice :

Dezvoltarea invatdmintului aritmeticii. Aritmeticile i operatiile aritmetice mai inainte
si pe vremea lui (éresi.

I. Aritmetica manuserisd a Ini Géresi este o carte de format mic (in octavo), legatd in
piele si cuprinde 169 pagini (vezi fig. 1). Pe pagina 166 citim : “’Finis per me Steplhanus (!)
Geresi In scola Rivulina Anno Domini 1626 Sit Laus Deo” (Terminat de mine Stefan Géresi
In geoala rivudind In anul Domnului 1626) (fig. 17). Data redactdrii, anul 1626, apare si
pe paginile 167 $i 168. Aceastd datd rezultd de altfel si din problemele tratate.

La sfirsitul cirtii se gisesc incd 15 pagini, cuprinzind poezii latine si maghiare, serise de
alte miini si la date ulterioare.

Filigranele hirtiei manuscrisulni n-au putut {i identificate.

I1. Aritmetica lui Géresi prezintd asemindri foarte evidente cu primele aritmetici ungu-
resti tipdrite, In special cu aritmetica tipdaritd la Cluj in 1591, Pasagii intregi, pagini Intregi,
corespund cuvint cu cuvint. Sint preluate des si observatiile de morald, jocurile de cuvinte
si o serie de expresii specifice aritmeticii clujene. In multe cazuri sint preluate si subtitluri ca:
Compendium, Observatio, Aliud, Item, Cautio, Kiilémb kiilomb fele Peldak (fig. 16). La fel
si metodele de caleul aplicate, precum si problemele tratate in manusecris, in multe cazuri,
sint identice cu cele din Aritmetica clujeand. Mai mult, sint preluate chiar si citeva greseli
de tipar. In lucrarea de fatd toate acestea sint ardtate prin exemple abundente.

Multe capitole insd prezinti si deosebiri evidente, mai ales in pdrtile introductive.
In manuserisul lui Géresi apar multe probleme ce nu figureaza in aritmeticile tipdrite amintite.
In citeva cazuri intilnim gi procedee de caleul neintilnite in Aritmetica clujeand, sau in cele-
lalte aritmetici unguresti. Aritmetica lui Géresi cuprinde chiar si citeva capitole care nu figu-
reazd in celelalte aritmetici amintite.

Pe prima pagind a manuscrisului intilnim titlhul lucrarii (fig. 2) care tradus in romineste
sund : "Calea utild i metoda caleulului din care poate invita prea usor cel care se preocupid
de aceste lucruri’.

Dupad titlu, in primul aliniat, se defineste notiunea de numiir. Apoi se explici denumirea
cifrelor.

In continuare sint injirate operatiile aritmetice (Géresi le spune species) care vor fi
tratate : 1. Numeratio, 2. Additio, 3. Substractio, 4. Multiplicatio, 5. De divisio, 6. In aequalis
divisio, 7. Meditatio (!), 8. Progressio. Se spune ci mai sint patru alte species-uri utile mai
ales pentru comercianti: Regula Detri, Regula Vulgaris, Regula Societatis, Regula Falsi.

Aceastd introducere diferd de cea din Aritmetica clujeand, unde se defineste notiunea de
calcul (szamvetés) si se vorbeste numai de sase species-uri.

Dupd aceastd introducere, in Aritmetica lui Géresi urmeazi tratarea fiecirui species in
capitole distincte. Este de notat ¢ Géresi trateazd si alte operatii aritmetice, pe lingd cele ingi-
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rate in introducere. Astfel mai include capitolele intitulate : *’Az geometrica progressiorul is’..
(Despre progresia geometricd), A rostelyos ablakoknak megvetisirulis” (Lespre calcularea
ferestrelor unui grilaj) (fig. 10), ”Regula Detri awersa’ (fig. 14)(Regula de trei inversd), ’Regula
Societatis temporum” (fig. 15), "Lusus aritmeticus’”. Mai include niste capitele mirunte :
., Az nemet penzr6l” (Despre banii nemtesti), ,,Az magyar penzr6l”, (espre banii maghiari),
,,Az masa szamrol” (Despre masura maji) , Maghiar Fontrol” (Despre funtul maghiar) ,, Az remet
mazsarol és fontrol” (Despre maja si funtul nemtesc). ,,Az nemet fontrol ¢s lothrol” (L espre
funtul si loth-ul nemtesc). Ultimul capitol cuprinde niste calcule in legdturd cu zeciuiala vinului
si a grinelor, salariul servitorului, vinzarea bucitiler de sare ete., prableme care, dupd cft stim,
nu figureazd in nici o altd lucrare. Cartea se incheie cu o , Tabula Cebetis’ (tabla inmultirii,
fig. 18).

Cele mai multe capitole se Tncep cu definitia speciesului respectiv. Regula dupi care se
efectueazd operatia este prezentatd pe exemple concrete, in mod dogmatic, fard nici o justificare.
Capitolele se incheie cu lamurirea ,,probei’” operatiei respective. De cele mai multe ori se di
proba cu 9, iar in citeva cazuri proba prin operatia inversd.

Se constatd cd multe dintre definitiile i exercitiile cuprinse in Aritmetica Ini Géresi
sint identice cu cele din Aritmetica clujeand. Alte definitii si exercitii sint luate din Aritme-
tica lui Gemma Frisius. Mai sint gi alte probleme, ale ciror provenientd nu poate fi stabilita,
ele fiind compuse probabil chiar de Géresi.

Ne poate surprinde faptul cd intilnim cazuri in care textul problemei nu figureazd in
Aritmetica clujeand, ci numai rezolvarea ei, iar textul problemei se giseste In Aritmetica Iui
Géresi, sau invers. In Aritmetica Iui Géresi intilnim gregeli de calcul gi rezultatul este totugi
corect, coincidind cu rezultatul din Aritmetica clujeana.

Intr-un capitol Géresi aplicd regula detri la fractii, totusi ocoleste operatiile cu fractii care
nu sint tratate in Aritmetica sa. Tn acest scop vorbeste de jumititi si sferturi.

Capitolele ""Regula Detri awersa’ si "Kedvetkeznek immar. . . din Aritmetica lui Géresi
nu figureazd in Aritmetica clujeand, nici in celelalte aritmetici tipdrite, amintite mai sus. Sub
titlul ,,Alius Lusus™ Géresi dd o reguli ,,pentru a afla numdrul gindit de alteineva’”, reguld care
diferd de regula cuprinsd in Aritmetica clujeand etc.

APMOMETHKA CTE®AHA TEPENIH

(PesoMme)

B GuOauotexke GpiBUIEro KoJuie:a (ocHoBanuoro B 1557 r)) r. Tp. Mypew astop
Hamwesn pyKonuch NPO KOTOPYIO YTBEPIKIAIOT, UTO OHA aABJsieTcs camofl crapoit MaTema-
THUECKOIl DYKOIHHCBIO H3 COXpanuBUIHXcs B Hamlefr crpade, Peun uier o6 apudmernke,
conepxameii 169 crpaunu, peiaxkruposaunncii 8 1626 r, B mkoae r. Bas Mape (uaspiBab-
wejics Schola Rivulina) Credanom Tepemnr.

Jra apngMeTHKAa TNPeICTaBiseT BecbMa oOueBHAHOe cxoacTso ¢ Kavikekoit Apnd-
vieTHKoft (nameuatannoft B 1591 r.) u apudmernkoii Tenma ®pusnyca (1536 r.). Bee e
spdorpadis pykonHeH KopeHHBIM oGpasoym otanuaercs oT opdorpadun Kaymcekoit Anpnoh-
METHKH M NMeeT M JAPYIHE 3HAUMTeAblLIC OTIHUIS, H3 UCro MOXKHO 3aKAIOMUThH, HTQ V
Tepennt ne 6rio noa pykoit Kaywmcekoit Apudmeruxi.

B oraencubix IylaBaX DYKOTHICH PaccMaTpuBaioTs caenyioue |, species”: Numeratio,
Addit'o, Substractio, Multiplicatio, Divisio, In aequalis divisio, Mediatio, Progressio,
Infercisa, Regula Detri sew aurea, Regula detri awersa, Regula Vulgaris, Regula Socie-
at’s,  Regula  societatis temporum, Regula Falsi seo  posifionum. Chenyer aanbiue
HECKOTBKO  HEOONBIINX 3B OTHOCHTEJNLIO Mep H Mouer, OuBUIX B ofpalleHunl B TO
Bpemsi B TpaHcuabBaHIN H riaBa ¢ naspaunem Lusus aritmeticus. Tlocneanss raasa Hasbl-
paomasca  Kolaebicle ..., n, BepontHo, npunaliaexamas lepeun, colep»ur 3anaus,
CBA3AHHBIE ¢ IIPakTHKoIT noBceanennofi xkusnin. Pykonnck 3akauvisaercsi Tabula cebetis
(Tabaunenn yMHOMKeEHHS),
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IARITHMETIQUY, DE STEFAN CGIIRESI

(Résum )

Dans la bibliothéque de V'ancien collége de Tirgu Mures (fondé en 1557) l'autenr a dé-
couvert un manuscrit que l'on a démontré étre le plus ancien manuscrit de mathématique
conservé dans notre pays: il s’agit d’une arithmdétique de 169 pages, rédigée en 1626 a
'école de Baia-Mare (nommée Schola Rivulina) par Stephanus Géresi.

Cette arithmétique présente des ressemblances évidentes avec 1'Arithmétique de Cluj
(imprimée en 1591) et avec l'arithmétique de Gemma Frisius (1536). Cependant l'orthographe
du manuscrit en question différe radicalement de celle de I’Arithmétique de Cluj et pré-
sente d’autres différences importantes, de sorte qu’on peut conclure que Géresi n’avait pas
en main DArithmétique de Cluj.

Le manuscrit traite en chapitres distincts des ,,species’” suivantes: Numeratio, Additio,
Substractio, Multiplicatio, Divisio, In aequales divisio, Mediatio, Progressio, Intercisa, Regula
Detri seu auvea, Regula detvi aversa, Regula Vulgaris, Regula Societatis, Regula societatis tem-
porum, Regula Falsi seu positionum. Suivent quelques chapitres plus brefs relatifs anx mesu-
res et monnaies employées en ce temps-1a en Transylvanie, ainsi qu'un chapitre intitulé Lu-
sus arithmeticus. Le dernier chapitre, avec le titre de , Kiilombféle...”’, qui provient proba-
blement de Géresi, comprend des problémes se rapportant a la vie pratique quotidienne.
Le manuscrit s’achéve sur une Tabula Cebetis (table de multiplication).






OBSERVATII ALE STELEI VARIABILE CC HERCULIS

de
T0AN TODORAN

Steaua variabild CC Herculis (BD -+ 9°3179) a fost descoperitd de
L.Ceraski la Moscova in anul 1929. S. N. Blajko [7] a ardtat
cd variabila este de tipul Algol si dd urmditoarele elemente pentru variatia
luminozitatii:

Max. = 975 Min. I. = 1375
Min. hel = D.J. 2426120,415 - 1773400. E

R. Prager[7]  di magnitudinile stelelor de comparatie pentru do-
meniul fotografic si, bazat pe 33 evaluari pe plici, di urmditoarele valori
intre care este cuprinsd variatia luminozitatii:

Max. = 1000 Min I. = 117’8

In anul 1944 V. P. Tsesevich[14] efectueazd observatii vizuale
pentru momentele a doud minime principale, traseazd curba medie In minim
si da urmdtoarele elemente:

Min. hel= D. J. 2426120 415 -~ 177340314.E

In a IV-a prelungire a Catalogului General de Stele Variabile[3]
erau date urmatoarele elemente :

Min. hel = D.J. 2433448,454 + 1773398190.E
Max . = 10736 Min 7. = 12775

G.E. Erleksova[2] di curba medie obtinutd din 88 evaludri pe
plici fotografice, iar pentru limitele intre care variazi luminozitatea dd
urmitoarele marimi:

Max. = 10706 Min. I. = 12707

Luind in considerare minimele existente, G. E. Erleksova obtine
pentru elementele din a IV-a prelungire a Catalogului General de Stele
Varijabile, urmitoarele corectii:

AM = — 07020 AP = + 0700005075
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Observatii pentru determinarea momentelor minimelor au mai efec-
tuat: S. N. Blajko[16], Piotrowski5]/6], R. Szafrani-
ec 8][919]s1 A. Szczepanowskal[ll] {]" *1'31

Intre anii 19551958, V. P. Tsesev 1Ch[l 51, 16] se ocupa cu problema
variatiei perioadei si ajunge Ia concluzia cd mmlmele observate iIntre anii
1929 si 1949 (—188 <7 E < 4 3207) sint verificate de urmétoarele elemente :

iar observatiile cuprinse intre anii 1949 si 1954 (4 3207 < E < 4 5072)
sint verificate de elementele:

Min. hel. = D.J. 2431265, 288 - 177340460 %

In editia a II-a a Catalogului General de Stele Variabile[4] sint date
urmitoarele elemente:

Max. == 1072 Min. I. == 13"1
Min. hel. D.J. 2431625,288 + 1,7340460.E

Ia Observatorul astronomic din Cluj, intre 12. VIII. 1954 si 17. X. 1939,
la variabila CC Herculis au fost efectuate 193 observatii fotografice si 191
observatii fotovizuale. Observatiile fotografice au fost efectuate cu ajutorul
unui reflector Newfon (D=50 cm. F = 250 cm) folosind in acest scop plici
Agfa Astro. Observatiile fotoviznale au fost efectuate cu ajutorul unui re-
fractor Prin (D) = 20 cm F = 300 cm) utilizind plici Isopan I. si Isopan ISS.
Pentru domeniul fotovizual, plicile au fost hipersensibilizate cu o solufie
de alcool si amoniac si s-a utilizat un filtru Schaunt GG 11 de dimensiunile
9 x 12 cm.

Observatiile au fost efectuate de cétre colectivul de la Observatorul
din Clyj (E. Botez 20%,, G. Chis 16%,, I. Popa 6%, I. Todoran 48%, si alti
colaboratori 109%; din totalul observatiilor).

Tuminozitatea variabilei a fost evaluatd pe placi fotografice prin metoda
Argelander si metoda Nijland-Blajko, folosind stelele de comparatie indicate
de Prager[7].

Scara magnitudinilor stelelor de comparatie date de Prager nu acoperd
tot intervalul in care are loc variatia luminozitdtii stelei CC Herculis,
din acest motiv a fost nevoie de alegerea a incd doud stele putin luminoase
— stelele # si s (fig.1), iar pentru ca evaludrile sd se poatd efectua cu o pre-
cizie suficientd, Intre stelele f si m a fost intercalatd steaua g, deoarece dife-
rena de luminozitate intre f si m era mai mare de 10 grade de luminozitate.

Pentru determinarea magnitudinilor stelelor de comparatie am fotogra-
fiat pe aceeasi placd regiunea stelei variabile si regiunea Secvengei Polare
In modul acesta am obfinut 6 expuneri pcutru domeniul fotografic si 8
expuneri pentru fotovizual. Prelucrarea materialului fotografic si fotovi-
zual a fost efectuati cu ajutorul unui microfotometru ,,Hartmann’’ Rezul-
tatele obtinute sint date in tabelul 1, coloanele 3 si 6.
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!
g )mpg' Mpg. .  Mipy. f
3 {Prager) (Todoran) € : (Todoran) € s
7
c 9,50 9,45 40,06 - 9,02 +0,08 —
b 9,54 9,64 0,07 29,4 9,41 0,03 33,1
a 10,22 9,89 0,05 27,9 10,29 0,07 26,5
3 10,57 10,02 0,06 25,9 10,62 0,05 24,0
g — 10,97 0,04 18,8 — — —
m 11,33 11,50 0,04 13,1 11,40 0,08 16,0
P 11,59 12,23 0,04 6,6 11,97 0,07 10,4
ro — 13,11 +0,05 0,0 12,38 0,09 5,0
s — inv. — - 13,03 40,07 0,0

in tabelul 1, s reprezintd numirul gradelor de luminozitate iar e este
eroarea medie pitratici cu care a fost determinatd magnitudinea stelei
respective.

8°30
4ot
50} .
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800}

T

10

0}

50}

1000’}

7 687 9 10 7 2 73 %67 14"
Pig. 1.

5 — Matematicd Fizicd 11/1962
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in cazul observatiilor fotografice luminozitatea variabilei nu a fost mai
mare decit aceea a stelei b, astfel ca steana ¢ nu a fost utilizata, iar steaua s
nu a fost inregistrata.

Pcntru trecerea de la grade de luminozitate la magnitudini stelare,
am obtinut urmditoarele relatii:

My = 13,06—0,116.s pentru observatiile fotografice, si
My = 13,03—0,106. s ,, . fotovizuale.

Din observatiile efectuate in interiorul minimului principal am determi-
nat mcmentele a 25 minime, din care 17 fotografice gi8fotovizuale. Acestea
sint date in tabelul 2, unde mementele minimelor sint exprimate in zilele
iuliene (D. J.), Diferentele O—C,; reprezintd abaterile minimeclor observate
de la cele calculate pe baza elementelor date de V. P. Tsesevichll14]

Tabelul nr. 2

Limitelc‘ Nr. de observatii i l
D.]J .hel. erorii 0 —C, Felul
243..., oz ramura | ramura | Pondere ! g gooq observatiei
F0,0001 ) degcend. | ascend.
|
4941,4 705 — 4 I — 1/, -+-378 Fotografic
4948,4043 20 3 5 -+ 854 .,
4962,2790 — : 4 1y, +379 .,
4967,4 850 - 4 — 1/, 4418 .
5182,5027 30 2 1 1, +396 .
5227,5 880 - 5 - 1/, 4401 .
5229,3225 - 5 i, +406 .
5234,5233 30 5 4 2 4393 .,
5248,3963 27 5 6 2 -+ 400 "
5286,5 450 — 8 - 1 400 .
5359,3745 — 4 — 1, 4402 "
5567,4607 — 4 —_ 1y, 4426 .,
5704,4 390 - 4 —_— 1y, 4325 Fotovizual
6056,4 475 — 4 - 3y, 4326 .,
- 9 — 1 4335 .
20 3 11 2 4250 "
30 9 1 1 4373 .
- 7 — 1/, 208 .
6389,3 845 35 | 1 7 1 — 355 .
6401,5 170 - 18 1 | 1 4208 .
6753,5 260 - 10 - 1 L 305 Fotografic
6760,14 617 30 13 2 2 L300 »
6807,2 810 - - 8 1] 4305 .
6819, 4110 - 11 — 1 Po253 .,
6833 ,2917 P10 12 5 8 | o807 .

Momentele minimelor au fost determinate prin metoda hirtiei de cale
a lui Kordylewski si prin suprapunerca curbei medii peste curba
individuali a minimului respectiv, Ponderea a fost atribuita tinind seama
de limitele erorilor, numirul de observatii si de gradul de potrivire a curbei
medii peste curba minimului individual.

Observatiile individuale (date in tabelul 6 $i 7) au fost grupate in puncte
normale dupd fazd si felul observatiilor. Curbele medii de lumind sint date in
tabelul 3, iar reprezentarea lor graficd este datd in fig. 2 si fig. 3.
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In fig. 2 este datd curba de lumini numai in minimul principal, observa-
tiile fotografice fiind efectuate numai pantru determinarea momentelor
minim lor. De aici rezultd ci in minimul principal magnitudinea variabilei
este de 13)15.

in fig. 3 este datdi curba de luminid a minimului principal. Minimul
secundar nu se poate puue in evidentd din observafiile existente. Pentru
limitele intre care are loc variatia luminozitdtii se obtin urmitoarele valori:

Max. = 10744 Min. I. = 12}"73
Tabelul nr. 3
Curba fotograficd | Curba fotovizuald
Faza Mpg Lo I*aza E Mpe W Faza E Mpy _—
I A R R . | 1
| i |
0F,8885 997 | s |oPo126 ; 12,09 1 5 [oP90t6 1 10,41 ? 1
L9006 9,97 \ 8 ,0238 1 11,59 5 L0184 0 10,46 4
L9101 10,00 ! 7 L0464 10,91 | 4 4262 0 10,64 D
L9185 ; 10,00 8 L0788 10,59 4 9332 1 10,66 B
L9273 9,98 7 ,1053 10,46 | 4 0 9396 - 10,79 4
L0350 9,98 7 1208 0 1042 4 0460 110,89 5
L9415 10,07 7 558 1 1046 1 11,12 5
L9480 10,07 7 86t 0 10,45 ; FO 11,36 4
L0537 10,17 7 BU05 1045 L6 11,38 1
L9593 10,29 7 ,4631 ) 10,42 ; 5 11,68 4
L9630 10,38 8 ,4761 10,43 5 . 11,81 5
L9680 10,45 | 7 L8121 10,51 5 12,08 4
9710 | 10,64 7 L4903 10,4% 5 L0793 0 12,21 4
L9754 10,81 ; 7 4961 10,45 5 81 1234 4
L9791 11,00 ! 7 ,h022 10,41 1) L9870 12,69 | 4
9829 11,53 ! 7 | 5086 10,46 4 0,9983 | 12,71 5
,9870 11,97 8 ,5179 10,41 5 i
,9932 12,67 ! 7 ,H236 10,47 4 ;
9991 | 13,00 7 5307 10,48 5 !
,0050 13,04 | 7 L0403 1 10,52 5
,0112 12,70 [§] D527 10,42 4 :
L0194 11,66 7 ,D716 10,37 4 i
L0256 11,23 7 L6534 10,46 4 i
,0311 10,74 7 L7114 10,48 5 ; !
L0405 10,61 | 7 0 7724 10,39 5
L0543 10,11 i 7 ,8778 10,42 4 |
0,0765 10,00 i 7 l 0,8043 10,43 5

# = numirul observatiilor individuale.

Pentru cercetarea modului de variafie a perioadei stelei variabile CC
Herculis, in afard de minimele date in tabelul 2, am luat in considerare si
minimele observate de al{i autori pe care le-am adiugat la tabelul mini-
melor intocmit de V. P. Tsesevitch[16]. In acest mod am dispus
de 83 minime care sint date In tabelul 4, unde diferenteleQ—C, sint calculate
cu ajutorul primelor elemente date de V. P. Tsesevich[l4].
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Tabelul ny. 4

D. J. hel Pon- \ 0—C 0-—C 0-C ..
ot dere | T | 07,0001 | 07,0001 | 070001 | Observatorisi surse
25794,424 1 — 188 | - 69 $.N.Blajko [12]
26082,226 1 — 221 —403 "
26094,404 1 — 15} — 05 .
26120,416 1 — 00| -+ 10 .,
26212,319 1 L5311 < 03 | )
26219254 1 | 4+ 570 - 08 | "
27162,564 1 - 601 1 — 39 8. Piotrowski [6,2}
27188,576 1 = 616 1 - 23 .
27190,314 1 +~ 617 | - 16 .
27221,526 1 + 635 | 4+ 11 | .
27247,534 1 -+ 650 — 14 .
1 4 696 | -~ 11 .

; 1 - 816 -2 .
27573,536 1 1 - 838 - 27 ! ,
27606484 1| - 857 41 ! { .
27932,178 11 11045 S0z ..
27951,502 1 -1056 - 02 .
27958, 187 1 1060 13 : .
28208, 3560 3 1256 - 24 ,
288N, 50480 1 1481 65 | :
28695,1441 2 | L1485 7 N
29028,3828 1 1677 29 .
29040,5172 i, 1684 67 o
20080,1043 1 -1707 23 ‘ .
20106,4117 1 1722 B ! | .
20132,4236 e o 1737 34 ! ! .
29411,6065 2 1868 01 | i | .
20539,3512 3 1914 ~ ol | .
20451,4886 2 1021 07 .,
20458,4239 1 £1925 5 5 -
29465,3593 2 1924 23 1 "
20477,4983 2 43936 | 15 | .
29510,4454 2 ~1955 10 ! .
20536,4495 1 41970 74 "
31265,2863 | 3 2067 | - 01 ! V. P. Tsesevich* [14]
31272,2122 1 2 - 2971 101 3 .
31556,606 | 1 43135 26 8. Piotrowski [2]
31584,351 | 1 +3151 31 "
31596,489 1 -+3158 4 28 .
31603,424 1 £3162 L 17 "
31610,359 1 43166 | - 06
31622,498 1 43173 1 4+ 14 ! .
31655,445 1 43192, - 18 "
31681,450 1 +3207 — 37 »
33030,549 2 ~+3985 -+189 -+ 22 A. Szczepanowska [12%
33056,556 3 -+ 4000 1164 - 05 "
33429,377 3 +4215 | 1196 — 04 "
33448,456 1 44226 1+ 243 + 41 >
33497,005 1 +4254 ‘ +204 — 02 G. K. Erleksova [2]
34133,397 1 +4621 +229 —~ 30 R. Szafraniec {8],[16}
34478474 1 | 44820 1 4277 | - 12 .
34490,612 2 14827 [ 1274 - 16 A. Szczepanowska [11F
*

Tsesevich{14].

= minimele au fost determinate de

subsemnatul din observatiile lui V. P.
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Tabelul 4 (continuare)

D. J. hel. Pon- O—C

N o0-C 0-C o N
24 dere L 0,0001 | 0,000f | 0.0001 Observatori §i surse
{
34915,407 1 22 - 61 R.Szafraniec [97, [16]
34941,1705 i, —29 I. Todoran
34948,4043 1 i
34962,2790 1, .,
34967,4850 1, -
35182,5027 i/, -
35227 5880 1, .
35229,3225 1, .y
35234,523: 1 "
35248,3963 2 vy
: 35 Yy .
1 R. Szafraniec [10]
Hy I. Todoran
1 A. Szezepanowska {13
: i/, I. Todoran
2626,412 Y A, Szezepanowska 119
35704, 439 | 1f, 1. Podoran
511 | 1 A, Szezepanowska o 13
36056,4475 l i, 1. Todoran
363356275 | 1 | .
36337,3530 | 2 )
1 .
t 2 AL Szezepanowska (13
1/, 1. Todoran
1 922 oy .
1 ‘ 1 926 5 IR .
36753,5260 | 1 51 ‘ oo
36760,4617 | 1 3136 ; - 07
36807 2810 | 1), 46163 ! i i
368104140 | 1, 6170 | 1 | 5
368332017 13 | 6178 | § i

In tabelal 4, diferentele O—C, sint raportate la ultimele clemente date
de V. . Tsesevichll6], care, asa cum sc vede din tabel si de pe grafi-
cul din fig. 4, verificd obscivatiile electuate fntre anii 1949 —1955. Diferengele
0—C, sint caleulate cu ajutorul noilor elemente pe care le vom deduce in cele
ce urimeazd.

Minimele individuale din tabelul 4 au fost grupate in 23 minime normale
care sint date in tabelul3. Ponderile au fost obtinute din suma ponderilor
minimelor individuale cave intrd in minimul nornial respectiv.,

Diferenfele O--C; din coloana a 4--a a tabelului 4, au fost reprezentate
grafic In functie de numdarul de perioade E (fig. 4), de unde se vede ¢d perioada
variazd ncuniform si c¢d observatiile pot fi reprezentate in diferite epoci
prin diferitcle elemente.

Observatiile efectuate fntre anii 19341959 nu pot {i verificate de
elemente calculate pind in prezent. Pentru determinarea elementelor cores-
punzitoare ultimei serii de observatii, cit ajutorul ultimelor 7 minime normale
din tabelul & am scris 7 ccuatii de conditie de forma

. 0 —C, =AM+ EAP
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Rezolvind sistemul de ecuatii de conditic, am obtinut valorile
r ¥ k4 r

AM = - (7089 - (Y0048
AP = — (700000935 - 000000085

care aplicate elementelor lui V. P.

Tsesevich[16] ne dau urmitoarele

=

elemente: AMin. hel.

D. J. 243

D

10,8201 & 177340219.E

-+ 48

1 85

Cu ajutorul acestor elemente am calealat diferentele O—C, din tabelele 4 ¢1 5.

D. J. hel. | Nr.min. | Pon- O -y ) ~Co 0 =Gy
24 ..., i indiv. dere 0,0001 | 0,06001 0,0001
26087,470 ‘ 5 l 5 416
27181.6407 ‘ 3 ! 3 - 15
27266.6100 3 3 -2
D7271,8025 3 3 [ A
27946,34497 3 3 - 04
28298,356 i 1 3 - 21
28691,976 ‘ 2 3 - 78
20076.,435 5 1
20468 523 N 13
i 2 j D
! 4 : 4
3 | El ] 1 i i
33042686 i 2 ‘ B —03
33458856 ! 3 | 5 — 02
341 V7 i 1 ; 1 —30
34478174 \ 1 : 1 —12
34946,671% ; 5 i 1 =39 -39
35218,0176 N P07
. | 4 ! i i =25
35612,5410 | 4 | 3 | 411
36039,1133 : 2 ! 2 [ +45
36361,6353 ! 7 7 —21
36793,4085 | 5 6 -03

Tabelul nr. 5

1
— 19
= 612
661
- 837
- 1053
+1256
1483
L1705
- 1931
2969
+ 3151
i L3184 )
~3992
1-4232
-4-4621
44820
-=5090
45247
5300
+5474
i 53720
+ 5906
+~6155
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Din cele de mai sus rezulti cd variabila CC Herculis are perioada
variabild si pentru studiul cauzei care produce aceastd variatie sint necesare
observatii de minime care sd fie efectuate in f1ecare perioadid de vizibilitate.
Tabelul nr. 6

Observatii fotografice

D.J. hel D.J. hel. D.J. hel. D.J. hel
243J4 Mpg. 24%5..‘, Mpg. 243J5 Mpe. 243{; Mpg.
936,3528 10,57 220,4953 10,06 | 248,4652 10,30 ’ 760,4209 | 11,27
3667 10,06 5092 | 10.06 4833 | 10.06 | 4271 | 11,32
936,3806 10,06 2920,5231 1018 | 248,5111 9.94 4320 | 11.98
941,3594 10,06 227.4069 094 | 253,3767 9,94 1403 | 12,21
4149 10,94 4250 9,94 4045 10,06 | 4473 | 12,74
4287 11,41 4382 10,06 | 253,4253 9.94 | 1515 | 12,97
4455 11,98 4535 10.06 | 286,3460 9.94 | 4584 | 13.18
941,4594 12,41 4680 10,06 3585 9,94 | 1632 | 12,97
048,3352 10,61 4819 1018 3699 10,06 | 760,4702 | 12.85
3490 10,04 4986 10.30 3024 9,94 | 807,300 | 11,39
3629 11,27 5132 10.65 4063 9.94 | 3113 | 11,32
4344 12,01 227,5278 10,84 4202 10,06 | 3176 | 11,20
4483 11,98 229,3497 11,98 4341 10,06 | 3217 | 11.08
4622 10,82 3630 11,20 4480 1018 3266 | 10.86
4761 10,56 3773 10,82 1619 10,30 3308 | 1071
48,4897 10,47 3911 10,59 1758 10,42 | 807,3319 | 10.59
960,3383 9,82 4054 10.06 4897 1047 | §19.3091 | 10,14
3516 9,94 19224 10.06 5036 10,82 3197 | 1013
3662 10,06 4356 004 | 2865154 11.63 3267 | 10,18
3804 10,06 229, 4544 9.94 | 305,4910 9.73 3334 | 10,13
3952 10,06 234,3276 994 | 305,5066 9.73 3406 | 10,06
4112 9,94 3461 994 | 359,3159 10,24 3440 | 1018
4251 10,06 3600 10,06 3203 10,71 3475 | 10,30
4404 10,18 3738 10,06 3432 11,69 | 3510 | 10.30
960,4543 10,42 3891 994 | 3593571 1279 3545 | 10,42
962,3132 11,27 4037 9.94 | 567,3809 10,47 3573 | 10,50
3202 10,86 4176 9.04 4052 10.82 | 819,3614 | 10,71
3466 10,71 4315 9.94 4121 10,08 | 833,2472 | 10,79
962,3512 10,47 4454 10,06 | 567,4225 11,44 2507 | 11.16
967,2955 9.94 4593 1018 | 2436..., 2542 | 11,39
3094 9,04 4731 10.53 | 753,4147 10,06 2576 | 11,81
3233 9,94 4933 11,81 4224 10,06 2611 | 11.98
3372 9,94 5107 12.85 4328 10,06 2646 | 12,16
3511 9,94 5945 13,09 4419 10,06 2680 | 12,45
3649 9.94 5384 12,91 4642 10,18 2715 | 12,76
3823 9,94 5530 11.87 4719 10,30 2792 | 12,97
3962 10,06 234,5690 | 10,97 4776 10,47 2826 | 13,00
967,4101 10,47 236.3773 | 10.22 4826 10,65 9861 | 13.18
993,2834 9,94 4030 | 10,06 4869 11,27 2896 | 13,18
3501 9,94 236,4162 10,06 | 753,4915 11,44 2930 | 13.09
993,3699 10,06 248,3235 10,24 | 760,3591 9,94 2065 | 12,97
2435. .., 3374 10,59 3653 10,06 3000 | 12.85
182,4911 12,01 3569 10,93 3799 9,94 3035 | 12,64
5050 13,18 3708 12,15 3861 10,18 3111 | 12,16
182,5102 12,01 3874 13,06 3038 10,30 3173 | 11,81
187,5100 10,06 4013 13.06 4009 | 10,30 3243 | 11,32
5252 9,94 4159 | 12,79 4070 10,42 3312 | 10,82
5392 9,94 4354 11,08 4111 10,65 | 833,3340 | 10,71
187,5532 10,06 248,4492 10,47 | 760,4146 10,97
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Observatii fotovizuale
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Tabelul nr, 7

D.J. hel. D.J. hel, D.J. hel. D.J. hel.
2435 ..., #py 2436 ..., | " 24%6 o M 24:§T6. ., Mpo
704,3861 11,21 336,5603 10,59 | 343,4906 10,43 | 395,4973 | 10,33
3987 11,79 5708 10,59 | 343,5010 10,38 5070 | 10,38
4154 12,37 336,5770 10,59 | 349,3307 10,38 | 395,5162 | 10,43
2436. .., 337,3172 11,79 3479 10,38 | 401,3457 | 10,38
017,4160 10,59 3301 12,27 3618 10,54 3561 | 10,43
4250 10,59 3394 12,48 3920 10,59 3672 | 10,38
4360 10,59 3468 12,71 1013 10,59 3951 | 10,38
4493 10,59 3710 12,71 1152 10,70 4012 | 10,38
4632 10,49 3797 12,61 4229 10,01 1089 | 10,70
4771 10,59 3879 12,27 4312 11,02 4186 | 10,70
1911 10,59 3971 12,05 4402 11,12 1318 | 10,91
5047 10,49 1075 11,79 4513 11,23 1449 | 11,02
5188 10,49 1193 11,58 1597 11,63 4512 | 11,12
017,5327 10,59 4332 11,23 4680 11,90 4604 | 11,23
051,4171 10,59 4457 10,91 4763 12,03 4688 | 11,63
4308 10,49 4596 10,80 | 349,5462 11,63 1730 | 11,68
1440 10,38 4735 10,70 | 364,3090 10,38 1807 | 11,90
051,4592 10,45 1874 10,50 | 367,38413 10,49 1846 | 12,01
56,4097 11,74 5037 10,59 | 375,3518 10,49 1925 | 12,32
4147 11,84 3172 10,49 3682 10,38 1067 | 12,43
4188 12,14 5485 10,49 3795 10,49 5012 | 12,53
056,4225 12,25 3375623 10,39 3878 10,59 5061 | 12,61
319 4419 10,49 339,3289 10,38 4073 10,70 5109 | 12,71
4558 10,45 3379 10,38 1236 10,01 | 401,5186 | 12,81
1697 10,49 3491 10,49 1448 11,23 | 402,3866 | 10,49
4808 10,45 3588 10,49 1518 11,47 3971 | 10,38
4905 10,49 3695 10,49 1612 11,58 1068 | 10,33
5051 10,59 3803 10,45 | 375,4688 11,79 4707 | 10,43
319,5190 10,49 3956 10,38 | 389,3757 12,71 1805 | 10,43
335,5013 10,45 4074 10,49 3815 12,82 1900 | 10,32
5166 10,59 4213 10,38 3981 12,61 5014 | 10,32
5256 10,70 4372 10,43 4107 12,32 5083 | 10,37
5368 10,75 339,4511 10,45 4181 12,16 5151 | 10,32
5472 10,91 343,3378 10,49 4256 11,68 | 402,5226 | 10,32
5552 11,02 3517 10,38 4333 11,52 | 844,2561 | 10,43
5632 11,23 3656 10,38 | 389,4481 11,39 | 844,2644 | 10,43
5708 11,47 3733 10,49 | 394,3668 10,33 | 849,2248 | 10,33
335,5791 11,52 3809 10,49 3778 10,49 | 849,2314 | 10,33
336,4600 10,49 3885 10,38 | 394,3883 10,43 | 855,2257 | 10,43
4673 10,49 3962 10,49 | 395,4049 10,33 | 855,2396 | 10,49
4749 10,45 4038 10,49 4153 10,38 | 856,1976 | 10,49
4826 10,49 4115 10,59 4257 10,33 | 856,2118 | 10,43
4909 10,38 4191 10,59 4354 10,43 | 856,2240 | 10,37
5013 10,38 4351 10,38 1452 10,38 | 858,1975 | 10,49
5118 10,49 4455 10,49 4549 10,38 | 858,2129 | 10,37
5239 10,38 4601 10,49 1688 10,38 | 859,1903 | 10,43
5381 10,49 4698 10,38 4778 10,38 | 859,2014 | 10,59
336,5499 10,59 343,4809 10,33 | 395,4875 10,38 | 859,2135 | 10,91
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HALJIIOOEHHWA HAIL IEPEMEHHOM 3BE3J0M CC HERCULIS

(Peswme)

B nposmexkvrke 12, VIL 1954 — 17.X. 1959 B Kaymxckofi Acrponomuueckoii OGeep-
sartopun Oblan mpoussedeHw 193 Qotorpaduuecknx nabaozennst 1 191 doToBH3yasbHLIX
natmoneunne, Jlas poayueudst HMEHCHHs CBETHMOCTH UPUMEHAACH MeToX OHEHKH Ha
tbotorpaduueckux ruacTiHKax. Portorpadideckne Habawienns ObIH  OPOU3BEAEHH ¢
UEABIO OIPEILTCHIT MOMEHTOB HAOMIOACHHBIX AMITHHMYMOB, a GOToBH3VAbiHble HAOMIOZeuns
OLIIM BBINOJHCHbL W A4S HauepTauus cpeXuell (OTOBH3YVAIBHOH KPHBOL.

M3 nceaenosanns GoToBH3yaabHON KpuBoil GbUIH 1OJYYEHBl BEJTHYNHBL

Max., - 10 AMin, 1.0 12778

a BTOp}'IllHOI‘O MHHIMYMa e CMOIrafg ONpeleiTh.

,IIJIH HCCen0Bauus XHPHKTGI)H H3MEHEeHHA IleH(),’la, 3 COﬁCTB(‘HHbI,\‘ HaGIIiO,"lt‘HHﬁ
aBTOp onpensendHa MOMEHTH Ans 25 OCHOBHBIX MHHHMYMOB I, IIpHHAB BO BHHUMaHHe H
MHHIIM}’ME)I, no.nyuem—lue APYIiMU aBTODANH, GIpeLesaia menymume 3JeMEeHThL:

NMin, hel. - Tio T 2433310,8201 0 1773021918
48 - 8

KOTOPBIE MOTYT HpexcTaBHTh HaGiogeHns, npousselenubie B 1952—I[939 rr.

M3 wccnenosanuss M3MeHeHHs IepHOAA CaefVeT, UTO OH H3MeHfeTCss Heperyasipuo
1 uTo HeoOXO,IHMBl HOBBle HAOMONeHHS MIHHMVYMOB 1is TOro, YTOOB YVCTAHOBHTh 3aKOH
H3MEHeHHs Nepunoa.
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OBSERVATIONS SUR L’'IITOILE VARIABLE CC HERCULIS

(Résumé)

Entre le 12. VII. 1954 et le 17. X. 1959, on a effectué a I’Observatoire Astronomique de
Cluj 193 observations photographiques et 191 observations photovisuelles. Pour obtenir la
luminosité de la variable, on a utilis¢ la méthode des évaluations sur plaques photographiques.
Les observations photographiques ont ¢té effectudes en vue de déterminer les moments des
minimums observés et les observations photovisuelles ont été effectuées aussi pour le tracé de la
courbe moyenne photovisuelle,

I’'analyse de la courbe photovisuelle a fourni les grandeurs:

Max. = 10744, Min. I. = 12773

‘quant au minimum sccondaire, il n'a pu étre mis en ¢vidence.

Afin d’étudier le mode de variation de la période, 'auteur a déterminé, a partir de ses
propres observations, les moments de 25 minimums principaux et, prenant anssi en considéra-
tion les minimums donnés par d’autres auteurs, il a déterminé les éléments suivants:

Min hel. = DL Y. 2534310,8201 -+ 1773402198
- A8 =8

qui peuvent représenter les observations cffectudes au cours des anndes 19521959,

De I'¢tude de la variation de la période il a résulté que celle-ci varie irréguli¢rement et
qu’il est nécessaire d’effectuer de nouvelles observations de minimums pour pouvoir établic
la loi de variation de la période.






STUDIUL PARALEL Al EFECTULUI MOTOELECTRIC SI AL
COROZIUNII, LA UNELE METALE, SUB INFLUENTA
TEMPERATURII

de
FRIDERIC KELEMEN, FELICIA BOTA si ARPAD NEDA

S-a observat ¢ miscarea Hchidului prezintd o influen{d asupra coroziunii
metalelor [1,27. Pornind de la aceastd observagie N. A. Zapolskaia
a ardtat ci existd o anumitd legiturd intre comportamentul coroziv al niche-
lului si efectul lui motoelectric [37. Mai tirziu studiind influenta uanor
substante oxidante (K,Cr,0,, NMnO,, (NH,),S,0,) asupra coroziunii i efec-
tului motoclectric al c¢itorva metale (Al, Co, Cu, Fe, Ni, Zn, si otel de mangan),
Zapolskaia a constatat cd in multe cazuri cind se atinge starea pasivd a
metalului, atunei si efectul lui motoelectric devine zero sau de abia observabil
[4]. Conform conceptiei autorului aceasta sc datoreste faptulai cd in stare pasi-
vi pe suprafata matalului se formezazd un strat de protectic care impiedicd
dizolvarea mai departe a metalului si de aceea miscarea lichidului nu produce
schimbdri la suprafata limitd. Totusi in mai multe cazuri s-a observat ci
efectul motoelectric nu aratd acceasi variatie in functie de concentratia sub-
stantel oxidante ca si coroziunea metalului [4].

Studiind efectul motoelectric la citeva metale am constatat cd acesta
in unele cazuri suferd variafii esenfiale sub influenta temperaturii [4,5].
Dupd conceptia noastrd efectul motoelectric provine din variatia concentra-
tiel ionilor care determind potentialul electrodului, produs de migcarea
electrodului in stratul limitd de difuziune.

Coroziunea metalelor, potrivit datelor din literaturda [7,8], se modi-
ficd esential sub influenta temperaturii. Pornind de la consideratiile acestea
ne-am propus si studiem legdtura celor doud fenomene prin variatia lor
cu temperatura.

PROCEDEUIL EXPERIMENTAL

Potentialul motoelectric sau potentialul de miscare (e) care reprezintd
diferenta potentialului de electrod in miscare si in repaus (¢ =V, — V),
a fost misurat cu un electrod in formi de disc rotativ. La diferite metale
grosimea discului era intre 0,2 si 0,5 mm, iar diametrul lui intre 2,8 51 3,2 cm.
Pentru ca viteza electrodului si fie bine determinati, el se afld in contact cu
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solutia numai la periferia lui, celelalte parti ale lui, precum si axul la care a
fost fixat, erau invelite cu un strat de parafind. Turatia electrodului era 1
turd/s.

Potentialul de electrod in repaus si in miscare, referit la potentialul
unui electrod de calomel 0,1V, a fost mdsurat cu o punte de compensatie de
tip EKM, cu o precizie de 0,1 m.17, Ca etalon de f.e.m. a fost luat un element
Weston (E, == 1, 0187 V' la 20°C). (Pentru a se evita difuziunea solutiei
CIK in solutia studiatd, intre vasele care contineau aceste solufii, era intro-
dus n circuit incd un vas cu solutia studiatd.)

Potentialul de migcare (e) dupd introducerea electrodului in solutic
a fost médsurat la diferite timpuri (la diferite vechimi ale electrozilor): prima
datd s-a mésurat peste 30—60 minute, cind potentialul de electrod a devenit
aproape stationar, iar dupd aceea peste 3 ore si peste 24 ore (vechimile elec-
trozilor in figuri sint notate in ore (£)). Variatia potentialului ¢ in timp dupia
presupunerea noastrd este in legidturd cu schimbadrile ce se petrec pe suprafata
electrozilor [5,6].

Potentalul e in multe cazuri suferd variatii si In timpul miscdrii. Noi
am urmdrit si aceste variafii, fiinded dupd presupunerea noastrd acestea
sint in legdturdcu procesele chimice si fizice cese petrec la suprafata electrozilor
{5,67. Valorile initiale (notate cu i) au fost misurate peste un minut dupi
inceperea miscdrii, iar valorile finale (notate cu /) peste 5—10 minute,
cind potentialul electrodului in timpul miscirii a devenit stafionar sau
aproape stationar.

Probele de metal folosite pentru experienfele de coroziune au fost confec-
tionate din aceleasi plici de metal ca si cele folosite la studierea efectului
motoelectric. Valoarea coroziunii s-a stabilit din pierderea de greutate
in timp de 5 zile, cu exceptia fierului la care s-a masurat dupi o zi. Inainte de
experiente probele au fost curdtate cu smirghel si dezgresate cu alcool. Ca
sd evitdm variatia concentratiei provenitd din evaporarea solventului in
timpul sederii probelor in solutii, vasele au fost Inchise cu plici de sticld
parafinate.

Axperientele s-au efectuat la temperaturi de 20, 30 si 40°C, pentru
ambele fenomene. Temperatura solutiilor a fost stabilizatd cu un termostat
Wobser. Experientele s-au facut in solutii de SO H,, O,1N si de ClNa 49, la
urmditoarele metale: 4g, Al, Cu, I'e, Ni, si Ta.

REZULTATELE EXPERIMENTALE ST INTERPRETAREA LOR

Rezultatele masuriatorilor sint redate in figurile 1—12. In figurile
acestea curbele notate cu K reprezintd variatia greutdtii probelor (valoarea
coroziunii) raportatd la 1 cm?® in timp de 5 zile, iar curbele notate cu 1%, 3% si
24% variatia potentialului motoelectric ¢ la timpurile respective in functie
de temperaturd.

In figura 1, se observi cd pierderea de greutate prin coroziune a argintu-
lui, in solutie de SO H, 0,1 #n, la 40°C este mai mare decit la 20° si 30°.
Potentialul de miscare ¢ la 1 ord (1%) de la introducerea electrodului in solutie
este neinsemmnat (1—2mV), dar peste 3 ore devine mai mare i creste cu ridi-
carea temperaturii, ca s$i coroziunea. O variatie aseminitoare a celor doudl
fenomene, la acest metal se vede mai bine in solutic de ClNa 49, (fig. 2):
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Fig. 1. Variatia coroziunii si a potentialului motoelectric in functie de temperaturd la argint
in solutie de SO,H, 0,1N.

in acest caz la 20°C se observd o pierdere in greutate (coroziune), in schimb
la 40°C o crestere a greutatii; in mod asemdnator se schimba i semnul poten-
tialului e cu ridicarea temperaturii. Din variatia coroziunii rezulti ci
schimbarea in timp a potentialului ¢ este In legdturd cu procesele ce se petrec
pe suprafata electrodului.

T.a cupru, in solutie de SO,H, 0,1 n, coroziunea creste cu temperatura
(fig. 3). Variatia potentialului e este aseménéitoare, cu exceptia celui masurat
la 30°C. Se observi ci la 1 ord de la introducerea electrodului in solutie
diferenta dintre valorile inifiale () si finale (f) ale potentialului e este destul
de insemnatd (atinge si 10 m1’), in schimb peste 24 ore el nu se schimbi
esential la mentinerea migcdrii. Accasta aratd ci procesul de coroziune al
cuprului in solutie de SO,H, 0,1 n este la inceput influentat in mod esential
de miscarea solutiei, iar peste 24 ore Intr-o misurd mai micd, probabil din
cauza ci se formeazd un strat de protectie pe suprafata metalului. In solutie
de CINa 4%, cuprul nu arati coroziune la 30°C si 40°C (fig. 4). In mod cores-
punzitor potentialul ¢ la aceste temperaturi este mai mic decit la 20°C,
dar nu este egal cu zero, probabil din cauzd ca cuprul se dizolva la inceput
in aceastd solutie, iar dupa aceea se formeaza depuneri pe suprafata lui.

La tantal in solutie de SO,H, 0,1 »n s-a observat coroziune numai la
40° C(fig. 5.). Potentialul de miscare la inceput (1*) nu este zero la nici una
din temperaturile studiate, dar peste 3 ore variatia lui corespunde variatiei
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coroziunii. In solutie de CINa 4%,, l1a 20°C se observi o pierdere in greutate,
in schimb 1a 30°C 51 40°C o crestere in greutate (fig. 6). Potentialul e la 3 ore
dupd introducerea probei in solufie arati valori insemnate, insi peste 24
ore valoarea lui este aproape zero. Accasta arati cd procesele pe suprafata
probei se petrec in primele ore dupd introducerea ei in soluie.

Coroziunea aluminiului in solutie de SOH, 0,1 n aratd o crestere cu
ridicarca temperaturii (fig. 7). Alura variatiei potentialuluie in general cores-
punde variatiei coroziunii. Din datele figurii 7 se vede cid atit coroziunea
cit si potentialul e al aluminiului are valori insemnate in solufia mentionati.
In schimb, in solutie de CI Na 4%, ambele au valori mult mai mici (fig. 8).
In acest caz la 20°C se observid coroziune, iar la 30°C si 40°C o crestere in
greutate. In mod aseminitor potentialul e isi schimbi semnul, devenind
negativ peste 24 de ore.
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Fig. 8. Variatia coroziuniisia potentialului motoelectric in functie de temperaturd la aluminiu
in solutie de NaCl 49,.

Coroziunea fierului in solutic de SO,H, 0,1 » aratd o crestere hotdrita
cu ridicarea temperaturii (fig. 9). In schimb, potentialul e la inceput (1%3%)
descreste cu temperatura, iar dupd o sedere de 24 ore In solutie, incepe
sd creascd. In solutie de ClNa 49, coroziunea in mod aseminitor aratd
crestere cu temperatura (fig. 10). Comportarea potentialului ¢ este asema-
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Fig. 9. Variatia coroziuniisi a potentialului motoelectric in functie de temperaturid la fier in
solutie de SO.H, 0,1N.
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in solutie de NaCl 49%.
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ndtoare, cu exceptia celui mdsurat la 40°C, la care nu sc¢ observi vari-
atie esenfiald nici sub influenta miscdrii.

Cresterea coroziunii fierului cu temperatura provine probabil din fap-
tul cd viteza reactiei 2Fe -+ 20, + H, — I'¢,0y -+ HyO creste cu tempe-
ratura si ea nu este influentata de stratul de oxid format pe suprafata probei,
fiindcd acest strat nu este compact ¢1 de aceea nu are un rol protector
impotriva coroziunii. In schimb, descresterea potentialului e in solutie de
SOH, 0,1 n este determinatd de faptul cd concentratia oxigenului dizolvat
in solutic descreste cu temperatura si astfel variatia potentialuiui de elec-
trod sub influenta miscirii descreste cu ridicarea temperaturii [5]. Rolul
trecerii oxigenului spre suprafata electrodului in determinarca potentialului
este accentuat si de alfi autori [97]. Descresterea potentialului e cu timpul
de sedere al electrodului in solutie aratd ¢d starea lui se apropie de starea
pasivid, cind actiunea oxigenului in timpul miscdrii este mai micd decit
la inceput, dupd 1—3 ore de la introducerea electrodului in solutie.

Picrderea de greutate a nichelului prin coroziune in solutie de SO,H,
0,1 » creste cu temperatura (fig. 11). Potentialul e aratd variatii esentiale
cu timpul de scdere al electrodului in solufie i la mentinerea miscirii,
dar variatia lui cu temperatura nu pare aseméndtoare cu cea a coroziunii.
Explicarca abaterii probabil constd in aceea c¢d potentialul de electrod al
nichelului este mult influenfat de procesele ce se petrec pe suprafata lui
{10 .
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Fig. 11. Variatia coroziunii si a potentialului motoelectric in functie de temperaturd la nichel
in solutic de SO,H, 0,1N.
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fn solutie de CINa 4%, la temperatura 20°C si 40°C, nichelul este
corodat, in schimb la 30°C greutatea probei creste in timpul experienfei
(fig. 12). In mod corespunziitor valoarea potentialului e la 20°C si 40°C,
este insemmnatd, iar la 30°C este mica.
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Fig. 12. Variatia coroziuniisi a potentialului motoelectric in functie de temperaturi la nichel
fu solutie de NaCl 49 .

CONCLUZII

1. Potentialul motoelectric al unui metal intr-o solufie este In general
cu atit mai mic cu clt este mai micd coroziunea lui in solufia respectiva.

Dacid metalul nu este corodat, atunci si efectul motoelectric are valori
neinsemnate, iIn acord cu constatarea ficuti de Zapolskaia [3, 4].

2. Daci greutatea probei creste in timpul experientei, adicd se fac
depuneri pe suprafata ei, atunci potentialul motoelectric atinge de ase-
menea valori apreciabile (5—15 mV) si nu rdmine constant in timpul de
sedere al probei in solutie, ca si in cazul coroziunii.

3. Din cele mentionate rezultd cd variatia potengialului motoelectric
in timp si la mentinerca miscdrii provine din procesele ce au loc la su-
prafafa limitd metal-lichid.
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MAPAJUIEJIBHOE H3YYEHWE MOTOJIEKTPUYECKOI'O HEVICTBUA H
KOPPO3MH HA HEKOTOPLIX METAJIVIAX 1104, BJIMAHHMEM TEMITEPATYFPDI

(Peswome)

Mayuas cBsiap MOTO3JeKTpHYecKoro noreHuuaja u Kopposuu y Ag, Al Cu, Fe, Ni
n Ta B pactBope SOH, . 0,1n u ClNa 4%, u3 usMeHeHnuil HMEIOMHX MECTO C HEePEMEHHOH
TeMiepaTypoil mpomepsieTcst nojoxkenue [3, 4], no KoTopoMy MOTO3JIEKTPHUYECKHH TIOTEH-
UHaJd HMeeT He3HAYHTeJbHble BEeJINUMHEL, €CAH MeTajyi 0e3 KOPPO3HH. ¥ CTaHABIHBAETCS
OHAKO, YTO MOTO3JCKTPUUYECKH{l MOTeHIHaa NOCTHraer 3HauuTeJbHBIX Besuuyud (5—15 mV)
H B TOM cJyuae, KOrJa Ha IOBEPXHOCTH 3J1eKTpojga mojayualorcst orioxenus, M3 pesyus-
TATOB H3MepeHHil CJelyeT, YTO H3MeHeHHe MOTO3JICKTPHUECKOro IMOTeHHHas a 3a BDPEMA
npeGbiBaHuA 3JEKTPOAA B pacTBOpe Wi INPH TNOJAEPKHBAHHH JBIHIKEHHs, I[OJayYyaerca
3 TNpPOLEeCccOB MNPOHCXOASILMX Ha HOBEPXHOCTH Ipefeja MeTaJl -— IKHAKOCTb, TK.
3T0 u3MeHeHue HAO/IOMAeTcsi BO BCEX CAydYasix, KOTAAa BeC NPOGB HMCHLITLIBAeT H3MEHEHHs
BO BpeMsi OMNbITa,
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TTUDE PARALLELE DE L°FFFET MCGTOFLECTRIQUE ET DE LA CORROSION,
POUR CERTAINS METAUX, SOUS I’ INFLUENCE DE LA TEMIFRATURE

(R é sumé)

En étudiant la relation du potentiel motoélectrique et de la corrosion pour Ag, 11, Cu,
Fe, Niet Ta, dans une solution de SO,H, 0,1 n et de CINa 4% , on vérifie d’aprés les variations
concomittantes au changement de temgpérature 1'observation [3,4] suivant laquelle le potentiel
motoélectrique a des valeurs réduites si le métal n’est pas corrodé. On constate toutefois que
e potentiel motoélectrique atteint des valeurs appréciables (5—15) mV dans le cas ou des
dépots se produisent sur la surface de 1’électrode. Des mesures effectuées il résulte que la varia-
tion du potentiel motoélectrique en fonction du temps de séjour de 1'électrode dans la solution
ou avec le maintien du mouvement, provient des processus qui ont lieu a la surface limite
métal-liquide, car cette variation s’observe dans tous les cas ol le poids de I’essai sabit une
variation durant l'expérience,



DETERMINAREA CONCENTRATIEI DE OXIGEN
DINTR-UN AMESTEC DE GAZI, PE CALE MAGNETICA

de
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INTRODUUCERY,

In laboratoarcle noastre s-au ficut numeroase cercetdri asupra pro-
prietdtilor magnetice ale gazelor [1, 2, 3, 4, 5]. De asemenea s-au cercetat
si posibilitatile de aplicare a accstor cercetdri la analiza de gaze pe cale
magneticd [6]. Pentru calitdtile lor inetodele magnetice de detcrminare
aconpnutulmde gaze pammagnulcc siin special a oxigenului gaz, sint folo-
site astdzi pe scard largd atit in industric cit siin laboratoarele de cercetiri
[7]. Marea lor riaspindire este justificatd de faptul cd se preteazd la auto-
matizare gi constituic metode continue si foarte exacte de analizd.

in lucrarea de fatd vom prezenta rezultatul cercetdrilor noastre asupra
unui oximetru (Junkllor) modificat, care ne-au servit la proiectarea unui
nou tip de oximetru ce are calitati de lucru superioare celor din import
51 pret de cost mai redus decit acestea.

METODA DE LUCRU. REZULTATI EXPERIMEIENTALE

Se stie ci oxigenul gaz are o susceptibilitate magneticd mult mai mare
decit celelalte gaze. Acest fapt se foloseste la analiza continutului de oxigen
din amestecuri de gaze. Susceptibilitatea magneticd la temperatura abso-
lntd 7" si T, unde T° =1, este datd de relagia:

C
K= Ko =7 (1)

f
unde C este constanta lui Curie. Susceptibilitatea magneticd specificd in
functie de densitate este de forma:

cn P L &
= n Ty Xo = R T} (2)

unde p este presiunea, iar m masa moleculard a oxigenului.
Deoarece mdisurarca directd prezintd dificultdti, o utilizare practica
au cdpdtat numai analizatoarcle de gaze care folosesc fcnomene sccundare
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legate de proprietitile paramagnetice ale oxigenului. Printre aceste feno-
mene se numird: 1. variatia viscozitdtii si conductibilitdtii termice sub
influenta unui cimp magnetic omogen si 2. efectul convecfici termomag-
netice (,.virt magnetic*) care apare in gacul paramagnetic dintr-un cimp
magnetic neomogen, dacd in gazul paramagictic se realizeazd un gradient
de temperaturd. Escuta convecticl termomagnetice consti in faptul cd
susceptibilitatea magueticd a oxigenului se micgoreazd cu cregterea tempe-
raturii (ecuatian 3). Partea rece a gazului avind prin urmare o susceptibi-
litate magneticd mare, va fi atrasa in domeniul cimpului mai intens si va
impinge gazul cald catre sectorul de intensitate micd a cimpului. Forfa
care acfioncazid asupra elementului de volum de oxigen (se obtine din rela-
tiile 1 si 20 este de forma:

- Cmp dfllf 1 _,1_) .
ar = SN0 ( TR 3)
T o
Ca rezultat al actiunii acestei forfe asupra oxigenului gazos apare convectia
termomagneticd. Efectul de convectie termomagneticd este cu atit mai
intens cu cit concentraia de oxigen din amestecul de gaze este mai mare
si cu cit gradientul de cimp $i de temperaturd este mai mare.

Schema de principiu a unui oximetru care se hazeazd pe efectul de con-
vectie termomagneticd este dat in fig. 1. Oximetrul este format dintr-o
cameri de analizd inelard (1) cu un tub orizontal de legatura (3). Pe tubul

de legaturd sc afld o iInfasu-

f 1 rare de incalzire, Impdrtita in
doud pdrti egale 4 si B, la

TN una din extremitatile tubului
2 - de legdturd se afld cimpul mag-
netic neomogen (2). Gazul de
A \_8 analizat intrd in camera de
3 analizd prin partea de jos si

\/ L6  iese prin partea de sus. In
// stinga magnetului gidsindu-se

1‘ o L | 5 gazul mai rece decit in partea

dreaptd, curentul de gaz care

—7 - se creeazd este indreptat, prin

Fig 1. tubul orizontal, de la stinga

spre dreapta. Acest curent de

convectie termomagneticd produce o inegald rdcire a celor doud Infdsurdri

care functioneazi ca termoanemometre, si deci produce dezechilibrarea
puntii in curent continuu din care fac parte cele doud infasurdri.

Pe principiul de mai sus s-au construit numeroase oximetre [8, 9,

10, 11, 12, 13, 14]. Tipul de oximetru experimentat de noi, cdruia i s-au

ficut modificiri esentiale (de principiu), este de fabricatie Junkalor-R.D.G.

Deoarece intreprindereca Junkalor-R.D.G. furnizeazi tipurile de oxi-

metre cu comeniu de analizd limitat (0—2% O,, 0—5% O, 0—10% O,,

0—-219%, O,, 0—509%, O,, 0—100% O,), noi am cdutat prin modificdrile

ficute si putem folosi un singur oximetru cu mai multe domenii de misurd.

In acelasi timp am etalonat oximetrul (fig. 2, 3 si 4) cu numeroase ames-
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tecuri de gaze (0O,—N,, 0,—CO,, 0,—CH,, O,—H,, Aer-H,, Aer—CH,,
Aer-N,, Aer—CO,) si de asemenea am ridicat de circa 25 de ori sensibili-
tatea de lucru a oximetrului. Aceste studii ne-au permis si proiectim un
oximetru superior celor amintite, ca performante si la un pret mai scdzut.

Div. A

40 ¢+

1. Aure Hid?'ogen

i Agr Azok t

u. Azr-pMatan

iv. Aer Bioxid de carbon
20 + if

ut
-
20 y
7

| /

7%

¥ 1y T 4= 4 4y + - + f .
° io 20 30 40 S50 80 70 60 20 oo Aer
Fig 4. »

Pentru mirirea sensibilitatii oximetrului s-au
facut urmitoarele modificdri:

a) Tinind seama de teoria puntilor neechi-
librate in curent continuu (fig. 5}, am modificat
rezistentele din diagonala puntii de méasuréd in asa
fel ca sd se realizeze condijia de optim dintre
rezistentele puntii si parametrii traductorului:

R=r1 5
T2 2
unde KR, este rezistenta interioard echivalentd.
. AR, )
Dacd — = ¢ atunci avem:
Iy

S

o O ] 2
L9 3 o m “‘U}?mv,_ R,
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unde I, este intensitatea curentului din diagonala puntii

U — tensiunea de alimentare a puntii
R — rezistenta din diagonala puniii.
« 7+ G .
Dacda U — = U, avem:
92
U,
Im== __.'0 N
R, + Ry

In cazul in care nu s-au ficut modificiri in montajul electric al puntii
(stiind c& instrumentele din diagonala puntii sint de tip magnetoelectric
cu rezistenta interioard de 140 Q i cu rezistentele aditionale de 100 Q
si 50 Q), cu ajutorul relatiei de mai sus se objine:

R, = 220 Q
R, =R, =54 Q
R, = R, = 50 Q

’ UO
In=3%
Div.

|
ico}
30+
8ot
701
8ot
Sot
hot’

-=Hy Oy 1238°C; o£a0°

10} 0. =Hz-O,; £255%C; «=15°

. ~Hy Ogy t=3C%,; <= O°

20, V. =HyOg; £230PC; £=158°

V. '-N;“Oz'? t=5500‘7 °"'=Oo

(*]

1o v =Ny Oy t3fe:x=0

+ ; ",
° i & 3 & 5 6 7 & 9 s @M 42 43 PA®)
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Dacd se micsoreazi rezistenfa din diagonala puntii pentru realizarea con-
difiilor optime de sensibilitate a puntii:

R, =30 Q
7 U
Im =§E

In acest caz sensibilitatea (s) a puntii este datd de relafia:

’

Se vede cd in acest caz numai prin modificirile rezistentelor din diagonala.
puntii se poate ridica sensibilitatea oximetrului de cca 3,3 ori. Masuri-
torile experimentale confirmi acest lucru (vezi fig. 6).

b) Intrucit rezistenele de pe bratul orizontal AB al traductorului
lucreazd ca termoanemometre, pentru mdérirea sensibilititii oximetrului
am cdutat sd mirim efectul de tiraj prin acest tub inclinind traductorul

Fig 7.

sub diferite unghiuri. Din mdsuritorile efectuate s-a gisit efectul maxim
pentru o inclinare de 15° (vezi fig. 7). In aceste condifii sensibilitatea in-
strumentului a crescut de circa 15 ori.

c) Dat fiind dependenta efectului de convectie termomagnetici de
temperaturs (vezi relatia 8), s-au incercat diferite temperaturi de termos-
tatare. Prin termostatarea celulei de analizd la 30°C s-a gdsit cd sensibi-
litatea de misurd a oximetrului creste de 25 ori (vezi fig. 6).
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CONCLUZII

Studiile facute, aratd cd instalatia pentru analiza magnetici a gazelor
poate fi folositd la analiza a numeroase amestecuri de gaze cu oxigen, in
conditii de sensibilitate foarte ridicatd si cu timp de rdspuns satisficitor
(15 sec.). In aceste conditii oximetrul poate fi folosit la analiza automati
a amestecurilor de gaze cu oxigen (gaze de ardere, si alte gaze continind
oxigen), precum si la automatizarea si controlul diferitelor procese in care
intervin amestecuri de gaze paramagnetice.
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ONPELEJNEHUE MATHUTHBIM NIYTEM KOHUEHTPALIHM KHUCJIOPOOA B
CMECH TA30B

(Peswome)

B 370i1 pabote gaHo H3yuenie YCAOBHIT NOANSTHS AOCTIMEHHIT oKcuMeTpa, AeHCTBYIO-
HIEro Ha TPHHIUNE TEepMOMAarHHTHOIl KOHBEKIIHH,

Wsyuur Heckoapko cMecelt razon (Os—Ng, 0,—CO,, O—CH,, Oy—H,, Bosayx—Il,
Bo31yX——Na, Bo3ayx—CH;, Bo3ayx—CO,) npuiuan X 3HayuTeAbIOMY MOBbLILIEHHIO YYBCTBH-
TeabHocTH okcumerpa. Tak, nanpumep, nns cvecn O—H uyBcTBHTENBHOCTL OKCHMETPA IO
otHomennio x 19 O, kax Gwao Buawaae, Bozpocia 1o 0.025% O,.

Benuuuna AeficTBHS TSTH AHAJAMTHUECKON KaMepHl, H3MeHeHHe TeMIepaTypPHBIX YCI0BHH.
Co31aHHe HaWJyulIMX YCA0BHi 44 paboThl PeOCTATHOFO JAaTuilka, NPH NOMOLIM KOTOPBIX
Oblii NOJYYEHB! YKa3aHHble Bblle JOCTHXKEHHS, NO3BOJIH ABTOPaM CIIPOEKTHPOBATh HOBbIf
THT OKCHMeTpa.
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DETERMINATION DE LA CONCENTRATION EN ()XYGIE‘NE DANS UN MELANGE
DI GAZ, PAR VOIE MAGNUTIQUE

(Résumé)

On recherche dans quelles conditions peuvent étre améliorées les performances
d’un oxymétre fonctionmant @’ aprés le principe de la convection thermomagnétique.

Etudiant plusieurs mélanges de gaz (O,N,, 0,—CO,, Oy,— CH,, Oy,—H,, air-H,, air-N,air-
-CH,, air-CO,) on estparvenu a angmenter nettement la sensibilité de 1'oxymdétre: par rapport
a 1% 0, telle qu’elle était au début, elle s’est élevée a 6,0259, O,.

La grandeur de I'effet de tirage pour la cellule d’analyse, le changement des conditions
de température, la réalisation des conditions optima de fonctionnement dun traducteur résistif,
a Vaide duquel ont été réalisces les performances ci-dessus, nous ont permis d’établir le projet
d’un nouveau type d’oxymetre.



OBSERVATII ASUPRA PUNCTELOR NORMALLX DIJ TOPIRL LA
ELEMENTELE DE TRANZITIE

de

TULIU POP, OLIVIA I'OP ST ALEXANDRU NICULA

Studiind proprietitile magnetice a elementelor de tranzifie Néel [1.
a glsit o crestere regulatd a cimpului molecular Incepind de la titan i pind
la nichel, la fel g1 pentru seria Ru, Rh, Pd, si Os, Ir, Pt.

Slater [2] a gdsit un criteriu pentru feromagnetismul elemen-
telor Ni, I'e, Co luind in considerare diametrul 3§ al pidturii,,3d*° si distanta
d dintre doi atomi vecini In reteaua cristalind a acestor elemente, stabi-
lind si o formuld pentru calculul diametrului oricdrui invelis electronic
al unui atom cu o configuratie electronicd datd. Mergind pe aceeasi cale
Stoner [3] a precizat faptul cd energia de interacfiune are o variatic

A . d s
regulatd In functie de raportulg pentru elementele de tranzitie.
Se vede, prin urmare, ¢d proprietifile magnetice ale elementelor de tran-

zitie sint strins legate de configuratia electronicd a atomilor si de struc-
tura lor cristalind.

Examinind dintr-un punct de vedere analog o altd laturd a acestor
elemente, i anume, considerind c¢i temperatura normald de topire este o
misurd a energiei de interacjiune a atomilor in refeaua cristalind, noi am
obfinut o variatie regulatid a acestor temperaturi pentru majoritatea ele-

oy ~ . a .
mentelor de tranzifie in functie de raportul e unde prin ¢ am notat
constanta retelei cristaline, iar prin § diametrul paturii electronice necom-
o
plete a elementelor in A.

in figuri am reprezentat in ordonati temperaturile normale de topire
exprimate in grade Celsius pentru un numdir de 17 elemente de tranzifie

. A 2w a
iar in abscisi raportul 3

7 — Matematicd Fizicd I1/1962
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Din figurd se vede cd temperaturile normale de topire se dispun dupi
o hiperbold echilaterd, astfel cd intre mirimile reprezentate se poate
stabili usor o relatie de dependentd

17

a

3

= const.
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Fig 1.
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unde ¢ reprezintd temperatura normald de topire, @ si § au semnificatia
deja cunoscutd, constanta C == 2810. Micile abateri care se constati in
cazul Ti, Ta, Pt, Pd le-am atribuit preciziei cu care a fost calculat 3,
care este legat de o anumita configuratie electronicd a atomului si repre-
zintd de fapt probabilitatea ca electronii pdturii respective si se giseasca
la o anumitd distantd fatd de nucleul atomului.

Datele numerice cuprinse in tabelul de mai jos le-am cules din lite-
ratura de specialitate [17, (2], [4], [51.

Tabelul nr. 1

Denmi- Diamet- | Constanta retelei
~ Simbol o rul patu- crist. a
Nr. : rea pitu-| .. a o
ert sinr. de +ii elec. | T el_ecA f - tg-a®C tg. —
ord. o tronice a ! ¢ 0 3
tronice 5 o ; o
| | 3 A A f A |
: | 5
1 22 Ti | 3d 2,46 3,3132 | - - 1.820 2449,7
2 23V 3d 2,09 3,0338 - 1,451 | 1.1919 2774,4
3 24 Cr 3d 1,93 2,8796 — 1,497 1.890 2829,3
4 25 Mn 3d 1,71 3,72 2,207 1.245 27477
5 26 Fe 3d 1,53 2,8606 - 1,86 1536 2856,9
6 27 Co 3d 1,3 2,501 4,066 1,924 1495 2876,4
7 28 Ni 3d 1,27 2,49 4,08 1,96 1455 2851,8
8 42 Mo 44 2,49 3,141 1,07 2625 2808,8
9 44 Ru 4d 12,33 2,6984 4,273 1,15 2500 | 2857
10 45 Rh 41d 1,98 2,7 — 1,363 1966 2681,7
11 46 Pd 4d 1,93 3,8824 — 2,01 1554 3123,5
12 7r Ta 5d 3,95 3,2959 — 0,834 2996 2578,7
13 YEI'Y 5d 3,44 2,82 — 0,82 3410 2796,2
14 76 Os 5d 2,72 2,7298 4,3104 1,003 2700 2708,1
15 77 Ir 5d 2,32 2,709 - 1,176 2454 2863,8
16 78 Pt 5d 2,25 3,9158 - 1,7 1760 2992
17 58 Ce 4f 1,6 5,1612 - 3,226 804 2593,7

Din ultima coloand se pot constata abaterile de la valoarea medie a
elementelor citate mai sus. Considerim c¢d nici nu se poate pretinde o
regularitate perfectd datd fiind aproximatia cu care s-a calculat valoarea
diametrului 3. Remarcidm numai faptul cd dupd aceeasi formuld au calculat
diametrul 3, Néel si Slater siau obiinut valori diferite la ordinul

O

zecimilor de A. Aceastd diferentd se explici prin faptul ca pentru a calcula
valorile diametrilor invelisurilor electronice, mai intii este necesari pre-
cizarea unei anumite configuratii electronice a atomului; ori la cei doi
autori configuratia electronicd aleasd probabildiferd. Care din cele doud serii
de valori calculate si configuratii electronice alese corespund mai bine reali-
titii este greu de precizat. In plus intre valorile caleulate si cele obtinute
din observatii experimentale existd de asemenea deosebiri, cu atit mai mult
cu cit valorile experimentale de aceastd datd au un caracter mult mai aproxi-
mativ, dupd@ pdrerea mnoastra.

Cu toate acestea, consideratiile facute de noi mai sus le credem utile
in fizica corpului solid, intrucit regularitatea constatatd intre punctele
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“ - o . a .
normale de topire a elementelor de tranzitie si raportul 5 nu pare a fi

intimplatoare pentrucd in cristalele acestor elemente predomind forte de
schimb puternice, iar elementele cercetate fac parte din patru serii si toate
conduc la acelasi rezultat (vezi tabelul).

Am cercetat dependenta punctelor normale de topire a elementelor
de mai sus si in funcgie de raportul dintre constanta rejelei cristaline si
diametrul atomic, insd n-am obtinut nici o regularitate.

In concluzie, accentudm cd in teoria topirii trebuie sd se find cont si
de consideratiunile de mai sus aldturi de alti factori care determini feno-
menul topirii.
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HABMOOEHHSA HAL HOPMAJIBHBIMH TOUKAMI [TJIABJIEHMY
MNEPEXOOHBIX 3MEMEHTOB

(Peswae)

B pa6oTe npopaGoTanbl NaHHbie OTHOCHTEJNBHO HOPMAJBHBIX TOUEK ITaBJEHMs Nepe-
XO/HBIX 3J1EMEHTOB B 34BUCHMOCTH OT COOTHOIUEHHS MeXAY NOCTOSIHHOM KpHCTaMTHYecKof
penleTKH 1 J1HaMeTpoM HeJOCTPOCHHOTO CJIOSI COOTBETCTBYWLIMX 3JeMeHToB. PaccMatpuBas
HOPMaJIbHYIO TeMIepaTypy IVIaBJIeHHS, KaK Mepy 3Heprui B3auMOHeficTBHS MexX1y aro-
MaMH KPHCTAJJa, aBTOPH YCTaHABJIMBAIOT OTHOIUEHHe HOPMaJbHOM TeMIlepaTypHl TIIaBACHHR
H OTHOIIEHHe TMOCTOSIHHON KpPHCTa/MJIHUecKoil pelleTKH K JIHAMeTPy HeJOCTDPOeHHOTO
MEKTPOHHOIO CJIOS.

a
‘fg = const.

rie {f ecTb HOpMaJibHag TeMlepartypa nAaBJeHHs, a — [OCTOSIHHAA KDHCTa.ﬂJIH‘«!ECKOﬁ
pelieTk B cbase NJIaBJACHHA, & O ©CTb JAHAaMeTp HENOJHOI'0 JIEKTPOHHOro CJa0f Iepe-
KOAHBIX 3JIEMEHTOB,
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OBSERVATION SUR LES POINTS NORMAUX DE FUSION DANS LES ELEMENTS
DE TRANSITION

(R é sum &)

Les auteurs ont interprété les données relatives aux points normaux de fusion des élé-
ments de transition en fonction du rapport entre la constante du réseau cristallin et le dia-
metre de la couche incompléte des éléments respectifs. Considérant la température normale
de fusion comme mesure de 1’énergie d’interaction entre les atomes du cristal, les auteurs
établissent une relation entre les températures normales de fusion et le rapport entre la cons-
tante du réseaun cristallin et le diamétre de la couche électronique incomplete

“ t
tf- = const.
3

ou (rest la température normale de fusion, a la constante du réseau cristallin, dans la phase
de fusion, et § le diamétre de la couche électronique incompléte des éléments de transition.






ASUPRA STABILIRII MATRICEI ASOCIATE SISTEMULUI DE

ECUATII DIFERENTIALE MAGNETOHIDRODINAMICE ALE UNUI

FLUID  PERFECT, INCOMPRESIBIIL, CU CONDUCTIVITATE
ELECTRICA INFINIT DE MARFE

de

MIRCEA VASIU

In aceastd lucrare ne propunem si stabilim matricea asociatd sistemu-
lui de ecuatii diferential: magnctohidrodinamice ale unui fluid perfect,
incompresibil, ce prezintd o conductivitate electricd infinit de mare
{5 = -+ oo].

Pentru simplificarea problemei wvom mneglija curentul de deplasare
electricd, fortele masice de tip neelectromagnetic, procesele de conducti-
bilitate termicd si de transfer d¢ radiatic din  interiorul fluidului
conductor.

Stabilirca matricei asociate o vom face pe baza matricelor asociate
unui sistem de ecnatii diferentiale liniare cu derivate partiale, cu coefi-
cienti constanti, metodd dezvoltatd la wnoi in tard de citre acad. Gr. C.
Moisil, [17 iar in Uniunea Sovieticd de citre I. N. Lopatinski
[27. Conform acestei metode, care permite o tratare unitard a sistemelor
de ecuatii diferentiale liniare cu derivate partiale cu coeficienti constanti,
unui astfel de sistem 1 se poate asocia o matrice ale cirei elemente sint
polinoame d¢ mai multe variabile. Metoda matricelor asociate a fost apli-
catd de cdtre acad. Gr. €. Moisil gi colectivul sdu la studiul unei
serii de probleme din mecanica mediilor continuu deformabile =i din elec-
trodinamici  [3), [4], dar de citre EFd. Nicolau la studiul pro-
pagarii undelor electromagnetice {35°

ECUATIILE, FUNDAMENTALL

Sub  aspect magnetohidrodinamic, studianl unui fluid perfect si

conductor — in condifiile fizice aritate mai sus —, se face cu
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ajutorul urmitorului sistem de ecuatii diferentiale cu derivate partiale
neliniare [6]:

ro’t(» H 61_{" i
v X )-':“BT,V'mzm; C'=+OO (l)
3; 7 (v grad)o = 4—Mrot H x H — f;grad P 2
cu conditiile
o
div H = 0 @3)
-
dive =0 4

Observiam de asemenea cd ecuatia (3) este o consecinidi a ecuatiei (1)
intrucit, aplicind operatorul divergentd asupra acestei ecuatii, membrul
drept al ecuatiei (I) este identic nul si deci ne putem dispensa de ecuatia
(3). De asemenea presupunem densitatea constantd o = p, == const.,
deoarece fluidul este incompresibil. Pe baza celor aritate mai sus, sistemul
de ecuatii {1)—(4) se reduce la ecuatiile urmadtoare:

s T (1
e rot ()
- . R N .
8o o (v - grad)v v I —gad g (27
at ‘ o
. .) N
divy = 0 (4%)

Sistemul de ecuatii cu derivate parfiale (1), (2'), (4') fiind neliniar,
pentru a putea aplica metoda matricelor asociate, va trebui, in prealabil,
«f liniarizdm acest sistem de ecuatii.

In acest sens vom admite cd starea stationard inifiald este definitd

- >
de mirimile Hy, vy, g, $1 p, pe care le considerdm constante. Admitem
apoi cd, accastd stare este putin modificatd prin suprapunerea unor mici

-+ >
perturbatii caracterizate de mirimile /2, v* p, incit cimpul magnetic, viteza
presiunca, densitatea vor fi date de expresiile:

Ho=H,+ ;0 00 p=py-tp o= ¢ (5)

> -
unde %, v’ p’ sint perturbafii mici, astfel incit in calcule, patratele si pro-
dusele lor se mneglijeazi.

Inlocuind expresiile (5) in sistemul de ecuatii cu derivate partiale
neliniare (1°), (2'), (4'), obginem, in urma calculelor efectuate, urmaitorul
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sistem de ecuatii diferentiale cu derivate partiale liniare, cu coeficienti
constanii:

; - - o g >
DUy - grad’— (v - gradi ©

a-b’ — ‘ - 1 - ) 1 7 X

_LJ_ . ) . r;\':.: ; P .ot o b —oval L / —-— 7

a; in ( It} NSy ,1zpn(110 ST ””H 4-’?{);.0 ](/1” ?) ( )

— Lorad p’

Po ~

. -) -
div ¢’ == 0O (8)
Tuind in considerare sistemul cartezian tridimensional de axe de coor-
- -

donate, astfel incit sa avem hk(h,, &y, i) si v'(vy, vy, v;) si fdcind proiec-
tiile ecuatiilor diferentiale vectoriale (6), (7), (§) pe cele trei axe de coox-

donate, obtinem urméitorul sistem de ecuatii diferentiale scalare cu derivate
partiale liniare, cu coeficienti constanti:

ahy EI s, LK Gk, ah ah N
’_“(F/ T i [{()y Y /Iu-v + ‘(H_g:_f' “ay "a-_v) }* Uos 8«: = () (61/

8hy 8v;} ael. ] an 3/ 2
_,A-_(,, et 1, ) (e By, 2 )= 006

. Coz
. 0y 3, 0z g

8h, du; | 8u; du, L Ohg ah, k.
e _(“ “E L Hﬂy o Hoz 2) -+ ( T _,E 4y = 4 ;w(':_;) - () (6«'»)

at M gy 3y az 3 ay ER 3
5:,71 ) (T'”‘ av; b Vg % F g :;;) F Z..Lﬂ éi(ll(‘x/yx v, ly + 1, h) - (7-,)
e B gy B 1, f-’-f) R
- {p[ﬂ%’l -, aa"’ %—H,,:E:-f) 4 ;Z% )
aavj _+( Ox% -+ vy aav : L ‘}":B;I;z)+i%§:, a‘,:’z,(h'“,/z,x S Hy e+ Hod) — (7:)

! Sh: 4 Ohs | 8h) . 190 _
,«_(11‘,,;: - Hay 2o g1, e L2 0
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(8

Am obtinut astfel un sistem de 7 ecua‘;ii diferentiale cu derivate par-
tiale liniare, cu 7 necunoscute: n,, h,, h,, v, vy, v} si p’

Conform metodei propuse de agad. Gr. C. Moisil, un sistem de
ecuatii cu derivate partiale liniare, cu coeficienti constanti, fird membrul
doi, se poate scrie simbolic sub forma:

E =0 9
unde

w

o D (10)

IJ‘J

-
o

Dy fiind operatori diferentiali de tipui:
Dij=Xa: ... a4 g=———g— ‘11)

suma extinzindu-se asupra tuturor combindrilor cu repetitie ale indicilor
14, ... 4 A lc§i printre numerele naturale1, 2, ... 7, s variazd intre valoarea
0 s1 4, unde { este ordinul operatorului diferential respectiv, ¢; sint functii
de » varmbﬂe si operatorii respectivi ac‘;mnmm asupra acestor func;cn,
iar Ay oo Gy smt constantele operatorilor diferentiali respectivi.

Matricea asociatd sistemului (10) de ecuatii diferentiale cu derivate
partiale linlare, cu coeficienti constanti, este de forma:

M( ? ) =D, (12)
LAY :

dacd aceasta matrice are ca elemente asa numitele polinoame P,(X) aso-
clate operatorilor diferentialei 12

Py (X)) =% a L X,‘ A (13)

in cazul problemei noastre, vom introduce matricea cu o singurd

coloand, w carei elemente sint junctiile necunoseute /i, iy, i, vy, vy, v

,
$1 90

N\
/N
TR
/ J, \“ 1
[ {: U, j‘ (14)
1
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Avind in vedere sistemul (6")--(8") de ecuatii diferentiale cu derivate
partiale liniare, cu coeficienti constanti, pe haza formulelor (14), (13), (12)
si (11), si a urmétoarelor notatii:

unde T, X, Y, Z reprezintd operatori diferentiali, si

a = v, b = vy, €= g
(16)
d=H,, e = [, = H,,

unde a,b.¢,d, e si f reprezintd mirimi constante, iar polinoamele asociate
PiX)y =12 ...7,7=12, ...7) sint de forme:

P,=T +aX +0Y + cZ

Py, =0, Py =0 ,
Py = —(dX + eY + f2) (17)
P, =0, Pyy=10, P,=10

P21 = ()

Py =T + aX -+ bY + o/

Py =0, Py = 0 (18)
P,, = —(dX + eY + {Z)

Py =0, Py = 0

Py =0, Py == 0

Py =T + aX 4+ DY =4 cZ

Py =0, Py =0 (19)
})36 = —((?‘X’ - Y —{— fZ)

P::? =0

Py = —(1Y + m7Z)

Pyy = 1X

Py = mX (20)
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unde prin constantele / $i m am notat:

unde prin constanta

H H,
= =2 g = =%

4mpy Ampq
P, = kY

Py = —(RX + mZ)
Py=0, Py =0
Py=T + aX 4+ bY + &
Py =20

Py = Ly

" %o

k am notat:

. Mo
k= e
Pﬁl = kZ
Py = 12
Py — — (kX + 1Y)
P64 =0, Pes =
Py =T + aX - bY + ¢/
e :—'51; A

Py =0, Py == 0, Py =0,

Py =X
Pr=Y
Poy =2
Pp=0

(21)

(22)

(23}

(24)

(25)

Avind in vedere notatiile (15) si expresiile (17—(25) pentru polinoamele
asociate P;(X) operatorilor diferentiali D;;(f =1,2 ...7;7=1,2, ...7),
matricea M asociatd sistemului de ecuatii diferengiale cu derivate partiale
liniare (6’)—(8’), are forma urmditoare:
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0 z R X 0 0 0
(%)

7 7FXetyvtr 0 0 (X1+x%)— Z1 7y
04

RO 0 VARIAUL D Tl 0 0 (74 x4)— 3y
:Q

(92) X 0 0 AR VR Gl X X1 (zw+ A1) —

o (Zi+etxe)- 0 0 VAR . UR D' CRN 0 0
0 0 (Zi+ Ko+ xP)— 0 0 7+ X9+ xv+1 0
0 0 o (Z+Letxe)— 0 0 70+ X+ xv+1)
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-
Caz particular. Considerdm cimpul magnetic H, In starea neperturbati
[=S
orientat dupd axele Oy si O~ si viteza {luidului v, in starea neperturbati
- -

o considerdm nuld. Perturbatia 7 a cimpului magnetic si perturbatia o’
a vitezei fluidului le considerdm dirijate dupd cele trei axe de coordonate
carteziene. In acest caz vom avea indeplinite urmitonrele conditii:

20, hy20; h20; vix20; v,20; +,£0
a =0;, ¢ =0, ¢ =0 (27)
d =0, ¢ =H,, =const.; = H, = const.

H H,,
Oy,' m = —%
dve, dze,

{11 acest caz matricea M definitd in (26) se reduce la forma simplificata:

T 0 0 —fZ—eY 0 0 0
0 T 0 0 —]Z—eY 0 0
0 0 T 0 0 —jZ—eY 0
l—mZ—1Y IX mX T 0 0 =X
- o ! (28)
) 1 !
0 =z 0 0 T -
(1]
o - 0 T .z
Q
0 0 0 ¢ Y Z 0

Determinantul acestei matrice are valoarea:

D "1*<—~'1‘4(X2+Y2+Z2) A+ TZ 4 V) [(X2 42 22) 2 4 1Y)+
fo

F Y (X2 Y2 22) fmZ (X2 22 — (nZ + 1Y) (f7 4+ oY )2 (A2 2%) —

— (mZ 4 IY) (fZ +e¥)2 . IY% (29)
Intr-o lucrare viitoare ne vom ocupa de consecinfele metodei matri-

cilor asociate in cazul in care determinantul matricei asociate nu este nul,

dupd cum rezulti din (29).
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OTHOCHUTEJIBHO ONPEAEJEHMA MATPUULIL, INPUCOEIWHEHHOM
K CHCTEME MATHHTOTHIPOIMHAMMYECKUX IHNOOEPEHIIMAJBHBIX
YPABHEHHWIT HECKHWMAEMOIO COBEPIIEHHOTIO ¢JIOMOA C BE3KOHEYUHO
BOJIBIIOM 3JEKTPOIPOBOAHOCTBIO

(Peswome)

B srtoit paboTe aBTOp BLIBOJUT MaTpHUy, NPHCOEIHHEHHYIO K CHCTeMe MAarHHTo-
ruApoAdnHaMudeckux HudQepeHuUHaNpHbBIX VPaBHEeHIl ¢ YACTHBIMH JIHHEHHBIMII TNPOHM3BOJ-
HBIMH, ¢ HOCTOAHHBIMH KO3QQHUHEHTAMH AAA HecxIMaeMoro coBepileHnoro ¢Jonza ¢
GeakoHeuno Goabluoll  3jeKTponpoBoaHocThio. Jlas  yupoulenus 3ajauu  npeneGperiim
TOKOM [epeMelleHHs, CHJAAMI Macce HeJeKTPOMATHNTHOLO TiHMa U IIpoLeccaMu TemIoNnpo-
BOJHOCTH BHYTpH @iionaa nposoanuka. Ilpeanosaras ¢aoua B HOCTOSHHOM H paBHOMEp-
HOM MarHHTHOM IIOJIe, H paccMaTpHBast HeHapylleHHoe cocTostnne uaronga, XxapagkTepH3c-
83aHHOE MNOCTOAHHBIMH BeJHYHHAMH, [OJYUAIOT CHCTEMY MAarHHTOMHAPOAHHAMHUECKHYX ypas-
HEHHH ¢ UYacTHHIMH JIMHe{HBIMH NPOH3BOXHBIMH, € LOCTOSHHBLIMH Ko3(uuneHTaMy. B Hafb-
HeiflieM, AU BBIYHCJAEHHS MaTpPHUBL, HPHCOEAHHEHHON K 3TOH cucTeMe ypaBHeHHI, npuMe-
Hsteress meTon, paspaborannelil Axagemukom ['p. K. Moiicuaom,

SUR LA DETERMINATION DE LA MATRICE ASSOCIEE AU SYSTEME D'EQUATIONS
DIFFERENTIELLES MAGNETOHYDRODYNAMIQUES D’UN FLUIDE PARPAIT,
INCOMPRESSIBLE, DE CONDUCTIVITE ELECTRIQUE INFINIE

(Résum é)

L’auteur déduit la matrice associée au systéme d’équations différentielles magnéto-
hydrodynamiques a dérivées partielles lindaires et a coefficients constants, pour un fluide
parfait, incompressible, de conductivité électrique infinje. Pour simplifier le probléme
on a négligé le courant de déplacement, les forces massiques de type non-électromagnéti-
que, les processus de conductibilité” thermique et de transfert radiatif a lintérieur du
fluide conducteur. En supposant le fluide situé¢ dans un champ magnétique uniforme
et en comsidérant 1’état mnon perturbé du fluide comme caractérisé par des
grandeurs constantes, on obtient le systeme d’équations magnétohydrodynamiques a
dérivées partielles, lindaires et 4 coefficients constants. I’ auteur applique ensuite, pour cal-
culer la matrice associée a ce systéme d’¢quations, la méthode développée par Gr.
C. Moisil.






MANUSCRISELE ASTRONOMIEI LUI BISTERFELD (I)

de
VICTOR MARIAN

In doud lucriri anterioare am prezentat manuscrisele de matematici?,
geometrie si fizici? care confin cursurile privitoare la aceste discipline
tinute de Johann Heinrich Bisterfeld, profesor la Collegium Bethlenianum
din Alba-Tulia. Aceste manuscrise sint note de curs scrise de Porcsalmi
Andrds, intre anii 1638--42 cind era elev la scoala superioari mentionatd
din Alba Iulia, dupd cursul profesorului sdu Bisterfeld. Notele lui Por-
csalmi ca si cele de mai tirziu ale lui Cserndtoni, au o valoare documentard
deosebiti pentru istoria invitimintului din Ardeal atit din cauza vechi-
mei lor, c¢it si din motivul ci ele redau fidel confinutul disciplinelor pre-
date de profesorii de la Collegium Bethlenianum in jumditatea intiia a seco-
lului al XVII-lea.

in lucrarea de fati ma voi ocupa de manuscrisele cu caracter astro-
nomic, ramase de la Porcsalmi, si cuprinse In diverse coligate, pe care le
voi numerota, ca si in lucrarea precedentd, cu cifre romane.

Manuscrisul 1, care face parte din coligatul ce se pistreazd in Bibli-
oteca Academiei R.P.R. T'iliala Cluj, Anexa 1I, purtind cota A.2.Ms.42,
cuprinde pe 82 pagini cursul de fizicd tinut de Bisterfeld in 1632 si copiat
de Porcsalmi 1n 1639. Din cele zece cidrti ale manuscrisului care poartd
titlul Speculinn naturae, numai cartea 11, intitulatd De corporc naturall
stmplici, si Cartea X, Cosmologia, se ocupd cu probleme de astronomie.

Bisterfeld imparte fizica in doud pirfi: fiziologie si cosmologie, , Dar
acestea desi sint deosebite totusi nu trebuie separate, ci totdeauna trebuie
comparate corpurile intre ele’’, cdci accastd comparafie este cheia fizicii.

Tiziologia considerd corpul natural privit in sine. Ea se imparte in
generald gi in speciald. Cea generald trateazd despre corpul natural in ge-
neral, pe cind cea speciald se ocupi cu corpul natural in particular. Aceasta

1Viector Marian, Un manuscris ardelean de aritmetici din veacul al XVII-lea.
«“Buletinul Universitdtilor ,, V. Babeg’ gi,,Bolyai’” Cluj‘‘, 1957, ser. Stiintele naturii, vol.
I, nr. 1—2, pag. 83—89.

2Victor Marian §i Maria Popescu, Manuscrisele geometriei gi fizicii
lui I. H. Bisterfeld, , Studia Universitatis Babeg-Bolyai'’ Cluj, Series I, Fasciculus I, 1959,
Physica.

3 - Matematicd Fizicad 11/1962
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din urmi este astronomia care in clasificarea lui Bisterfeld apartine deci
fizicii. El se ocupd cu acest subiect in Cartea a II-a, unde trateaza: Despre
corpul natural simplu.

Cartea a IT-a cuprinde zece capitole cu urmdtoarele titluri: Cap. 1.
De coelo in genere, Cap. II. De coeli affectionibus, Cap. III. De coeles-
tium operatione, Cap. IV. De orbibus coelestibus, Cap. V. De stellis si
Cap. VI. De stellis anomalis et cometis.

Cap. I., care trateazd Despre cer In general, incepe cu proprietitile
corpurilor naturale. Bisterfeld, admite, dupa Ar1stote1 cd lumea este per-
fectd, deci speciile corpurilor naturale nici nu se micgoreaza, nici nu se
1nmu1§esc, ele numai se amestecid. Corpurile sint regulate sau neregulate.
Bisterfeld admite, la fel ca Comenius, ca mijloc al cunoasterii naturii ex-
perienta, ratiunea si Scriptura, de aceea afirmé cd proprietatile corpurilor
naturale se afld prin experientd. Corpul natural poate fi simplu sau compus.
Corp simplu este acela care nu constd din diverse corpuri naturale.

Trecind la natura si proprietdfile cerului, Bisterfeld considerd, la fel
ca Aristotel, cerul drept un corp simplu spiritual, avind cea mai mare du-
rat, cantitete, loc, virtute si opera’;le Cerul poate fi considerat in general
si in special. in general trebuie sd-i cunoagtem principiile i atributele.
Prlnc1pnle cerului sint pdrfile esentiale din care constd, si anume materia
si forma.

Existenta materiei ceresti ne-o dovedesc atributele sale: cantitatea.
calitatea si actiunea corporald. , ,Afard de aceea dacd nu ar avea materie,
nu ar fi corp natural, ci spirit propriu zis*‘. Materia cerului este primari
sau secundard. Materia primard este aceeasi cu entitatea (Ens) elementelor
si nu este una, ci mai multe. ,,In sfirgit nu trebuie sd Inmul{im entitdtile
fdrd o necesitate ardentd. Dar nu ne Constrmge nici o necesitate si spunem
cd materiile sint diferite,,. Desi toate cele transmutabile intre ele sint din
aceeasi materie, nu toate cele care au aceeasi materie sint transmutabile
intre ele. ,,Materia cerului apropiat se pare cid este o substantd foarte sub-
tild capabild de expansiunea luminii pe care unii o numesc lumind sub-
stantiald (lux substantialis) !

Cealaltd parte esentiald a cerului este forma care da csenta cerului.
Iiste evident ¢d cerul are formd internd fiindedt este corp natural si foarte
ordonat. Combate apoi pe perip”xtdicienii care sustin cd forma cerului este
inteligenta (intelligentia); fizica insd nu ue obligd la aceasta, fiindcd forma
internd este suficientd tuturor operatiilor cerului. In sfirsit, afirmid ci
. forma internd a cerului este un spmt foarte pur si eficace (efficacissimus),
adicd o substantd corporald mai nobild si mai clard (lucidissima) decit
toate. De aceea mai adesea se numeste suflet (anima), nu fiindecd cerul ar
fi un animal sau un corp viu, ci fiinded are o formd corporald foarte no-
bilas.

Cele doud capitole urmditoare se ocupd cu atributele (attributa) ceru-
lui, care sint afectiuni (affectiones) sau operatiuni (operationes). Cap.
trateazd despre afectiunile cerului, care sint: durata, cantitatea si calitatea.
In ce priveste durata, Bisterfeld este de acord cu Aristotel ci cerul este
incoruptibil si cel mai constant (constantissimum) dintre toate. Imediat
insd se pune pe punctul de vedere religios afirmind ci cu aceasta nu e in
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contrazicere o viitoare schimbare in timp indelungat (extrema diu). In
adevir, scrie el, cerul fiind creat spre fericirea cuiva, urmeazd cd, inde-
plinindu-si acest scop, cel puin in ce priveste intrebuintarea sa, se poate
schimba. Ramine ca teologia si hotdrascd (definiunt) dacd se schimbi in
ce priveste substanta sau accidentele. In consecinti incoruptibilitatea ceru-
Iui nu se opune condensdrii sau expansiunii lui, existenta cirora in corpu-
rile ceresti ne-o aratd experienta.

Dupa astfel de consideratii teologice sprijinite de Biblie, Bisterfeld
trece la problema cantitdfii, adicd a mdérimii sau volumului ocupat de cer.
Acesta fiind corpul cel mai nobil in esentd, datoritd mai ales expansiunii
sale, ocupd volumul cel mai mare si locul extrem si pozifia cea mai fnaltd,
s1 imprejmuieste toate clementele. , Mirimea lui insd pind acum nu s-a
putut determina precis, dar se demonstreazd usor ca este finit, fiindcd este
corp’’.

Calitatile cerului sint figura, subtilitatea si lumina. De acord cu Aris-
totel sustine cd figura cerului este rotundd | fiindcd aceasta este figura
prima cea mai simpld si cea mai perfecta, deci cea mai potrivitd corpurilor
printe si omogene‘‘. De altfel miscarca stelelor si uzul instrumentelor optice
ne arata cd aceastd figurd a cerului este cea mai cuprinzdtoare.

Datorita subtilitatii sale cerul este liber de orice deunsitate (crassitio).
,,Acesteia 11 apargine lichiditatea (liquiditas) datoritd cdreia cerul cedeazi
corpurilor dure cum sint astrele‘. Iichiditatea cerului se demonstreazd
mai intii prin dovezi optice, cdci daca ar fi solid ca cristalul, am gresi la
observatia locului distantelor si marimii stelelor, ceca ce e in contrazicere
cu experienfa. Cdci toate se vad dupid legea refractiei, deoarece cerurile
sint mai dense decit razele.

Urmeazd iardsi un argument teologic. ,,Apoi in creafie s-a stabilit
penetratia corpurilor. In adevir, fiinded Dumnezeu a pus stelele pe cer in
ziua a patra, iar cerul dupd consensul unanim a fost creat in ziuna a doua,
in mod necesar s-a acordat stelelor penctratia’*. Aduce apoi un argument
stiintific: ,,astdzi aceasta este cu atit mai necesar cu cit planetele sint cind
mai apropiate cind mai indepdrtate’. Afard de aceea, deoarece cometele
sint corpuri eterice, cerul trebuie sd aibd o penetrabilitate maximid. Dar
nu uitd sd mai adauge un argument teologic. Dacd cerul ar {i dur, cum s-ar
fi ridicat la cer Emnoch, Ilie si Christos?

Bisterfeld se ocupd apoi mai pe larg cu natura si proprietitile luminii,
probleméd care a preocupat mult pe fizicienii acelei epoci. Alsted considerid
lumina drept un element. Elevii sidi, Comenius si Bisterfeld, nu au mers
chiar atit de departe, dar i-au dat o mare importanti. Acesta din urmi
face o distinctie intre lumina substaniiald si cea accidentald. |, Lumina
substantiald este un corp diafan concentrat, dupd cum se vede din nori,
lemne putrede’” etc., ca este materia cercascdi, fiinded nu se poate ca o cali-
tate atit de divind sd porneascd de la o substantd simpla opaci.

Tumina accidentald este fie ,,lux‘, fie , lumen‘ . Intiia este calitatea
corpului luminos, a doua imaginea luminii in transparent (perspicuo),
imagine intentionald nu reald. Lumina si umbra se raporteazi intre ele
precum proprietatea (habitus) si privatia (privatio). Focul este o lumini
mai densd (crassitior) $i mai impur, pe cind lumina este un foc mai pur
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si mai subtil. Lumina difuzd (sparsa) nu este corp: aceasta ne-o dovedeste
generarea, propagarea si pitrunderea ei. In adevdr un corp nu poate pi-
trunde imediat (subito) si nu se poate propaga atit de repede. De altfel
un corp nu poate patrunde prin corpuri atit de dense ca sticla, pietrele pre-
tioase etc. Numai in mod impropriu se spune c¢i lumina se propagi, re-
flectd si refractd. Ea se propagd in linie dreaptd, in toate directiile si foarte
departe. Lumina este foarte activd, izvorul oricdrei vieti si activitdfi.
Ajungind la corpurile opace nu poate trece mai departe si se reflectd. Ha
este finitd fiindcd la distanfe mari pe Incetul slibeste.

., Lamen'* este de ordinul intii, al doilea, al treilea, al patrulea, dupi
cum rezulti din ,,magisterium opticum‘‘. Lumina (lux) depinde atit de
mult de corpul luminos, incit indepdrtind acesta dispare si ea. Ea are mare
afinitate cu spiritele, de aceea toate vietitile se delecteazi de lumini. In
fine, lumina este foarte divizibild, de aceea ea zace in corpul opac, cici
corpul transparent ca intreg nu este vizibil.

Cap. ITI. se ocupd cu operatiunile cerului, care sint doud: miscarea
si influxul. Corpurile ceresti se migcd perpetuu, foarte repede si ordonat.
Privitor la aceastd miscare mai intii constatd cd, dupd cum ne aratd sim-
turile, stelele se indepdrteazd si se apropie de noi. De aici trage concluzia
logicd: ,,in realitate se miscd sau stelele sau Pamintul*‘. Réaspunsul insi
nu este acela la care ne-am asteptat, cici continud: | se pare ci se miscd
stelele; sat se miscd simultan stelele si Pamintul'*. Care din aceste posi-
bilitati este cea adeviratd? Bisterfeld se atagseazd categoric sistemului
geocentric, pe care-1 sustine cu diverse argumente, cum este cel al ciderii
corpurilor, sau urmdtoarele: , Afard de aceea fard indoialid s-ar naste un
zgomot enorm dupd cum se observd cind bate vintul. Spiritul animalelor
nu ar fi nicicind linistit si de altfel s-ar produce alte absurditdti‘'. In con-
secintd se miscd stelele dupd cum invatd si Scriptura. Mirimea imensd a
cerului gi marea lui vitezd nu e in contrazicere cu aceastd miscare, deoarece
miscarea pe circumferingd este mai ugoard decit cea spre centru.

Dar cui se datoreste migcarca cerului? Raspunde cd, desi e probabil
cd este miscat de ingeri, , totusi pare mai probabil ci se miscd datoritd
formelor sale. Cdci pare a fi incenvenient s atribuim anumitor stele anu-
miti ingeri. Afard de aceea nimeni nu ne constringe la aceasta, fiinded a-
ceastd miscare poate fi efectuatd prin natura proprie a cerurilor’*. Sustine
apoi incoruptibilitatea cerurilor, de unde rezultd cd miscarea lor este per-
petud si de aici cd este circulard, sau aproape circulard, de ex. pe o spirald.
Urmeazd o concluzie progresistd: ,,Desi miscdrile cerurilor sint variate
atit fatd de noi, cit si comparate intre cle, totusi legea lor este eternd, dupd
cum rezultd din observatiile si prezicerile astronomilore.

In continuare se ocupid cu influenta corpurilor ceresti asupra fenome-
nelor terestre si a omului. In sprijinul acestei influenfe aduce ca dovada
experienfa #ilnicd, rafiuneca sigurd si Scriptura. ,,Deci astrologia isi are
temelia sa. Cei care afirmi contrarul vorbesc sau de abuzul ei sau se in-
dreaptd impotriva acelora care atribuie prea multe astrelor‘. Influenta
cerurilor este manifestd sau ocultd. Cea manifestd este , lumen‘*, care po-
sedd forfa de a suscita spiritele incluse in corpuri, a deschide porii, a digera
cele necoapte. , Influenta ocultd este raza invizibild a celor ceresti, a ci-
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rei existentd o dovedeste experienta, cdci astrele exercitd fortd asupra cor-
purilor situate In locuri ascunse.

Cap. IV. se ocupd cu orbita cereascd, prin care intelege partea difuzi
si fluidd a cerului. Orbita cereascd se numeste de teologi ,,empiren‘’, iar
in Scripturd,, cerul al treilea' . I%{lowoful (Aristotel) nu vrea si defineascid
daci empireul este de specie diversd de a celorlalte orbite, se pare insi ci
rispunsul la aceastd intrebare este negativ. ¥ probabil ci orbitele cunos-
cute filozofilor diferd intre ele prin oarecare accidente de naturd nefizici.
Orbitele ceresti sint fluide ce nu se ating, ci sint continue, astfel ¢ nu sint
cauze ale migcdrii, iar stelele nu sint fixate de ele. Dar degi orbitele ceresti
nu sint reale, totusi ele sint folosite de astronomi in scop didactic. Orbitele
ceresti nu actioneazd asupra lumii inferioare prin raze vizibile, ci numai
prin raze invizibile.

Cap. V. trateaza despre stele ,,care sint corpuri sferice, luminoase,
ndscute din conglobarea cerului, receptaculele si izvoarele luminii¢®. Ste-
lele se impart in analoge (analogae) si in anomale, sau in ordinare si extra-
ordinare. Ordinare se numesc acelea care au fost observate de la inceputul
lumii, dureazd etern si au formi precisd. Principiul corpurilor ceresti este
armonia. ,,Numdrul stelelor este cu mult mai mare decit ne aratd Sf. Scrip-
turd, Galaxia si tubul optic sau telescopul, probabil nu par a depisi 1600,

Stelele ordinare sint fixe si planete. Stelele fixe se gidsesc in orbita
a opta, pdstreazd aceeasi distantd Intre ele si se miscd uniform de la risi-
rit la apus. Nu e ldmurit dacd ele sint libere sau legate.

,,Planetele sint stele ce se migcd cu miscare variabild. Ele sint in nu-
mir de sapte, anume: Saturn, Jupiter, Marte, Soarele, Venus, Mercur si
Luna. Dintre ele doud, Soarele i Luna au eclipsd: acela in conjunciie sau
lund noud, aceasta in opozitie sau lund plind‘‘.

Cap. VI. se ocupd cu stelele anomale §i cu cometele. ,,Stelele anomale
sint corpuri ceresti de durati aparentd, si alte accidente aseminitoare,
diferite’. Ele se lmpart in stele propriu zise si planete. Stelele anomale
fixe sint acelea care apar in sfera a opta avind aspectul celorlalte stele,
dar de duratd neasemenea. Prima a apdrut in 1072 in Cassiopeia si a durat
16 Iuni, a doua in 1600 in Vultur, iar a treia in 1607. Este insi indoielnic
dacd ele se nasc in realitate sau au numai aparitie recentd, totusi ultima
pare mai probabild. Planctele anomale sint acele ce se vid cu telescopul,
cum sint cei patru sateliti ai lai Saturn.

,,Cometele sint corpuri mai neregulate decit celelalte fenomene ceresti
mentionate mai sus’’. Ele dureazi rareori mai mult de sase luni, de obicei
o lund, uneori insd abia o ord. Au diverse mirimi $i concureazd cu stelele
fixe, uneori insi sint egale, ba chiar intrec planetele inferioare. Cometele
apar destul de rar, cidci de la nasterea lui Christos abia au aparut pe emisfera
noastrd 130; uneori insd apar doud sau trei. Ele se vid mai ales la nord, dar
apar si in in zodiac, ca cea din 1618. Sint variate atit ca formd, cit si ca culoare
care poate fi argintie, plumburie etc., de asemenea le variazd migcarea,
predominind cea dupd lagime.

Partea cea mai interesatd din aceastd expunere este cea privitoare la
natura cometelor ,,despre care discutd indeosebi filozofii’’. Bisterfeld isi
propune s treacd in revistd diversele pareri si sd le discute pe scurt. Problema
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importantd este dacd cometele sint aparenfe pure (emphqsis) sau esentd
corporald reald (hypostasis). Iil combate intiia parere, cdci aparen‘,cele pre-
tind materie solida reflectitoare, iar aceasta totdeauna este granulara si deci
nu se pot ridica atit de sus, apoi aparentele nu sint constante si dispar repede,
pe cind cometele dureazi cu lunile. Apoi aparentele se miscd datoritd luminii,
in timp ce cometele se miged liber.

In sfirsit, aparenfele se miscd numai sub anumite unghmrl si In anumite
locuri, pe cind cometele se depldb azd sub orice unghi si in orice Toc.

Trecind la a doua pidrere spune cd dacd cometele au existentd reald, sau
existd de la prima creafie sau sint niscute recent. Dacd existd de la creatie,
sau sint corpuri unice sau o colectie de corpuri oarecare.

Bisteifeld argumenteazd ci cometele nu existd din etern, cdci atunci
ar fi sau stele fixe sau planete. Dar deja caldeenii stiau ca nu sint stele fixe.
Insd nu sint nici planete, fiinded atit forma cit si distanta planului lor este
diferitd de a planetelor. Tar daca ar fi planctele ele s-ar vedea totdeauna,
cum se vid stelele fixe foarte mdepartate si nu sgi-ar varia mérimea. Apot
nu s-ar rarefia atit de mult incit si se vada prin ele stelele. In sfirit, ar
trebui si fic cu mult mai numeroase, prin telescop insd nu se vede nici una.

Dar cometele nu sint nici o aglomeratie de mai multe stele, cdci dis-
pirind ele nu apar stele, iar cind apar se vad toate planetele. Apoi ar fi
mai frecvente, nu ar dura atita si nici nu ar fi atit de mari.

Daci cometele ar fi corpuri ndscute de curind, sau ar {i corpuri incandes-
cente sau luminate; alt caz nu existd. Intiia parere o sustin peripateticienii,
ea nu este cu totul improbabild, totusi pare a fi departe de adevar. Argu-
mentele lui Bisterfeld sint urmitoarele: Mai intii un corp incandescent
nu poate dura cit cele mai multe comete, cdci un corp inflamabil oricit de
mare, in aer liber se consuma repede. Acestei conceptii i se opune faptul cd
capul cometelor nu este cu mult mai mic decit Pamintul, iar coada lor de
citeva mii de ori mai mare, astfel cd nu pot proveni din fumul (fumo) terestru,
deoarece intreg aerul nu e suficient pentru o masd atit de mare. Apoi se
opune locul si situatia cometelor, cici ele sau nu au paralaxid, sau an una cu
mult mai mici declt Luna, deci sint mai depdrtate decit Luna. Aerul insd
nu depiseste 50 de mile. Dar chiar daca i-am da 100 nu am putea salva apa-
rentele. Unclt argument este miscarea cometelor. Cicl dacd aceasta ar avea loc
in straturile superioare ale aerului, ea ar{i atit de rapidd cit este fulgerul
si nu ar dura mai mult de doud ore, ba la dreptul vorbind nici una; experienta
insd aratd contrarul. Asadar cometele nu sint in aer ci in cer, si nu sint
incandescente.

Dacid cometele sint corpuri luminate, ele s-ar gisi fie in regiunea ele-
mentard fie in cea etericd. Dar s-a ardtat mai sus c¢d nu se gasesc in regiunea
clementard cum credea Scaliger. Dar dacd se gisesc in regiunea etericd, sint
sau emanatii ale corpurilor ceresti sau condensatii eterice. Kepler si alfi
matematicieni celebri sustin ¢i sint emanatii ale corpurilor ceresti, de ex.
ale lui Saturn, ale Soarelui etc. Aceasta insd nu e probabil din cauza nesta-
torniciei distantei si armoniei cerului, deci nu e admisibild.

Concluzia lui Bisterfeld este deci ci cometele sint corpuri condensate
din eter si luminate de Soare. In adevir eterul condensat striluceste atit
cu lumina proprie, cit $i in lumina primita, si uneori apare ca un singur corp,
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alte ori ca mai multe corpuri aglomerate. Dacd pirtile sint distribuite in
mod egal san dacd coada este acoperitd de cap, cometa va apare sferici.
Daci sint distribuite inegal in asa fel incit si fie aproape poroase, nu va fi
exact sfericd, ci alungitd si dacd se vede dimineata va avea barbi, daci se
vede seara va fi cu coadd. Se pare cd migcarea cometei este rectilinie sau
aproape rectilinie. La fel cu cometele si fenomenele lor trebuie judecate
dupd lumina si umbra lor.

Cartea a X-a poartd titlul: Cosmologia sau doctrina despre lume. Ea
cuprinde doud capitole: I. Despre constructia lumii; II. Despre atributele
lumii.

. Lumea luatd strict si in mod fizic, este constructia foarte ordonata
a tuturor corpurilor”’. Lumea a fost creatd. Aceasta este evident din insdsi
definitia ei. In adevidr ea fiind construiti sau compusi, in mod necesar
trebuie 3 aibd o cauzd componentd, cdci nimic nu se poate crea prin sine
insusi’’. Asadar lumea este oglinda clard a atotputerniciei, intelepciunii
si unitatii divine’’.

Urmeazd descrierea crefirii lumii din haos, sprijinitd de Scripturi si
de ratiune. Aceasta din urmd ne spune ci lumea fiind corporald consti din
materie, care fiind o entitate finitd e necesar si fie creatd din nimic. Haosul
a avut forma sfericd, dupd cum ne aratd forma sfericd a apei. Lumea a fost
creatd prin aceea ci ,,Sf. Spirit a Inzestrat haosul cu un spirit oarecare cor-
poral’’, care astfel a agitat toatd masa in asa fel ca fiecare lucru s tinda spre
locul sdu natural. El a fdcut ca lucrurile de acelasi fel 'sd se adune, iar cele
eterogene si se separe. Atit Scriptura, cit si ratiunea ne spune ci dumnezeu
deodatd cu crearea lumii i-a dat $i o ordine punind lucrurile mai ugoare mai
sus, iar cele mai grele cum este apa si pdmintul au rdmas in centru. Acest
aranjament dovedeste intelepciunea, bunitatea atotputernicului dumnezeu,
,.»mai ales cd si azi apa si pdmintul se genereazd in mod egal’’.

Dupa aceasta expune crearea lumii, potrivit Bibliei, in sase zile.

Cap. II se ocupd cu atributele lumii, adicd cu proprietitile ei. Cea mai
de seamd este cd eae finitd atit ca duratd cit i ca perfectiune. ,,Corpul
este finit, nu numai fiinded a fost creat, ci si fiinded este corp. Sfirsitul
duratei este, prin care lumea a inceput in timp si cu timpul, si oarecind se va
teimina”. Din diversele miscdri ale Soarelui si Lunii si din deosebirea oame-
nilor rezultd in mod necesar ci lumea nu a existat din etern. Acelasi lucru
il aratd si schimbdrile din cer si aparitia stelelor noi si a cometelor, precum
si sfirgitul lumii.

In continuare trateazd despre mirimea universului, cici fatd de sfera Soa-
relui, Pamintul este ca un punct. Dupi calculele lui Copernic, de la suprafata
Piamintului pind la sfera Soarelui sint 1119 semidiametre terestre (care
contin 60 de mile germane). Dar sferele sint proportionale cu cubul diametre-
lor, astfel cd numai sfera Soarelui va fi aproape infinit de mare fad de globul
terestru. Sustine apoi ideea progresistd cd universul este unic, afirmind cd
aceasta oaratd nu numai Scriptura, ci si ratiunea. Afirma apoi dupd Aris-
totel cd: , Forma lumii este sfericd: cici aceasta este cea mai omogend’’,
aceastd formd o are Pdmintul si cerul dupd cum arati misura fieciruia.
,,Cdci dacd lumea nu ar fi sferici, in naturd ar exista vid’’. Manuscrisul
se termind cu o expresie de admiratie fatd de armonia si ordinea pérfilor
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lumii, care totdeauna corespund intregului si siesi, inceputului si sfirsitului,
sau, In modul cel mai precis, ca o dovadi a puterii, intelepciunii si bun&tatii
divine. ,,De aici se naste conexia lumii si se exclude fvidul’’.

Manuscrisul II. nu se ocupd cu chestiuni de astronomie, in schimb
manuscrisul 111, care poartd cota A2. Ms 443, de format 90 x 160 mm,
contine 4 pagini de cosmologie si 16 de astronomie. La sfirsitul cosmologiei
gisim notatd data si locul scrierii manuscrisului: ,,24 decemb. Annii 1641.
Albae Juliae’’. Din faptul ci aceste doud capitole sint puse dupd insemnarile
de fizicd, aritmeticd si geometrie se vede cd ele intrau in cadrul cursului
de filozofie al lui Bisterfeld. Se mai poate vedea din acest manuscris cd la
fel cu celelalte capitole, notele de cosmologie si astronomie sint recapituldri
ale cursului, probabil in vederea usurdrii examenelor.

Cosmologia cuprinde XX de propozitii luate in mare parte dupid Cartea
XXVI-a a Enciclopediei lui Alsted, carte care se ocupd cu cosmografia.
Se vede ¢ acesti autori nu faceau nici o deosebire intre cosmmologie si cosmo-
grafie.

Propozifia I. defineste cosmologia ca ,,stiinta sferei lumesti’”’. Ea se
imparte in generald si in speciald.

Propozitia II. ,,Cosmologia generald trateazd despre sfera lumii in
general, care este un corp rotund cuprinzind cerul si Pamintul. Ea este
reald sau reprezentativd’’. Se trece apoi la proprietdtile si diviziunile sferei
reale, cu care se ocupd urmétoarele 15 propozijii.

Propozitia III. Proprietatile sferei lumesti sint absolute sau relative.
Cele absolute sint cantitatea si forma lumii.

Propozitia 1V. Cantitatea lumii este mirimea, cu care ea intrece orice
cantitate continud a celorlalte corpuri. Dupd aceastd definitie luatd din
Alsted, Bisterfeld continud: | De aceea cantitatea lumii este mai mare ca a
tuturora, si nu o putem exprima prin nici un numdr. Ea totusi este finita,
deoarece nici un corp sferic nu poate fi infinit, de aceea ea poate fi cuprinsi
de Dumnezeu’’, dupd cum spune Aristotel.

Propozitia V. ,Forma lumii este exact sfericd, pe care o cuprinde o
singurd suprafatd, in exterior convexd iar in partea interioard concava’
Aici atrage atentia ca: ,,Identitatea formulelor din lume si a pdrfilor ei
mai importante demonstreazd identitatea naturii’’

Propozitia VI. ,,Proprietatea relativd a lumii este pozitia care se observa
in lume in raport cu intregul si cu partile. Pozitia in raport cu intregul este
accea in care intelegem ci este agezatd lumea in spatiul intern egal cu ea sau
intr-un loc invariabil”’. Bisterfeld adaugd cd: , Lumea are proprietatea
indscutd de a ramine totdeauna in acelasi loc’’. Apoi continud iardsi dupd
Alsted: |, Pozitia in raport cu pdrtile este configuratia prin care regiunea
etericd cuprinzind cerul si stelele ocupid locul suprem, si inconjoard pe cel
elementar; iar cel elementar cuprinde focul si aerul, apa si pdmintul”’.

Propozitia VII. incepe diferit de Alsted: ,,Pér;ile lumii sint substantiale,
care constituie intregul, sau accidentale, care variaza dupi pozma si distantele
locurilor, de aceea depinde de Conceptla noastrd astfel, cd in cea mai mare
parte se pot numi arbitrare’’. La fel ca Alsted, Bisterfeld atribuie lumii
sase pozitii diferite: , La dreapta, partea de nord. La stinga, partea de sud.
Inainte apusul, inapoi rdsdritul. Sus partea cerului pe care o avem deasupra
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capului, jos partea terestra in care traim. Apoi emisfera superioard care
cuprinde cerul i Pdmintul nostru, $i emisfera inferioard care cuprinde cerul
si pdmintul antipod. La fel emisfera boreald dincoace de ecuator si cea aus-
trald dincolo de ecuator”.

Propozita VIII. ,La fel in al doilea rind lumea se imparte in statii
cuprinse de anumite cercuri. Aceste cercuri au proprietati, parti si specii.

Propozitia IX. , Proprietdfile acestor cercuri sint: 1. au 360 de grade, 2.
posedd un principin oarecare extern’’.

Propozitia X. , Partile sint: axa, care este linia dreaptd dusd prin
cerul din mijloc. Polul, care este extremitatea axei. Circumferinta, care este
inconjurul sferei’’.

in propozitia XI se dau fclurile de cercuri, dintre care , unele sint
mai mari altele mai mici. Mai mari sint acelea care impart sfera lumii in
doud pirti egale. Ele sint mobile sau imobile”.

Propozitia XII. ,Cercurile mobile sint acelea care se rotesc impreund
cu cerul, desi ni le Inchipuim c¢d zac pe pamint. Ele sint primare sau secun-
dare’’.

Propozitia XIII. Cercurile mobile primare sint ecuatorul si zodiacul.
Fcuatorul, cel mai important, se defineste ca ,,cercul mai mare mobil pre-
tutindenea echidistant de polii lumii, si impartind sfera lumii in doud
emisfere in mod exact’’. Zodiacul este definit ca ,,cercul mai mare mobil
ce imparte lumea in doudsprezece spatii egale’’.

Propozitia XIV. ,,Cercuri mobile secundare sint cele doud coluri, care
se taie in poli sub unghiuri drepte”.

Propozitia XV. | Cercuri imobile sint acelea, care-si pistreazd aceeasi
pozitie pe sferd, si nici nu se migcd ca celelalte, cum este meridianul, care este
cercul mai mare imobil ce trece prin fiecare pol, prin punctul meridional i ver-
tical, la mijloc intre risdrit si apus. Apoi orizontul care este cercul cel mai
mare imobil, ce separd partea vizibild de cea invizibild’’.

Propozijia XVI. ,,Cercurile mici sint acelea care impart sfera lumii in
doudl parti neegale, ca tropicele sipa ralelele. Acelea sint doud cercuri mici,
la distanfe egale de la ecuator, si care trec prin cele doud extermititi ale
zodiacului. Unul din ele se numeste al cancerului, celilalt al cdpriorului.
Mai sint doud cercuri mai mici in jurul poliler lumii, dintre care cel superior
in emisfera noastrd, se numeste polul arctic, cel inferior antarctic’’.

Propoziitile XVII—XIX se ocupé cu sferele artificiale. Propozifia XVII
spune cii: ,,Sfera reprezentativid este aceea care reprezintd toatd masina lumii,
impreund cu diversele ei parti si misciri. Ea este mai putin sau mai mult
artificiald”’. Propozitia XVIII: ,,Sfera reprezentativd mai pufin artificiala
este  lobul lumii ce cuprinde globul ceresc si terestru, migcate cu mina’’.
Propozifia XIX: , Mai artificial este globul lumii, ce se vede miscindu-se
prin propria sa masindrie’’.

Propozitia XX ne spune cd ,,pind aici s-a vorbit despre cosmologia
generald. Cea speciali este astronomia, care explici sfera cereascd, sau
geografia, care explicd sfera terestrd’’. Aici terminologia diferd de a lui
Alsted, care foloseste in loc de astronomie termenul de uranometrie,
intelegind prin astronomie ,,prima parte a uranometriei despre miscarea si
masura corpurilor’’.
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ACTPOHOMHUUECKHE PYKOITMCH BUCTEPO®EJIBOA (1)
(Peswome)

SBasisick NpoRoKeHNHeM NpeALAVILHX PafoT OTHOCHTENBHO PYKOUWCHBIX JIeKUHI,
untauusix M X, Bucrepdenpnom B Koasnerns DBernena B An6a-lOausa, B nepuon
1632—1653 rr., HacTOsLlast CTATbf HCCACAYET COAEPXKAHHE ACTPOHOMHYECKHX H KOCMO-
Joruueckux pykonuceil. Yernlpe H3 5 HCCAELOBAHHBIX  PYKolHcelh ObLIM  TepemHcaHbl
IMopuanamy Anapamem, a ogna — Uepuatonn Ilanem, nosxe craBmumu o6a npodecco-
pamu Kayxckoit pedopmartckoii Kosserut,

[To cBoefi MaHepe uzaarath 3a1auil  aCTPOHOMHH H3YUEHHBIE PYKOIMNCH HeNsiTCH
Ha naBe xaTeropud. B To Bpemsi Kak B nepBofl Karteropuu, mnojpaxas Aubcrely, lne-
JlaloTCsl HEKOTOpPble YCTYIKH APHCTOTeN0, Bo BTOPOH ApHCTOTENb TOABEPraercss SApOCTHBIM
Hanmagkam ¢ Hovowbio Gubaeiicknx 10BoAoB. Kak n B aexunsx bucrepdensna no
busnke, HaTankuBaeMcs H 31eChb HA TNPOTECTAHTCKYIO CXOJACTHKY, TMOUTH HCKIIOUMTENBHO
OCHOBaHHVI0 Ha DBubaun # 3aMeHHBLUIVIO TNepHNaTeTHYECKYIO CXOJaCTHKY, ONHPaBLIVIOCA
Ha Apucrorens.

Peaurnosnpiii xapaktep uaxoIuT cefe obbsichienne B ToM, uTo bBucrepdeana asasics
nporectauTcKuyM Gorocaosom, npusBanbiM B Aznba-l0ans smecte ¢ AabcTezom  Aas
yKpenjieHHsl KaJbBHHH3Ma B TpaHCHIbBaHHH,

LES MANUSCRITS DE L’ASTRONOMIE DE BISTERFELD (I)

(Résum é)

Comme suite & des travaux antérieurs relatifs aux manuscrits des cours tenus par I.
H. Bisterfeld au Collegium Bethlenianum d’Alba-Tulia entre 1632 et 1655, le présent article
s'occupe du contenu des manuscrits d’astronomie et de cosmologie. Quatre des cing manus-
crits étudi¢s ont été copids par Porcsalmi Andrés, le dernier par Csernitoni Pal; ces deux
personnes ont ¢té plus tard professeurs au Collége Réformé de Cluj.

Ies manuscrits étudiés se groupent, quant a la fagcon de traiter les problémes d’astro-
nomie, en deux catégories. Alors que dans les premiers, qui suivent Alsted, il est fait quel-
ques concessions i Aristote, dans les autres Aristote est attaqué avec véhémence 3 1'aide
d’arguments tirés de la Bible. Comme dans les cours de physique de Bisterfeld, nous trou-
vons ici aussi la scolastique protestante, fondée presque exclusivement sur la Bible, qui a
remplacé la scolastique péripatéticienne, laquelle s'appuyait sur Aristote.

Ce caractere religieux trouve son explication dans le fait que Bisterfeld était un thé-
ologien protestant appelé a Alba-lulia avec Alsted pour reunforcer le calvinisme en Tran-
sylvanie.
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‘COMPORTAREA INTEGRALELOR UNOR SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE,
CARE DEPIND DE UN PARAMETRU MIC

Rezumatul disevtafiei prezentatd de M. FRENKEL-FERTIG pentru obtinerea titlului
de candidat in  stitnfele fizico-matematice

Problema de bazid este de a studia comportarea integralelor unor ecuatii diferentiale

sau sisteme de ecunatii diferentiale, care depind de un parametru mic g, cind functiile care
intervin in aceste sisteme nu sint continne de g, pentru € = 0

in primele patru capitole se studiazi ecuatia diferentiald:
e L Oi(x, w, ., pUTE, g Oy,

Loy e) = 0, in cazul
oyl 0y =0 (1)
Conditiile impuse functiilor @, si (), sint urmitoarele:

1. Oz, », ..., y"~ 1), g) este o functie continud in raport cu toate variabilele in do-
meniul

Qulr, v,

A:xong;,—oo<y(i)<+OQ

(i1=0,1,...,n — 1), 0 € < ¢,
cu derivate partiale de ordinul intii continue in raport cu #, y, ..., y(» -1 si expresiile acestor
derivate partiale sint de forma:
190,

n-— " - (n—
Lt =4y, .,y Ty T By, oy

. ,€)
aQ (n~1) (n—1) fro b
_:a,g;lm:Ai(x, P Y €)Y +B.(x,y, Y ),
1 80, .
ed , n-1)

{(n—1)
n——l(x’ y: .)’ » 5)-
unde ¢ este un numir real mai mare sau egal cu unu (i

= 0,1,...n —
$1 By_; sint functii continue si mirginite in domeniul A.

ev{nAl)

9

9y, iar 4, B, A¢, By
2,

O, v, oo, y(n-—Z, },(n—l), 0) =0,

. o (8—2) -
1.1_?(} i ax,y, ..., (" n

»¥ ).
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3.
lim -1 X, (n—2)
'(n_”—wroo y(n-l) 4’1( Y. .oy ) E),
; Uy _
o, = ey, Ly
Y -0 J

oricare ar fi € 2: 0, ¢y si ¢, sint functii continue in raport cu toate variablele, cu deri-
vate partiale de ordinul intii in raport cu ¥ i y{9), (i =0, ..., n — 2), continue in domeniul:

¥oSrsy, —oo<y <+ (i=0,1,...,2—2),0<5c¢€< ¢

4. Qufx, », ..., B2, £) este o funciie continui in raport cu toate variabilele, are
derivate partiale in raport cu x» si ¥(?) de ordinul intii si al doilea continue in domeniul D:

pE<rsy, —ow<yll<doo ((i=201,...,7m—2), 0<e< g,
iar derivata partiald in raport cu » este de forma:

n-—-2

a0 S -
= OAi(x, 9y + Blx,y, ..., ¥, ¢

e

unde B(x, y, ..., y("2), &) este o functie continui $i mirginiti in domeniul D.
80, 8R 320,
ay(') ay(f) ay"’ay(”
mirginite in domeniul D, iar

Derivatele partiale ‘ sint de asemenea functii continue si

Se considerd ecuatia diferentiald (1). Pentru e == 0, conditiile enumerate mai sus
asigurd existenta §i unicitatea integralei ecuatiei diferentiale (1):

v o= y(x, ¢,
cate satisface la condifiile initiale
¥ rg, ) =p8e) =0,1,..,n —1). 2)
Se presupune cd existd limitele:

lim yg)(e) =y(()i) i=0,1,...,5—1)
. &0
yé;) fiind nigte constante, independente de e.

Notim cu fy(#, v, ..., y#=8), 0}, functia implicitd definitd de ecuatia

Qulx, 5, ..., y(”' 3, f1,0) = 0.
Se demonstreaza:

(n—3)

TEOREMA. Dacd y ™% = fi(xg, ¥g, ..., ¥§™, 0), atunci

lim y(x, g) = yD(x) (G =0,1, ...,n — 3).
>0
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y{%) fiind integrala ecuatiei Q,(x, ¥, o.., y872), 0) = 0, care verifici conditiile ;(xo) =
=y=1,...,n —3).
TrorsMA. Existd doud functii continue F,(x), F,(v) si functiile continue ¢q4(#), ...,

@n—g(%) In intervalul [x,, ¥, care an proprietatea cd pentru orice v > 0, corespunde un g, > 0,
astfel ca

(1F ) = 0] + () = vl + 2 loyla) — 3,5, )} < 7

pentru ¢ < g, si orice » din intervalul [x,, %15 (%n, 1un) $i (Pm, Up) sint punctele de maxim
si de minim pe curba u = u(x, ).
In capitolul al V-lea se studiazi sistemul de ecuatii diferentiale:

dx;

€ at == Xi(xl. coey Eny, Uy, oo, Up) + Evi(xlr ceey X, Uy, .., Uy, E€)
) (t=1,2, ..., %)
duy
th = Uilx,, ..., 1 Yn, Uy, ..., U, €) (Il=1,2 ..., m

§1 se presupune cd au loc urmdatoarele proprietiti ale functiilor X;, V', si Up
1. Functiile X; (i =1, 2, ..., ) sint continue si au derivate partiale de ordinul
intli si al doilea continue in raport cu toate variabilele intr-un domeniu D, care coniine

0 0 0 0
punctul (xl, e Xy, UL, e, 1%,,).
2. Fuanctiile V; si U; sint continue §i au derivate partiale de ordinul intli continue in
L. N . . 0
raport cu toate variabilele, intr-un domeniu A, care contine punctul (x?, L, xg, “?" coott,, 0).

3. Fanctiile X; nu se anuleazdi toate pentru xj = x(f ny = u?.

Fie x; = xilt, €) =1, ..., #n), = w(t, g (I =1, ..., m), sistemul de

u
integrale al sistemului de ecuatii diferentiale (2), care verificd conditiile initiale:
]
) = u;.

x;(0, €) == xf, 1#,(0, ¢

Sistemului de ecuatii diferentiale (2) i se asociazd sistemul
_dxy,

a . = dt ' 3)
X, X,

in care u,, ..., u, sint considerati ca parametri.

Fie
Hilxy, o0, an, Uy, o, ) =hy {i=1,...,n—1)

un sistem de # — 1 integrale prime independente ale sistemului (3).

4. Ecuatiile: x; = xi(7, by, oo, humy, 1, oo, %) (0 =1, ..., n) formeazd reprezen-
tarea parametrici a familiei de curbe integrale, parametrul fiind t pentru 0 < 7 < + o0
$i (Ays ooy Bny, uy, ..., #,y) € 8. Domeniul § din spatiul cu # — 1 4 m dimensiuni
contine punctul (h?, . ]‘2—1’ u?, e u?n) unde h? = H;(x?, e, xg, “(1) . u(,)”).

Existd functiile: y; = vilz, Ay, ..., hu—q, %y, .., 4y) (i =1, ..., n), care au urmi-
toarele proprietiti:

a) vi(t, by, oo, Buy, %y, ..., 1) sint functii continue si au derivate partiale de ordi-

nul intii continue in raport cu toate variabilele, in domeniul

8‘{O<r<ﬂ~00

(Byy oo B, 1y, oo, uy) €8
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b) Functiile y; sint periodice in raport cu 1, avind aceeasi perioadd pentru orice sistem
de valori (hy, ..., hn_y, ty, ..., ty) € 3.

¢) Pentru orice sistem de valori (&, ..., hu_q, %, ..., ty) avem

lim (v; — ;) =0
T+ @

) Pentru0 < v << T 00 §i(hy, oo, nyg,ty, oo, Uy) €8, avem (¥, ..., Yu Uy,. .. Up)
€ D, unde D este domeniul in care functiile H; sint continue.

Troremd. Dacd conditiile 1, 2, 3 5i 4 sint indeplinite atunci existd un interval {0, ¢,1,
astfel ca

Hm Hilx(t, €), ..., an(t, &), uy{t, ), ..., tylt, )] = iz”;(!) (i==1, ..., w—1), (I=1, ..., m)
£>0

lim w(t, &) = wylt)
g0

pentru ¢ € [0, ¢.], _l_z,'(t) si 171(1) fiind sistemul de integrale al sistemului valorilor medii
asociat sistemului (2), care verificd conditiile initiale:

B0y =B =1, = 1)

w,(0) = uf (=1, ..., m)

INTEGRAREA NUMERICA A ECUATIILOR DIFERENTIALE ORDINARE PRIN
METODA RETELELOR &

Rezumatul disertafiei prezentatd de A. COTIU pentru obfinerea titlului de candidat in
stiintele fizico-matematice

Lucrarea acuce unele contributii la rezolvarea anumitor probleme din analiza numerici,
care se referd la integrarea ecuatiilor diferentiale ordinare, cum sint: studiul comparativ al
diverselor procedee de calcul, evaluarca si delimitarea erorilor de caleul, determinarea
procedeelor care — pentru probleme date — conduc la un numdr cit mai mic de operatii,
justificarea teoreticii a utilizdrii in practicd a unor procedee de caleul, ete.

Rezultatele date in teza de disertatie se referd la ecuatiile diferentiale de ordinul
intii. In alte lucrdri, care vor urma, metoda retelelor va fi aplicatd la integrarea numericd
a ecuatiilor diferentiale de ordin superior.

1. Cunoscuta metodd a liniilor poligonale a lui Euler, de integrare aproximativid
a ecuatiilor diferentiale ordinare, de ordinmul intii, cu conditii initiale date, este forma in
care metoda retelelor a fost aplicatd acestora. Eroarea, in metoda liniilor poligonale a lui
Suler, cind se trece de la nodul x, la nodul v = x, + %, unde % este pasul de integrare,
este de ordinul lui A% Integrala exactd, v(x), a ecuatici diferentiale

yo=Jlroah, wxg) ==y, 1
si integrala aproximativi, y(x), calculatd prin metoda liniilor poligonale a lui Euler, dez-
voltate dupd formula lui Taylor, in vecinatatea nodului x,, au primii doi termeni identici;
coeficientii care figureazi in membrul al doilea a celor doud dezvoltiri, sint aceiasi pind la
# inclusiv. Se spune, pentru acest motiv, cd, metoda liniilor poligonale a lui Euler, este un
proceden de ordinul intii de exactitate.

S-a pus problema miririi ordinului de exactitate a metodei liniilor poligonale a lui
Euler. In acest sens in 1895 R un ge a propus o metodi de lucru, care a fost completatd
apoi de Kutta, Nystrom, Huta, s. a.

3
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Astfel, Kutta in 1901 a stabilit procedee de ordinul patru de exactitate, a ciror
aplicare necesitd patrn substitutii in ecuatia diferenfiali. Formulele necesare pentru apli-
carea acestor procedee contin 10—13 constante. Tot Kutta, jar mai tirziu Nystrém
(1925) au dat procedee de ordinul cinci de exactitate, a cdror aplicare necesiti sase substi-
tutii in ecuatia diferentiald. Formulele care se folosesc pentru aplicarea acestor procedee,
contin 23 constante. In 1956 §i 1957, Hu ta, urmind aceeasi metodd de lucru, a stabilit
procedee de ordinul sase de exactitate, a cdror aplicare necesitd opt substitutii in ecuatia
diferentiald. Formulele care se folosesc pentru aplicarea procedeelor lui Huta contin 42
constante.

Prin metoda de lucru expusd de R un ge, care necesitd calcule destul de greoaie, s-au
construit procedee de ordinul gase de exactitate, cel mult.

Generalizind proprietatea care intervine In metoda Iui Runge-Kutta, prof. D. V.
ITonescu aindicat in 1954 o metodd care permite construirea de procedee de orice ordin
de exactitate, de integrare numericd a ecuatiilor diferentiale de ordinul intii, fird insi ca
procedeele cunoscute pind atunci, $i cele ale lui Huta, stabilite mai tirziu, si poatd fi
obtinute in acest fel. Procedeele stabilite prin metoda indicatd de prof. D. V. Ionescu,
necesitd multe substitufii in ecuafia diferentiald, motiv pentru care se sugereazi ideea si
se construiascd procedee de ordinele cinci, sase, s.a.m.d., de exactitate, a ciror aplicare si
necesite insd calcularea functiei f(¥, ¥) pentru un numir mic de perechi de valori (x, ).

Lucrarea de disertatie contine 3 capitole.

2. In capitolul I sint date rezultate care se referd la studiul comparativ al delimiti-
rilor erorilor in cele mai cunoscute procedee de tip Runge-Kutta, de integrare numerici
a ecuatiilor diferentiale de ordinul intii. Din acest studiu rezultd cd, in aplicatii, unele pro-
cedee sint preferabile altora, desi au acelagi ordin de exactitate.

Metoda de lucru pe care am intrebuintat-o pentru a obtine aceste delimitédri, se dato-
reste lui L. Bieberbach., Metoda constd in a dezvolta dupd puterile lui x — x,, atit inte-
grala exactd y(x), cit si integrala aproximativd ¥{x). Apoi, cu ajutorul unor majorari rela-
tive la functia f(», y) si la derivatele sale partiale, in raport cu x si v, se evalucazd va-
loarea absolutd a diferentei celor doud integrale. Am urmat aceastd metodd luind pentru
marginile superioare ale valorilor absolute ale functiei f(v, v} si ale derivatelor sale par-
tiale, numere, pe cit posibil cele mai mici. In felul acesta, domeniul in care au loc delimi-
tiarile date de noi, este mai mare decit domeniul in care sint valabile delimitdrile de tipul
celei datd de Bieberbach, in cazul procedeului lui Kutta, de ordinul patru de exactitate.
Apoi, in domeniul in care sint valabile delimitdrile date de moi, cit $i acelea de tipul
lui Bieberbach, cele date de noi sint mai mici (mai bune). Forma delimitarilor erorilor
date de noi, este mai complicatd decit aceea a delimitdrilor de tipul lui Bicberbach.

In paragraful 5 insi, din cauza calculelor foarte complicate, care sint necesare pentru
a da delimitdri de tipul celor date in paragr. 1--1, s-au dat numai delimitari de tipul
lui Bieberbach.

3. In capitolul IT al lucririi se stabilese doud procedee de integrare numericd a ecuaticl
diferentiale (1), care s-au obtinut inlocuind derivatele y("”i‘(,v), (k = 2), In dezvoltarea in se-
rie a integralei exacte y(x) in vecinitatea nodului x;:

h h? i3

I A O el UM E T B S A O 7 I S (2)
1! 21 31

vivg b ) = (v o
prin rapoartele de diferente corespunzitoare. S-au folosit de asemenca, anumite relatii intre
derivatele si diferentele unei functii, exprimate prin formula lui Mark o v.

Tinind seamd de forma formulelor care se folosese pentru aplicarca procedeelor obtinute
3i de unele rezultate, obtinute de noi cu altd ocazie, se dd si procedeul care le generalizeaza pe
acestea, pentru aplicarea ciruia se utilizeazd formule care depind de un paramefru. Pentru

valorile 0 si -3— ale parametrului, din acest procedeu, se obtin procedeele de mai sus.

Prinextinder:a uneimetode de lucru datoritd Ini L. Collatz, in procedeele stabilite se dau
delimitdri recurente si directe ale erorilor, pe baza cirora se pune in evidentd faptul cd al doilea
procedeu este mai exact (mai bun) decit primul. Pentru aceasta s-au folosit formulele de cunad-
raturd ale lui Simpson §i Newton, precum si conditia lui Lipschitz.

W
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4, Capitolul IIT al lucrdrii este consacrat obtinerii de procedee de ordin inalt de exacti-
tate, de integrare numericd a ecuatiilor diferentiale de ordinul intii, pe un numir minim de
noduri. In acest sens s-au adincit si extins rezultatele obtinute de E. Fehlberg la sfir-
gitul anului 1958.

E. Pehlberg reduce integrarea ecuatiei diferentiale

2 = a (%, 2), (3)
cu conditia initiald
z(xg) = 2, (4)
printr-o transformare, la integrarea ecuatiei diferentiale transformata
y = flx ),
cu conditia initiald
yixg) = yo = zq,

unde functia fix,v) se determind cu ajutorul valorilor functiei ¢(x,z) si ale derivatelor acesteia,
pe nodul x,.
Integrala y{v) si functia f(x, y) satisfac pe nodul »,, la anumite conditii speciale.

Folosind metoda de lucru expusd in cartea lui Runge si Kénig: , Vorlesungen
itber Numerisches Rechnen’’ si tinind seamd de conditiile speciale pe care y(x) si f(x,v) le
satisfac pe nodul x,, pentru integrarea numericd a ecuatiei diferentiale transformati, E. Fehl-
berg pune in evidentd un procedeu de ordinul sase de exactitate, a cdrui aplicare necesitd
trei substitutii in aceasta. Existd o clasd de astfel de procedee. Formulele necesare pentru
aplicarea procedeului, contin 9 constante. Nodurile i coeficientii formulelor sint numere
rationale.

Trecerea de la integrala aproximativd a ecuatiei diferentiale transformatd, calculatd
cu aceste formule, la integrala aproximativd a ecuatiei diferentiale initiale, este foarte
simpld si se face cu ajutorul formulei de transformare.

Printr-o extindere pe care am dat-o transformdrii lui E. Fehlberg, pentru integrarea numeri-
cid a ecuatiei diferentiale transformaté, s-a pus in evidents un proceden de ordinul sapte de
exactitate, a cdrui aplicare necesitd trei substitutii in aceasta. Existd o clasi de astfel de pro-
cedee. Tormulele necesare pentru aplicarea procedeului contin de asemenea 9 constante,
iar nodurile sicoeficientii sint numere rationale. Folosind aceastd extindere, se dau, de aseme-
nea, procedee de ordinele cinci si sase de exactitate, pentru aplicarea cdrora sint necesare
o substitutie, respectiv doud substitutii in ecuatia diferentiald transformatd. Cu ajutorul for-
mulei de trancformare, care este destul de simpli, se trece apoi de la integrala aproximativd a
ecuatiei diferentiale transformatd la integrala aproximativa a ecuatiei diferentiale initiale.

In continuare se determini o alti transformare, diferitide transformarea lui Fehlberg.
Se dan apoi acestei transformdiri doud extinderi. Prin aceasti noud transformare si cele doud
extinderi ale sale, se stabilesc procedee de ordinele sase, sapte si opt de exactitate, a cdror
aplicare necesitd doar doud substitutii in ecuatia diferentiali transformati. Nodurile si coefi-
cientii formulelor care se folosesc pentru aplicarea acestor procedee, sint numere irationale

-

Formulele contin numai 5 constante.

in lucrare sint indicate conditiile ce trebuiesc impuse integralei v(x) si functiei f(»,y)
pe nodul z,, cu ajutorul cdrora se pot determina transformirile care vor permite si se stabileascd
procedee de ordinul n 4- 4 (n > 2) de exactitate, pe doud, respectiv trei noduri, de integrare
numerici a ecuatiilor diferentiale transformate, corespunzitoare.

in incheiere se dau delimitirile erorilor n procedeul lui Fehlberg $i in procedeul de ordi-

nul gapte de exactitate, pe doud noduri, stabilit in acest capitol. Erorile sint de ordinul lui A7,
respectiv 48, unde s este pasul de integrare. Numdrul minim de substitutii in ecuatia diferen-
tiald transformatd, necesare pentru aplicarea acestor procedee, ca gi faptul cd formulele care se
folosesc pentru aplicarea lor contin un numir mic de constante, au simplificat mult calculele
necesare pentru delimitdrile erorilor., Ordinul de mirime al erorilor nu se schimbi cind sc
trece dela integrala aproximativa a ecuatiei diferentiale transformati la integrala aproximativa
a ecuatiei diferentiale initiale.
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11 de sus + 0,05 + 0,05 "
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28 de sus 3845 ,5170 "

129 14 de jos H. O. Gherman 1.0 Gherman tipografiei
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