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PR O PRIK TÂ ŢIIJÎ D IFER EN ŢEI LOGICII FAŢĂ DE RECIPROCITATE
ŞI DISJUNCŢII',

llc
K U O E X  M IH Ă ILES C IT  (Bucureşti)

IN T K O D U C K K E

Considerăm axiomele:
A l .  EEpqEqp.
A2. EEEpqrEpEqr.
A3.  EKKpqrKKqpr.
A4. EKKpqKpq.
A5. EEEkprKqrrKrEpq.
A6. EKRpqrRKprKqr .
în  lucrarea [1 ] am dem onstrat că deşi acest sistem este incomplet, 

to tuşi toate teoremele adevărate ale logicii clasice sínt deductibile din 
axiomele sistemului.

La axiomele A l — Aß  alăturăm  axiomele
.47. EApqEEpqKpq
A8. EDpqRKpqp  

în care Dpq =  p  fără q.
Se obţine astfel un nou sistem L(E, K,  R,  .4, D) care la fel este in

complet, dar conţine toate teoremele adevărate ale logicii clasice.
Demonstrarea acestui lucru se face în mod analog ca pentru L (E, K ,  R), 

arătînd că orice formă a Ç S(£\ K,  R. A,  D) este echipolentă cu o formă 
normală de tipul:

E l‘R lixlx.2x3 . . .  x h\k\-i unde a, ç S (К)

în  baza acestei forme, normale, toate formele din m ulţim ea S(E, K,  
R, A ,  D) se clasifică în 3 grupe.

I. Teoremele adevărate ale logicii clasice, care sínt deductibile din
axiome. ‘

I I . O infinitate de forme libere, toate echipolente între ele şi cele 
mai scurte fiind:

Rpp  şi Dpp
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I II . O infinitate de forme care nu sínt deductibile din axiome şi ală
tu ra te  lor fac sistemul contradictoriu.

Scopul acestui studiu este de a demonstra proprietăţile functorului 
,,D "  faţă de reciprocitate şi disjuncţie.

§ 1. Teorema 1. Orice formă a ç S(K) conţinînd pi (i = 1 , 2 , . . . , « )  
variabile este echipolentă cu forma1

\ {E ,A )  =  E Mp xp2 ... p n П А{рх,рг, ..., p„)z П Â \ p x,p 2 ...

M ,  ■■■ n  , r  ’( Л ......pn)„
Pnn

unde

1 “ S  ( « 4~ n -I- »
j — i

Demonstrarea se face prin recurenţă.
într-adevăr pentru n — 2 avem în baza axiomei A 7 , următoarea for

mulă:
К р гр,  ~ E E p3p2A p xp2 (I)

în formula (I) facem substitu ţia  pxj jKpxp2, p2jp3 şi obţinem

K K p 1p.2p3 ~  E E K p 3p2p3 Л К р хр2ръ E E E E p xp2p3A p xp2A K p xp2p3 (II) 
Dar Л К р зр.грз ~  K A p xp3 А р гр3 (III)

deoarece functorul , ,A "  este d istributiv  faţă de functorul , ,K "  şi deci 
A K p xр2рз ~ Е Е А р хр3А А р хр2ря (IV)

în  baza formulelor (II) — (IV) obţinem formula

K K p xp2p3 ~  E рхр2рл Afiip2Apxp3A p 2psA pxpzpz (V )
adică

K K p xp2ps ~  E “ > П pt IT A (px, p2, p3)2 II A %px, p2, рз)л (VI)
„ 2  „3

adică forma normală \ ( E ,  A) şi unde

m 2 -, £  r ;  - 2
i=2

Presupunem formula adevărată pentru n =  h

K h l  p3p2 . . . p „ ~  E M’pxp2 . . .  ph îl A(px, p2, . . . ,  p„)x (VII)
r 2

П A (px, p2, . . ., p-n)3 П A (px, p2. . . ., pk)h == w
F3 »A■ t  *i.

1 N o ta ţiile  s ín t cele în tre b u in ţa te  în lucrarea  [2 :.
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unde

Dar

<0 -  E'f,A A  - a

М 3 — Ci, +  h — 1

n A p x{p2, ■ ■ , A)i п  ЛА(А. ■••• А), п ЛА(А. ■ • •
r h - 1 " A—2 1 А - Э

t \ n  <2 ,• • ■, А) П AA -i (А) П ^ 2A(A. • • •. A)t П a4 2A(a , • • •, A). • • •

. . .  П Л2А-г(А-1. A)e
P22

• • ■ Л А А-з(А-г> A - j > A)s

П ^ 3A (A . ■ ■ А)* П A 3p 2(p3, . . . ,  p k)b . . .
^8 ' p3ГА-1 rA-2

n  i4‘"2A (A . • • ■ . М - 2  П А к~‘гр 2(р3, . . .
-А -Z
r A - l ‘ A—2

■ ■ ■. A)*-2

şi deci

П Л*-'А(/>г, . . A)*-i
. » - 1  
” a—3

X* ‘A A  • • • A  -  «  (VIII)
în formula (VIII) facem substituţia p x\'Kpxp 2, p 2lp3, ..., A /A + i Ş* obţinem

X A A ■ ■ • A+i ~ E ’K P i p 2 p 3  ■ ■ ■ P h i-1 

II A p a ( p 4 , • • - , A+i)i • • • П A p ) , ( p ) t+ 1 ) 1

n  A K p xp 3{p3, A+i)i (IX)
л—1

„1
П Л K p 1p 2{p3, .. - , A+i) 2 . . .

r A —2 r l r A—2

• • • п ЛгА(А. • ■ A+i)* • п л 2а _х(А. A+i ) 2jp2
r Â- 2  r 2

п Л ш . - -. pA- 2*A—1

■ ■ •> A+lK-2 П A  (A- • • A  + l)*-2 П Л K p 1p 2(p3, ... , A  + l)*
mh-2 „ A -l

Í£  шE E p j p t A p j p ip ,  ■ ■ ■ A . • • • A + i Í H X^A(A> • • A + i)iK A p 2(p,

• ■ ■ > A -i) П Арз(р4, • • A -i)i П Ap.it (A-i 1)1
_i »1

• • •> A+i)a^ A(A> • • •< A+i):

П
p2

1 r A - l

2

X 4 2a (A - ■■■

П -4 pofát, • ph+1)2
.2
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П A 2*ph+l{ph< Р..+,), ИU * - 2
K A h~2p l (р3, Рь^) A h- 2 (p3l . . .

r*-i

• ' > Ph] \ ) i п Ан-гр3р„ .
„ Л - 2  
1 А - 3

II
»* -1 
' А -  1

К А к~2% (р .л ....... p ^ h . - v -

А Ръ{Ръ> ■ ■ - , рь±i l  А ‘ЬкргРгРъ ■ ■ ■ рь\ \ \Ар\р2 П Е‘Лру р..,

■ ■ ■ > Р  + i ) i A p 3 A  pip-zip^,  • ■ ■ , ph г-д П А р а{рл, . . ., ph х)X
' * - 1

П A p h (ph+i)i П Е г А гр 1( р 3 , . . ., р л+1) гА * р 2 { р3, ■ ■ ■, pi, ,-г)-г И А"
* А —1

/ ’iAíG/V ■■■,ph+i) П A p3(pi: ■ ■ - , p+i)2 П A pk-i{p, ph+i)‘2
Р2

. . . {  П E E A h~lp t(pa, ■■■, Рн^ )Ан- г р , ( р 3, . . . , р +1) П А л~2 р1р2 (р3, . . .
I рА— 2 рА 1

1 А- l  * А - 1

L• • - , ph)k-з П А ра (/>4, . • , ph+ph-2ph-2 
* * - 2

п
„ Ä -1

ЕЕА рг(р, ■ ■ ■, / ,+ 1);>-1*4

&»(&• ■ • />+i)i П Л ‘ />,/>, (/);!. . , -  Я ' 7>i/>s • • ■ /»4^+t

Ар \р%  Il Л£,(/>3, • • •< P h+1), II Л-/>2(£3, • • - , р , + a)i П Л ^ , ,  . . . .  ph+ 1)2 • • •

■ ■ И A p h+l(ph+l) 1 II A ргр ‘у(р3, • • •> ^+ 1)1 П A 'рх{ря, ■ ■ - , ph + P-i II A
.1h - 1 

2 .
PÀP*< ■•■> P + l ) i  • • -  H A  Ph-Л Р н .  P + ù i II А к- 1р ,р , ( р :>, . . . . A , . lA ,

‘1 = 1
Aij

II '1 1 PAPa-  ■■ ■> P h ^ h - !  Il A p2 (p2, . . ph+1)i. + i =  E " ‘ р гр2 ■ ■ • p h ]
pA 1 pA 1
' h —1 1 A—1

П Ap^p», ■■■,ph+i)1 П Apt(pa, ■■■,ph+1)1 II Ap3(pi , ■ . ■, ph+i)i ■■■

Г1 Aph{pk + i)i
i>I

П A (p3) . . fk+i)? П A p2 iftz> • • •» Ф*+ 1/2 П A
, 2

1 A - 1
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Ph+l (Ph, Ph+1)2 n  A h Vi(An
L pÂ-i rÂ~l

• • ■ . Ph+\)l -X П A p2{p3, ■ ■ • , ,ph+i)h-i
*î=!

П A hpx{p^ . . . ph+1)* П A pz(ps, ■ ■ ■ • A> + l)* ~  E ‘pxp* ■ ■ ■ ph+i n  A(p lt ...
f2rh-\

• • • > Ръ+1)2 П A (pţ„3 _ , ■ • ■ • P +1) ■ П .4* (A
pÄ +1 • 'pb !■ 1 +-1 ■

unde
A+ 1

M 4 =  £  CÍ+I
1= 2

+  h

şi deci teorema este demonstrată.
Teorema 2. Orice formă a ç S(D) de tipul:

« == I)V '/hAi/':. • ■ • A.

admite forma normală:

\ ( D )  =  R A n~xpxpt . . . p n Лп- 2р,рл . . p „
Demonstrăm teorema prin recurenţă.

în  demonstrarea teoremei ne bazăm pe următoarele formule:

R (РГч ~ 4 (D
R (py q ~  Rpq (ID

într-adevăr R2k(p)2kq~  
L (E, R). Da fel:

E2k(p)3kq ~  q conform teoremelor din sistemul

E R U l{pfk‘ lRpq ~ EE2kJrl(p)2k ' \ j  Epq
şi deci

En+1(p fk+'q ~ E p q
echivalează eu:

Rik' - ' (p f  txq ~  RPq
Demonstrăm acum teorema. Pentru n — 2 avem:

ftp\Pi ~ RpiKpîp2 ~  RPiRRPip2APip2 ~  ( 1.)
~  RRRp-iftjpoApxp% ~  R2Ap^p0_

Am aplicat axioma A8 precum şi teorema din L (E, R)
După formula (III) avem:

R R R PiPiPîA Pip2 ~ RApiPtP-j. (2)

RpiPt ~ R A iPiPiP-> (3)
adică
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deci ; entru n — 2 se verifică. a tru  n — 3. în  (3) facem substitu ţia  
Pil Dp p2, РгIP3• obţinem

DDpiPzPs ~  R A D p xp2p3p3 (4)
După formula (3) avem:

R A D p xp2p3p3 ~  R A R A p xp ^ 3p3 ~  R R R A 2pxp2p3A 2p2p3p3p3 ~

-  R R R p 3p3A 2pxp2p3A v 2p3 (5)
— RA PiPspsAPipy

şi deci
D Dp\pip3 ~  R A 2pxp2p3A p 2p3 (6)

adică şi pentru n =  3 teorema se verifică.
Presupunem teorema adevărată pentru n — h adică

Dh~'piP* - - Р н -  R A k~xp xp3 • ■ ■ phAh~2p2p3 • • • ph (7)
În (7) facem substitu ţia  p (Dp p2, p 2fp3, ■ ■ ■, pklPh-i Şi obţinem:

D pxp2 ■ • ■ phph - i ~ RA DplPiPi ■ ■ ■ PhPk + lA PaPa ■ ■ ■
Pu , i ~  RA Dpxp 2A k~sp3px . . . phph+lA h- 2 p 2p3 . .. pk+l (8)

Dar după formula (3), axioma A 6  precum şi conform teoremelor din
L(E, R) avem:

RA Dplp.,Ah~3p3 . . ph+xA k~ 2 p3p . ■ ■ phph+i ~  R A R A p xp2p,  (9) 
А>,~Л PaPt ■ ■ ■ Рь-гг A n~2ptp3 . . . phph+ x ~  R R R A h pxp2. . рнрнгг A h~'

PiPs ■ ■ ■ Рь i \ A h~2p3p . . . рк+хА к~2 р3рх ■ ■ • pk+i ~  R R A h~2 p3pi . . •
. . . рк+хА л~х p3p,t . . .  pb+lR A hp }p2 . . .phVxA k~xp2p3 . . ■ pk+l.

şi după formula (5) avem:

R R A  p3p\ ■ Pk+iA PaPi • • ■ Pk+i RA pxp3 ■ ■ ■ pk+xA PaPa ■ ■ ■ рн+1 ~  
~  R A k pxp 2 . . .PkPk+1A k~l p2pa ■ ■ • Pk+ 1  (10)

si deci:

Dh pxp2 ■ ■ ■ phpn+x R A k pxp2 . . .  pkph+x, A k~l p2p3 . . . pkph+x (И)
adică forma , ,a "  admite şi pentru n =  h +  1 , forma normală şi astfel 
teorema este demonstrată.

Teorema 3. Orice formă a Ç S(Z>) de tipu l
a =  DpxDp.,Dp3 D p ^ . xDp2kp2kÆl 

admite forma normală:

И A p3(px, p s)x П А гр3 {px, />.)„ 
Lr*

N 2{D) — R pxp3pa ■ p-ik - j p2k+i
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II pt, pa, PA, II Л*р&{ри рг, ps, рй)аП A 3 ps[pi, pt . p3, Pt)

II A 4 p;XP , Pi, p 3, Pi П Лр7(р , . . . .  p6) И A 2p.(pu  ■ ■ . , p a)2 II A \ p
*1

■. Pah II A ’M V  . . . .  />«), 11 Л > 7(/>,. Ps) 6 H A 6 p7 (p , Pale

ПАРОЛЬ, рг. • •, f'ikh II '"1 Pik* i{pi> ■ ■ • > P2Ú2 - • ■ Il A pu k-'(Pi,Pz> 
.,1 *2k

P±k)‘lk

’2k '2k
k 2;

unde M  — V  Ÿ ,  C'2j +  k 
1 = 1 1  = 1

într-adevar, din lucrarea (2) rezultă ей forma „ a "  admite forma normală: 
aV (/))  RpiKpip-J^PtPtPz ■ ■ ■ ^ “PiPiPs ■ ■ ■ Ргп+i 

Dar aplicînd relaţia din teorema (1) avem

I  d,  + 1

' В Д  I ^ P A E 1 PvP-iApypp
S ty  + 2

E *  P i P ‘iPz  II A{PiP2p ,,)2 II A 1

(Pi- P i ’ P:th
S (-2 + I

P î P . P J h  II A(plt . . . .  PP2 II A 2(plt p 2 , p3, pAs II A 3
„2 ,,3 ,,4Г

iii

{Pl> P i ’ Pi- P\ ) \ E~
-ik '

PiPiPi ■ ■ Pik-i П A (pJt p2, • ■ - , Pik+itt 
1,2

2Ä+1

II A (pt , -p.,, ■ ■ ■, p2k\ i):i ■ ■ ■ II A (plf p2, ■ ■ - , p2k'i'î)ik~t-3
,.3 ,,2. t 12s + 2 2A- + 1

Dar grupele de forma:

П A {pi> Pi- ■ ■ ■> Pik+i),
'a * + 1

fiind conţinute de un număr par de ori, iar grupele de forma

П A'~x{plt p.2, ■■■,p2„)i+
r2h

fiind conţinute de un număr impar de ori, avem după formulele (I) şi (II) 
din teorema II:

« ~  N 2(D) — R  (R  pipzpb ■ - p2b+i П A p 3{plt p2)i II A pzppi’ Pút
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П А ръ{рл, р2, p3, р4)г Il A % ( p , ,  p3, p,), П A 3pb{pu p2, p3, pt)g II A*

Рь(Р\• P‘i> Pa> P a) a II Ap,(pu . . . , р в П A*p7(Pi, . . . , р в), П А ър,(рл...... P')

Il A Ap4(plt . . . ,  p«)s П A ^ f . i p , ,  . . , р в)ь Г! A* p,(plt ■ ■, />«)«
pj

Il A p .,k , v2....../>2*)i п А гргЫ , (/>,, ■ • pŸk)% II ^2"
ni |»2 р2*
1 2ft 2ft 2fr

p2k+l(pL> Pi’ ■ ■ ■> p2k)i 
adică teorema este demonstrată.

T e o r e m a  4. Orice formă ж Ç S(D) conţinînd 2k variabile şi fiind 
de tipul:

a —- /)/}j ])fh I)pj • ■ • Dp2k.~2 ^Plh ] /b* 

adm ite forma normală:

iv3(/}) -  p.^p.p, . . .  P » п Л02(А) n  A p i (p1, р г, р3)г П A pn{pi, р.г,

Р»)г П a SP í (Pi . Pi -  Рз)з п АрХр-2 . Рг, Р-Л. Ра Рг,)i П A ' p e(Pi. ■ ■ рь)2 И А :

Рв(Ри  ■ ■ •. АО Il A*PetPs.  ■ ■ ■. АО  II А* Pa (Pl. • • • - AOs II Ар.,к (/>,,
2ft— 1

Рг ,  ■ ■ - , Ргкл i)i П A  Pik (Pi .  Рг.  ■ ■ ■ ' P i k + 1)2 II A  p ik  (P i ,  Р г . ■ ■ - , Ргк+ i )з
I-21 2ft-

unde:

. .  П А 2к- ' р , к (Рг,
.24-1'2/5-1

/5 2j + l
м '=  Б S  с;,+,

J=0 i - 1

Teorema se demonstrează utilizînd aceeaşi cale ca în teorema prece
dentă .

Forma a adm ite forma normală2:

a ~  R 2h 1 pxKpipi К z P1P2P3 ■ ■ ■ K “ 1рхРг PuTS 2

* L ucrarea  [2], p . 7.
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Oi

Conform teoremei 1, avem:

~ R. р гЕ {рлр^Ар-уръ)

3 ,
£  c a 

E '=2
+ 2

PiPzPs П Л (/>., рг, p3)z II A \ p 1 P'l ’ Рз

S  c ’a ' 3
Р х Р гР я Р х  П A(p lt р.г, р.л, P,j)2 П Л2 (/>,, рг, р3, P i ) 3 П .Г* (/>!,

Рз> Pi) >=1 РхРгРг ■ - ■ P-ik-iPik п Л (^ , &*) II А 2

( P l ,  рг, />2*)2 . . .  П Л 2* ’/>!, р2, . . . , £2а)
«2* 2*

unde

 ̂ I  (  I  ' Ч к
Grupele de forma

^ A (Pi, p-i, • • •> Р>к+х)чк xi
4 +

sínt conţinute în număr impar, iar grupele:
П A (/>, p.,, ■ ■ ■ , p2k)2k

fi
2k

sîut conţinute în num ăr jiar. După formulele (I) şi (II) şi teoremele din 
L (E, R) rezultă:

со ~  \ 3(D) şi deci x ~  \.,(Л) 
adică teorema 3 este dem onstrată.

B i B i i o c  r л к I p;

1. M i h  ă  i l e  s c ii , B u g  e n, Sis temul de echivalenţă, conjuncţie şi  reciprocitate. „ S tu d ii  
şi Cercet. M a t.”  1962.

2 . M i h  a  i l e s e  u,  B u g e n ,  Les formes normales dans le calcul h iva kn t  des propositions.  
„A c ta  L og ica”  nr. 1/1959.

СВОЙСТВА РАЗНОСТИ ЛОГИКИ ПО ОТНОШЕНИЮ К ВЗАИМНОСТИ
и дизъюнктивное™

( Р е з ю м е )

Система, обоснованная аксиомами A Î — А 8 , изучена в работе [IJ, все теоремы 
классической логики могут быть выведены из аксиом, хотя система не является 
полной, допуская множество свободных форм, всех эквиполентных между ними, 
а наиболее краткими формами являются:

Rpp  и ü p p

о — Babeş-Bolyai : Matematică
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В этой системе доказаны следующие теоремы:
Теорема I. Если kn~ lplPi .. ,ри , то она допускает нормальную форму:

f  с; - 1
Щ Е , А ) ~ Е - 2 р хр г . . .  рп П л ( М г , П A \ Pl ,pt , . . . , p n)a . . .  П А п~1

»2 рЛм п * п

(Pi- /V ■■■■Рп),Г

Теорема 2. Если а =  D" 'РхРз ■ ■ ■ рп , то она допускает нормальную форму:

-\\(П) = Г{ Лп~ 1 Plp2 . . . Рп Лп~2 ptPt . . .  />„

Теорема 3. Если х =  D1I)p2 . . .  Вр2к_ 1 Dp2kp2k + r  то °на является экви- 
полентной нормальной формы N2(D) стр 14.

Теорема 4. Если a = Dpr1Dp.2 .. . Dpik 2 Dp0/t_. т Рус то она допускает нормальную 
форму N3(D) стр 16.

L E S  P R O P R IÉ T É S  DE LA D IF F É R E N C E  D E  LA L O G IQ U E  À L ’É G A R I) DK LA R É C I
P R O C IT É  E T  D E  LA D IS JO N C T IO N

(R é s u m é)

D ans le systèm e au to m atisé  des axiom es A l— A8, é tu d ié  dans l ’artic le  [2], to u s les th éo rèm es 
▼rais de la  logique classique so n t déductib les à  p a r tir  d ’axiom es, quoique ce systèm e so it in 
com plet, a d m e tta n t une in fin ité  de form es libres, équipollentes en tre  elles, les form es libres les 
p in s courtes é ta n t:

Jfeop e t Dpp

D ans ce systèm e l ’a u te u r a  d ém o n tré  les théorèm es suivants:

Théorème 1. Si a  =  K n~ 1 p lPt adm et la form e norm ale:

•
2  c'„ -  1

N (E,A)  =• E '  = l />ip ,  ■■■ Pn A ( p v p.,, . . . , p n)s

A 3{P l . P,, . . . , Pn)3 . . .  A —  1 (P l . P î .

Théorème  é. S i a  — /)”~ ! E li’s p n, a lorsd ,,a „  est équipollente à la form e norm ale: 

N i (D) =  В А Я~ 1 PlPt . . .  p n A n ~2 P.iPs

Théorème 3. Si a  =  l )PlDPï . . .  D p ^ _  ^P ^kP^k-èv  a ' ors ”0i"  adm et la form e nor
m ale N 2 (D) pag. 14.

Théorème 4. S ia  — Dp D pt . . .  D p  T)p2k_ p 2/[, alors „ a "  adm et la  forme norm ale  
N 3 (D) pag. 16



OBSERVAŢIE ASUPRA FORMEI NORMARE A EEEM ENTEEOR
UNUI CRUP

<!<•
i. t.Y. \ i . \ n t K i t  <i I. M iiA <;

Fie G un grup arbitrar, despre care se presupune, că este generat de o 
mulţim e a subgrupurilor sale proprii \G ;\ i f  / ] :

G = U Gş, ( 1 )

unde I  este o m ulţime nevidă de indici. (Elementul unitate al lui G se v a  
nota cu e). Numim micind  acestei descompuneri a lui G, divizorul normal

•V =  Г) G* i2>

al lui G, unde G* =  (J G (i (_ I) şi G* reprezintă închiderea normală a lui 
' i e i - 0 }

G* în G, deci dizivorul normal m inimal al lui 6', care conţine subgrupul G A . 
Se construiesc grupurile cît i*»/Ar unde

Ni  =  Л’ П Gi (i Ç /) (3)
şi se aleg din clasele, care formează elementele acestor grupuri 6«/л-_ (i Ç I) 
cîte un reprezentant arbitrar. Se notează cu li Ç I) sistemele de repre
zentanţi astfel alese. Atunci elementele g ale grupului G adm it o repre
zentare în formă de produs, num ită formei normală a lui g, care e unică 
în sensul urm ătoarei teoreme:

Dacă G =  U G, şi mulţimea de indici I  se poate ordona, atunci orice 

element g Ç G se poate reprezenta în formă normală

S =•• * st, ■ ■ ■ 4 , ■ u, (4)
unde i\ <  i î <  . . .  <  i„, elementele e ^  $f Ç S ik (1 к cgi и) şi и € N.  
Această reprezentare normală este unică pentru o alegere prealabilă a siste
melor de reprezentanţi S, (i Ç I) şi pentru o ordonare prealabilă a mulţimii I .

Din această teoremă se deduc reprezentările univoce în formă de pro
dus — cunoscute în literatură — ale elem entului grupului în caz dacă
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G este produsul direct respectiv produsul regular [1 ] al subgrupurilor sale 
Gj (i € / ) .

Teorema de mai sus constituie o formă mai simplă a unei teoreme enun
ţa te  şi demonstrate de noi în [2 j . Intr-adevăr, în locul grupurilor AT,
=  N  П G' respectiv (i € I) s-au considerat în [2] grupurile N  f) G, res
pectiv ,;;/iVrp:. (,-6 / ) . Deoarece G\ «G*xQG i  П Щ, G, П G* С  .V ( i ţ i )  rezultă
că

Gf =  Gi U (G~-> Gf) Ç  G, U (G7n G*) ' G, и  -V (7 f  /,
ş dec

Gi U A =  Gi (J А (г ç I)
Re zultă :

4 N П Ci c*u i7.v G*u nIn '7д' n « i i n / )

Acest izomorfism ne arată  că cele două teoreme au în fond acelaşi co ir 
ţinu t. însă  construcţia formei normale a unui element g ç G este m a1 
sim plă după forma prezentă a teoremei.

în  cele ce urmează vom da o demonstraţie scurtă pentru teorema de 
mai sus. în  cadrul acestei dem onstraţii ne vom folosi de posibilitatea 
reprezentării unice în formă de produs a elementelor unui grup, dacă acest 
grup este direct deeompozabil. Observăm că acest raţionam ent diferă 
complet de raţionam entul folosit în [2 ].

• Vom înşira prealabil cîteva propoziţii, de care ne vom folosi des în 
cursul demonstrării teoremei. Primele tre i se referă la o aplicaţie omorfă 
arb itrară 9 a lui G pe un grup G' (9 se va folosi ca operator la dreapta).

1°. Dacă A este un subgrup arb itrar al lui G, atunci A 9 =  Ăcp, unde 
A respectiv A 9 înseamnă închiderea normală a lui A  în G, respectiv a lui 
A 9 în G9 =  G '.

2°. Dacă A şi В  sín t două subgrupuri arbitrare ale lui G, atunci (/1 |J 
U B )9 =  Atp U Bcp. Această proprietate se generalizează uşor pentru o 
m ulţim e arb itrară  de subgrupuri ale lui G.

3°. Dacă A  şi В  sín t subgrupuri ale lui G şi A conţine nucleul omo- 
morfismului 9 , atunci (А Г) B )9 — A 9 Г) Во.

4°. Dacă G =  A \J В , unde A şi В  sínt subgrupuri ale lui G, atunci 
pentru închiderea normală A a lui A avem egalitatea: A — A (J (A » B).  
Aici A  » В  reprezintă subgrupul lui G, generat de to ţi com utatorii de forma 
a » b =  a~x • b~x • a ■ b, unde a ç A,  b ç B.

Dem onstraţia propoziţiilor de mai sus nu reprezintă dificultate. Pen
tru  a demonstra teorema, ne folosim de următoarea

TEMĂ. Dacă (, — U G, şi nucleul unui omomorfism 9 al grupului G
t I

pe un grup G’ este egal cu nucleul A' al descompunerii lui G, atunci grupul

1 Vezi n o ta ţia  la p ropoziţia  4°.
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G' =  G f  este produsul direct al imaginilor omomorfe G’. — Gt f  ale subgru- 
purilor Gi (i Ç /) :

G f  - ( X ) Gf(p. (5)
if /

Demonstraţie. în  primul rînd trebuie să arătăm , că subgrupurile G i f  
( iç  7) ale lui G f  sínt divizori normali ai lui G9 . Fie G; 9 închiderile nor
male ale lui G,cp ( i e / )  în G9 . Ţ inînd seamă de proprietăţile de m ai sus, 
precum si de relaţiile G, G* C  Gf (~l G* C  f |  G* = Лт ( i ţ i ) ,  deducem pentru

' ’ iei
orice i e 7 :

G;9 =  G,-<? [G( u (Gi Gf) ] 9 -  G,9 (J (G, ' Gf) 9 =- Gi? (J {<?' > =  G f * ,

ceea ce arată valabilitatea afirm aţiei noastre. (S-a notat cu e' elementul 
unitate al lui G9).

în  al doilea rînd arătăm  că intersecţia oricărui subgrup G;9 cu sub- 
grupul (Gjtp)* =  U G; 9 ( i e 7) este egal cu <?'. Intr-adevăr:

Gtf  П {Gif)* =  Gif  П {Gif)* — G,© П Gf  9 --  G,-9 П Gf 9 =  (G,- f |  Gf) 9 =  {e }.

Deoarece din G -= (J rezultă evident G9 = (J G; s , Ierna este de
se/ ‘ ie/

m onstrată.
Observăm, că relaţia (5) se poate scrie şi în următoarea formă:

%А = ( х ) о и ^
i€I » 4 i\T)G; (X)

ie.I
DEMONSTRAŢIA TEOREM EI. Fie g un element arb itrar al lui G 

şi să notăm cu gN clasa (elementul lui G/N ) reprezentată de g. Atunci gN  
se poate scrie pe baza relaţiilor (5') ca un produs fin it de elemente din anu
m ite grupuri Glkj N ik (1 k n) şi această reprezentare a lui gN  este unică, 
abstracţie făcînd de ordinea factorilor. Dacă deci aceste clase (elemente 
ale grupurilor tíihjN. ^ üikUv[N) se reprezintă prin elementele dinainte
alese sik Ç S ik (1 <  k <  n) şi factorii produsului se scriu în ordinea dina
inte aleasă iL <  /2 <  ■ ■ • <  i„, atunci obţinem pentru gN urm ătoarea 
descompunere univocă:

gN s.j N  ■ sh N N s*i N.

Rezultă că în acest caz există un element и Ç N  binedeterm inat, astfel ca
să avem g — s{, ■ s.-„ . . . s, ■ u, ceea ce era de demonstrat.4 *2 '»

H ï U H H ï R A  F  I IC

1. O.  N.  G o l o v i n ,  Nilpotcnfnîc proizvedenia grup,  M at. Sbornik , 7 (69), nr. 3, 1950, 427 —
- 4 5 4 .

2. I .  O .y . M a u г e r — I. V i г à g, Despre o form ă normală a. elementelor unu i  grup ,,S tu d ia  
U n iv trs ita tis  B abeş-B olyai", M atliem atiea-Pbysica , 1901.
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ОТНОСИТЕЛЬНО НОРМАЛЬНОГО ВИДА ЭЛЕМЕНТОВ НЕКОТОРОЙ ГРУППЫ
( Р е з ю м е )

Пусть (i является произвольной группой, о которой предполагается, что она 
образована из множества своих собственных подгрупп: Ь'гЬ £ /): С UP;, где
I является непустым множеством показателей. (Элемент единицы О обозначается 
череч е). Назовём ядром этого разложения (i нормальный делитель (2 ) (л, где
<!* — U Oi ( i ţ i )  и С* представляет нормальное включение G? в О. Произво- 

(£/-<>}
дится построение групп — частное (u is r  где .\\. - Vn G. u CE, ,  и из классов, 
образующих элементы этих групп, выделяют по одному произвольному представителыо.

Через •''»(* €Н  обозначаются системы представителей, выделенных таким 
образом. Тогда элементы g ţ G  допускают выражение в виде произведения, назван, 

лое нормальным видом ţţ, являющимся единственным в смысле теоремы:
Если G U G, а множество показателей I можно расположить, тогда каждый

X I
элемент g ţG  можно представить в нормальном виде (4), где Ч <  /2 <  . • . <  
элтменты e =jfc Sik < п ) и U 6  N. Это нормальное выражение является
единственным для предварительного выбора систем представителей Si ( i ţ i )  и для 
предваритеьного расположения множества /.

Эта теорема, обобщающая важное свойство, известное для разных произве
дений (прямых, регулярных, и т. п.) представляет более простой вид теоремы, 
доказанной авторами в [2 ].

Настоящая работа содержит краткое доказательство теоремы, вывод дока
зательства полностью отличается от вывода, примененного в (2(. Доказательство 
основано на следующей лемме:

Если G (J G, и ядро нокоторого гомоморфизма ? группы G на одной группе
ie i

Ci' равно ядру N разложения G, то группа G 9  = G' является прямы пронзвере- 
нием гомоморфных изображений Gi - G, 9  подгрупп G, f  £ Г): G 9 (X) G, 9 .

i d

O B SER V A T IO N S S i :R  ГА FO R M E NORM ARE DES É rÉ M E N T S  D ’UN G R O U P E

(R é s u  ш  é)

Soit G un  groupe a rb itra ire , que l ’on  suppose engendré  p a r u n  ensem ble de ses p ropres 
sous-groupes GU (i £ /) :  G . - U Gj, où  I est un  ensem ble non-vide d 'ind ices. (L’élém ent u n ité

,ei
d e  G est n o té  p a r e). N ous nom m ons noyau  de cette  décom position  de G le d iv iseur norm al 

(2) de G, où G* = U Gt (i ţ  1) e t où  (;* rep réseu te  la fe rm eture  norm ale de G* en G. On  c o n stru it

les groupes tels queGt7,y( où X; - N  П Gj ( i ţ i )  e t l ’on choisit dans chacune des classes qui 
fo rm en t les é lém ents de ces groupes, un  re p ré se n tan t a rb itra ire . On no te  p a r S i  (i ţ  1) les systèm es 
de re p ré sen ta tio n  a insi choisis. A lors les é lém en ts g £ G a d m e tte n t une re p ré sen ta tio n  en 
form e de p ro d u it, nom m ée forme normale  de g, qu i est un ique  dans le sens d u  théorèm e:

Si  G — U G,- et si Г ensemble <V indices I peut être ordonné, alors tout élément g  Ç G peut être
i ç i

représenté en forme normale (Ij ,  où i1 <  i2 . . .  <  * les éléments e gfc sik ţ  S ik (1 < A < « )  
et U £ -V. Cette représentation normale est unique pour le cas d 'un  choix préalable des systèmes de- 
représentants 5. (i Ç I) et pour ordonner préalablement V ensemble l.
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Ce théorèm e, qui généralise une p ro p rié té  im p o rtan te , connue d an s le cas des d iffé ren ts  
produits (directs, réguliers etc.), constitue  une form e plus sim ple d ’u n  th éo rèm e  d ém o n tré  pa r 
les au teurs [2 ].

L a p résen te  note con tien t une brève  d ém o n stra tio n  d u  théorèm e, le ra isonnem en t m is 
en oeuvre dans la  d ém onstra tion  é ta n t co m plè tem en t d ifféren t d u  ra isonnem en t em ployé 
en [2]. L a d ém o n stra tio n  e s t basée sur le lemme su ivan t:

Si  G =  U G- et si le noyau d’un homomorphisme ç  du groupe G sur un  groupeG’ est égal au 
■G/ t

noyau  -V de la décomposition de G, alors le grbupe G ç  =  G’ est le produit direct des images homn- 
onorphes Gt — Gs <j> des sous-groupes Gi (j Ç I) : G 9 =  (X ) Gi <p.



t



D E S P R E  O  T E O R E M Ă  А  1ДП !.. F E J É R

de
u n . Pic

1. în tr-o  lucrare j_lj apărută în 1926 E. F e j é r  a a ră ta t că, dacă 
şirul de numere reale an, a3, . . a„ este monoton descrescător, adică

a0 a, ' •- a., ' a„

atunci

S n =  a0P 0{.x) -j- iijPjj.f) -f- P„ (л:) (l)

este negativ pentru — 1 x  1, unde P,(x) este al Alea polinom Eegendre.
E- E e j é r demonstrează acest rezultat folosindu-se de unul pre

cedent şi demonstrat din nou în lucrarea c ita tă  şi anume că:

/'„( Vi +  P X(.V) a- • • ■ Ţ- p„{x) >  0 (2)
pentru — 1 уД л- ^  1 .

Dem onstraţia utilizează o transform are folosită de A b e l  şi anume, 
dacă notăm membrul iu tii al inegalităţii (2) cu s„ şi cu an suma

s d +  s i  +  • ■ ■ +  s » =  <*«

atunci
P„(x) s„ — s -- a,, — 2fjn_ 1 -f a„_2. 

înlocuind în (1 ) deducem că
n- 2

A F n - : К  2 îl, ; x -Ţ 2) CTţ J -  (a„  x 2 î7h) f7„ x "1“
9  i= o

De aici F e j é r  ajunge, folosind un raţionam ent identic cu cel folosit 
pentru polinoamele cosinus, la rezultatu l enunţat.

în  prezenta lucrare ne propunem să dăm o generalizare a acestui re
zu lta t înlocuind condiţiile lui F e j é r  cu altele mai slabe şi să demons
trăm  o propoziţie analogă pentru o clasă de polinoame care cuprinde poli
noamele Eegendre ca un caz particular.
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Credem că rezultatu l obţinut este interesant nu numai dato rită  gene
ralizărilor obţinute ci şi prin  faptul că constituie şi o indicaţie într-o pro
blemă pusă de P. T u r a n 1.

2. Să considerăm polinonml Q'n*‘ definit precum urmează:

I d n(l -- x 2)n + a + 1

2" (ii ■ a) (»/ - a  — 1) . . .  (a +  1) d x n

unde a este un număr real considerat, deocamdată, ca fiind mai mare decit 
— 1. în  cazul particular că a =  0 se obţine polinomul lui Legendre. Poli- 
nomul Qia) (x) se deosebeşte de cunoscutul polinom al lui Jacobi (%)2
numai printr-un factor numeric şi anume

(-1 (а -г a) (u 4- a  1 ) . . . (a -i- 1 )
Pn 4*)

Ia tă  cîteva proprietăţi ale polinomului (x) :
1 . (x) satisface urm ătoarea relaţie de recurenţă:

'■Q: ( C 2 d  ‘ 2 у. -I- î •>:i

2. Prin adaptarea ecuaţiei diferenţiale a polinoamelor lui Jacobi3 
ajungem la concluzia că Q1*) (x) este integrală a ecuaţiei diferenţiale:

d_
dx

(1 .î2)e ' '  V I )(1 **) у 0 H)

3. {x) I <1 1 pentru — 1 О  л; <1 1 şi 2a J- 1 > 0 .  Observăm eal-

şi punînd x =  1 resp.culînd după regula lui Leibniz

x  ----- 1

. d "  ( l ~ x ) n+a (1 ■ x n

<îxn

q (: ] (i) -  ( - i r  q {: ] ( - 1) =  i-
Să considerăm polinomul f(x) definit în felul următor:

n(n 4- 2 a -j- l)/(.v) -= n(>i -j- 2 y. J- 1 ) Q* (x) -f- (1 — x z) Q2 (x).

De aici rezultă că f(x) este pozitiv în intervalul [ 1 ,  + 1 ] .
Prin derivare se deduce că:

n{n +  2a +  l)/'(*) =  2n(ii +  2a +  1 )Qn Qn +  2(1 -  .**) Qn Qn -  2x Q ;

2 Qn [(1 -  .+) Q"n -  2 x Qn +  n(n +  2 a +  1 ) Qn\

1 Vezi şi W . S p e c h t  [3] p. 75.
2 vezi [4] form ula
2 Vezi [4] form ula (4,2,1).
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şi ţinînd seamă eă Q„ este integrală a ecuaţiei (4) obţinerii: 

n(n +  2a 4- l)/'(.r) 2 (2 a +  1 ) x Q"*

şi deci

/ ' (X) =
2!2y - 1 )ч
»{>, - 2 У Q: 2(x )

Prin urmare dacă 2a - p i  > 0  atunci f ’(x) descreşte în intervalul 
[—1 , 0) şi creşte în intervalul (0 , + 1 ]. în  consecinţă f(x) va avea cele 
mai mari valori pentru x — ± 1 . însă prin înlocuire se stabileşte că /( 1 ) =  
=  /(—1 ) =  1 , deci

\f(x) I p[ 1 pentru — 1 .г <[ 1

şi de aici afirm aţia făcută.
3. Să considerăm polinomul f(x) pus sub forma

f{x) =  aa a1 Q[f  (x) +  a2 Q f ] (x) +  . . . +  an Q{*> {x)

înm ulţind cu 1 — :Y obţinem utilizînd relaţia

ţ l  -  .Y)/(.vi =  «„ -  — -  <i, -

(5)

- (  — - Æ O ‘ (l -г

ttb +
A ' 2a _ _ _ _ _ _ _  ,

— -  ai +  «o) (4) -

b o i » - ) « ' ' * , -  '

-  I -  a n + -  -  2ţ -  , a-, - 1J Q» (*)

,, 2 a -J- I

2» * 2a ■ I

în  consecinţă:

1(1 -  -v)/(-r),> «o ■>, a , — a, +  a«)<?f (x)l

/r -»•
2A + 2a - :t ' • 1

* - 2a I I

! n '■ 2 y ; !
2î7 -4 2 5! -  1 , w
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Ţinînd seamă că pentru — 1 л 1 | Q{*} (x)\ <; 1 urmează că, dacă

(
3 J- «i > 0

al 4" an ^  O

J  k ~  I ] ------- -----a,2k 4- 2* -L 3 k ;
k -4- 2jC

2k 4. 2ot -  1 ***•'“ 1 ® (6)

atunci

-  я ,
7i 4- 2 y., ----— ___ ___ r

2n -  2-x -  Г

O

>  o

i(l -  .V)/(.V)|>«0  - ( | « 2  -  «1 +  «o)~ - (^ 7 7 1  a> -+~

k \ / n i « + 1
~  Я/, ^  7  Я*^|] — • "  — a-‘+  2»! -  1я " -1) “  2>2 4- 1 Я"-=  °-

Deoarece 1 — v este pozitiv dacă - 1 <  .v <  1 urmează de aici urm ătorul 
rezultat:

T eo r em ă . Dacă numerele a„, a l( . . . , a  satisfac inegalităţile (6) şi 
2a +  1 >- 0 atunci polinomul (5) еЧе nenegativ pentru —1 <  x <  1.

Să scriem inegalităţile (6) pentru a =  0, adică în cazul polinoamelor 
lui Legendre. Obţinem:

«o -  \ a i >  0
f)
-  a2 — «1 +  «o ^  0

k 1
 ̂21) 4. ,3 2 h (7)

« n  +
Я •a.,” ' 2 » — 1

Я ,г>  0

« -f 1

, > 0

înm ulţind ultima inegalitate c u ^ - şi adunînd la penultim a deducem:

1
2 я + Г
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П - 1
înm ulţind  ultim a eu . " şi adunînd ultim ele tre i inegalităţi (7) deducem:

1
2« -  3 ^  2a I

Procedînd analog se obţine în general

a,

(8)

caie sínt mai slabe decit inegalităţile din teorema lui F e j é r .  Mai ob
servăm că inegalităţile (7) sínt m ai pu ţin  restrictive decit (8) căci pe cînd 
din (7) urmează (8) nu rezultă invers că din (8) urmează (7).

în  sfîrşit constatăm  că prim a inegalitate (6) este o consecinţă a celor
lalte căci adunîndu-le obţinem prima.

4. Să considerăm acum polinomul f(x) pus sub forma
f(x) =  b0 -j- btx  +  ■■•-(- Ъпхп (9)

şi să încercăm să-l punem sub forma (5). în  acest scop ne vom folosi de 
faptul că polinoamele Q^  (x) formează un .şir de polinoame ortogonale de
oarece şi polinoamele lui Jacobi (x) se bucură de această proprietate.

Să notăm cu integrala:

/ .  . - J  (1 -  o r  v e i " ;.r) dx

Vom avea: 
+ 1

h< ^ (1 -  *2f  (*) = h , k bk +  1 к I а, к bk

" fe =  0, 1,2,  • • •. 2 j

b,. . ., +  I  /; . I. Kbk- 4 ^  • -
(10)

Pentru a calcula efectiv pe vom proceda precum urmează : Ţinînd 
seamă că (x) este integrală a ecuaţiei (4), deducem:

m(m +  2a +  ! ) /„ ,,„ =  [(1 -  x*f lQ'm{x)} dx

x n(l -
I- 1

•b * $ 1 (1 -  x*)*+'Q'n (x)dx

nx -  * 2Г ’< ? »
+1 -H

-  x * r + ' ] ' Q m(x)dx =
-  1

«J [(« -  1)л:’- 2(1 -  ж*)*1-  2(a +  1)дг*(1 -  x*)a ]Qm(x)dx
-1

=  - t i (»  -  ! ) /_ ,,  ,„ +  n(n +  2« +  !)/„_ w
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De aici:

l n „
îi ÍJ? — 1)

(n — Df) (v 2a

şi prin aplicarea repetată a acestei formule:

/ „ m
n ( n — tH « —2)- ■ .(m-t-t)

Ы — т)(п — т — 2). . . 2fa-+-wJ-2a+l)(n+w+2a-l>. . . (2m+2a + 3)1ш, w

dacă n — m > 0  este un număr par. Dacă n — m >  0 este un num ăr 
impar atunci I„ tm =  0 .

Pentru a calcula I m,„ folosim o formulă cunoscută şi anum e4:

Tinînd
ţinem:

\ a  -  X2) [ ^ - a) ( x ) ] 4 x , 22аИ
2« + 2a + t

Г2 (я 4- a J-  1)
Г(к 4- 1]Г(« J- 2а + 1)

-1

seamă de factorul numeric care deosebeşte pe P \ (x) de {x) ob-

+ t ,2a+l Г г (а  4- 1 )n\

^ (1  — X 2 )  \_Q „ (x) ] 4 x  — 2„ + 2а + 1 ' Г(я + 2a 4- b
-  I

Deci, notînd cu A n coeficientul lui xn în expresia lui (x) vom avea:

( 11)

J (1 -  -v2) V  Qï'{x)dx =
-а-r- 1o

2« -L 2a J- 1
Г 2( а  +  1 ) » ’ 1

Fin. -f 2a — 1) 3 »-l

Să calculăm efectiv pe A„. Se ş tie 5 că poate fi exprim at ca şi funcţie
ipergeometrică. Avem:

(a. a) , , F ( u  -- a  — 11 (  , n  i i

* p n W =  г  (я + Tг  F { ~ n ’ n +  2a +  '

Deci coeficientul lui x” în expresia lui P i*,a) (x) este

—— (и 4“ 2 а +  1 )(» 2 а -j- 2) ■ ■ ■ (и
2 и!

egal cu: 

+  2 а)

4 Vezi [4] form ula (4, 3, 3).
5 Vezi 14] form ula (4, 21, 2).
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şi prin urmare:

An
1 (n 4 -  2 x  -• 1 ) 1 » »  : 2 a  —  2 ) . . . ( 2 n  - -  2 a )

şi deci

şi

(a - - 1 )(oc - 2) . . .  (a — ii)

« - 2* 1-1 Г ( а  4- 1)Г(а  -г n +  1)и! 
Г(2л +  2а 4- 2)

Л. * = 2
я! Г ( а  -г 1 ) Г | ^ 4 - ^ - г  а -  1|« r ï J r l  1 2 2

( Î! пЛ г
2 “ T j- Г(и -г wz -- 2а  -г 2)

Aceste rezultate ne perm it să scriem egalităţile (10) precum urmează:

2 : i T t  h\ Г г(а — 1) О * . 2он 1 Г(<х ~ 1) Г(А 4. A -  l>*' , ,---------------/................. ..— ci, — L .....—.- n ------ }) -b
■>k -  2а  4- 1 Г  (A -f 2a  -  1) A Г(2А -  2a  -v 2) ’•

. I П *  4 Ч Г (а  -  A î- 2)íА -  2)'
4- 9  —--------------------------------------------- Г) “Г  • • *

1' Г(2А -f- 2 а  -  4) к~- к

^ 2 x f -i Г (а  --- 1)Г(а - k -  h 4-  1 )(к +  2А)!
-*~9- ------------------------------------------ ь„,„к +  • ••

h' Г (2а  -  2А -  2h ~  2]

sau

2к -  2а  -  1 Я к

(а J- к)(а  +  к -  1) . . . (а 4- 1)

(2а 4- 2к 4- 1)(2х -- 2А) . . . (2а +  к -  1) '
\Ь„-

(а к (- 1 (а 4- А) . . .  (а 4- 1 А 4- 2)! , , ,-4------ :---------------- ---------------------------—---- - Ь,.. о +  • • •+
(2а 4  2k -J- 31(2* 4  2A Í 2) . . . (2А =• А ->. 1)А.

(а 4- А -г 1)(а -  А) . . .  (а +  1)(А 4- 2)1
T ,b k.^k +(2а 4- 2А +  3)(2а 4- 2А 4- 2). . . (2а ; А л- 1)А! 

şi inegalităţile (6) devin:

а +  A -f- 1 (А 4- 2)!
*!(**- (2а 2А 4- 2)(2а -f 2А +  3) 1! (**/с î 1 "  А ’ : +  ■ ■ ■ +

.2 , 4 * +  Ж *  4 А 4-  2) . . .  (а -  к + h) (к -г 2 А)! „
Г  (2ат2А4-2)(2х42А-; 3) . . .  (2х4-2А-*-2И 1) А! ^

(А =  1, 2 ..........и).

R ezultatul obţinut ne arată  că inegalităţile (6) constituie o genera
lizare a celor date de K a k e y a  [2] pentru ca un polinom să nu aibă 
rădăcini reale între —1 şi + 1 . După cum ne arată (12) inegalităţile lui 
К  a к 6 y a se obţin în ţazu l lim ită а =  oo.



GH. PIC 832

Inegalităţile (12) se mai pot scrie:

{____ k!_
I ív - к
t  * f )

{k - 21'

2-Га -  к - -
{Ьк , -  b, 4-

(к -  21.) (13)

22нг|а * * ' * - ■  s) "

(fc =  1 , 2 , • ■ -, и -j~ 1 )•

(bk-2fr — 1— bk . V. ) +  ■ • ■ > H

5. Rezolvînd inegalităţile (12) sau (13) vom obţine forma generală 
a unor polinoame care nu au rădăcini cuprinse între —1 şi + 1 . în  acest 
scop ne vom folosi de procedeul indicat de H a a r  [5 ] pentru a repre
zenta sub formă param etrică soluţiile unui sistem de inegalităţi atunci 
cînd acesta este omogen. Aplicarea acestuia este simplă pentrucă o soluţie 
a sistemului (12 ) de inegalităţi luate în sens strict este imediată şi anume:

bn =  bt --- . . . =  Ьп_г — 1 si b„ =  1 s unde 0 < s < l .

Rezolvarea este uşoară şi de faptul că avem n +  1 inegalităţi care fiecare 
determ ină conform teoriei lui H a a r  un punct P*(A — 1,2,  . . . , « + ! )  
şi că aceste puncte sín t fireşte situate într-un iperplan al spaţiului eucli
dian (n +  1) — dimensional în care formează un corp convex Cn+1. Va 
trebui să scriem ecuaţiile feţelor conului definit de vîrful 0 şi de c„+1. Ecu
a ţiile  feţelor trebuie astfel scrise ca rezultatul înlocuirii coordonatelor 
punctului Q( 1 , 1 , . . . , 1 , 1  — г) să ne conducă la un num ăr pozitiv. 
Ecuaţiile acestor plane se obţin egalînd cu zero determ inantul care se con
struieşte cu elementele m atricei avîiul n -j- 1 linii şi n -4- 1 coloane
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şi în care rînd pe rînd am înlocuit o linie cu una form ată numai din zero
uri afară de ultim ul element care este egal cu 1 . în  felul acesta ajungem 
la ecuaţiile:

1' p 1! г 1 :ü

Ф ?j rN) 1 (a í] lt7 i) ■"1 “ 1 "
l 2/ l =  0;

0
2' — 2!

*1 ■K 2 ( i \rH r(e +s)
*1 х ъ *3

0 0 0

*2 *3

vSe verifică direct că rezultatul înlocuirii coordonatelor lui Q ne dă un nu
măr pozitiv.

P en tru  a scrie efectiv expresia coeficienţilor bi vom considera matricea 
A„ form ată din elementele primelor n — 1 linii ale ultim ului determ inant 
scris. Fie A kn determ inantul care se formează cu elementele m atricei A n

— B a b e ş -B o ly a i  : Matematică
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după ce am şters elementele d in coloana a k — a. Atunci în baza teoriei 
lui H aar vom avea:

*0 =  Pi — A \ 1*2 +  A \ p3 +  • • • +  (— I)" 1 A ln \i„ +  [X0 
— A2 fiâ — A23 [x3 +  . . .  +  (—1)” 2 A 2n [x„ +  jx0

b*-i =  A nnZ\ P*.* -  A n~l p„ +  p0 

bn =  A"n (X» +  И-oi1 -  e)

unde pii >  0 (i =  0 , 1 , 2 , . . ti).
Să scriem explicit aceste egalită ţi în cazul unui polinom de gradul 4. 

Vom obţine:

^o — P i  +
I !2!

И )  -НИ-Ч)
2 a  - f  2

7\ 2a

I !2!.'i!

гЫ )гЫ )гМ )
2a + 1 
2a  +  7 P4 +  Po

bl

b,

: P2 +
I ! 2 ’

Рз + ’
f«!3! 2a

r(- - 1) гН К И ) 'H l 'H K K ) 2a  +  7” p4"hP<V

1 ' 2!

1 ’ T îM* + î f  + 1 “ + *)r(“ + *M‘ + *)

1!2!3!
p4 +  Po

1’2'3<

r (* + f ) r (a -4 )T (« + ^ j

h  =  Po (!—10 
sau nctînd:

p4 +  Po

*0 =  Po
I ! 2'3! . . .  ( t -  1) !

r ( a + | ) r ( a + | ) . . . r ( a  + i + | )
p<

(t =  1, 2, 3, 4) vom avea că forma cău tată  a polinom ului este:

( vo +  V1 -j- Vrt -f" 2a 2 , 2 a  +  1 ]  . /
~jT V3 +  2a . 7 v4 J X 4 -1 v0 +  v2 +  v3 +

2a +  I

2a  1 5 ° ' 2«  -I- 7 " i  ' I “ ' ‘ ' * ' 2ac +  7

+  ( v n  +  v 3  4- v4)x* +  (v„ +  V 4 ) x  +  V 0 ( l  -  e 

unde to ţi param etrii v sín t nenegativi.

Г v4 xV ,  I r  I
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О ТЕОРЕМЕ Л. ФЕИЕРА 
(Резю ме)

Доказывается, что вывод, полученный Л. Фейером [I] относительно того, 
что сума

s„ = ч ро W + ЯЛ М  + ••• -Г а„рп(*)■
где Р„{х) есть n-ый многочлен Лежандра, является ненегативной для —1 < * - < 1 ,  
если:

«о >  ai >  «2 >  ■ ■ • >  «„
можно обобщить.

Доказывается, что сумма
S, = «о Qo}(*) + a1 ß|a) (*> + . - - + «„ ß„ W

где является многочленом

0 - :х] =  _ J ________________ 1_______ ________rf”(i - 1
' G -  J 4*“ 2”(и -  Ни --- -  I) ( ч-И d \"

отличающимся от многочлена Якоби Р *  только лишь числовым множиителем, 
является ненегативной для — 1 <  х <  1 если удовлетворены неравенства:

1
3 +  2а

5 +  2а я% — я̂  -Ь Яд О

k + 1
2А +  2а  +  3 а *+ 1

k  +  2а  

* -F 2а  -
я*_1 О

п +  2а _ _ _ _ _ а п - О
Я„ >  О

В случае а —0, многочлен Q^1 становится многочленом Лежандра Рп (х) ,
а означенные выше неравенства имеют, как и следствие]

ао з а\ >
1 1 я,
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что доказывает, что они являются более общими, чем неравенства теоремы Фейера.
Затем полученный результат применяется к многочлену

/( х) =  b0 bx x  --I- . . . -I- Ьпх»

Выразив его с помощью многочленов и применяя затем полученный
раньше результат, выводят, что многочлен f (х) не имеет действительных корней 
я пределах — 1 и -f 1 , если удовлетворяются неравенства:

a  -I- h  +  1 (А 2) !

k  ! ( V -1 -  Ьк) +  -(2Ţ + - 2ă 4Г 2П 2Т 4- 2/r+ T î ' ' 1 —  Ък 4-г) ----------Ь

(а +  к +  1) (а +  Л +  2) . . .  а  -f к +  к) (А -!- 2А)
(2 а  - f  2Á +  2П 20Г +  2А +  3 ) 7 .  /(2 Ö T :r  2А) л  2А о 1) /( ^  & * + * * )+ — > °

(Л -  1 , 2 . . . и)
Если а -» ос, то эти неравенства становятся известными неравенствами Какейя.
Наконец, при помощи метода, данного Гааром, решаются вышеозначенные не

равенства и, таким образом, выводится выражение для общего класса многочленов, 
«имеющих действительных корней в пределах — I и -J- 1.

SU R  UN T H É O R È M E  D E  h . F E JÉ R  
( R  é s u  m  è)

On donne une g én éra lisa tion  du  ré su lta t  su iv an t de L. F e jé r  [1 ]: la somme

-s„ = ‘h p  0 W H + • • • + “n p„ M
où I ‘n (x) représen te  le »-me polynôm e de Legendre, est non-négative pour 1 >. 1 lorsque
я ,  >» +> . . .  Je- a . L ’a u te u r  m o n tre  que  la  som m e

7 , =  «oßif’ W +  (x) +  . . .  +  an Q™ (x)

QT(X) = 1 -  д2;“ (a -1- 1 )
к ; 1 - л - ) ’

J 'î(h

polynôm e qui d iffère du  polynôm e de Jacob i p a r  un  facteur num érique, est non-négative
p o u r - - ,r ^  Í si

.4 ; 2a «1 >■ 0

5 . " 2 / 2  '  rti +  «0> - 0

A - 1

2A Д 2a 3 i,A + l -  ih +
/, 2a

2k 2 1 “*

h 2a
— -1- „2>> 2a  1 ll„ i >•<>

a,. 0
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Four a  =  0 le po lynôm e Q^  (x) se ré d u it  au  polynôm e de Legendre P n (x) e t  les inégalités p récé
dem m ent écrites im p liquen t

. 1  .. 1 . . 1  .
rt0 >  -7- a 2 a ,  >  . . .  > ---- n„ ! >  a„

3 Ő “n 2
qui so n t p lus larges que celles im posées p a r Fe jér.

On applique ce ré su lta t  au  polynôm e f(x )  =  b0 ; bxx  +  . . -r bH x ” que l 'o n  exprim e

lin éa irem en t à  l ’a ide  des Q ^H x), e t l ’on en d é d u it que (fx) n ’a pas de racine réelle dans) —,1 + 1  j 
lorsque les in ég a lités  su iv an tes son t vérifiées:

k\(bt t>k) +
a  -f k +  1

(2a 4- 2k +  2) (2a +  2k +  3)
(k + 2) 

1 ! '-(bk+1 ft* + a ) + ----- H

+
(a + k 4- l) (a  4- k  4- 2) . . . (a 4- k  4- h) tk +  2 h)\

(2a 4- 2A 4- 2) (2a 4- 2k  +  3) . . . (2a 4- 2Ä 4-2/; - f l )  kl

(k — 1 , 2 ,  . . n)
— ̂ S + 2*)+- • > 0

Pour a —»00 ces in ég a lités  coincident avec celles, b ien  connues, de K akeya. Les in ég a lités  p ré cé 
d en tes  son t enfin  résolues p a r  une m éthode  de H aar, e t l ’on arrive  à  une expression  d o n n an t 
une classe générale  de polynôm es d ép ourvus de racines dans L —1 , - f l ] -





O TEOREMĂ ASUPRA TRAVERSĂRILOR UNUI NOD

de
(i. CĂLUGĂREAŢI

în  cele ce urmează, înţelegem prin  nod un contur poligonal închis K ,  
sim plu, orientat, cu un num ăr fin it de laturi. Se defineşte echivalenţa 
(sau izotopia) a două noduri cu ajutorul operaţiilor Д şi Д '( [ / ] ,р .  4): 
A B  fiind o latură  a lui K,  iar A B C  un triunghi care nu are în comun 
cu К  decit punctele laturii A B, operaţia Д constă în înlocuirea laturii 
A B  prin  conturul ACB;  Д ' este operaţia inversă. Cele două operaţii pot 
fi confundate într-una singură, în modul urm ător: A B C  fiind un triunghi 
orientat care are în comun cu К  una sau două laturi, şi este aşezat aşa 
incit orientările laturilor comune să fie opuse pe К  şi ABC ,  vom numi 
„adunare”  a triunghiului orientat A B C  la conturul К  operaţia care constă 
în suprimarea latu rii sau laturilor comune, lăsînd să subziste restul lui 
К  şi al frontierei triunghiului, cu orientările lor. Vom continua să notăm  
cu Д această operaţie. Două noduri К  şi K '  sínt izotope dacă aplicînd 
operaţia Д un număr fin it de ori unuia din noduri putem obţine pe celălalt. 
Toate nodurile izotope cu К  formează tipu l (sau clasa de izotopie) a lui K.  
Condiţia pusă triunghiului ABC ,  de a avea în comun cu К  num ai una 
sau două laturi, este desigur esenţială, şi corespunde unei deformări izo
tope a nodului, adică unei deformări iu tim pul căreia nodul nu se tra 
versează el însuşi. Dar, renunţînd la această restricţie, se defineşte, prin- 
tr-o construcţie analogă aceleia care defineşte operaţia Д, o deformare 
neizotopă a lui K,  deformare care îşi are interesul său.

Să numim traversare deformarea lui K  ce rezultă din К  prin  adunarea 
la A  a unui triunghi A B C  care, în afară de latura comună, sau de laturile 
comune, are încă un singur punct comun cu K,  acest punct fiind interior 
triunghiului A B C  şi unei laturi a lui K.  Fie K '  nodul astfel obţinut. 
O astfel de traversare, nefiind o deformare izotopă, poate fi însoţită de 
o schimbare a clasei de izotopie a nodului in iţial, şi în acest caz vom spune 
că traversarea este esenţială. Dar e posibil ca o traversare să fie inesenţială, 
clasa de izotopie răm înînd neschim bată; putem  imagina cu uşurinţă defor
mări de această natură, pentru un nod oarecare. Teorema pe care o dăm 
aci ne perm ite să caracterizăm, din acest punct de vedere, traversările 
unui nod K.  E nunţul teoremei face apel la descompunerea unui nod în
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produs de factori, dată de H. S c h u b e r t  [2], pe care credem u til să 
o ream intim : S 2 fiind o sferă bidimensională (suprafaţă poliedrală închisă, 
fără puncte m ultiple, de gen zero), se numeşte „coardă“ a sferei S 2 un 
contur poligonal simplu care are în comun cu S2 numai cele două extre
m ităţi ale sale. O astfel de coardă poate fi plasată în interiorul sau în exte
riorul sferei S2. К  fiind un nod, şi S2 o sferă care taie  К  numai în două 
puncte, K  este astfel d e s c o m p u s  în două corzi ale sferei S 2, fie ele ux şi 
«2, situate de cele două părţi ale sferei şi avînd extrem ităţile lor A şi 
R  în comun. Să unim  A  cu В  printr-un contur poligonal simplu v, s itu a t 
pe S 2. Atunci и -f- v şi и — v, cu o orientare convenabilă a lui v, formează 
două noduri pe care sfera S2 le separă întrucîtva, şi, după term inologia 
lui H. S c h u b e r t ,  К  se numeşte „produsul" acestor două noduri. 
(Termenul de „sum ă“ a celor două noduri poate de asemenea să fie acceptat, 
cu a tît  mai m ult cu c ît operaţia în chestiune este comutativă; adunarea 
unui triunghi la un nod e un caz particular al acestei operaţii). E nunţu l 
teoremei noastre este următorul:

Fie T o traversare a nodului K, rezultînd din adunarea la К  a unui  
triunghi ABC =  Tj, pe care latura E F  a lui К  îl traversează în punctul  
<s> • K ' fiind nodul astfel deformat, vom presupune К  n ^ i  =  AB, К ' П T, =  
=  АС 4- CB. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca T  să fie o traversare 
inesenţială a nodului K este ca acest nod să se descompună în produsul a 
două noduri avînd în comun segmentul C'co, C' fiind intersecţia lui Си cu AB.

Vom stab ili mai în tîi suficienţa condiţiei. Să adm item  deci că există 
o sferă a care conţine segmentul C'w şi separă contururile С 'B  ■ .F o  şi C'A 
■ ■Eo>. Această sferă separă A  de В , deci taie conturul ACB,  dar nu în tîl- 

neşte A B  decît în punctul C . O mică deplasare a vîrfurilor sferei a ne per
m ite să facem astfel ca punctele de intersecţie ale conturului A C B  cu <x 
să fie interioare unor feţe ale acestei sfere, şi atunci numărul acestor puncte 
va fi fin it şi impar. Dacă acest număr este >  1, putem modifica supra
faţa g în vecinătatea triunghiului (plin) A B C  astfel ca aceasta să întîl- 
nească conturul A C B  într-un singur punct a. Astfel, dacă urma sferei g 
pe planul A B C  conţine arcul oaßySe care taie  BC  în punctele a, ß, у, 
S, e e suficient să scoatem din interiorul (resp. exteriorul) sferei o nişte 
vecinătăţi convenabile ale ariilor delim itate în A B C  de arcele ßy, y S ,. • 
D tp ă  această modificare, и va în tîln i conturul A C B  într-un singur punct 
a. De altfel, se vede că nodul ы а В . F<ù rezultă din otC'B. F a  prin ope
ra ţii Д aplicate în interiorul triunghiului A B C , şi, to t astfel, ora CA . -Eut 
rezultă din otC'A . F a  prin astfel de operaţii. Astfel, toaВ - Fot este izo
top cu ( л С В . -F ca, şi ыоСА . -Еы cu wC'. -F o . Atunci, К  şi K ’ fiind 
produse de noduri respectiv izotope, sínt izotope unul celuilalt, şi traver
sarea e inesenţială.

Pentru a arăta  că condiţia din enunţ e şi necesară, să presupunem că, 
traversarea fiind inesenţială,К  şi K 'sîn t izotope. Dar, К  şi К 'avînd în comun 
conturul К  — AB, o teoremă a lui H . S c h u b e r t  ([2 ], p. 15, H ilfssatz 
6) ne perm ite să afirmăm că există o deformare izotopă a lui К  în K ' în 
tim pul căreia conturul К  — AB rămîne fix. E nunţul acestei teoreme e ur
m ătorul: 2  fiind o sferă, iar ult u2 fiind două corzi ale acesteia situate 
ambele în interior (sau exterior), avînd extrem ităţile în comun şi definind
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noduri izotope (dacă unim aceste extrem ităţi cu un arc simplu situat pe 2 ) 
există o homeomorfie semiliniară a spaţiului pe el însuşi care aplică 
«j pe «2 şi care se reduce la identitate pe 2  şi în exteriorul (sau interiorul) 
său. Să construim o sferă 2  alungită şi foarte subţire, în vecinătatea conturului 
К  — AB =  A . -EF. .B, astfel încît acest contur să fie trasat pe 2  iar 2  să 
nu întîlneaseă laturile triunghiului ABC decît în punctele A şi B. Atunci 
AB şi ACB sínt două corzi ale lui 2 , situate în exteriorul său, avînd extremi
tă ţ i  comune, iar nodurile pe care ele le definesc împreună cu arcul К  — AB, 
trasat pe 2 , sínt izotope prin ijioteză. Există deci o homeomorfie semi
liniară h a exteriorului lui 2 , fie acesta 2 Й, asupra lui însuşi, care transformă 
AB în ACB lăsînd fix arcul К — AB. Atunci există şi o deformare continuă 
a lui 2„ în el însuşi care aduce AB pe ACB. In adevăr, să aplicăm 2 , pe in teri
orul unui simplex tridim ensional т printr-o homeomorfie semiliniară H. 
Imaginile A*C*B* şi A*C'*B* ale lui ACB şi AC'B prin H vor fi corzi inter- 
rioare ale lui t , şi H -1hH este o homeomorfie a interiorului simplexului pe el 
însuşi, care aplică A*C*B* pe A*C'*B*. Convexitatea simplexului ne permite 
să  definim o deformare care are acelaşi efect, punînd

M*M* t. M* M '* , t C <U ; - I, M"* H ~ 1hH(M*)

unde M* e un punct oarecare al sim plexului iar M* transform atul său.
Notînd această deformare cu /,, H lf,H este o deformare a lui 2„ în el însuşi, 
care aduce A C 'B  pe ACB.  Este o aplicaţie 9 : 2,. X 1 —*■ 2,. care e simplicială 
pe o anum ită subdiviziune a lui 2, X / .  Imaginea 9 (AB) este o suprafaţă 
poliedrală avînd ca bord triunghiul ABC. Această suprafaţă, generată 
de un contur poligonal care se deformează continuu, extrem ităţile sale 
rămînînd fixe, este un element de suprafaţă cu singularităţi, adică imaginea 
unui triunghi printr-o aplicaţie continuă. Această suprafaţă Ф poate prezenta 
puncte m ultiple a căror aşezare pe Ф a făcut obiectul unor cercetări care 
pornesc delà o lucrare a lui D e h n  r3 ]; cercetări ulterioare au condus la 
demonstrarea lemei lui I) e h n de către C D . P a p a k y r i a k o p o u l o s  

Л . Suprafaţa Ф putînd să întîlneaseă aria triunghiului ABC,  dar fără a 
atinge sfera 2 , se poate trasa în planul A B C  un cerc у cu centrul со şi de 
rază destul de mică, astfel ca Ф să nu aibă nici un punct s itua t pe acest 
cerc sau în interiorul său. Adăugind la Ф domeniul interior triunghiului 
A B C  şi exterior acestui cerc y, se obţine un element de suprafaţă al cărui 
bord este y, şi care nu are singularităţi pe bord. Lema lui D e h n  arată  
atunci că acest element de suprafaţă poate fi m odificat aşa încît să obţinem 
un element de suprafaţă Ф' fără nici o singularitate, avînd boldul y, şi 
s itua t în 2*. Adăugind la Ф' şi discul (y), obţinem o sferă a care nu întîlneşte 
К  — AB decît în punctul со, şi care taie  A B ,  deoarece K  e un contur închis. 
Prin  modificări deja u tilizate mai sus putem  face astfel ca g să taie  А В  într-un 
singur punct, apoi să modificăm a astfel ca ea să conţină segmentul C 'c o .  
Aşadar nodul K  este produsul, în sensul lui Schubert, a două noduri care 
au în comun segmentul C'co.

Să numim traversa-, e periferică o traversare inesenţială astfel încît 
descompunerea corespunzătoare a lui К  în produs să fie banală, adică unul 
din factorii produsului să fie un cerc. Atunci:
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Dacă K  este un nod prim, singurele traversări inesenţiale pe care le admite 
sínt traversări periferice.

Astfel, deoarece în tabela de noduri A l e x a n d e r - B r i g g s  [1], 
pp. 70—72) figurează num ai noduri prime, iar num ărul punctelor duble în 
proiecţie este redus la minimum, orice inversiune a  ram urilor intr-un punct 
dublu (înlocuirea unei treceri deasupra . . printr-o trecere dedesubtul lui ..)  
corespunde unei traversări esenţiale a nodului. Nodul care rezultă prin 
o astfel de traversare va avea acelaşi număr de puncte duble în proiecţie dar 
este susceptibil de a fi sim plificat prin deformări izotope astfel ca acest 
număr să scadă. Se pare că, în general, orice traversare de această natură 
aduce nodul într-o clasă cu un num ăr mai mic de puncte duble în proiecţie, 
dar aceasta nu este încă demonstrat. Teorema enunţată în această lucrare 
poate fi u tilă  în vederea formării invarianţilor de izotopie ( [5], p. 607) expri
m abili prin funcţii de linie ataşate nodului K.  în  adevăr, un astfel de in
variant trebuie să răm înă constant atunci eînd К  suferă o traversare ine- 
senţială, şi trebuie să facă un salt pentru orice traversare esenţială.
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ТЕОРЕМА О ПЕРЕСЕЧЕНИИ УЗЛА 
( Р е з юме )

В этой  ̂работе под узлом подразумевается простой замкнутый многоугольный 
направленный контур К с конечным числом сторон, в эвклидовом трёхразмерном 
пространстве. Равнозначность или изотопия двух узлов была определена К. Рейде- 
мейстером с помощью действий Л  и А'. Здесь пересечение  узла определяется следу
ющим образом: A B  является стороной узла К, а А В С  — треугольником, имеющим 
единственную общую с узлом К точку кроме стороны A B ,  а w являясь внутрен
ней точкой треугольника и внутренней точкой некоторой стороны узла К, замена 
стороны A B  контуром А В С  называется пересечением узла К. Вследствие одного 
из таких пересечений класс изотопии узла К может измениться и, в этом случае, 
пересечение является эссенцияльны м , а когда класс изотопии остаётся без измене
ний, пересечение называется инэссенцияльны м . В работе даётся необходимое и 
достаточное условие для того, чтобы пересечение было бы инэссенцияльным. Для 
этого необходимо и достаточно, чтобы узел К был бы разложен на произведение 
двух узлов, в значении Г. Шу б е р т а , ^  имеющих совместно отрезок С'ы, где С' 
есть точка пересечения прямой со стороной A B .  При доказательстве исполь
зуется лемма Д е н а ,  а также некоторые теоремы, выведенные Г р е у б ом и 
Ш у б е р т о м .  Дётся определение периф ерийны х  пересечений и доказывается, что 
простой узел допускает инэссенцияльнымн пересечениями только периферийные пе
ресечения.
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U N  T H É O R È M E  SU R  L E S  T R A V E R S É E S  D ’UN NO EU D 

(R ésu m é)

D ans ce trav a il, on  en ten d  p a r  noeud u n  co n to u r polygonal ferm é K , sim ple, o rien té , à 
u n  nom bre fin i de côtés, s itu é  d an s l ’espace euclidien trid im ensionnel. L ’ équivalence ou 
iso to p ’e de deu x  noeuds a  é té  d é fin ie  p a r  K . R e i d e m e i s t e r  à  l ’aide des op éra tio n s 
Д e t Д ’. On d é fin it ici le te rm e  „ tra v e rsé e ” d ’u n  noeud, de  la  m an ière  su iv an te : AB é ta n t  
u n  cô té  d u  noeud K ,  e t A B C  u n  trian g le  qu i a  u n  seul p o in t со en  com m un avec K ,  en  dehors 
d u  cô té  A B ,  où со e s t u n  p o in t in té r ieu r  d u  trian g le  e t  u n  p o in t in té r ieu r  d ’un  cô té  de K ,  on 
appelle  trav e rsée  d u  noeud K  1’ o p é ra tio n  qu i consiste à  rem placer le cô té  A B  p a r  le con tour 
A C B .  P a r  su ite  d ’une telle  trav ersée , la  classe d ’iso top ie  d u  noeud K  p e u t changer, e t  dans 
ce cas la  trav ersée  est appelée essentielle, ta n d is  que si la  classe d 'iso to p ie  reste  inchangée la 
trav e rsée  est appelée inessentielle. Le th éo rèm e  d onné  d an s le tra v a il  constitue  une condition  
nécessaire e t  su ffisan te  p o u r q u ’une trav ersée  so it inessentielle: il e s t nécessaire e t su ffisan t, 
p o u r cela, que le noeud K  se décom pose en  p ro d u it de deux  noeuds, au  sens de  H . S c h  u  b  e r  t. 
L a  d ém o n s tra tio n  u tilise  le lem m e de D e h  n, ainsi que ce rta in s  th éo rèm es de  G r  e u  b  e t 
S c h u b e r t .  On d éfin it les trav ersées périphériques, e t  l ’on é ta b lit  que les noeuds prem iers 
n ’ad m etten t, comme trav ersées inessentielles, que des trav ersées p é rip h ériq u es.





ASUPRA V A RIETĂ ŢILO R NKOLONOMK TIŢKICA

di

n i i .  T H .  U H K O R G IIIL  (T im ijo i i ra)

într-o  lucrare anterioară jd j am introdus două clase de varie tă ţi neo- 
lonome de-a lungul cărora unul din rapoartele K x: d 4 sau K 2: d 4 este constant, 

şi K 2 fiind cele două curburi to tale  ueolonome ale varietăţii. Graţie 
asemănării dintre definiţia acestor varie tă ţi şi suprafeţele Ţ i ţ  e i c a [7;8, p. 
128] am crezut de cuviinţă că este logic să numim aceste varietăţi, varietăţi 
ueolonome Ţ i ţ  e i c a şi ne întrebăm dacă aceste varietăţi sínt totuna cu 
varietăţile Ţ i ţ  e i c a-W i 1 c z y n s к i pe care le-a introdus T  i h. M  i h ă- 
i l e s с ii într-o lucrare anterioară |4:5,p 481 • pe altă  cale.

De eurînd {3} ni-ain ocupat în special cu o clasificare a varietăţilor 
ueolonome Ţ i ţ  e i c a dublu riglate arătînd că în general plecînd de la o 
proprietate caracteristică a suprafeţelor Ţ i ţ  e i c a, se poate introduce o 
clasă de varietăţi ueolonome şi care în general să difere de la una la alta. 
Am propus cu această ocazie următoarea clasificare:

a) V arietăţi (7\) de-a lungul cărora raportul К г: d 1 este constant, iv, 
fiind prima curbură to ta lă  a varie tă ţii iar d d istanţa de la origină la planul 
tangent.

b) V arietăţi (Г2) de-a lungul cărora raportul K 2: d x să fie constant, 
K., fiind a doua curbură to ta lă  a varia ţii iar d aceeaşi semnificaţie ca mai sus.

c) Varietăţi (7'3) de-a lungul cărora normala afină trece printr-un punct
fix.

d) Varietăţi (7’,,) de-a lungul cărora prim a normală proiectivă trece 
printr-un punct fix.

e) V arietăţi (T0) de-a lungul cărora a doua normală proiectivă rămîne 
într-un plan fix.

/) V arietăţi (7'6) ale căror desfăşurate asim ptotice ale suprafeţelor riglate 
asim ptotice sínt conuri cu vîrful în acelaşi punct.

g) V arietăţi (T7) ale căror riglate asimptotice au liniile flecnodale plane 
şi confundate într-un plan fix.

Vom nota cu (Tab . . .) varietăţile  care sínt în acelaşi tim p (7Я), (Tb) , . . .
în  lucrarea de faţă ne propunem să determinăm varietăţile  (7 \a), (73) 

şi (T36) neriglate, răm înînd să mai cercetăm alte cazuri în lucrări viitoare.
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I
1. Să considerăm varietatea (F 3) definită prin ecuaţia P f a f f

ds3 =  1® dxa =  0 , (1 )

a fiind un indice m ut variind de la 1 la 3 situa tă  într-un spaţiu euclidian 
cu tre i dimensiuni. Pentru a face studiul acestei varie tă ţi îi ataşăm încă 
două (F1) şi (F 2) definite prin ecuaţiile

ds1 =  \ U x a =  0 , d ^  =  \l  dx‘ =  0 , (П
in iţia l alese arb itrar supuse num ai condiţiei

D =  \ l 1 \ ^ 0 .  (2)

A lături de aceste tre i varie tă ţi vom considera congruenţele de curbe (CH) 
(,h =  1,2,3) definite prin intersecţia lor două cîte două

d x 1 _dx2__ dx3 (8)
m \  ml  ml ’

unde funcţiile т ' н sín t legate de 1] prin relaţiile
jh  a  ' ia h (nA1 m u =  L m =  bu,а к k a  кг (4)

şi unde 5* este simbolul lui К  r o n  e с к e r. Dacă notăm  cu i a vectorii 
axelor de coordonate şi cu ja reciprocii lor este u til uneori să folosim în 
calcule vectorii

"TA ■* h ~ "a a ~  / r \1 =  1 г , m. =  m t i , (o)a  * A  h J a  * v  7

care în baza formulelor (4) sín t la rîndul lor reciproci.
Studiul ansam blului celor tre i varie tă ţi şi al varie tă ţii (V3) în particular 

se face cu ajutorul coeficienţilor lui R i c c i  care definesc deplasarea infi
nitezim ală a reperului a taşat punctului M  şi definit prin  vectorii mh .Astfel, 
dacă se introduc operatorii

avem formulele
X,m.

к к
c,,mh t  a A l  =  - c k. 1“.к ha

(6)

(7)

(8)

care sín t în num ăr de 27 şi se găsesc scrise dezvoltat în lucrarea [2,8].
2. Pentru a face studiul centro-afin al varie tă ţii (F 3), alegem ca congru

enţe (C\) şi (C2) congruenţele form ate de asimptoticele varietăţilor iar ca

Coeficienţii lui R i c c i  c‘k satisfac condiţiile lui C o d a z z i

■ c l  и .  S  ( c a  __ca )
. Ä m e t  '  c tk V ' m k  hm> ’X  c‘m  hh

hk

- x j  . =  c*t c[h m k tnk Aa
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congruenţă (C3), congruenţa al cărei vector tangent trece prin origină. 
Ceva mai m ult, cum ecuaţiile celor trei varie tă ţi sínt determ inate abstracţie 
făcînd de un factor constant, vom profita de acest fapt pentru a simplifica 
calculele evitînd introducerea de funcţii arbitrare neesenţiale. Astfel, cum 
prin ipoteză vom presupune că varietatea nu trece prin origină, avem 
f  Xх ^£0)  alegem factorul varie tă ţii date astfel ca

£ * “ = ! ■  (9)

Cu notaţiile din [2,no. 10] aceasta revine la a lua

Рэ = ll Xх (9')

De asemenea cum D ÿ£ 0, vom alege factorii congruenţelor asim ptotice (ceea 
ce este totuna cu factorii varietăţilor (F1), (F2)) astfel ca

I> 1 . (10)
Aceasta revine la a lua

P1 P2P3 =  ~ ( 10')

care combinat cu (9') determină numai produsul p, p?. Mai tîrziu , printr-o 
condiţie suplim entară, vom individualiza separat aceşti factori.

Pentru a face distincţie între notaţiile iniţiale şi cele rezultate prin 
alegerile de mai sus vom înlocui pe 1* , cj^şi A^prinX* , ţi* , удд şi Y h.

3. Să traducem prin rela ţii asupra coeficienţilor lui Ricci ipotezele 
făcute.

Faptu l că congruenţele (Cx), (C2) sín t asim ptotice, revine la

T n  =  Ï 2 2  =  ° -  ( 11)

Mai departe va trebui să avem

Xl M =  0, X2ilf -  0, \ 3M  =  1. (1Г)
Aplicînd acestor egalităţi operatorii Y h în baza lor înşile rezultă egalităţile

Y» =  • (12 )

în  fine, aplicînd aceiaşi operatori lui (10) rezultă de asemenea

Y*i +  îL  +  Ym =  °* \h =  1 >2>3) (13)
sau dezvoltat, în baza lui (12)

Yî, +  YÏ2 =  0. Y2I +  >4 =  O- Y31 +  ' 4 +  1 =  (13')
în  baza acestor relaţii, condiţiile de integrabilitate se simplifică. Astfel, 

din (13') scoţînd pe yŞ2, y^ şi y22 obţinem

y iY22 + Y 2 Y1,, =  —2Yh Y22 -  Y2! Y22 +  y!2 Y2 

-  yh  ( y?2 -  Y23i) +  y21.
•Yi, Y,‘2 • ' Y«
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У 1Y  22 У  2 У 12 ^  - M l ,
„Л
‘ 22 - - -/1 

* 12
ч,2
I 22 — У  22 Y 2>21 + T i 2 ( Y  ,2 — ■sM \

*2 1 + ( y j o ) 2 .

М у ; ,
-  у 2

У ? ,  == 3 Y Î . У 2 2 + У 2 , Y n + Y Î ,
—1
> 12 4 * Y 32, (Y ?2 — M . ) — ( М М -

M y ü , YÎ,<1У  22 Y?i>
у  2
I 21 ( v T + У 21 ) .

У 2 У 12 12 - ■■ Y ? 2 ( — - 3  1 
; - - 1

> 12 ( У  ,2 +
Y ? i ) ;

M i l +  У з У22 = Y Í 2 У 22 , — . Л
I 32

. Л
ü — У  22 У з ,

. . . .
У 22 У 31

— У з ,  У м  •-  2 y ^ 9
У 2 у > , - У з

- Л __
М 2 — M i , У 22

_ L . 9 v 1 
1 w Л 2 To  > 4Л

i 12 y i 2 - - У 32
- 3
132 + 3 y '2,

M y Íí i -  У 3 ^ 2 1
0 - / 2  
^  >31 У м

. . .
y i i ,

v l
M l

. . . . Y 2 J 11 Y i  2 — r i .
- 3
1.32 + У 2 , — 4M 

* 31J

-  У з У?1 —
_  - /3

>31 r ‘22 + У 32 T 21 — ‘ 31 y L + M 1 , .

= -
„ 3
> 31 yi2 + Y m Y?2 — YÍ2 ( y 3 

'  * 12 + ) - ( У м ) 2 >
y  - i
1  3 1 П

- Y 1 -Л
> 11 Y 1> 31

^,2
I 00 '«31

-/1
• 31 í 31 Ţ У 12 У "îi — v i  -

! 32 H i +

+  Y
.3
31 - У

1
11’

у з у !2 У ,
. л  . . . . .
i 32

9 - 1
"  > 32 Y l t

. . . . , л
; 12

-/1 
* 31 +

4Л
‘ 22

о
î 31 + У 32 У з , 2 у }2

у 4M 
* 32 ’

y . Y Î i -  У г
4,2
1 31

3 - 2  
ö  >11 M M i,  У 23,  + Y 2 ‘ 21 Y 2‘ 31

. uÍ Y 2 Y»
M i  M r

У \
3 ^  

* 31 ' 4 Y n + Y « Y | , —  ■y 2 ( y 3 
I 31 VI 12 +  y23,) ■- b .

2 ţ

У ЗУ?2 - У г Y 3 -
‘ 32 У м YÎ, - “ У з , y L : + У 32 YÎ, — 3y?2.

Acest tablou îl vom nota cu (2\) iar a n-a ecuaţie din el cu simblul (Tlln). 
Kcuaţiile lui sínt compatibile între ele în sensul că nu se exclud şi existenţa 
lor nu cere condiţii noi. în  adevăr, ştim că în cazul varietăţilor neolonome 
Y hk f ^ Y khf  mţelegînd prin f  ----- Y h( Y kj). în  cazul nostru avem [2,no.5]

y j  “  y 2i / = ( T Î 2 + У 22) y i/ “  ( îl , Î - Ï2.) У-J +  (Y?o “ Î2i)Y3/> (14)
t  -  Y 2/  =  - YyU  Y, / -Г (2 +  y 2/ -  YS* M  f>

y j  У г, ! М , - 1 ) Y J  +YÏ, Y J  +  Y», y j -
2\p licind operatorul У3 ecuaţiei (7'1(1), operatorul Y 1 ecuaţiei (7\6) şi ope
ratorul У2 ecuaţiei (7 'j.ll) şi scăzînd din prima pe ultim ele două, în baza 
formulelor precedente, rezultă ecuaţia nouă

■ (M'm+  y*2
А Ь ( У2 Тз2

■Y|..)(V Y 1 — \  *Y* \ —  (2 v *  -4- *, 23 Mi 1 • 31; V ui r м
1 _ Y22 (4 3 Уn V -, 2 \1 1 í-ál)

+  A.2 _ Y1 ) ( Y  -A _ y  Y2 ) —V1 (Y Y3 — У Y3 1
' 2 2  I 12' V-1 2  I 31 3 I 21'  Í 31 3 I 12 1 I 32'

М М , у;, -У - 22 ' П Ум (Г -/1
1 * 22 М  тУ

; M ( y 2 yí, • У, yM +
Í , - y ] i ) ( y 3YÍ2 - ■y l У32) +
-(Y 31 + 1) (y 2YÍr- y aY Í,) -
3(y, y22 +y2 Yi,) - 0 ,

care în baza tabloului (7 \)) este identic verificată. Aceeaşi metodă putem  s-o 
aplicăm şi celorlalte ecuaţii ale acestui tablou. Rezultatul obţinut ne 
spune că sistemul de ecuaţii cu derivate parţiale definit prin tabloul (Г,) 
este complet.

4. Tabloul (7'j) se mai poate simplifica chiar în cazul general ţinînd 
seamă că factorii px şi p2 nu sínt determ inaţi decît prin produsul lor. Dar 
pentru a face acest lucru este necesar să facem diferite ipoteze asupra naturii 
geometrice a varie tă ţii. Astfel, putem face următoarea clasificare.
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a) Varietatea (F 3) nu este riglată. Ca şi în cazul suprafeţelor, dacă pe 
varietate se găseşte o familie de drepte, ele trebuiesc să fie asim ptotice. 
Ori, pentru ca congruenţa (C,) să fie form ată din drepte, va trebui ca planul

I P  — W , Y 1M ,  Yu  M  j =  0, 

să fie nedeterm inat. Dar, în ipotezele făcute

1 1 M  =  , V jj M  =  1 j Pi =  r l ,  p! P  Yu Pa,

încît condiţia căutată este y3, =  0. Analog, pentru ca congruenţa (C2) să 
fie formată din drepte va fi necesar să avem y ’ 2 =  0 .

Pentru ca varietatea să nu fie riglată va fi deci necesar să presupunem 
fu  у 225^ 0 . î n această  ipoteză, vom putea alege pe pj şi p2 astfel ca

Í n  =  Ï 22- (15)
Folosind notaţiile iniţiale această ipoteză cere să luăm [2, no. 30 j

Pa-
Pi

(15')

care în numere reale, împreună cu (9'), (10'), determină în mod unic factorii 
de proporţionalitate p1( p2, o3.

b) Varietatea (F3) este simplu riglată, adică y^ =  0, yţ2 0 (sau in
vers). în  această ipoteză vom putea determina factorii de proporţionalitate 
impunînd condiţia

Yu 1 , (T.ia - 0 ) -  (16)
Aceasta revine la a lua

4  =  ci,. (16')

c) V arietatea (F 3) este dublu riglată, adică avem în acelaşi tim p

TI, T(2 =  0; (17)

normalizarea se poate face cu ajutorul coeficienţilor y3,, y3,, 
nu sínt ambii nuli. Astfel, dacă y3j 5̂  (), vom lua

presupunînd că

Y3 =  1 (18)
ceea ce revine la a alege

I
Pi =  7ТГ

f ,41
(18')

De asemenea dacă y3 . y32 0 putem  face şi normalizarea
• / 3  —  3 
Í 3 î  * : i 2 ’ (19)

4 —  Babeş-B viya i :  M a te m a t ic ă
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ceea ce revine la a lua

i á
r.ß (20)

Normalizarea (19) introduce calcule mai simetrice. 
d) Dacă avem în acelaşi tim p

V f .  Ï 2 2  =  Ï U  =  Ï 3 2  =  ° .  ( 2 1 )

ceea ce are loc pentru suprafeţele riglate dublu ale căror normale afine trec 
printr-uu punct fix, deoarece în acest caz normala afină este definită prin 
vectorul m3 [2,nr. 14], atunci normalizarea se poate face cu ajutorul co
eficienţilor у}2,у^ presupunînd că nu sínt ambii nuli. Astfel, dacă y2 0, 
putem  lua

4  = 1 , (22 )
ceea ce revine la a pune

Pi (22 ')

Ca şi la cazul precedent, dacă yj,,. y2 o atunci putem face de asemenea 
normalizarea prin  impunerea condiţei

' ‘ •21 Ti2 (23)

b  =  ÿ -  (23')

ceea ce revine la a lua

<’) Mai departe, putem  avea în acelaşi tim p

Tu Y«
Í 22

„3
1 31

„3
i 32 rl. o, (24)

ceea ce are loc pentru varietăţile dublu riglate care au normala afină confun
dată cu prim a normală proiectivă şi trecînd printr-un punct fix [2,no.16]. 
Pentru normalizare, vom ţine seamă că varietăţile  (F1) şi (F 2) sínt olonome 
sau neolonome după cum expresiile [2 , nr. ?']

Q 1 - 4 . T5,. (25)
sín t sau nu diferite de zero. Presupunînd că una cel puţin este neolonomă, 
de ex. a doua, vom putea lua !)

4  = 1 (26)

1 î n  ip o teza  că am bele v a rie tă ţi sín t neolonom e, se poate face norm alizarea hm id 

ceea ce conduce la

1 2 
Ï 3 2  =  Ï 3 1 ' Î26t )

î l
P2

alegere care are d e za v an ta ju l că p o a te  in troduce  în calcule num ere complexe.
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ceea ce revine la alegerea factorilor

ŢJ г л ___ 1
h  7У (26')

/) în  fine avem cazul varietăţilor pentru care au loc în acelaşi tim p 
condiţiile

-3• n îL •ч/З
i 31 -  Y Í у 1

I 12 » 21 YS 0 , (27)

şi pentru care varietăţile (V1), (Г2) sínt ohmomé (conuri cu vîrful în origină). 
Tabloul (7’j) se reduce în acest caz la ecuaţiile

Y i r l

Y *  Yl.

=  0 , 1
MV 'г' -1 1 2 1 n

■ У  V 1 1 1 : ni

«y,3,; Y  v» 1 2 1 12 0 , у
1 3 i 12

-2YÎ,Yy +  yJ, (Y?! -  Tja) +Y 21-
.л‘ 11 1 ), Y, Y m L

= -3 y Ş 2; (28)

(Y‘ - 2 )  ^  0.

Avînd în vedere numărul redus al acestor ecuaţii, problema normalizării 
nu mai este cazul să se pună. De altfel cu aceste varietăţi ne-am ocupat şi în 
lucrarea S3Y

Am dat mai sus normalizări şi pentru cazurile eînd varietatea este 
simplu sau dublu riglată ckşi în această lucrare nu le vom folosi. Ele pot 
fi u tilizate însă intr-un studiu ulterior. Desigur că normalizările propuse 
pot fi schimbate cu altele care în anum ite probleme pot apărea mai indicate.

II
5. De-a lungul varietăţilor (/',.>) vom avea în acelaşi tim p

K, Á K„ ,— =  const., ■— =  const. </4
(29)

în baza unui calcul făcut în lucrarea 12 , n r .2 1 ]p e  aceste varie tă ţi vom avea

<'A
■i 1 ) ? ( Н х ' ) 4

const iifY
i

const. (30)

Conform ipotezelor făcute la (no.2), aceste condiţii se reduc la

adică
y ?2 + y 2,  - -  c o n s t . , у З  у З  — c o n s t  

1 12 1 21  w

Y ?2 =- * c o n s t . . , y ;^  =  ß  c o n s t

unde prin ipoteză vom presupune că constantele a şi 3 sínt astfel că
(31)

xß(a2 ß2) у  0 . (32)

Prin această ipoteză lăsăm deoparte din studiul nostru varietăţile  pentru 
care în punctul curent liniile asim ptotice ar avea un punct staţionar, s-ar 
comporta ca un complex liniar sau ar fi olonome [2 , nr. 2 2 ].
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Prin  îm părţirea lui (29') cu (30’) rezultă că varietăţile (t12) se bucură 
de asemenea de proprietatea că de-a lungul lor

— =  const., (33)
к г

ceea ce este o proprietate proiectivă a lor [2, nr. 21 ]. Cu notaţiile A. P a n  - 
t  a z i [9, p. 348; 6 §3 j, de-a lungul varietăţilor considerate, invariantul 
proiectiv I de prim ul ordin, este constant (invariantul fundam ental, cum 
îl numeşte T. M i h ă i l e s c u  [5, p. 477]).

6 . Să reducem tabloul (TJ la forma cea mai simplă în baza condiţiilor 
(31). Vom presupune îndeplinită condiţia (15). Din (Tx, 4) şi (Tj, 5 )’scoatem

Y3 — a + ß ..2 v3 __ « + P  ,
Y s i  ~  S V T ß Y z i '  Ï 3 2 - - - - - - - - - Y l 2 ’

înlocuind aceste valori în ( T , 10) şi ( T , 14) rezultă relaţiile 

Y 1y : 1 =  — YîiTia 4~ Y î 1Y21 — (* — ß) Y:*i

Y 2'('i2 =  — TnÏ21 +  7 22 7 12 +  (* — ßW;l2 +

De asemenea, din relaţiile (ÍTjO) şi (7'j,15) rezultă

y *Y2, =  T22721 +  YaYÜ. +  3 ß

y iY,'a -YmYi2 a -  ß Y12Y21 — 3a

Cu ajutorul formulelor (35) şi (38), relaţiile (7 \, 2) şi [Tlt 3) se scriu

Y o =  —3 y!i Y11 — 2 yuY2i +VYY^^y '-^  +  2(a “  P)yJ2» 

V-.YÏ, =  - 3 yYYu -  2Y?iYÎ2 -  2(a -  ß)Y5i-

Relaţiile care ue-au rămas se scriu sub forma

Y î Y22 +  ^2 Y/1 =  —2 y!iY22 +  YÍ2Y21 — Yi'iYÏ» — Y22Y31 — (Yu)2
-  (* -  4- ß,

■w " У ,  V  * —  — V *  Y *  -4. Y ^  Y ^  —  Y* Y ^  “I“  Y ^  Y *  —M 131 z 3 T11 i i i  lai ^  i 22 »3i ' 12*31 *
a + 
a — y?.(yJ, 4-1) 4- yî , .

(34)

a  t  ß  , 2  \ 2
a  -  3  (  f 21  ̂ ’ (35)

A z l ( v .  ) - .
a  -  ß U | 2 J

(36)

y- -  fi
(37)

a  -  3  ■

a  —  3  
a  t  ß

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)
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2 (44)

(47)

7. în  formulele (35) —(47) coeficienţii care au unul din indicii inferiori 
3  trebuiesc p riv iţi ca funcţii auxiliare care uşurează scrierea ecuaţiilor de 
com patibilitate; de asemenea operatorul Y3. Ele pot fi scrise şi fără aceşti 
auxiliari. în  adevăr, (41), (35) şi (36) dau posibilitatea să calculăm pe y 'b 
Î 3i ŞÎ Ï 32- înlocuind valorile obţinute în celelalte formule şi folosind for
mulele (15) se poate elimina Y3. Calculele sín t prea complicate ca să le redăm 
aci mai ales că rezultatele ce se obţin sín t complicate şi practic nu  pot fi 
folosite.

în  concluzie, coeficienţii lui R i c c i  ai varietăţilor (T12) neriglate 
vor trebui să satisfacă condiţiilor de integrabilitate (34) —(47). Ca aplicaţie, 
ne propunem să determinăm varietăţile  (7\23) neriglate. De-a lungul acestor 
varie tă ţi va trebui să avem în plus satisfăcute condiţiile

Or, formulele (34) spun că în aceste ipoteze va trebui să avem de asemenea

Dar aceste condiţii, în baza formulelor (37), (38) conduc la egalitatea a = ß  
sau a = 0 , ß = 0 , ceea ce noi am exclus din calculele noastre. Aceasta înseamnă 
că nu avem varie tă ţi (Г123) neriglate.

De asemenea nu putem  avea varie tă ţi (Г124), (Г125) neriglate deoarece 
pentru asemenea varie tă ţi ar trebui să avem relaţiile [2 ,nr. 16]

unde s este + 1  sau — 1 şi care în baza lui (34) ar conduce la a = 0 , ß = 0 .
Y » l  =  £ Î 2 1 -  7332 = £ T i 2 -
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Condiţiile de integrabilitate (34) —(47) sín t to tuna cu ecuaţiile d i
ferenţiale exterioare

[d YT,Y?.-t- YkYIj + Í* (48)

2a  I- - hy|2y- +  3 a a -f ß)[<*>'3 d s 1

[dy::l ds3] = | Y^Y2, + j 4 ^ y!2Y2, +  3 ßb r ß ) !i/'S'2 </s' 3] +

+(yhYÎ2 — y[, y|, +(« — P) yîî, +тг|(^1)г)гл'3 Л'1]-

[rfrîi rfs1 ] - [ d y  h d s * }  +[rfY:î, d s 3 ] =
(2Y!,Y52-Y!2Y5,+ YllY1l;i +  Y22Y3.+(Yil)" +  (a -ß )Y :H -ß ) [* 1* 2] +

2 y ; 2 ) K s 2  d s 3 ]  - f

v' — YooY's, +Yi2Ŷ  - v 2-vL 4- ^ - ^ yC(y1. +  D -  y;.I№3 «îs1'

4 «

_(.,i v i(Ml :

о I I o ° 2 1 J ® "b ß j I
Y j i  ' Y 3 2 Y 1 1  Y 1 1 Y 3 1  î  2 2  C i  ! a ß 1 31 ■’ 12

:ti I 22 1 31 1 J 12 Ï  31 "Y 11Y 3 2  1 at —  ß' -1- —  YÜ.ÍYj, +  1 )

-/s 'j - l^ Y 'i, +  1^  <*3] =

-•(s y I.YI, — Y^y 'j +  3YnYÜi - ţ - ^ ( Y y 2- 3 ( *  -  PIyL J ĉ 1 w

- (S y i .YÍ, -I - 2Y22,Y i. + S -2- g ^ V 1,2 J- 3 Y ? ,)[*2 ^ 3! +

ь
I
II ! :v: ■ y  * y  * - 1— y  ~ V  “ -4— •I 12 » ЛI 1 h l  I 31  “Г 4 1 P,,l

r u b j  T a  „  ß Y y . j Y . j i  a  -- ß

( « b ; , * 1! +  [drl, ds2] +  [ ^ Y ^ 3]

.4 a
| y: .,)[^ 3 ^

«, / C _! - /  -  у  1
И 1  1  * 1 1  i i -

_ L  у  î у  -  —1 Ï 1!  1 ‘Л ( Y ? , ) 2  + ( «  -

, a  +  ß  ,
'12 (  ЯI * 2 1  C И  1 11 f  32 + ~  a  _  ß  1 31 < 1:

+  Î 3 y -’ y 11 • I I  ‘ 01 - 2 Y / . Y 1 ,  - i
2 «  . .

ï  -  f i  ^31 f  21

2ß
i)t*'.S2 «/А-*» 1

8 . Să trecem la determinarea varietăţilor (Г3) neriglate. Cum de-a 
lungul acestor varie tă ţi normala afină trece printr-un punct fix, pe care-1 
alegem originea, va trebui să avem

Y 3 1  ^  Y : «  ^  0 . ( 4 9 )
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Alegem normalizarea definită prin (15). în  baza acestor ipoteze, formulele 
(Tlt 10) şi (7\, 14) spun că

"f 32 =  Ï31 =  (50)

Mai departe, formulele (Tlt 7) şi (T1, 13) se scriu

“ YbYm =  3 Тз1 Ум + 3 T'rn y aYï, =  3 ТТх I n 

şi luînd pe у -  ca funcţie necunoscută ecuaţia (15) cere

1 ■3 ; u .З .,з
2 ‘ U' (51)

з
Folosind aceste formule, (T2, 11) şi Т г, 6) spun că

Y3î!i =  — I Y.'i. Y f î ’h = -
niai departe, (1\, 12 ) şi (1\, 8) dau

V ,,i _  _ !  l у  -'2 =  _ Ь 2 1*3 f |2 ~  y r- ’ * 3 ‘31 2 ‘ 21 '

iar (T1, 15) şi (T1, 9)

Y * Tu  - 3 TÎ2 > У з Y21 =  3 У'21

în  fine, formulele rămase din (7'j) dau succesiv ecuaţiile

У21 (y?2+ l 2i)-
I l2 (î?2+ l 2l)>

22 +  Y I n  =  -  2 l î l  1*22 “ ( î n )2 TÎ2 l ia — Y « H i  +  -7 (Y?2 +  Y21) -

(55)

y r Y*i
У,2 Y  ?2

(52)

(53)

(54)

1 Y22

x iTn
y rY22,

y 2Yl2
y 2YÎ,

3 Y Î ,  Y u  —  Y Î a Y a  ~  Y Ï ,  Y 21 +  ( y } 2) 2 - 

3 Y Î i  Y 22 +  y £ x Y Î ,  + Y Î ,  Y Î î - Î T ^ ,Ü )2-

în  concluzie, varietăţile (7'3) sín t definite prin coeficienţii lui R i c c i  
care în bună parte, cum arată  formulele de mai sus, pot fi aleşi 1 , - -  ̂ sau

0 , şi mai depind de funcţiile y(2, yijj, y}„, y2,, y j1( y22, y2t care verifică ecua
ţiile  diferenţiale (512), (52), (53), (54) şi (55). Aceste ecuaţii sínt echivalente 
cu sistemul de ecuaţii diferenţiale exterioare

frf'Î2 rfslJ =  yJ2 (y?2 + Y 2i) [ifs1 ds*] -3 y Ş 2 [7s3 ds1], (56)
№  ds*] =  -  j l  (yŞ2 +  -&) [ds1 ds*] + 3 y 2, [7s2 ds*],

[ r f y ^ s 1] +  ds2i =  ( 3YÎi Y2! -y}2 lib ~Y n I u  +  (y!2)2)
[ds1 ds*] +  y2j [ifs2 dss ] ---- ;i y{„ [ds* ds1],
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[*&  ds2] + = ( 3  YÍ, Ï22 + Yzi Yii + ÏUÏÎ2 -  (Yl.)2) t* 1 r* 2] +
+  V Ï 21 t* 2 * 3] -  “  Tn [ * 3 л 1],

>ßtn ds1} -  ds2} =  (2y*, y 222 +  (y?,)2 +  t ]2 r i  +  YÚ y)2 +  Y;2 YÜ, ~

-  T  ^  +  Yii) ) C* 1 * 2] -  T  Y« £** -  V  YÍ. -г* 3 * 4 -

9. Pentru a încheia să determinăm varietăţile  (Г36) . Acestea se vor deduce 
din cele de la no. prec. luînd în plus [3,no.l4]

y|2 =  Y2I =  (57)

în  baza acestor relaţii ecuaţiile (53) dispar iar (55) devin

V\ Y2i =  0 . Y t Y?2 =  0 , (58)

y iY;2 +  Y t y\, =  - 2 Y; ,yL -  (y „ ) 2 + | ( y!2 +  Y2i)’

Y?, =  — 3 yÏ, Y?,. YÍ  Y2, =  3 T2X Y22-

E cuaţiile (512) şi (584), (585) ne spun, în baza celor arătate  la [2,no.3], că. 
\'a trebui să avem

dri
yS, * 1

T22ds2 + - d s 3 (59)

Pentru a avea această egalitate, va trebui ca expresia din dreapta să aibă 
diferenţiala exterioară nulă. Acelaşi lucru putem să-l facem folosind linia 
urm ată pînă acum scriind că condiţiile (14) sînt identic verificate în 
care vom lua

/ i  (In YÏ.)

şi în baza lui (59)

Y i f =  y!„ V2 / YÍ,. Y , t = \

Scriind aceste condiţii rezultă egalitatea nouă

^ Y i ,  -  y iY?2 =  - 2 Y!t Y?2 + 2 (y?, -  Y12) • 

Aceasta combinată cu (58) ne dă

Y t f b  = | ( - ( Y ?1)2 +  Y?2). y 2 YÍ, =  - 2 y !iY?2 - | ( Y ţ ,)2

(59')

(60)

1 v :i2 Tn- (61)
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Avînd în vedere că am făcut m ulte transform ări succesive, dăm mai 
jos tabloul coeficienţilor lui R i c c i  care definesc varietăţile  (Г36) ; acesta 
este

Y î , Y 11 î n  = 0 ,

Î 12 = 0
0

T Í 2  = - Y î , 4 312>

Y Í3 = 1 Y î , = 0 Y?3 = 0

Y 21 = — Y 22 y L  = 0 T 2 I

Y 2 2
= Y 11 Y?2 Y 3 =

1 22 0 ;

Ï 2 3 — 0

1

2

Î 2 3  = 1 у 3 =  
»23 0

Ï 3 1
= — “

4 II 0 Y 3 =  *3Î 0 ,

Y 32 = 0 T 3 2  =
1

2
Y 3 —  ï 32 0 ,

„ 1
■ 3 3 = 0 O

Y h  = 0 Y 3 —  
Í 33 1 ,

şi după cum se vede depinde de funcţiile y j1( y2,, yj*2, y® y,ţ, care satis
fac ecuaţiilor diferenţiale

Y t T21 =  0

y i î n  =  - 3 î u  î n

Y a r i2 =  0;

Y 2 Тп =  — 3Уп У2 2 - У3у г , =  - I  у*,;

Y, у; V  V 1 V2 f, 2 у 11 Î 22 ' H r 4-1 у» , 1 *> *21

УзТ,', =  - f r , 1,

Y3 Т?2 =  -  Зу?а

V3Yb =  

Уз У21 =

.4 ,------Y  / •
2 ‘22’

-  Зу»г

Kié sínt totuna cu sistemul de ecuaţii diferenţiale exterioare 

<*Yn =  +  YíL * a +  4 * 1)' (63)

[d^\2ds'\ —- — 3 y 32[ds3ds'} ; [ify^ifs2] =  3y^[ifs2cfs3j.

[ d ^ ]  = ( 2 yî , y^ + ^ y î , ) * - ^ , ) ^ 1 ^ 2] - | у! , [ * 3 ^ ч ,

[^У и^8] Ц ( - № *  +  Y?a) ^ sl * 4  + | ^ г Л ^ 2 * ' ] •

10. Ca încheiere, ne propunem să dăm cîteva proprietăţi ale ultim elor 
varietăţi. în  prim ul rînd facem observarea că varietăţile  (F1), (F2), (F3) sínt 
olonome sau nu, după cum expresiile

Ql =  Ï23 -  T.‘2> ° 2 =  T31 -  în  =  Y?2 -  l l v  (64)
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sín t nule sau diferite de zero [2,nr. 7 j. în  baza tabloului de mai sus constatăm 
că pentru varietăţile (T36) avem

O1 =  Q2 =  0 , 165)

ceea ce înseamnă că pentru ele, varietăţile (I '1; .şi (V )  sínt olonome, şi anume, 
formează fiecare separat, o familie de conuri cu vîrful în origină.

Pe de a ltă  parte, avînd în vedere tabloul coeficienţilor lui R i c c i  
rezultă că aceste varie tă ţi au de-a lungul lor

„3
1 31 Y: г

+  Ï 21

Y22 Yj2>
у 3 +  Y 1 =  0  ‘ 32 ~  • 12 ’

ceea ce înseamnă că sínt iu acelaşi t imp şi varietăţi (jT4), (7]-); cu alte cuvinte 
varietăţile în chestiune sínt în acelaşi tim p (Г34:.6). Acestea sín t singurele 
varietăţi Tiţeica de acest fel cum se constată imediat luînd în (Тл)

„3
i 31 Y32 YÍ2 =  0 , Y1I22 r2

1 Г

în  lucrarea ]3, nr. 13 
dublu riglate.

14] sînt determinate varietăţi de acest gen

в I в h I о с. к а к I н
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2. G h. T h .  G h  e о r g h  i u, A supra varietăţilor neolonome, „L u crările  ş tiin ţifice  ale 
In s ti tu tu lu i Pedagogic d in  T im işoara  pe anul 1961" (sub presă).

3. G h. T  11. G li e о г g h  i u , Su r les variétés nonholonomes Tiţeica doublement réglées. 
C om unicare fă cu t la  C onsfă tu irea  u n ională  de G eom etrie  d ife ren ţia lă  delà  K iev , 1926)

-1. T . J I  i h ă  i 1 e s c u, Varietăţi neolonome de tip  T iţeica-W ilczinski, „S tu d ii şi cercetări 
m atem a tice ,” VI, p. 175 — 192, 1955.

5. T . M i 11 ă i 1 e s c u. Geometria diferenţială proiectivă, E d itu ra  Acad. R .P .R ., B ucureşti, 
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6. A l e x .  P a n t a i i ,  S u r la déformation projective des surfaces nonholonomes de l ’espace 
Ez, „B ull. M ath. Soc. Roum . Sc.” 43, p. 3 9 - 4 7 ,  1943.

7. G. T i ţ e i c a ,  S ur une nouvelle classe de surfaces „C. R .” , 144, p. 1257, 1907.
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ОТНОСИТЕЛЬНО НЕГОЛОНОМНЫХ РАЗНОВИДНОСТЕЙ ЦИЦЕЙКИ
(Резюме)

Работа начинается классификацией неголонимных разновидностей Цицейки, 
исходя из известных характерных особенностей поверхностей Цицейки. Так, назовём: 
а) разновидности (7j) неголономными разновидностями, вдоль которых отношение
К.,

является постоянным, К, будучи первой полной метрической кривизной разно
видности, а (I — расстояние от начала до касательной плоскости: б) разновидности
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j\ ()
(î'j) вдоль которых отношение - ~ является постоянным, где K-j — вторая полная
метрическая кривизна; в) разновидности (Tà3) вдоль которых аффиновая нормаль 
проходит через постоянную точку; г) разновидности ‘(.4) вдоль которых первая 
проекционная нормаль проходит через постоянную точку; д) разновидности (Х5), 
вдоль которых вторая проекционная нормаль остаётся в постоянной плоскости;
е) разновидности (Г,), которых асимптотические развёртываемые линейчатых асимпто
тических поверхностей являются конусами с вершиной в одной и той же точке;
ж) разновидности (Т7)1, асимптотические линейчатые которых имеют плоские фле- 
кноидные линии и совпадающие в постоянной плоскости. Обозначим вообще через 
(Tab...) разновидности, которые являются в одно и то же время (Та),  ( Т с ) , . . .

В первой части работы осваивается центро-аффинное изучение разновидности 
F 3), присоединив к ней еще две разновидности ( F 1), ( F 2), таким образом, чтобы 
они пересекались бы попарно по трём конгруентностям кривых (Ch), из которых 
первые две должны быть образованы асимптотиками разновидности ( F 3), а третья 
из прямых, соединяющих текущую точку разновидности с началом. Подобрав 
факторы пропорциональности ( Тр2, 83, на все три конгруенции таким образом, 
чтобы получить (9) и (10), коэффициенты Риччи, удовлетворят таблице (т,), Затем 
предлагается подбор факторов р, и р. при посредстве (15), предположив, что разно
видность не является линейчатой.

Во второй части работы сначала определяются разновидности, (Тп ) вдоль 
которых коэффициенты Риччи удовлетворят условиям (11), (12), (13), (15), (31), 
(34), (37). Затем определяются разновидности, вдоль которых будем иметь условия 
(12), (13), (15), (49). (50), (55). Разновидности ( :1) определяются из предыдущих,
поставив еще условия (57). При этих предположениях разновидности имеют коэффи
циенты Риччи, приведенные в таблице из (№9), где Тп. Yip  Тгр Т22 
удовлетворяют системе (62) или (63). Эти разновидности в то же время являются 
7 'з 45<) ;  вдоль них разновидности (Г1) и (IŢ) являются голопомными.

SUR LBS V A R IK T ÍiS  NONHOLONOM KS T IŢ B IC A  
( R é s 11 m é I

On commence pa r une classification  des v a rié té s  nonholonom es Tiţeica en p a r ta n t  des 
p roprié tés carac té ris tiq u es connues des surface Tileica. On p eu t faire  la classification  su ivan te :

Kia) les va rié tés ( / , )  le long desquelles le r a p p o r t -----est co n stan t, A 3 é ta n t la p rem ière
d1

courbure to ta le  m étrique de la v a rié té  e t d  la d istance de l ’origine au p lan  tang en t; h) les v a rié té s
h\

(T2) le long desquelles le ra p p o rt - - -  est co n stan t où K 2 est la deuxièm e courbure to ta le

m étrique; c) les va rié tés (2'3) le long desquelles la  norm ale affine passe pa r u n  p o in t fixe; d) 
les v a rié té s  (Tt ) le long desquelles la prem ière norm ale p ro jec tive  passe pa r un  p o in t fixe; e) 
les v a rié té s  ( ï '6) le long desquelles la deuxièm e norm ale affine reste  dans un  p lan  fixe;/) les v a rié tés  
(2'6) d o n t les développables asy m p to tiq u es des surfaces rég lées asy n ip to tiq u es so n t des cônes 
du m êm e som m et; g) les v a rié té s  (T~) d o n t les lignes flecnodales de réglées asym pto tiques 
son t p lanes e t confondues dans le p lan  de l ’infini. Nous désignons p a r  (T ai)... une varié té  qui 
e s t en m êm e tem ps (Ta), (Tb),

D ans la  prem ière p a rtie  on comm ence une é tude cen tro-affine  d 'u n e  v a rié té  (F 3) en associ
an t encore deux v a rié té s  (J4 ) e t (F 2) telles q u ’elles se coupent deux à  deux  d ’ap rès tro is congru
ences des courbes (Си) parm i lesquelles deux  soient form ées p a r les congruences des asy m p to tiq u es 
de la v a rié té  (F 3) e t la tro isièm e form ée p a r les d ro ites qui passen t p a r le p o in t co u ran t e t l ’o r i
gine. On p e u t choisir les facteu rs de p ro p o rtio n n a lités  çv  p2, p3 su r les tro is congruences tels 
que nous ayons (9) e t (10). D ans ces conditions, les coefficients de Ricci sa tis fo n t aux  conditions 
du  tab leau  (7/). Ou propose ensuite  de choisir les facteurs p, e t p2 p a r  la re la tio n  (15) d an s 
l ’hypothèse où la v a rié té  11’est pas réglée.
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D ans la  deuxièm e p a rtie , on dé te rm in e  prem ièrem en t les v a rié té s  (T12) le long desquelles 
les coefficients de R icci sa tisferon t aux  conditions (11), (12), (13), (15), (31), (34) —(47). E n su ite  
on dé term ine  les v a rié té s  (Г3) le long desquelles nous aurons les conditions (12), (13), (15), 
(49), (50) —(55). Les v a rié té s  (Г12) ap p artien n en t aux précéden tes avec les conditions (57) de  
plus. D ans ces hypothèses les v a rié tés  on t les coefficients de Ricci écrits dans le tab leau  (no.9) 
e t où y},, Yj ,, y 2̂- 21' T22 sa tisfon t au systèm e (62) ou (63). Ces v a rié té s  son t en m êm e tem ps 
(T jm ); pour elles, les v a rié té s  (E 1) e t (I/2) son t holonomes.



SUPRAFEŢE RI GRATE NORMALE ASOCIATE UNEI 
SU PRA FEŢE NEDESFÂŞURABILE

de
T IIlliH W  M ÎHĂILIÎSCV

în  studiul diferenţial proiectiv al suprafeţelor din spaţiul obişnuit 
intervin, în mod frecvent, congruenţe binare de drepte asociate în mod 
intrinsec unei suprafeţe date şi care introduc figuri avînd un rol im portant în 
determinarea proprietăţilor suprafeţei. Astfel, sínt întrebuinţate congruenţele 
transversale şi congruenţele tangenţiale, denumite şi congruenţe de clasa 
I  respectiv de clasa II  ([2], p. 276).

Vom arăta, în cele ce urmează, că între suprafeţele riglate nedesfăşura- 
bile, care pot fi formate cu dreptele unor astfel de congreunţe, poate fi in tro
dusă o relaţie de natură intrinsecă şi proiectivă, num ită relaţie de norm alitate.

Această relaţie, considerată anterior de E . C a r t  a n [1 ] ca o gene
ralizare, în cadrul grupului proiectiv, a relaţiei de ortogonalitate m etrică 
a două suprafeţe riglate nedesfăşurabile avînd o generatoare comună, permite 
stabilirea unor noi proprietăţi diferenţiale proiective ale congruenţelor 
menţionate şi deci ale suprafeţelor de bază cărora aceste figuri le sín t aso
ciate.

1. Fie (Г) o congruenţă transversală determ inată asociată unei suprafeţe 
date neriglate (S), reportată la o familie de repere asim ptotice (R3).

Coordonatele pluckeriene ale dreptelor (Ar) ale congruenţei sín t de 
forma

А/ -  , V / '
unde

P X A j +  y  Л 2 +  A 3. (1)

Funcţiile л;, y — num ite parametrii congruenţei — depind de param etri 
principali şi de cei secundari ai fam iliei de repere (R3) şi verifică sistemul 
P f a f f (17) ([2], p. 277).

Fie (Ca) o curbă prin Л0 a suprafeţei (S) tangentă în acest punct la 
dreapta

[A o, A j +  ^ A., j m
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Dreptele (Д;) ale congruenţei (Г), care sínt incidente cu punctele curbei 
(C ), formează o suprafaţă riglată (A’J .

Coordonatele planului tangent la această suprafaţă în punctul

M  =  / A 0 +  P  (3)

al dreptei (A/) asociată punctului /10 sínt:

/ ', M  -j- dU
A 0, P , (I coni f- Pi x fÂ  -b  p. yp-. 1 2

Pi  = d x  ~b ;vcau -f- у  o>21 -j- to31,
P 2 = d y  -|- a'O -j, Ь У ÍÜ22 - |-  Cj 32,
P-i .Г(0|з VC023 -b  '■) 33.

Se ştie că între punctele unei generatoare rectilinii a unei suprafeţe 
riglate nedesfăşurabile -i planele tangente la această suprafaţă în punctele 
generatoarei considerate există o corespondenţă proiectivă care este num ită 
corelaţia principală asociată generatoarei ([2], p. 228).

Scriind coordonatele unui plan, care conţin dreapta (Aj), sub forma:

\A (), P , d ,  r  Ï  [Ao, P, ci., ! (5)

valoarea param etrului / ', care eoiespunde planului tangent este dată de 
relaţia

(/w02 -i- P i  - У P z )  -  Ï  (гЧи +  P\ - X  p  s ) =  0 (6)
care, ţinînd seamă de relaţiile (19) ( [2), p. 277), se scrie sub forma: 

(fl t001 T  ,Ş| co02 T  А°()2)  ̂ (̂ L(ú0l "t" Pl (,J„2 -f" A'Jq,) — 0 (7)

coeficienţii f lt f  gj, ,■) fiind daţi de relaţiile (19') ((27, p. 278).
Introdueînd coeficientul director n al tangentei în A 0 la curba direc

toare (Ca), a suprafeţei riglate (R„), ecuaţia corelaţiei principale, dedusă din 
(7), e.-te

//' -1- чС b O (8)
unde:

a f L -f- rjg,, b -= j( - n<>\ (9)

Fie (Ca,), (C0J două curbe ale suprafeţei (S), care conţin punctul Л 
unde ele au tangente distincte (u, 4  c2).

Suprafeţele riglate (Ra,), (RB,), care aparţin congruenţei (Г) şi au curbele 
considerate drept curbe directoare, au Î11 comun o generatoare rectilinie care 
este însăşi dreapta (A:) a congruenţei (Г) asociată punctului A 0.

Produsul celor două corelaţii principale asociate acestei generatoare 
comune în raport cu cele două suprafeţe riglate cărora aparţine este o cores
pondenţă omografică intre planele fasciculului care are dreapta (A/) ca
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axă, corespondentul unui plan 7r„i din fascicul, care este tangent la (R„t) 
intr-un punct M  al dreptei (A/), fiind ])lanul тго2 care este tangent la (RBl 
în acelaşi punct M .

în  cazul în care această omografie este o involuţie se spune că suprafe
ţele riglate considerate (A’rij), (R'r2) se intersectează armonic l 1 sau că 
sínt normale.

Dacă:
tt\ +  ail)t\ — esl t — b,v -= 0 , (10)
tt2 -j- a (2> ti — a2t — bUl — 0 , (1 1 )

unde
rd1' =- /, +  Gí o2j b": -  f\ +  <t, g\ (i =  1 ,2 .)

sínt ecuaţiile corelaţiilor principale asociate dreptei (A/) relativ la cele 
două suprafeţe riglate, rezultă — prin eliminarea argum entului t — ecuaţia 
corespondenţei omografice între planele tangente la suprafaţele riglate (/?„,),
(Ra.) în punctele dreptei (Ay)

(я1' 1 — я(1)) íj f„ -f(cr2a 11’ - - b1' 1) /j 4- (b'1'- а1а ~)) 4- (g.2 ~- GoR") -D) (12 )

Se deduce că relaţia
(2

^1 «
1 , îl, , (1) . rl2--{- g., a — b — b (15)

exprimă condiţia necesară şi suficientă ca suprafeţele riglate considerate 
(RCl), (R®J să fie normale.

Se observă că definiţia suprafeţelor riglate normale este m ult mai gene
rală deoarece ea este valabilă pentru două suprafeţe riglate nedesfăşurabde 
arbitrare care au o generatoare rectilinie comună de-a lungul căreia cele două 
suprafeţe nu sínt tangente.

Figura a fost considerată pentru prima dată de E . Cartau care a între
buinţat-o în definirea evolventelor unei suprafeţe riglate date (1 .

în  cazul unei congruenţe tangenţiale (Г) asociată suprafeţei (S) , dreptele 
(Ац) ale acestei congruenţe, care sínt situate în planele tangente la (S) în 
punctele curbelor (C0l), (C0s), formează două suprafeţe riglate (A’0l), (A’„j 
care au în comun dreapta (An ) asociată punctului d ().

Condiţia necesară şi suficientă de norm alitate a celor doua suprafeţe 
riglate (A’0l), (Ra.) este exprim ată de relaţia:

a , a {2> +  g ., a  1 . - =  b {}) +  b [- ] ( . 1 4 )

unde:
" "  •= fz +  °i da. I){‘! := /, +  (i 1 ,2) (15)

coeficienţii g2, g.'„ fiind daţi de relaţiile (28') ([2 ], p. 280).

2. Dacă curba directoare ((!„) a unei suprafeţe riglate (Ra), care aparţine 
unei congruenţe date (Г) -  transversală sau tangenţială în raport cu supra
faţa (S) -- este o linie asim ptotică a suprafeţei (5), suprafaţa riglată (Ra)
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se numeşte suprafaţă riglată asimptotică a congruenţei considerate relativ 
la suprafaţa (S).

F iind dată o congruenţă transversală (Г ), ecuaţiilec orelaţiilor principale 
relative la cele două suprafeţe riglate asim ptotice, care conţin dreapta (Ax) 
a congruenţei date asociată punctului A 0, sínt :

«; +  /i ç — л == o. (ie)

g , i - t  -  g\ =  o.
după cum se deduce din (7) pentru variaţiile care verifică relaţia

respectiv
a>02 — 0 ,, 

‘»01 ^  0 .
Elim inarea argum entului t din relaţiile (16) conduce la ecuaţia omografiei 
relative la planele tangente la cele două suprafeţe riglate asimptotice în 
punctele dreptei (At):

§î h 4 + (A ~ Si) h "Г /, (17)
Suprafeţele riglate asimptotice considerate sínt normale dacă există 

relaţia:

adică
/i '*4 0

(18)
în  acest caz, congruenţa transversală (Г) este conjugată suprafeţei 

(S). ([2], (38), p. 280)
Prin urinare, cele două suprafeţe riglate asim ptotice ale unei congruenţe 

transversale (Г) sínt normale dacă congruenţa (Г) este conjugată în raport 
cu suprafaţa (S) şi numai în acest caz.

în tr-un  mod asemănător se stabileşte că suprafaţele riglate asim ptotice 
ale unei congruenţe tangenţiale sínt normale dacă congruenţa este armonică 
în raport cu suprafaţa de bază (S) si numai în acest caz.

Aşadar proprietatea de norm alitate a suprafeţelor riglate asimptotice 
ale unei congruenţe de clasa I sau de clasa II  este caracteristică pentru 
congruenţele conjugate respectiv armonice în raport cu (S).

Pentru anumite congruenţe de drepte asociate unei suprafeţe,supra Aţele 
riglate asimptotice nu îndeplinesc condiţia de norm alitate decît num ai în 
cazul în care suprafaţa de bază aparţine unei clase particulare. Astfel, ([2 ], 
p. 343) suprafeţele riglate asimptotice ale congruenţelor formate cu dreptele 
lui Wilczynski sínt normale dacă suprafaţa de bază (S) este izotermo-asimp- 
totică.

3. Fie (C„), (C -a) curbele unei reţele conjugate care conţin punctul A 0. 
Suprafeţele riglate, care aparţin  unei congruenţe (Г) — transversală sau 

tangenţială — şi care au drept curbe directoare cele două curbe considerate, 
se numesc suprafeţe riglate conjugale ale congruenţei (Г).
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în  cazul unei congruenţe (Г) transversale, condiţia de norm alitate a 
două suprafeţe riglate conjugate (Ra) , ( R-<j) devine:

a (^! +  rl2) -f e3 X +  c3 a 2 y +  > +  o-3 p — b (y* +  a 2 v2) =  c (19)

în  particular, pentru congruenţa dreptelor lui W i 1 c z y n s к i [44 
. I ;; există relaţiile:

.г — у — 0 , ' ,  =  -= 0
deci relaţia (19) este

; + ^2 p = o (20)
Prin urmare, în congruenţa transversală form ată de dreptele lui W ilczynski 

A z] fiecare dreaptă a congruenţei aparţine numai la două suprafeţe 
riglate conjugate ale congruenţei care sínt în relaţie de norm alitate.

Aceste suprafeţe riglate conjugate normale au drept curbe directoare 
curbele reţelei conjugate definită de ecuaţia diferenţială

'  (,)li +  P ioo2 ^  0 (2 1 )
Pentru o congruenţă tangenţială condiţia de norm alitate a două suprafeţe 
riglate conjugate este:

a  (E2 -f- 7,) —• (f3 7 s .V iî.-j /.) (л -г i -й) — (.г2 4- и2 у 2) ----- 0 (22)

în  cazul congruenţelor dreptelor lui Wilczynski [A-,, A.,], există numai 
două suprafeţe riglate conjugate care conţin o dreaptă determ inată a con
gruenţei şi care sínt în relaţie de norm alitate.

Fie corespund aeeleeaşi relele conjugate“ (21).

4. în  cazul în care suprafaţa (S) este raportată la o familie de repere 
(R,) aderentă unei reţele conjugate date, condiţiile de norm alitate a două 
suprafeţe riglate care aparţin  unei aeeleeaşi congruenţe (Г) — transversală 
sau tangenţială — pă.drea’.n aceleaşi forme (13) şi (14), coeficienţii (11) 
şi (15) fiind calculaţi cu funcţiile / ,  /!, g., gl ţi =  1,2) date de formulele 
(150) şi (151) (Г2 ;, p. 395;.

Suprafeţele riglate ale congruenţei (Г) care corespund curbelor reţelei 
conjugate, la care este aderentă fam ilia ele reper considerată (/?,)> se numesc 
suprafeţe riglate conjugate principale ale congruenţei (Г).

O congruenţă (Г) — transversală sau tangenţială — se numeşte congru
enţă normală în raport cu o reţea conjugată dată ( Г2 ], p. 396) dacă figura 
formată de tangentele la curbele focate ale congruenţei şi tangentele la curbele 
reţelei conjugate este un sistem armonic.

Relaţiile
/. A 0 ,

a 2 g2 — W C =  ° .
(23)

exprimă condiţiile necesare şi suficiente ca o congruenţă transversală, respec
tiv  tangenţială, să fie normală în raport cu reţeaua conjugată de bază.

— B c b e ş - B o l y a i  : M a te m a t ic ă
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Din (13) şi (14) se deduce că relaţiile (23) exprimă şi condiţiile necesare 
şi suficiente de norm alitate a suprafeţelor riglate conjugate principale ale 
congruenţelor considerate.

Prin  urmare, o congruenţă (Г) — transversală sau tangenţială — este 
normală în raport cu o reţea conjugată dacă cele două suprafeţe riglate 
conjugate principale ale ei sín t normale şi reciproc.

5. Rezultatele expuse răm în valabile şi în cazul în care suprafaţa de 
bază (S) este o suprafaţă rig lată  nedesfăşurabilă, relaţiile analitice fiind 
supuse unor uşoare modificări datorite introducerii valorii

a3 =  0

([2 ] p. 220) în cazul în trebuinţării fam iliei de repere asimptotice (R 3).
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НОРМАЛЬНЫЕ ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ, ПРИСОЕДИНЕННЫЕ 
К НЕРАЗВЕРТЫВАЕМОИ ПОВЕРХНОСТИ

(Резюме)

Используя понятие о нормальных линейчатых поверхностях, рассмотренное 
раньше Е. К а р т а н о м, [I],  автор устанавливает несколько результатов отно
сительно нормальных линейчатых поверхностей, принадлежащих конгруенциям пря
мых, присоединенных к данной поверхности в обычном проекционном пространстве.

L ES SU RFA CES R É G L É E S  NO RM ALES ASSOCIÉES À U N E  SURFACE 
N O N -D É V E LO PPA B L E

( Ré s u mé )

E n  u tilisan t la no tion  de surfaces réglées norm ales, considérée an térieu rem en t p a r E . 
C a  r  t  a  n  [1 ], l ’a u teu r é tab lit quelques ré su lta ts  concernant les surfaces réglées normales, 
a p p a rten a n t aux  congruences de d ro ites associées à une surface de l'espace pro jec tif ord inaire.



APLICAREA ÎN GEOMETRIA NEEUCLIDIANÄ A NO ŢIUNII DE 
NORMĂ A U N EI MATRICI

de
N. MIHÄILEANU (Bucureşti)

în tr-un  spaţiu neeuclidian tridim ensional, de curbură 1 : q2 consi
derăm m  puncte X { (i =  1, 2,  . . ., m) de coordonate omogene x k. (k - - 0. 
1, 2, 3,) şi formăm matricea

0qx\
1

X
2

X\ •V3X\
0 1 2 .4qx 2 *2 Xn X2

0 î ?. 3qxm Хщ X,n

Admitem pentru două m atrici o operaţie de înm ulţire pe linii. Numim 
normă a unei m atrici, rădăcina pă tra tă  pozitivă din determ inantul pă tra
tu lu i matricei. Notăm norma printr-o bară superioară.

2

X'i ■V.-Xo ■■ ■ AVU
X - x , X I  ■• • AŢ X

У , - х п x . ; x n ■ ■ X I

produsele scalare fiind efectuate în sensul m atricei neeuclidiene

X( • X:  =  q2x° x° 4- X1 x\ +  X2 V2 +  X3 X3

în  v irtu tea  iden tită ţii B i n e t * ,  pă tra tu l normei unei m atrici este 
rădăcina patra tă  din suma pătratelor tu tu ror m inorilor de ordin m axim .

A se vedea T h. A n g h e l u ţ ă :  Curs de Algebră Superioară, vol. I ,  1943, p. 84.
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Aceeaşi noţiune poate să fie introdusă relativ la m plane ', ( /  =  1 , 2 , . . .
m) de coordonate omogene gjk 

coordonatele planelor, astfel
(k r. : 0 , 1 2, 3) dar formăm m atricea

■"Ю Qt Я1

K YY ' 1 '20 9 l n

■» mo 4l  ,m î

Cu ajutorul noii unii de normă a miei mutrici putem să î xprimăm simplu ,
multe formule care intervin în geometrie.

Exemple: Condiţia ca tre i puncte X , Y , Z  să fie coliniare sau patru  
puncte A', Y , Z , T  să fie coplanare se scrie

X Y Z  == 0 respectiv X Y Z  Г — 0

Condiţia ca tre i plane Z, r(, Z să aibă o dreaptă comună savi ca patru 
plane c,  rh Z, 6 să fie concurente se scrie

ç Yj Z 0 respectiv Zr, Z 0 = 0

Dacă X Y  este d istanţa dintre două puncte X ,  Y  si gr, unghiul a două 
plane Z, r,

qz s m -----=  A i , q- sm gr, =  gr,
ч

Distanţa de la punctul Z la dreapta determ inată de punctele A', Y  
este dată de

9
. Z. XYsin

7
XYZ
XY

Unghiul planului X cu dreapta grt de intersecţie a planelor ' ,  r, este 
da t de

q sm (Z.Zri) =  ^ r-
Zi)

D istanţa de la punctul T  la planul X Y Z

. T,  XYZ,  X Y Z 1q s m -------- =
Ч X  YZ

D istanţa planului 0 la punctul 0 , comun planelor -, rt, Z

q sin O, 0
?

irZH

Unghiul и a două drepte concurente, determ inate de punctele A’, Y 
respectiv X ,  Z

X  Y Zsm и =  q
X Y X Z
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Lungimea 5 a perpendicularei comune a două drepte coplanare, deter
minate de planele Ç, r, respectiv £

H ca Csm -  -  9 —

Două drepte determinate de punctele X ,  Y  respectiv Z, T  adm it două 
perpendiculare comune, de lungimi , S2 astfel că

. 8, . t>2sm -  sin —q 4
X Y  Z T  
X Y  T i

Dacă 0 0 , 0 20 я este un reper de referinţă şi а, о,, а.,, ая planele luai 
atvmci coordonatele unui punct X  sínt date de •

„ X O , O P ,qx » =  .2 3
0,0,0, X 1

XOO. f i3
0 0 ,0 3 etc

Coordonatele unui plan S; sínt date de

CTJ<T2CT3 4 h
CC C<>Co
— — etc

Coordonatele (plückeriene) ale unei drepte determinate 
X , Y  sau de planele r, sínt date de

de punctel

q u01 X Y O . f i 3 =  ţrţoo , e t c  

X Y O . f i ,  ţr) ao,

11 23
X  У0 0 ,  ^ 0 , 0 ,

--  — etc
Л’ У 0 0 ,  Çy) а ,а3

ПРИМЕНЕНИЕ В НЕЭВКЛИДОВОЙ ГЕОМЕТРИИ ПОНЯТИЯ НОРМЫ
МАТРИЦЫ
(Резюме)

С помощью п о н я т и я  нормы м а т р и ц ы  м о ж н о  просто в ы р а ж а т ь  многие формулы, 
встречающиеся в  геометрии.

I / A PPL IC A T IO N  EN G É O M É T R IE  N O N -E U C L ID IE N N E  D É  LA N O TIO N  
D E NO RM E D 'U N E  M A TR IC E

( R é s n m  é)

On p eu t exprim er sim plem ent, à  1' aide de la  no tion  de norm e d ’une m atrice, beaucoup 
de form ules qui in te rv ien n en t en géom étrie .





D ESPRE CURBELE POLARE GENERALIZATE ALE CURBELOR
ALGEBRICE p l a n e

de
B. ORBÁN

Lucrarea de faţă generalizează curbele polare ale unui punct P  în ra
port cu o curbă algebrică dată, înlocuind punctul P  cu punctele unei curbe 
algebrice C, iar fasciculul de drepte cu centrul în P  cu tangentele acele
iaşi curbe.

De f in iţ ie . Se consideră în planul proiectiv complex două curbe 
algebrice К  şi C. Fie P  un punct al curbei C. Tangenta la C în P  inter
sectează curba polară de ordinul p a punctului P  în raport cu curba К  
în punctele M x, M 2, • ■ - , M ,_ p, unde r este ordinul curbei K.  Curba des
crisă de punctele M x, M 2, . . ., Aff_ÿ cînd punctul P  descrie curba C, o 
vom numi ,,curbă polară generalizată de ordinul p a curbei C în raport 
cu curba K ” şi o vom nota cu Г p). Din definiţie rezultă im ediat că Г(?) este 
o curbă algebrică. în  cazul particular cînd curba C se reduce la un punct, 
r !f) este curba polară de ordinul p a punctului C în raport cu K.

Curbele polare astfel generalizate se pot aplica mai ales la studiul 
problemelor legate de două curbe algebrice. în  această lucrare vom 
studia proprietăţile fundamentale ale acestor curbe polare generalizate, 
şi le vom aplica la studiul curbelor algebrice generale.

Unele proprietăţi ale curbelor polare generalizate sínt analoage cu 
proprietăţile cunoscute ale. curbelor polare. Proprietăţile fundamentale ale 
acestor curbe sín t exprim ate în teoremele 1—7.

Prim a teoremă se referă la ordinul curbei Г :*;.
Teorema  1. N otînd cu r ordinul curbei K,  cu n şi m ordinul şi clasa 

curbei C, ordinul s al curbei polare generalizate r (i) a curbei C în raport 
cu K  este:

s =  p(n — m) -[- mr.

Demonstraţie. Ţ inînd seama de definiţia curbei Г<р) şi de o proprietate 
cunoscută a curbelor polare se vede uşor, că un punct a rb itra r P  din plan 
se află pe curba Г(/>) atunci şi num ai atunci, dacă cel pu ţin  unul d intre punc
tele de intersecţie ale primei curbe polare a punctului P  în raport cu
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curba C şi curbei polare de ordinul r — fi a aceluiaş punct în raport cu 
curba K  este un punct simplu al curbei C, (sau dacă cel puţin  k puncte de 
intersecţie ale acestor două curbe coincid cu un punct m ultiplu de ordinul k al 
curbei C.) Să notăm  ecuaţiile acestor curbe cu C{l)[M\P)=0,  K [r~p)(M\P)  = 0 , 
raportate la un reper proiectiv arb itrar în plan, M  fiind punctul cu
rent. Fie A o dreaptă oarecare din plan, determ inată prin două puncte 
fixe P x şi P 2, iar P  =  Р г -(- P 2X un punct arb itrar pe A. Vom căuta ce 
curbă descriu punctele comune ale curbelor C{1)(M\P)  =  0 şi K ir~p)(M\P) =  Q, 
cînd punctul P  se mişcă pe dreapta A. Putem scrie:

CW(M I P) =  C(' \ M \ P 1 +  XP2) =  C{i)( M \P x) 4- XC (M IP2) =  0 (12)
Şi
K (' p)( M \P l +  XP2) =  Â ("' p;(M \P 1) +  aK x(M , [ \  , P 2) +  Ж 2(М, Plt P 2) +  

+  ■ ■ • +  X ~ p~1Kr p -i(M, P j, P 2) +  Г -Р К {г"р)(М \Р2) =  0, (2)

unde K x, K 2, ■ . K r_ x sín t forme algebrice de ordinul r — fi în coordo
natele Aj, x2, x3 ale punctului M.  Rlim inînd pe X dintre ecuaţiile (1) şi
(2) găsim:

A'(,- />,(M ;P 1)[C (M |P 2) )’ p + K 1{ M , P 1> P i)Cw [M\P1)Cw (M \P2), ~p''i +  . . .
+  . . .  +  K {r~p){M\ P 2) [C(1)(M |P 2) ] ' -p =  0 (3)

Gradul acestei ecuaţii în x x, x2, x 3> este fi +  (n — l)(r — fi), deci ecuaţia
(3) reprezintă o curbă algebrică G de ordinul fi +  (n — l)(r — fi). Numă
rul punctelor comune ale curbelor C şi G este egal, conform afirm aţiei 
enunţate la începutul dem onstraţiei, cu num ărul punctelor comune ale 
curbei Г(р) şi dreptei A. Curbele C şi G se intersectează după n \ fi j- (n — 
— 1 )(r — fi)] puncte. Dar ţin înd seamă că, curbele polare de ecuaţii 
C(1)(M |P j) =  0 şi C(1)(M |P 2) = 0  trec prin punctele .nodale ale curbei C 
şi sín t tangente la C în punctele cuspidale, din ecuaţia (3) rezultă că punc
tele duble ale curbei C sínt puncte m ultiple de ordinul r — fi pentru curba 
G. Deci num ărul punctelor comune ale curbelor C şi G, diferite de punc
tele duble ale lui C este

s — n [fi -j- (n — 1 )(r — fi)) — (r — fi)(2d -f 3k)

unde d şi k reprezintă num ărul punctelor nodale şi cuspidale ale curbei C. 
Conform primei formule a lui Plticker:

2d -f  3k =  n(n — 1) — m
Deci

s — » [fi -f  (n — \)(r — fi)) — (r — fi) [n(n — 1 ) — m)
sau

s =  fi (ti — m) mr.

Fiindcă dreapta arb itrară  intersectează pe în s puncte, teorema este 
demonstrată.
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Consecinţă. Dacă curba C este o curbă autoduală (n — m), ordinul 
curbelor polare generalizate nu depinde de p.

în  cazul particular cînd C este un punct, adică n =  0 şi m =  1, regă
sim ordinul cunoscut al curbei polare de ordinul p al punctului C în raport 
cu K: s =  r — p.

T eorema 2. Toate curbele polare generalizate sínt tangente la C în 
punctele comune ale curbelor К  şi C.

Demonstraţie. Fie M  un punct comun al curbelor К  şi C. Conform 
proprietăţii cunoscute a curbelor polare, curba polară K ipl pe ordinul p a 
punctului M  în raport cu curba K,  este tangentă în M  la К  şi astfel tan 
genta t dusă în M  la C intersectează curba K {p) în M ,  deci pe baza defi
n iţiei r (i) trece prin M.

Se consideră acum un punct iY pe curba K,  în vecinătatea punctului 
M . D intre cele m tangente, pe care le putem duce din N  la curba C, cel 
puţin  două, tx, t2, au puncte de contact T x şi T 2 în vecinătatea punctu
lui M .  Fiindcă curba polară de ordinul p a punctului M  în raport cu К  
trece prin M ,  curbele polare de ordinul p ale punctelor T x şi T 2 vor inter
secta tangentele tx respectiv t2 cel puţin  într-un punct P x pe tx şi într-un 
punct P 2 pe t,2, situate în vecinătatea punctului M.  Conform definiţiei, 
P x şi P 2 sínt punctele curbei Tip}. Dacă punctul N  tinde către M , P x şi 
P 2 vor tinde către M,  iar poziţia lim ită a tangentelor tx şi t2 fiind tan 
genta t dusă în M  la C, dreapta P XP 2 are deasemenea această tangentă 
drept poziţia lim ită. Deci t este tangentă în M  şi la curba Г(?), ceea ce era 
de demonstrat.

Consecinţă. Dacă curbele К  şi C sínt tangente într-un punct, toate 
curbele polare generalizate vor fi tangente la К  în acest punct.

Următoarele tre i teoreme se referă la efectele singularităţilor curbelor 
К  şi C asupra curbei Г<г!>).

Teorema 3. Dacă punctul M  este un punct m ultiplu de ordinul к al 
curbei K,  acest punct este un punct m ultiplu de ordinul m(k — p) pentru 
curba r (f), dacă k >  p. în  cazul cînd k p, curba r (i>) nu trece prin  M .
în  special, dacă M  este un punct cuspidal al curbei K,  el este un punct
cuspidal şi pentru Г(/>) şi tangentele cuspidale coincid.

Demonstraţie. Fie M  un punct m ultiplu de ordinul k al curbei К  şi 
să considerăm tangentele tx, t2, . . ., tm duse din M  la C (m fiind clasa lui
C) şi notăm cu T X, T 2, . . ., T m punctele lor de contact cu C. Curbele polare
ale punctelor (i =  1 , 2 , . . .  ni) în raport cu K ,  după cum se ştie, au 
în M  un punct m ultiplu de ordinul k — p (p <  k) . Deci din definiţia curbei 
Г (/,) rezultă că prin punctul M  trec m ram uri ale curbei Y'p> , fiecare avînd 
în M  cîte un punct m ultiplu de ordinul k — p. Rezultă că punctul M  este 
un punct m ultiplu de ordinul m(k — p) (k >  p) pentru curba Г (/>). îu  
special cînd M  este un punct cuspidal de ordinul k cu tangenta cuspidală 
t, curbele polare ale punctelor T,„ în raport cu curba К  vor avea în M  punct 
cuspidal de ordinul k - p\ tangentele cuspidale fiind coincidente cu t.
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Astfel şi curba Г1?) adm ite un punct cuspidal în M  cu tangentă cuspidală t. 
Deci teorema este demonstrată.

După cum se vede uşor, punctele m ultiple nodale ale curbei C n-au 
efect asupra curbelor Гм . Referitor la punctele cuspidale ale curbei C, 
putem  anunţa urm ătoarea teoremă:

Teorema 4. Dacă curba C are un punct cuspidal U, curba polară gene
ralizată P !i'şi curba polară K ip)a punctului U în raport cu curba К  vor fi 
tangente în punctele unde tangenta cuspidală и intersectează curba K^p)> 
adică în r — fi puncte.

Demonstraţie. Să presupunem mai în tîi că curba C are un punct 
dublu nodal într-un punct U şi să notăm cu t' şi t "  cele două tangente 
nodale. Curba polară de ordinul fi al punctului U intersectează pe t' şi 
t "  în punctele P ' , P ' , . . . ,  P'r_p respectiv în P ' ' , P " ,  . . . , P f" . 
Dacă acum tangentele t' şi t "  tind  către o dreaptă u, punctul U va deveni 
un punct cuspidal al curbei C, iar dreptele P '  P j ',  P'2 P " ,  . . ., P ' pP"T_p 
vor tinde către tangentele curbei polare de ordinul fi a punctului U în ra
port cu curba К  duse în punctele ei de intersecţie cu dreapta u. Fiindcă 
conform definiţiei punctele P'  şi P "  (i — 1, 2, ■ ■■ r — fi) sín t punctele
curbei Г !я, teorema este demonstrată.

Observaţie. în  mod analog se poate demonstra uşor că dacă U este un 
punct cuspidal de ordinul к al curbei C, curbele Г(й şi K lp) vor avea un 
contact de ordinul k în punctele am intite mai sus.

Teorema 5. Tangenta inflexională i a curbei C este tangenta m ultiplă 
de ordinul r — fi a curbei polare generalizate Г(й .punctele de contact fiind 
punctele de intersecţie ale tangentei inflexionale cu curba polară de ordi
nul fi a punctului de inflexiune I  în raport cu curba K.

Demonstraţie. Să presupunem că curba C are o tangentă dublă t, punc
tele de contact fiind T 1 şi T 2. Curbele polare de ordinul fi ale punctelor Т г 
şi T 2 în raport cu curba К  intersectează pe t în punctele P lt P 2, . . •, P r~P, 
respectiv în punctele Qlt Q2, . . . , Q r_p, care în acelaşi tim p sín t puncte 
şi ale curbei Г !#>). Dacă Т г şi T 2 tind  către un punct /  pe tangenta t, punc
tul I  va deveni un punct de inflexiune al curbei C, iar punctele P a şi 
Qa (a =  1 , 2 , ■ • - , r — fi) vor tinde către punctele de intersecţie R a ale 
curbei polare de ordinul fi a punctului I  în raport cu K,  cu tangenta in
flexională i  (a — 1, 2, . . .  r — fi). Fiindcă astfel tangenta inflexională i 
intersectează curba Г (̂  în r — fi puncte confundate două cîte două cu punc
tele R a, г este o tangentă m ultiplă a acestei curbe.

D intre curbele polare generalizate prim a (Г (11) şi ultim a (Г(г” 1)) joacă 
un rol deosebit, datorită  proprie tă ţii exprimate în următoarele teoreme :

Teorema 6 . Punctele comune ale curbelor К  şi Г (1), diferite de punc
tele de intersecţie ale curbelor К  şi C, şi de punctele duble ale curbei 
К , coincid cu punctele de contact ale tangentelor comune la curbele К  
şi C, aşezate pe curba K.
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Demonstraţie. Mai, în tîi demonstrăm că Г '1] trece prin punctele de con
tac t ale tangentelor comune ale curbelor К  şi C situate pe K.  Fie t o 
tangentă comună a curbelor К  şi C, punctele de contact fiind 1\  (pe K) 
şi T 2 (pe C). Fiindcă prim a curbă polară a punctului Т г în raport cu curba 
K,  trece p rin  punctele de contact ale tangentelor duse prin 1 \  la curba 
K ,  ea trece şi prin 7 \ . Deci conform definiţiei, şi curba Г (1) trece prin 
punctul 7 \. Rămîne să demonstrăm că în afară de aceste puncte de contact, 
în afară de punctele comune ale curbelor К  şi C şi punctele duble ale curbei 
K,  curbele Г ( 15si К  nu au alte puncte comune. Fiindcă gradul curbei Г<!) 
conform teoremei 1 este s =  n — m +  mr, curbele К  şi L (1) au N  =  r(n — 
— m +  r) puncte comune. Dintre aceste puncte fac parte punctele de con
tac t ale tangentelor comune la curbele К  şi C care se găsesc pe K,  adică 
mr'  puncte, unde r' este num ărul de clasă al curbei K.  Din teorema 2. 
rezultă că prin tre punctele de intersecţie ale curbelor К  şi Г !1) găsim şi punc
tele comune ale curbelor К  şi C, adică n ■ r puncte. în  sfîrşit pe baza 
teoremei 3. punctele duble* ale curbei К  sín t punctele m ultiple de ordi
nul m pentru curba Г '1’. Notînd cu d num ărul punctelor duble nodale şi 
cu к numărul punctelor duble euspidale ale curbei К , ţin înd seama de 
teorema 3., punctele duble ale curbei К  sín t echivalente cu m(2d +  3k) 
puncte comune ale curbelor К  şi Г ;1). Deci în to ta l  am găsit:

N '  =  mr'  +  nr +  m (2d +  3/?)
puncte comune.

Dar r' =  rir — 1) — 2d — 3/î , conform primei formule a lui Plücker.
Deci

N '  — r(»ir - m +  n)

Acest număr fiind egal cu N,  adică cu num ărul to ta l al punctelor de in ter
secţie ale curbelor K  si Г 1(, aceste curbe nu mai au puncte comune în 
afară de cele înşirate mai sus şi astfel teorema este demonstrată.

Aplicaţie. Pe baza acestei proprietăţi, primele curbe polare genera
lizate se pot aplica la determinarea punctelor de contact ale tangentelor 
comune a două curbe algebrice oarecare Cx şi C2. N-avem dccît să consi
derăm prim a curbă polară generalizată a curbei Cx în raport cu C2, apoi 
cea a curbei C2 în raport cu Сг. Punctele de intersecţie ale acestor curbe 
cu curba C2 respectiv C 1( abstracţie făcînd de punctele comune ale curbe
lor Cx şi C2 şi de punctele m ultiple ale lor, vor fi punctele de contact căutate.

T borema 7. Dacă curbele C şi К  sínt tangente într-un punct, ultim a 
curbă polară generalizată va fi degenerată conţinînd toate punctele
tangentei comune duse în punctul T  la curbele К  şi C.

Demonstraţie. Conform proprietăţilor cunoscute ale curbelor polare, 
u ltim a curbă polară a punctului de contact comun T  al curbelor К  şi C 
în raport cu K  este tangentă la К  în acest punct. Tangenta în T  la curba

* Ne m ărgin im  la punctele duble ale lui K,  p eu trucă  cazul în care K  are puncte m ultip le 
de o rd in  m ai în a lt se reduce la cazul puncte lor dulde.
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С şi ultim a curbă polară a punctului T  în raport cu curba К  fiind confun
date, Г (г" p) conţine, pe baza definiţiei, toate punctele acestei tangente.

O curbă polară generalizată este asociată la două curbe algebrice К  
şi C. Ea va fi asociată la o singură curbă algebrică K,  dacă în locul curbei 
C vom lua o curbă algebrică derivată din curba K.  De exemplu: curbele 
К  şi C coincid, adică considerăm curbele polare generalizate ale unei curbe 
algebrice în raport cu ea însăşi. Din teorema 2. rezultă că în acest caz 
curba Г'л' este degenerată conţinînd curba K  de două ori. In afară de 
curba K, r (/>,mai conţine o curbă Г ' de ordinul:

s ' — p{n ni; 4  mr  - - 2 ».

Din definiţia curbei E ^rezu ltă  că Г' există numai în cazul eînd n — p >  2. 
Fiindcă p 4^ 1, găsim că atunci и > 3 .  Curba Г ' este caracteristică pentru 
curba algebrică K,  avînd o serie de proprietăţi im portante. Alte ap licaţii 
ale curbelor polare generalizate la studiul curbelor algebrice şi la studiul 
cîtorva clase de curbe algebrice speciale vor fi tra ta te  într-o altă 
lucrare.
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ОБОБЩЕНИЕ ПОЛЯРНЫХ КРИВЫХ ПО ОТНОШЕНИЮ К ПЛОСКОЙ 
АЛГЕБРИЧЕСКОИ КРИВОЙ

(Резюме)

Работа обобщает полярные кривые некоторой точки по отношению к алгебра- 
ческой кривой следующим образом: в комплексной проективной плоскости рассматри
ваются две алгебрические кривые К и С. Р являясь точкой кривой С, касательная 
к С в Р пересекает полярную кривую порядка р точки Р по отношению к кривой 
К в точках Aí1( М2, . . .  Если Р описывает кривую С, кривая, описанная этими 
точками, является обобщенной полярной кривой Г'р) порядка р кривой С по отно
шению к кривой К.

В работе доказываются основные свойства кривых Таким образом выво
дится, что порядок кривой Л />) есть s = р(п — т) 4  №, где /г и г являются порядками 
кривых С и К, а т — классом кривой С; кривые Г1р> касаются с С в общих точках) 
кривых К и С. Рассматриваются действия особенностей кривых А и С на кривую Г 1/1 
и, наконец, изучаются кривые и показываются их применения при определении 
точек соприкосновения общих касательных л двум алгебрическнм кривым.



DESPRE CURBELE POLARE GENERALIZATE
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SU R  LES CO U RBES PORAI R E S G É N É R A L IS É E S  D ES CO U RBES 
A L G É B R IQ U E S  PLA N ES 

'(R  é s u in é)

Cette é tude généralise les courbes polaires d ’uu p o in t p a r rap p o rt à  nue courbe algébrique, 
de la m anière su ivante: on considère dans le p lan  pro jec tif complexe deux courbes a lgébriques 
K  e t C. P é ta n t u n  p o in t de la courbe C, la tangen te  à  C eu P  coupe la courbe po laire  d ’ordre 
p  du po in t P  par ra p p o rt à  la courbe K  aux p o in ts . . .  L a courbe d écrite  pa r ces po in ts
lorsque P  d éc rit la courbe C est la courbe polaire généralisée  d ’ordre p  de la courbe C p a r  ra p 
p o rt à la courbe K.

I /a u te u r  dém ontre  les p ro p rié tés  fondam entales des courbes I ’ 1̂ 1.11 m ontre  ainsi que 
l ’ordre de la courbe Г***' e s t s  =  p (n — m) r  mr, où  n  e t  r son t les ordres des courbes C e t K  
e t m la classe de la courbe C. Les co u rb es Г 1̂- so n t ta n g e n te s  à C aux  p o in ts  com m uns 
des courbes K  e t  C. On é tu d ie  les e ffe ts  des s in g u la rité s  des courbes K  e t  C su r la courbe Г ^ ’ 
e t, enfin, les courbes Г^1* eu m o n tran t leurs app lications à  la d é te rm in a tio n  des p o in ts de 
con tact des tangen tes com m unes aux  d eu x  courbes algébriques.





LEGĂTURA ÎN TR E TRANSFORMAREA LUI ABEL ŞI TRANSFOR
MAREA LUI KUMMER

de
v m )I!j :i  \ j : y

Egalitatea
n+k n-rk

a vb v =  A v ( b tf v̂-и) A ^ b n̂ ] 4- A n+f ib (1)
V -= n-  ■* 1 v  =  »  - И

în care a0, Д,, ■ ■ - , a„, ■ ■ ■ respectiv è0, ■ sín t şiruri de nu
mere reale, A v =  a0 +  at +  . . . -f- av, n este un număr întreg nenegativ 
oarecare, iar k  un num ăr natural oarecare, este cunoscută sub denumirea 
de transformarea lui Abel (sumarea parţială  a lui Abel), [1].

Relaţia
ее

К  — Wv — +  + i
V = n +  1

00

w#+1 +  12 1  
V = W + 1  •

(2)

X

unde este o serie convergentă cu term eni pozitivi, iar c0, cl t . • ■, c„
o

un şir de numere pozitive astfel, ca relaţiile la lim ită

un
C„--------- : 1

«n+1
1 (n-+<x>)

(3)
c„ îî« —>■ O ( n —>■ oo )

să aibă loc, se numeşte transform area lui Kummer, [2]. Prin această trans-
X

formare — după cum se ştie — calculul sumei seriei un se înlocuieşte
o

cu sumarea unei serii mai rapid convergente.
în  cele ce urmează se arată, că relaţia  (2) se poate obţine din (1 ).

00
Considerînd seria convergentă, cu term eni pozitivi există — în

и
baza criteriului lui Kummer — un şir de numere pozitive {<"„}, astfel, ca



(3) să fie îndeplinită. înlocuim în (1) Av — п.,, 3 V =  ĉ j-i deci 
a., =  Суп — cv =  Acv şi obţinem

n + k  n + k »
V  m v A c v =  c v +1 ( w v — 1) —  c n + i Mm i  +  c „ f t + , M„ + * T I . ( У

V=n-f 1 V = Я f 1

Cuprinzînd cele două sume din (4j sub acelaşi semn al sumării, avem
n + k

0  =  [ (  c VJ_, —  A c , ) « ,  —  c v и m v+ i ] —  с и + , и я+ 1 +  c » + * + i  « Я  + *-  I,

v = ter 1

de unde se obţine, evident
n~-k

0 =  cKTln „+ i b : . / .  . t 1 “ 1 2  -  ( Cv C 'i- iV i) .

Egalitatea (5) se adună membru cu membru egalităţii
» г А' I 1 и 4- k

У  «v =  »n+i +  J 2  u>' x (e )
V ' H  1 ! V -  »I - I

i astfel rezultă

\ ± *  , Г Í " v ]
/  , ^  V  =  ( 1  4 "  O i S  l )  « я  +  1 £  Я +  А ,  1 « I I  T  * +  1 ' 2 -u   ̂ p  —  ^  Í-V “  *  —  c  ||

(7)
I'ăcînd să tindă k către infinit şi ţinîudu-se seama de condiţia lini o, u,, — 0

V ->■ oc
din (3), are loc relaţia (2), ceea ce trebuia dedus.
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СВЯЗЬ МЕЖДУ ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ АЙклЯ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ
КУММЕРА
(Р е з ю м е)

Автор выводит преобразование Куммера (2) из преобразования Абеля (1).

I..V R E LA TIO N  E N T R E  LA TRA N SFO R M A TIO N  P ’A R EL ET LA TRA N SFO R M A 
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SISTEME DE ECUAŢII D IFER EN ŢIA LE COMPLET IN TEG RA BILE 
CARE GENERALIZEAZĂ SISTEM ELE PFA FFIEN E

de
ADOLF HAIMOVICI (Iaşi)

De curînd m-am ocupat de integrala sistemului

^  = / l(* y V 2'l  = / , ( * ,

d- ^ - =  g(*.«.<•>«,(î)«<3))f *£íü= *(*,«Ol 
3 * ' 6 v '  Э*2 V

îd1), m(2), fiind tre i vectori cu cite un număr oarecare de componente. 
Acesta se întîlneşte cu ocazia studiului unor probleme de geometrie a spa
ţiilo r cu conexiune afină [3], [4].

Sistemul de mai sus poate fi generalizat pentru cazul a n variabile, 
cu mai m ulţi vectori necunoscuţi. Pentru astfel de sisteme generalizate 
vom demonstra o teoremă de existenţă pe un domeniu \x' — x^\ <  A , 
atunci cînd funcţiunile din membrul al doilea sínt de clasă C 1 şi m ărgi
nite pe:

\x' — Xo I <  A — oo <  «(i) <  -f oo.

De altfel, acest domeniu se mai poate restrînge.
Dacă, pe de a ltă  parte, în cele de mai sus A  este oarecare, cu alte cu

vinte dacă funcţiunile din membrul al doilea sín t m ărginite pe orice do
meniu m ărginit din spaţiu l coordonatelor x', atunci integrala există în 
to t  spaţiul. Aşa se petrec lucrurile atunci cînd funcţiunile / sín t liniare
în и(1), м(2), rd3).

Se pot da, în sfîrşit, şi condiţii din care să rezulte caracterul m ărginit 
a l soluţiilor pe întregul spaţiu al variabilelor. De acestea nu ne vom ocupa 
în Nota de faţă.

în  modul acesta, teorema noastră de existenţă şi de unicitate  gene
ralizează teoreme stab ilite  de T. Y. T h o m a s  [9], B r u  w i e r  [2], 
W. N i k l i b o r c ,  [6 ] D.  P e t r o v a n u  [7].

6 — Babeş-Bolyai: Matematică
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Să notăm cu

a) xa (a =  1 , 2 , и variabile independente,
b) Ui, n vectori cu cite kx componente.
uil i2, ■--- vectori cu cite k2 componente,

U\2 ....n un vector cu kn componente,

unde indicii i, i2, . . ., in parcurg valorile 1 , 2 . . . n, vectorii и pot 
avea numai indici diferiţi între ei şi nu se schimbă la o perm utare a acestor 
indici. Pentru sim plitate, vom presupune indicii fiecărui vector scrişi în 
ordine crescătoare.

c) Să notăm încă cu zab..,i, un vector и generic dintre cei de mai sus, 
care are printre indicii săi indicii a, b . . . I şi încă eventual şi a lţii, 
diferiţi de aceştia.

d) is ...isHk (* <  k <  «). funcţii de şi ik , ÎA+1... ,s.

e) Să mai notăm, ca de obicei, cu

s v  _  a©
• • - *s Sx' d2i,i%...  is ^ ■ ■ ■ is) t

produsul scalar dintre gradientul lui cp, în care sínt presupuse variabile 
componentele vectorilor z4 şi vectorul Bh, ,J d x ’> adică:

a.n
Эх

5 © duf
ő*‘

f  У S© 3 ’’ у ,
Т" а,!" ■

Эф диг ? • . •п
I &и \ **'

Să ne plasăm în ipotezele:
A. Funcţiile /,. . . . .  sínt continue şi cu derivatele continue de 

у ' (в V- F  •* '
■F Şi г(, ii+1...,'s în domeniul:

i.ra — Vй I <  Л ,  — o o  <  Zjj... <  + o c ;

B. în  acest domeniu ele sínt mărginite,
(Щ
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şi satisfac condiţiilor:

dJ 15)
ê x

+  E ^ T
d f  . .

- - МЧ
dz; . -k i ' ' h~i A-f-i • • • 4-

(b)

dx k ■E
3 /(l-, .. . fs)

* ’lb ' ■ ■ ‘h---i'h + i ■ ■ ú-iű+ i

rinde ih şi ih sín t doi indici diferiţi din m ulţim ea ilt i2, . . is, iar semnele 
£  se referă la to ţi indicii ik, respectiv ih din această m ulţim e, la toate vari
abilele z, în conformitate cu convenţia de notaţie c), şi la toate componentele 
vectorilor /.

C. Funcţiunile vector 9 ; ( r \  • • ■ x ‘~1 > x i+1, ■ ■ • л”), 9 . . (x 1 • • . x i~1 
x ' rl . . . V '*"1 x it+l . ■ . X я) ■ ■■ 9 i (x‘n) sínt definite şi continue
de variabilele de care depind pe domeniul

■V" - x < ’ \ <  A,
unde b parcurge indicii variabilelor de care depinde fiecare din funcţiunile 
vector 9 .

Teorema fundam entală pe care o vom demonstra, este următoarea: 
î n  ipotezele A şi B de mai sus, sistemul

3 ÎO
b x c

du,
.Wn'M V= 1 2 . .. J>

1 2 _
3~E f  ■.... (x,u . ; u. . ;u,„ ),J  ţ . ,i j t t ’ 1 ., j„î3 > . . 12 . . .  n> *

S li ; ■

d*" 
9“ i î ..

dx'

f  . . . .  (x;u. ; и ■ ■ ,u , )! i М 3 • • ■ 1 -  • ■ . n i  »

( 1 )

(̂l L' . . . n)SX’U \ ■> . . ,'+1 . .

admite o integrală unică, care satisface condiţiilor:

л;2, . ■ ., . . .  x n) =  9< (ж1, x 2, . . . x ‘~ l x i+2, ■ ■ . xn),
Mi,t, (x1, x 2, . . .  x ‘ţ . . . x'0‘ . . . xn) — 9 . (л:*, л:2, ж4»- * дг*>+1, • • •,

. . . , я*» “ 1 лг** + 1, ■ . ■, х п) , (- )

« 12. , .и ^о- • ' •< Х1) =  912...» =  const.

şi саге csíc definită ре \х{ — х ги\ <  A ,  continuă pe acest interval; in plus vec
torii sínt şi derivabili în raport cu variabilele x ilt x i2, ■ ■ ■ #,ţ.

Pentru n =  2 se obţine cazul a ră ta t în introducere.



84 ADOLF HAIMOVICI 4

Pentru a ev ita  complicaţia notaţiei, vom face dem onstraţia pentru 
cazul n =  3, avînd în vedere că aceasta se extinde la cazul general fără 
nici o dificultate.

§ 2. Fie deci sistemul:

Ţ Ţ f  =  / H Í * ! « ! .  U 2> U3> M12> U 1 3 • « 2 3  > «12з)>

j j f  =  / ( 1 2 ) i X < U 2 ’ l<23> «1 2  ; «  123 )> /  (2 1 ) ( д. - ; « 1 ; « 1 2 ; и 13 М12з ) .

9*!п
(Чд-2 / \ 2 3 /  2 И  ^123М / ( 32)3  ^ 2 3 ' ^ 1 2 з ) »

^ д н 13 ßy
7 7 / ( 1 3 ) 1  ( л ; / г 3 ;гг13 ;г /г з ; « 1 2з ) , =  / ( 3 1 )3 (дс; ;  « 1 2 ; Mi 3 : « m ) .

____ // , ^123
a.v» I[i23)i и ;п2з .^2 з); -^-г =  /(123)2 О*;«»;»«*):

р р г  =  / ( 12 3 )3  (-к >«12  >« 1 2 з)  ;

în саге / . . ,  / да, / (1„3). sín t funcţiuni continue de argumentele lor pe

\ xa — x“\ <  A;  — 0 0  <  m „  Uij, un3 <  +  0 0 , (D)
cu derivatele continue pe acest domeniu, pe care satisfac condiţiilor:

l /*  «' I » I /(*!)* I- / I u 2 3 ) * l  < 7 ^ »

0/ 15 f
a/

ÖW * 10,(;i
<  N, (4)

f  — fiind una din funcţiunile f.. f  f {123 iar M  şi N — constante şi condiţiilor:

V m  Vom
B*î &1,j

(ЮГ , 3/(ii)j

*/<

ő  V 1

/« a» 

/

71''
u

őt/

/(jni ~7 

/  ('77 '

a/ ( '7 ) '

V

du jk

dhit)]
а»,.

/и‘и; +
a/,?.rtV
Ö!í123 / ( l 23) j =

/  (№К +
a7(/0'
a»,,. ( / 1 2 3 ),'

в/,<№>
dx1

fu'jk)î , . ,.
/ (Л)Г1" зи.„, / \i23/Jjfc

SJСч'к)' , aA'"*)i ; ,
' . / ( i'A')i' I 3h.. /( 123/

/, j, k — diferiţi.
Fie încă ф, (aj , A'4) (1 , j , k mereu diferiţi) tre i funcţiuni continue de a5’, a:* pe

| a> — a^|, |a* — a£| <  Л, (6)
Ф . (a *) tre i funcţiuni continue de a*, pe

I A* — А* I <  .4 ,

toate mărginite şi <p123 o constantă arbitrară.
(6')
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Vom demonstra că în aceste ipoteze există o soluţie unică a sistem ului 
(4), definită şi continuă pe \xl — x' J <  A ,  care satisface condiţiilor:

Í  Ui {х'й, х >,  xk) =  9 i (xi, xk),
{ «а (*j. 4 ’ xk) =  Фи (**)< (7)
I  « 1 2 3  ( * j .  4 ’ X o)  =  ? 1 2 8 .

şi admite derivatele cerute de verificarea sistemului (3).
Pentru demonstraţie să considerăm spaţm l S al sistemelor Z  de şapte 

funcţii
U i  (x1, X 2 ,  X й) ,  Uij(x1, X 2 , X й) M 123 {x1, X 2 ,  X й) ,  

definite pe domeniul 8:
\xa — x “\ <  A ,  (S):

m ărginite pe acest domeniu, pe care să le notăm  în mod generic cu za(xx, 
x 2 , X й) (a =  1, 2, . . 7). Să introducem în acest spaţiu m etrica [1]:

-  IS I *'
p (Z , Z ' )  =  m ax sup |zt — z ' t \ e

<=i,2... 7(*») e 6
T fiind o constantă pozitivă, care satisface condiţiei:

T >  7 N.
Spaţiul astfel m etrizat e complet.
Să definim pe acest spaţiu operatorul 51.

dat de

(m )

(8)

(9)

«I =  9r (* JV )  +  § / . г(* ;м1;«2;» з ;«23;»12;М1з ;«12з) dx'

X \ '

Щг= ? £ ,(* * )  +  У « v  «дгз)1 \dx' + $ У и.,1/( * ;и г;и ,;;и л « 1* з ) ^ г
V 1 1Г *o и

U123 =  9 123 +  3 /(123)1 (л ;»23; «123) 13d x 1 +  $ /(ш )2 (x:u13;itV23) I. o o j
o

$dx% 4- 
*0

+  ^/(1 2 3 ) 3 {X’u 1 2 'u t2:i) dX<
(I

i ,  j, к  —  diferiţi, i  <  j ,  « i j  =  « j i

(10)
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Să arătăm  că operatorul 21 adm ite un element fix în S.  în  acest scop, 
să observăm că operatorul (8) transformă un element Z  ç S  într-un a lt 
element al aceluiaşi spaţiu.

Să mai observăm că operatorul Ql e contractant. în  adevăr, dacă 

Z { u î ,  U i f ,  и ш ) ,  Z ' [ u ' . \  u 'm ) 

sín t două elemente din 8  şi:

Z  { t ( { i  l l î j ,  П323) ,  Z  ( l l ; ,  U f , ÎL 323)

transform atele lor prin 2 (. avem:

Й s |îl, ~ wî| +  « ;; i 4- s |m12:)—« '123i}rfx-

< 7  N,>p{Z, Z ' ) ţ e  ’u' dx‘< 7 N ? ( Z ,Z ' ) ÏP ' - Ç

de unde:

!Ti —îi'. \e' l t 1

în  mod analog se găseşte:

-т£|л- O1 /  7N ?(Z,Z')

- t î |v  - e | 4N r , ....
j/r-; -  »ól e < —  ? ( Z ,Z  ).

p
4 2 3  “ 123 '

p (Z. Z'\\
1

Ţinînd seama de valoarea lui t , din (8), urmează

p (Z ,Z ')<  a ?(Z.Z’), У, 1.

cu alte cuvinte operatorul nostru este contractant.
în  conformitate cu teorema lui Banach ([5] pag. 47) de punct fix, 

există o soluţie unică a ecuaţiei

Z = Q { Z ,
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cu  alte cuvinte există un sistem de funcţiuni continue uh care
satisfac sistemul:

д
u{ =  Ф,- (x’ ,xk) +  5 fii (x\ux, «2, М3. M23. н ,,, m13; I«m)

v,7 +5 Айк(*;«/. «*; » 123) rfx' +

+ )  / № ) > ; ; « , > ;  « 1 2 3 )  d x 1

X *
■>0 А

w m ~  Ф г а з  + $ / 1 2 3 j  1 {Х ’>и 23'<и ш ) dx
- Ф

V1и
> 3

0  »
2
0

+  ^  / ( 1 2 3 ) 3  ( ^ ! M 1 2’ И12з) dx',s

><;, =  H w / . £  — diferiţi, i< j .

(П)

(f.r2 4-

§ 3. Rămîne să arătăm  că soluţia sistem ului (11) satisface ecuaţiilor 
(3) şi condiţiilor (7). Este evident că acestea din urm ă sín t verificate. în  
ceea ce priveşte verificarea ecuaţiilor (3) va trebui sa demonstrăm în prea
labil următoarea Iernă care generalizează Ierna lui G r o n w a 1 1 ([8 ], 
pag. 29).

E ema A. Dacă г,(хк), i — 1,2,  ■ p, k =  1,2 ,  . . . n sínt k funcţi
uni continue de x l , x 2, . . . , x n, care satisfac inegalităţilor

x i

0 <  zs. (**) <  ^ { E  anzi (xk) +  ß.j dx* +  y,-, 1 <  Si <  p, (9)

4
unde y-ij, ß,, у,; sínt constante pozitive şi

4  <  X* <  xf +  A ,  (10 )

şi dacă notăm

atunci
a =  max a,j, ß =  max ß,-, y =  max у,-,

0 <  zs {x) <  (ß A  +  y)e p a A  .

( 10' )

(И
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Pentru dem onstraţie, să considerăm funcţia

z(x1, X2, . . .  xn) — max z^x1, x 2, . .  ., Xя), 

care este şi ea continuă; pentru aceasta avem evident:

! 0 <  z{xh) <  ^ I p а г (xft) +  ß j dx‘ +  у (*)

ca şi pentru demonstrarea lemei lui G r o n w a l  1, să punem:

P « 5 (** ).
z (x1, x 2, ■ ■ ■, Xя) =  ^(x1, x 2, • . ., Xя) e

şi fie (xj) punctul în care S ia valoarea maximă. Avem atunci, înlocuind 
în *):

0

P « S (d
K(x\, x \ -----Xя) <

«  - X я ) î1 ° J +  ßA +  у,
P a S  {*a

e '

care conduce la,

Ц х1, x2, . . ., x") ОД, x2, . . . Xя) <; Ç(x), x2, . . ., Xя) e â x 1 0 ^  ßA -f y,

de unde rezultă concluzia.
Să trecem acum la demonstrarea faptului că integrala sistemului (1 1 ) 

satisface sistemul (3). în  acest scop, se constată, în prim ul rînd, că din (11),. 
avînd în vedere ordinea în care sín t efectuate integrările (i <  j ) , se deduce:

'dits j / , .
— -  — f a  [ X t Urt Urs, ^^123) »

=  / ( 31)3 ( X ’ H l  > И 12’ г ,12.г)>

I
дн-гя 1 / , <*» J,
" J ţ Y  — / 3 2 3  ( X <1I 2'  H \ 2> i ( 23> Н 12з ) .

^  ‘ j ’  =  / ( 123)3 * И 1 2 ' г , 1 2 з )-

/(21)2 (*• »l! ;ÍI2> ;,13: 11

(12)

_  <'аз(з'. -(■ /,. г1) -  »„(л-*, .г», .г-,
4 - ~ Ă — ,

^ и к з  ' 'r . j: l v *. -т ~ -i- А. .V1) — ?(1гз( .г !  v :i)
Л ^

Punînd acum
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rezultă to t din (1 1 ):

unde cu ( )* am notat valori ale funcţiunilor dintre paranteze p n u
valori ale lui x 2 cuprinse între x 2 şi x % +  h. Ţ inînd seama de faptul . a t-oate 
funcţiunile /  şi derivatele lor sín t m ărginite în (§), din relaţia  de mai sus 
rezultă:

0
(13')

unde cu i?j, R 2, S  am notat constante pozitive convenabil alese; în mod 
analog ajungem la relaţia

\ S u , -4- S ' \  dxI (13")

Folosind lema A,  ajungem la concluzia că membrii în tîi sín t m ărgi
n iţi. Fie m marginea lor superioară, adică

Iî̂ h I <  m.
{ / î l !  h <

Cu acestea, (13) se scrie:

/  (23) +
2'

Si â  /(32)11 

a.f- + SU; / (2): , ЯЛ32)3 ,
+  — -------  /(23)2  -1-

+
^(32)3 , 
du,-, {2,‘2 + S f<32)3 , 1 , [ 3 I { 32)3 /  ^ » 2 3

^  11123 ^ ( l - ' i|2J  ö " 2 3  J l  /!
+
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unde am pus

*o *o
Ţinînd seama acum de condiţiile de integrabilitate (5), grupul de ter

meni dintre paranteze drepte de sub integrală, se poate înlocui cu derivata 
to ta lă  a funcţiei /  „ în raport cu x 3, aşa încît

' Cj:<)2 SI' Ли.,
/„3,2

Д//,.
/{123)2 +  Ф S dx3 +  Ф,

în  mod analog se obţine o relaţie de forma:

/(I23i <S! p и /(23)2 + j / (  I +  I dx3 +  ipj.

y, Vj fiind expresii analoage cu Ф şi Фг  Din continuitatea funcţiunilor 
/  şi a derivatelor lor, rezultă că Ф, ф, şi фх pot fi făcuţi mai m icidecît 
orice număr pozitiv s, dacă h este suficient de mic. Folosind acum o dată 
lenm lui G r o n  w a 1 1, rezultă

/  (23)2 / ( 12:(123)2 (.1 + 1 )<■'

Dar aceasta înseamnă faptul că u23 şi w123 sínt derivabile în raport cu u2 şi

dll.rj .
d ~~  —  /(23)2 (-V >»3^ » 1 3 '  » 2 :0  »12 . ' | b  ^  1 ^

~ ^ T  ~  /(123;2 (Л > »13  : » 1 2 3 ^

Să demonstrăm, în sfîrşit, că m12, u13 şi m128 sínt derivabile în raport 
cu u l şi că aceste derivate satisfac (3). Pentru demonstraţie să introducem 
notaţiile
A '« i3 =  u]3(x1 4- h , x 2, X 3) — и13(хг, x 2, X 3), Д '« 12 =  «12 (x1 +  h, x 2, x s) —

— и12(д;1, x 2, x 3),
Д и123 — -j- h, x 2, лг3) »12з(л'1 > x -i' x$) ■
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Avem atunci din (11), utilizînd notaţii analoage cu cele precedente:

Să facem în aceste egalităţi x 3 =  x$. IyUcrînd ca şi în cazul precedent, 
se constată, aplicînd de două ori lema A,  că:

3 «и
d X,

dun

du,.,.

x3 = x3o

dx1

— / а з а  {x ;u a',u13]it.i 3 ',u12S)
3o

=  /(i2,i «ja.Mja, г̂ 12з)

/(123)1(а:;и2з>'и12з)

о

х3 = хя л  *13

►з = ,.з гг 1С‘*

(16)
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Atunci prim a integrală din u ltim a egalitate se poate scrie sub forma:

5 / (  123)2 . d /(1 2 3 )2

dxl &u  13
-  /(1 3 )  I +

3 / (  123)2 

д и 1 o3 /(123)1 +  XJ dx2
3o

unde
Í  a / (  123)2\ * * /(1 2 3  )5  1 1i ^ / (123)2 Д '« 1 3

(  « ,*• )  ■■ 3 * > l  Э м ^ з j h

'  , ®7(123)2 A  M123 

в «123  h

3/ (  123)2 

5  и  123
/(123) Г

* /(1 2 3 )2

З и 13
/(1 3 )1  +

Or, avînd în vedere că

Hm
h.—tO

o

Д' /'
13

/(1 3 )J limÄ-+0
*3 '*oS

A” ii,
/(123)1

ţin înd  seama de continuitatea funcţiunilor /  şi a derivatelor lor, ca şi de 
condiţiile de integrabilitate (5), avem:

J  f (123)1 I X 0 f (123)1 I X 0 ’ X 0 Л

A  fiind o expresie care poate fi făcută oricît de mică dacă h este suficient 
de mic. Atunci u ltim a relaţie (15) se scrie:

л /(12:(Ш)
dt\mß  л' tri2

, ! W
3v.m

A«,.,,
h }dx3 +  Л ' ,

A '  fiind o a ltă  expresie care tinde la zero cu h.
Din primele două ecuaţii (15) şi din (15'), folosind iar de două ori Ierna 

A ,  rezultă ca şi mai sus, că funcţiunile u12, u13, «123 sín t derivabile în ra
port cu X 1 şi că

' e»12 i f . . .  к''
Sx\ ~  /(12)1 0  " Ы2 > % 2 Í и 1 з'> 1{пз)>

3tí13
' gxi ~~ /(i3)i(-'V/3T 11 m' игз' Mm)> (17)

gxl —  / (1 2 3 , l(-r > И2-Л' г , 1 2 з )

şi aceasta term ină demonstraţia.
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Evident metoda de lucru u tiliza tă  aici se generalizează fără nici o 
modificare pentru sistemul (1) —(2).

Observaţii. 1. Integralele sistem ului nostru sín t m ărginite dacă func
ţiunile  cp,-, çpij sín t m ărginite. în  adevăr, dacă avem

! 9  i i , i 9,7 ! <  Щ ,
rezultă

ju ,  I ^  W j - f  M A ,

|«,-y I m 1 -f 2M A ,

lî(123 ! <  9 i 23 +  3 M A .

2. Să presupunem că funcţiunile /  sín t definite pe domeniul

\X* -  x i \  <  A ,  \Zi -  z ° | <  m ,  ( D j)

şi că funcţiunile cp,-, cp,-; sínt definite pe

! X* — x'(i ! <  A ,

şi satisfac condiţiilor

I 9i(xi ’ K) — M?i, 9i;K ) ~  u°ij\ <  mi <  m -

Atunci teorema rămîne satisfăcută, dacă operatorul 21 transform ă spa
ţiu l funcţiunilor continue care satisfac condiţia

!2i ( * A) — <  m

în el însuşi. Or aceasta se întîm plă dacă

j z — z® ! ^  I Z{ — 9< [ +  ! 9í —■ I ^  3MA  -j- wij m .

Dacă această condiţie nu este satisfăcută, intervalul A va trebui res- 
trîn s  la un interval A ',  aşa fel ca
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СИСТЕМА ВПОЛНЕ ИНТЕГРИРУЕМЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ, ОБОБЩАЮЩИХ СИСТЕМЫ ПФАФФА 

(Резюме)

Изучается система уравнений (I), где функции f ( i . . . i  И,, из класса С1 на (D) 
h удовлетворяют (а) н (Ь). Доказывается, что эта система допускает единственный 
интеграл на (<5), удовлетворяющий (2), çi|, являются непрерывными функциями. Во 
избежание сложности обозначений дается доказательство только для системы (3) 
и условий (7). Что касается метода, рассматривается оператор, определенный (10) 
в пространстве систем непрерывных и ограниченных на (<3 ) функций, метризованный 
(in), h доказывается, что он допускает единственный постоянный элемент, т,—е. 
что (11) допускает единственный интеграл. Затем обобщается лемма Гронуолла » 
с ее помощью показывают эквивалентность (И) с (14) и (7); это последнее 
предположение доказывается в четыре приема: сначала устанавливают действи
тельность (12), затем используют два раза обобщенную лемму Гронуолла (14), а 
потом тем же методом (16) и, наконец е помощью этого последнего, устанавливают 
действительность (17).

SY STÈM ES D ’É O G A TIO X S D IF F E R E N T IÉ L L E S  C O M PLÈTEM ENT IN T É G R A B L E S 
Q U I G É N É R A L ISE N T  L ES SY STÈM ES D É PEA P F

(R é s u m  é)

Ou é tud ie  le systèm e d 'é q u a tio n s  (1) où les fonctions ( f i  . . .  i f  v son t de classe G1 su r  
( D )  e t sa tis fo n t à  ( a )  et (fi). On dém ontre  que ce systèm e adm et une in tég rale  unique su r (8), 
sa tis fa isan t à (2), les é ta n t  des fonctions continues. Pour év ite r la com plication  de la  n o 
ta tio n , on fa it la d ém o n s tra tio n  pour le systèm e (8) e t les conditions (7). E n  ce qui concerne la  
m éthode, on considère l ’o p é ra teu r défin i p a r (10) dans l ’espace des systèm es de fonctions 
continues e t  bornées su r (8), m é trisé  p a r (m), e t  on dém ontre  que celui-ci adm et u n  é lém ent 
fixe unique, c’est à  dire que (1) adm et une in tég rale  unique. On généralise ensuite  le th éo rèm e  
de Gronwall, e t, à l ’aide de celui-ci, on m ontre  l ’équivalence de (11) avec (4) et (7); c e tte  dern ière  
proposition  est dém o n trée  en  q u a tre  étapes: on consta te  d ’abord  la  va lab ilité  de (12), ensu ite , 
eu  u til is a n t deux fois le femme généra lisé  de Gronw all, celle de (14), puis, p a r  la  même m éth o d e , 
celle de (16) e t enfin, p a r  l ’in te rm éd iaire  de cette  dernière, la valab ilité  de (17).



ASUPRA DEZVOLTĂRII ÎN  SE R IE  A FUNCŢIEI LUI GREEN ÎN 
VECINĂTATEA PUNCTULUI DE LA IN FIN IT

<ic
CAIl/S 1ЛСОИ (B ucureşti)

1. Fie C o curbă simplă închisă, situată  în planul variabilei complexe 
z —— X b iy. Se notează prin D domeniul exterior lui C. Domeniul Q fiind 
simplu conex, se poate presupune, după efectuarea unei reprezentări con
form prealabile, că frontiera sa C este form ată dintr-o curbă analitică.

Să considerăm funcţia lui G r e e n ,  armonică, G(M, P) relativă la 
punctul P  Ç Q şi la domeniul Q. în  vecinătatea punctului de la infinit 
avem dezvoltarea în serie

G{M, P) =  a0(P) +  S  K (P )cos nQ -f b„{P)sin nO] r~" ( 1)
n  =  1

unde г =  re'° este afixul punctului M ,  iar P  este presupus la d istan ţă  finită.
în tr-o  lucrare anterioară f l ] ,  am studiat unele proprietăţi ale funcţi

ilor armonice a0(P), an(P) şi bn{P), în cazul mai general cînd Q este un 
domeniu m ultiplu conex. Ne propunem să arătăm  că în cazul, considerat 
acum, al domeniului O simplu conex, coeficienţii a„(P) şi bn{P) se pot 
exprima în mod simplu cu ajutorul lui a0(P).

2. Se ştie fl, 2] că aQ(P), an{P) b„(P) sín t funcţii armonice de punc
tu l P, regulate în Q, cu excepţia punctului z =  oo, în vecinătatea căruia 
diferenţele

aa(P) logYp, e » ( P ) - i  R c { z uP), bn(P) -  -  Im {z p )  (2)П П
sínt regulate. Aici zP =  rP e’QP este afixul punctului P. în  plus, aceste 
funcţii se anulează pe frontiera C, fiind continue în vecinătatea sa.

Vom nota prin  a*(P), a*(P), b*(P), conjugatele armonice ale funcţii
lor armonice a0(P), an(P), b„(P) şi vom scrie

(z) =  a0{P) +  i a*(P)
d n (z) =  an(P) +  i a*(P) (3)
Я  (*) =  bn(P) +  * b*(P)

fără de a mai pune indicele P.
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Reprezentarea conformă a domeniului O pe domeniul D{\Z\ >  a) 
de frontieră Ca{\Z\ =  a) din planul variabilei complexe Z  =  X  -j- i Y , 
cu corespondenţa punctelor 2 =  00 şi Z  =  00, şi a direcţiilor axelor reale 
în  aceste puncte, este dată după cum se constată uşor, de

Z — aedo(z) (4)

Notînd prin r(z , Zp) funcţia lui Green complexă, dată de

Г (z, zP) =  G (iii, P) +  Ш{М, P ) (5)

unde H(M , P) este conjugata armonică a lui G(M, P) considerat ca funcţie 
de punctul M ,  avem G(M, 00) =  G(00, M), deci conform lui (1),

Г(г, oo) =  o t0{z) (6)
z fiind acum afixul punctului P, socotit ca variabil.

Avem dezvoltarea în serie

d 0 (2) =  logz +  у +  +  j  +  . . (7)

unde num ărul reai y este constanta lui R o b i n  a domeniului ii  [3]. 
Rezultă atunci din (4) că la m ari distanţe avem desvoltarea în serie

fij ß2
Z  =  aef z +  ßo +  ~  -f- ~  -j- . . . (4')

Funcţiile cAn[z) şi (3n(z), (n =  1 , 2,  . . .), definite de (3) sín t olomorfe 
în Q, cu excepţia punctului de la infinit, în vecinătatea căruia diferenţele

d n ( z )  -  + 7 2 "

sín t regulate, în v irtu tea  lui (2). Avem în plus

R e { d n (z)}c =  0, Re{Œn (z)}c =  0.

Din (4') rezultă

î - > . / ( |  +  Ş + ^ +  . . . )

punînd

Prin  urmare

z- =  Xя 1+- ş  4-J  +  . . ) =  >." [ZP -f si Z*-1 4- . . .  -R„-iZ +  К  +  • •)

(S)

(4")

(9)

(10)
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unde coeficienţii 81( S2, . . ., S„, . . . se determină prin calcule algebrice 
simple.

Transformatele funcţiilor d n(z) şi (Bn(z), pe care le vom nota prin 
' d n{Z) şi Œn{Z), sínt olomorfe în D , cu excepţia punctului Z  = o o , diferenţele

d n (Z) • • • + К -Л 2 )4H

:z) + 1 £(z*  +  ^ “ ' 4  • • +

fiind regulate în vecinătatea lui Z  ----- oo. în  consecinţă, teorema cercului 
[4] conduce la

^ J Z )  =  ± ( Z ' + 8 1Z * - l +  . . .  + S „_1Z)
V

Zn-L • ■ • + 8 „ - ,
( 11)

ţin înd seamă că relaţiile (8) vor avea loc şi pe circonferinţa C„. 
De asemenea

Œ JZ)  «  -  / ^ ( Z >  \ Z *  1 +  • • • +

• ÎL- [Ol? -  й2“-2 - « ч
1 П \ z n +  SI z”^1 +  • • • +  ® » -Г 7 j (12)

În  relaţiile (11) şi (12) s-au neglijat constantele imaginare pure care se pot 
adăuga lui d n{Z) şi Œn(Z). înlocuind în (11) şi (12) pe Z  prin expresia sa 
(4), în funcţie de d 0(z), rezultă expresiile lui d n(z) şi Œ (z), în funcţie de
d 0{z).

Astfel, în cazul « =  1, se găseşte că

cÂy{z) =  2e 1 s h d 0(z) 

rß\(z) — —2ie-i c h d 0(z).
(13)

Rezultatele de mai sus sínt susceptibile de numeroase aplicaţii în hidro- 
dinamică. Ele pot fi uşor particularizate în cazul cînd Q este exteriorul 
unui cerc [3] sau al unei elipse, cînd transformarea (4) este cunoscută [6].

/ —  Babeş-Bolvai: M a te m a t ic ă



98 CAIUS IACOB 4

B I B L I O G R A F I E

1. С. I  a  c o b , Sur  le problème de Dirichlet à singularités données, „ Jo u rn a l de m ath ém a
tiq u es  pu res e t  a p p liq u é e s" , 9-e s tr ie ,  40, 1961, p . 157 — 188

2. С. I  a  с о b . S u r  quelques proprié tés de la fonction de Green, „C om ptes rendus de Г Acad,
des Sciences, P a r is " , 245, 1957, p . 483 — 485.

3. S . S t  o i 1 о w-C. A n  d  r  e i a  n-C a z a  c u , Teoria funcţi i lor  de o variabilă complexă, 
E d it .  A cad. R .P .R .,  B ucureşti, t .  I I ,  1958, p . 100.

4. L . M. M i 1 n  e-T li o m s o n . Theoretical Hydrodynamics,  E d . I l - a ,  L ondra  p. 149.
5. С. I  a  c o b , Introduction mathématique à la mécanique des f lu ides,  E d . Acad. R .P .R .,

Bue. — G autliier-V illars, P aris , 1959, p . 533.
6. T  h . A n g b e l u t â ,  Curs de teoria funcţi i lor  de variabilă complexă, E d itu ra  teh n ică , 

E d . I l - a ,  1957, p. 125.

О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  Р А З Л О Ж Е Н И Я  В Р Я Д  Ф У Н К Ц И И  Г РИ Н А  Б Л И З  
Т О Ч К И  В Б Е С К О Н Е Ч Н О С Т И

( Р е з ю м е )

Р ассм атривается  обы кновенная связн ая  область Q  извне кривой Й ордана С., 
которую  мож но предполож ить аналитической. Ф ункция Грина <7(3/, Р)  области Q  
м ож ет  бы ть разлож ена в ряд  (1), вблизи точки в бесконечности. Гармонические 
функции аа (Р), «п (Р), Ьп (Р) обладаю т зам ечательны м и характерны м и свойствами 
[1 ,2 ] ,  позволяю щ ими вы разить ап (Р) и bn (Р), (и — 1 ,2 , . . . )  с помощью а„(Р),  
если к ним присоединяю тся гармонические сопряж енны е равенствам и (3).

Если вы полняется подобное изображ ение (4") Q  в области D ( z : >  а) с соответ
ствием точек в бесконечности и в соответствую щ их направлениях действительны х 
осей, получаю тся формулы (11) и (12), где; : X =  а - 1 е ~ т, где у  есть настоянная 
Робена области i l ,  а §,, . . ., 8,, j — коэффициенты, которы е появляю тся в ф ормуле (10).

S U R  L E  D É V E L O PP E M E N T  E K  S É R IE  L E  I.A FU N C TIO N  E E  G R E E K  AU V O ISIN A G E
DU PO IN T  A L 'IN F IN I

(R é s u m  é)

Ou considère le dom aine s im p lin :ir .t  c c r.rix e  i l ,  l 'ex té rie u r de la t с ш Le de Jo rd a n  C ., 
q u 'o n  p e u t supposer an a ly tiq u e . L a fonction  e’e Green G 3 / ,  J  ) c’u ccm air.e  i l  p eu t être  
d év eloppée  en la  série  (1 ) au voisinage du jo in t  à  l ' i i i 'n i .  l e s  fe re tie n s  h a u rx n iq u c s  
a0(P), a (P), b (P) p ossèden t quelques p ro p rié tés  c r .ra c té rù t 'qv.es rem aïqr.abics (1 , 2 ], 
p e rm e tta n t d ’ex p rim er a [P) e t bn {P),  (u =  1 , 2, . . . )  m o y ennan t a0I J ) ,  pon t v u  q u ’on leur 
a tta ch e  les conjuguées harm oniques pa r les re la tions (3).

Si l ’on effectue la rep résen ta tio n  conform e (4” ) de Cl su r le dom aine D( \ Z\  < a), avec 
la correspondance des p o in ts  à l ’in fin i e t des d irec tions des axes réels en ces p o in ts , on ob
t ie n t  les form ules (11) e t (12), où X =  a~*c—Y, y  é ta n t la constan te  de R obin  du  dom aine 
i l  et S,, . . ., 8(l_ ,  les coefficients qu i fig u ren t dans la form ule (10).



REMARKS ON TH E PE X ID E R 'S  FUNCŢIONAI, EQUATION

by
M. I m s s /л; (Miskolc)

H. W. P e X i d e г [4] has investigated the functional equation

f{xy) =  g(x) +  h (у), (1)
where the independent variables x, у  as well as the values of the unknown 
functions /, g, h are real numbers. In  this note we shall consider the same 
functional equation [1] bu t in our investigations the variables x,y  are ele
ments of a groupoid Q in which a binary operation xy  is defined, further, /, g, 
h are mappings of Q onto an other groupoid G the operation of which is w ritten 
additively. We shall suppose th a t Q, G are such groupoids in which the 
following laws hold:

!) e P iA  €(?; Vx >y £ Q ; eAxei) =  {4X)4 .  G {xy) Ч =  (*!*) (ye2);
II) x-+eLx, xe2 are 1 — 1 mappings of Q onto the whole of Q\

III) c1=g{e1), c2=/i(c2) has the same properties in G as e{ in Q.

Under suppositions I ( — III) we gixre the most general solutions of 
the generalized P tx ider's  equation (1). We state the following theorems: 

T heorem  1. U et(),G be groupoids w ith properties I  (—III). Supposing 
th a t G is a homotope of Q i. e. there exist mappings /, g, h of Q onto G for 
which (1) is satisfied, G is a homomorphic image of Q i. e. there exist a 
mapping к of Q onto G such th a t

y x ,y  ç Q; k{xy) =  k(x) +  k (y) (2)
is valid.

T heorem  2. Suppose th a t Q, G are groupoids with properties I ( —-III). 
Then ever)’ trip le f ,g ,h  of homotopic mappings of Q onto G (i.c, for which 
(1) is satisfied) can be written in the form

/(^.vco) =--- q  +  k{x) 4- q ,  
g(q.v) =  ct +  /c(x), 
h(xe2) — k{x) +  c2,

where k(x) is a homomorphism of Q onto G [see(2)].

(3)
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By another words: the most general solutions of the functional equation 
(1) defined on the groupoids Q, G w ith properties I( — Ш ) can be w ritten in 
the form (3), where k (x) is an arb itrary  mapping of Q onto G satisfying (2). 

Proof. By putting  y = c 2 resp. x =  el , with the notations

L и —- +  и, R  a =  и +  c.,
(1) gives

g(x) -= R  1 f{xe2) , k{y) =- L 1 Це,у) , (4)

where the exponent — 1 denotes the inverse mapping.
Thus w ritting e,x and ye2 in (1) instead of x  resp. y , we obtain

f{ex{xy)e2] — R f(e ,xe2) +  L  1 Це$с2) (5)
and so

k(x) -  R  1 L 1 f[e1xcjL) (6)
is really a homomorphism of Q onto G i.e. (2) is satisfied. This last statem ent 
can be verified immediatel) by applying the 1 — 1 mapping

и —► L R и — c, -f- it +  c., 

on the both sides of (2) namely so it becomes

f [ ei{xy)ei\  =  ci +  W*) +  ^(y)j +  C2 =  lci +  k(x ) .1 +  Ш  +  ^2R=
=  L k  (x) +  Rk (y) R 1 fie, хег) +  L 1 Це&ег)

which is just (5). Here we have used the definition (6) of k and the fact th a t 
R  and L  resp R  1 a n d / / '1 too are commutable mappings with accordance to

c, +  (u +  c2) =- (c, +  u) Ţ- c2.

Thus Theorem 1 is proved.
In order to prove Theorem 2 it is enough to compare (4) with (6) by which 

we obtain (3). On the other hand, it is easy to verify th a t functions f, g, h of 
the form (3) satisfy (1) with an arbitrary  function k(x) for which (2) is true.

This completes the proof.

Some corollaries.
1) Every group liomotope of a groupoid possessing an identity  element 

is homomorphic map.
2) If one of the mappings /, g, h in (3) is 1 — 1, then also k is a such one, 

consequently, the)- all are 1 — 1. In  this case Q and G are called isotopic.
3) Every loop isotope of a group is an isomorphic map [3 ].
4) Isotopic groups are isomorphic [3].
5) The most general solution of the fuentional equation

Y x >y € Q ; f{xy) =  g(x) h(y) 
defined on a grup Q is

/ {x) =  /  k{x) c2, g{x) c, k{x), h{x) -  k (x) c.,.
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where k(x) is an arb itrary  endomorphism of Q and C; are arbitrary  fixed 
elements in Q.

Applications.
The special cases of the functional equation

* E 1[F2{ x , y ) , z ] = F z [ x ,F t {y, z)], (7)

where some of the unknown functions F, are identic one with the other, can 
be treated  by the application of the generalized Pexider’s equation. Namely, 
it was proved [1] th a t, under invertability  conditions about the functions 
F i, all those functions are operations of such groupoids which are isotopes 
of the same group and thus e. g. in the special case F, =  F , =  F 3 (see |2 ) 
we have to solve functional equations of the form

F,(.r, y) =  F, (x, y) =  fi 1 II. III. [ [gi (x) F  (y) ] =  / /  1 *[gj (x) h, (y) _
i . e .

h и, ' 1 =■- % г?/- 4» )i m V  V i -

So here the corollary 5) can be applied.
A sim ilar consideration holds also for the special cases of equation

F , [F2(x , v), F 3 («, =  F 4 [Fs (x, «), F r> (y, ft .
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U  (1903), 2 9 3 -3 0 1 .

O B SER V A Ţ II A SU PR A  E C U A Ţ IE I FU N C Ţ IO N A L E  A L U I P K X ID E R

( Re z uma t )

H . W . P e x i d e r  a  s tu d ia t  e cu a ţia  fu n c ţio n a lă  [1), unde v a riab ile le  independente  
x , y  şi fu n c ţiile  n e cu n o scu te /, g, h iau  valo ri reale . î n  această  n o tă , au to ru l consideră aceeaşi 
ecuaţie  (1), însă  va riab ile le  x, у  s ín t  e lem entele  u n u i g rupo id  Q, în  care e d e fin ită  o p e ra ţia  
b in a ră  xy,  şi / ,  g, h s ín t  a p lic a ţii  ale Iui O pe u n  a lt  grupoid  G, în  care o p e ra ţia  e sc risă  
a d itiv . Se presupune că g rupo izii Q, G sa tis fac  p ro p rie tă ţile :

I. zjex, e2 e Q ]  V*. y ţ  Q '. ех{хег) =  (e1x)e2. ex(xy)e2 =  (exx)(ye2)
I I .  x  ->  exx, xe., s ín t  a p lic a ţii  b iunivoce ale lu i Q pe Q.

I I I .  e, — g(ex), c2 =  h(e2) au  aceleaşi p ro p rie tă ţi  în G ca şi ex în Q.
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Se dem onstrează:
Teorema 1. P ie  Q, G g rupoizi cu p ro p rie tă ţile  I  — I I I .  D acă G este u n  om otop a l lu i Q, 

ad ică  e x is tă  a p lica ţiile  / ,  g, h a le  lu i Q pe G, p e n tru  care ţ l)  este  sa tis făcu t, a tu n c i G este 
o im agine om om orfă a  g ru p o id u lu i Q, ad ică  e x is tă  o ap lica ţie  A a  lu i g  pe G astfe l ca  să  
avem

V*. У €  0 :  A{*y) =  *(*) +  k(y).

Teorema 2. D acă Q, G s ín t  g rupoizi cu p ro p rie tă ţile  I , — I I I . ,  i tu n c i  orice t r ip le t  / ,  g, 
h de transform are  om otopică  (pen tru  care (1) este sa tisfăcu t) poa te  fi scris sub form a (3), 
unde h(x) este  un  om orfism  al lu i Q pe G.

Se dau c îteva  consecinţe ale  acestor teorem e.

ЗАМЕЧАНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО ФУНКЦИОНАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ПЕКСИДЕРА

, ( Р е з ю м е )

Г. В. Пекеидер изучил функциональное уравнение (1), где независимые пере
менные X, у  и неизвестные функции /, g ,  h принимают действительные значения. 
В этой работе автор рассматривает то же уравнение (1), но переменные х, у  явля
ются элементами группоида Q, в котором определено бинарное действие х у ,  и 
/, a, h являются изображениями Q на другом группоиде G, в'котором действие напи
сано аддицивно. Предполагается, что группоиды Q, G удовлетворяют свойствам:

!• Я  «г. et g Q; V ж, у Ç Q; е1 (хе.,) =•-- (et х)е.,, ех ( х у )  е„ =  (ехх)  (уе.,)
I I .  X —► егх, хе*

являются взаимно однозначными изображениями Q на G.

III. c ^ - g f e j ,  ct  = h(e.J

обладают такими же свойствами в G, как и е, Q.
Доказываются:
Теорема I.  Пусть Q,G группоиды, обладающие свойствами I.—III. Если G 

есть гомотоп Q, т.е. существуют приложения /, g, h группоида Q на О, для которого 
(I) является удовлетворённым, то G есть гомоморфное изображение группоида Q, т.е. 
существует изображение к с Q на G, чтобы таким образом получить:

V У € Q, Ь (х у )  =  k ( x )  --- к( у)

Теорема 2. Если Q, G являются группоидами, обладающими свойствами I.—III., 
то любая тройка /, в, h гомотопического преобразования (для которого ( 1 ) удовле
творено) может быть написана в виде (3), гда h(x) есть гоморфизм Q на G. 

Дается несколько следствий этих теорем.



ÜBER E IN E  VERALLGEM EINERUNG DER PEX ID ERSCHEN 
FUNKTIONALGLEICHUNGEN

von
E . VIXCZE (Miskolc)

1. Mehrere Verfasser haben Verallgemeinerungen der PEX ID ERschen 
Punctionalgleichungen [3] untersucht. Bezüglich Literaturangaben verweisen, 
wir den Leser an das Buch von J . A e z  é 1 [1]. Das Ergebnis von M.
H o s s z ú  [2] is t—unseres Wissens —bisher das allgemeinste, und zwar 
hat er die zwischen zwei (nicht unbedingt ABELschen) Q iasigruppen ()'(•) 
und Q" (+ ) Homotopie bestimmenden Abbildungen, also die der Funktional
gleichung

<x> (x • y) =  p X -)- a y 

(x, y, x -y  Ç Q'; Ы, P, a : Q’ -* Q")

genügenden Funktionen ы, p, er unter folgenden Bedingungen angegeben: es 
existiert (mindestens) ein Elementepaar elt e2 in Q’, mit denen die Gleichungen

ex (x-e.,) — (e1-x)-e2, et ■ (x.y) ■ e2 =  (exx) • (y • e2) (x,y  Ç Q') erfüllt sind] die 
Abbildungen x —► cx-x und x -*-x ■ e2 sind umkehrbar; die Bildelemente p ex, a e2 
in Q" behalten die Eigenschaften von ex, e2. In  vorliegender Arbeit sollen w ir 
die PEXIDERsche lumktionalgleichung unter anderen Bedingungen behan
deln. 2

2. Es sei Q{ *) eine Halbgruppe und Q0 (•) eine [nicht unbedingt A B E L -  
rsehe) Gruppe. W ir suchen die Lösungen der für die Halbgruppe Q geltenden 
Funktionalgleichung

<x{x * y) =  ß x - j y  (1)

(x,y,x*y  6 Q; «, ß, Y ; Q —*Qo)-
Es g ilt der

S a t z  1. Gibt es ein festes Elementepaar a, b ç  Q. so dass die Gleichungen 

a * x ~  и , у* Ъ — V (u,v € Q) (2 )
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für beliebige u,v, (mindestens) je ein Lösungspaar in Q haben, dann ist die allge
meinste Lösung von (1)

a X =  a0 ■ 8x.b0,
ß x =  a0 ■ 8 x  (3)
у X =  S x - b0,

wobei 8 eine beliebige, der Funktionalgleichung

8(x * y) =  8x ■ 8y  (4)
(x,y,x * y Q] 8 : Ç — Q0)

genügende Funktion bezeichnet und a0, b0 Ç Q beliebige Konstanten sind', 
d. h. wir können die zwischen Q und Homotopie erzeugenden Abbildungen
a., ß, у durch die zwischen Q und Qn Homomorphie bestimmende Abbildung 
8 angeben.

Beweis. h au t (1) ist

o.(x * y * z) =  ßx ■ y (y * z) =  ß{x * y) ■ y z, (5)

woraus wir wegen der Gruppeneigenschaft von Q0 (•) m it* = * 0 bzw .z= z0
die Gleichungen

T(У * zo) ' ( l zo)^1 =  (Р^оГ1 ' P(*o У) =  (6)
r(y * z) =  (P*o)-1 • P(*o * y) ■ yz =  Sy - yz, (7)
ß(* * y) =  ßx ■ y {y * z0) • (y2o)- 1 =  P * • Sy (8)

erhalten. So wird aus (5)

x(x * y * z) =  ß X - S y -  yz (9)
W eiter folgt aus (8)

ßx- 8(y * z) =  ß(x * y  * z) =  ß (x # y) - 8 z — ßx ■ 8y - 8z,

also genügt 8 tatsächlich der Gleichung (4).
Es seien nun in (8), (7) x = a  und z= b  feste Elemente m it der Eigenschaft 

{2), dann ergeben sich

f (a * y) =  ßa-8y=ßa-[(8й)- 1-8я]-8y =  [ßa(8a)_1(8a-8y) =  a0- 8 (a * y),
a0 =  ß-(S a)~ \

yiy  * b)=  8y y b =  Sy-[86(86)-1] - т6=8у.86[(86)-1. yb] =  8(y * b)-b0,
b0 =  m - F y b .

Mit diesen Gleichungen folgt aus (9)

a.(n * v) =  (a * x  * y * b) — ßa • 8(л; * у) • yb =
- =  ßa- [(8e)-1 8«]-8(* *y)  - [SbiSbj-^yb] =

=  [ß a.(S ii)-1 ] . [8«-8(* * y) • 86] ■ [(8&)-1 -Y&] =
=  a0 - 8(a * x * y  * b) ■ bQ =  a0- 8(u * v) -b0, 

а (и * v) =  a0 - Su - 8v-b0 =ßu-  yv.
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Also sind die Funktionen (3) und nur diese tatsächlich die Lösungen von (1). 
Dam it ist der Satz bewiesen.

3. W ir erweitern jetz t die Gruppe Q0 m it einem Nullelement und be
zeichnen die neue S truktur m it Q'0 ( • ). Es g ilt also für beliebige Ç,tj

0? =  t, . 0  =  0 (5. y Ç Q’0). (10)

W ir untersuchen, was für eine Lösung die Funktionalgeichung

x(x * y) =  ßx- yy  (11)
{x,y,x * y € Q; x, ß, y : Ç — Q'0)

hat. Die Lösung beginnen wir auch jetz t m it der Gleichung (5), aber zu dem 
Bestehen der Gleichungen (6), (7) bzw. (8) sind ßx0 ^  0 und y 20 0 erfor
derlich. Wenn diese zwei Bedingungen erfüllt sind, ist der vorige Gedanken- 
gang unverändert gültig. Wenn dagegen keine solche x 0 und z0 existieren, 
für die ß.tn ẑé 0 bzw. уz0 ^  0 bestehen, so sind die Lösungen

bzw.
ßx =  ï ï  s ( )  und у X beliebig, 

•;.y =  X X =  0 und ßx beiliebig.

(12)

Ks gilt also der folgende
S a t z  2. Gibt es ein festes Elementepaarr a,b, € Q  bei denen die Glei

chungen (2) für beliebige u, v Ç Q (mindestens) eine Lösung in Q haben, dann 
erfüllen unter den Funktionen a, ß, y, die Q in Q0 abbilden, die von den Formen 
(3), (12) und (13) und nur diese die Gleichung (11).

4. Schliesslich wrerfen wir das folgende ungelöste Problem auf.

P r o b l e m . Ob die Gleichungen (1) und (im nichttriv ialen  Falle) 
(11) allgemeinere Lösung haben, wenn die Halbgruppe Q (d.h . der Defini
tionsbereich) die Eigenschaft (2) nicht besitzt. W ir haben den Spezialfall, wo 
Q eine additive Halbgruppe (nicht unbedingt m it Einselement) von reellen 
Zahlen ist, schon erledigt [4].

L I T E R A T U R V E R Z E I C H N I S

1. J .  А c z é 1, Vorlesungen über Funktionalgleichungen und ihre Anwendungen,  Basel und  
S tu ttg a r t ,  1961.

2. M. H o s s z ú ,  Remarks on the Pexider’s functiona l  equation, , ,S tu d ia  U n iv . Babeş- 
B o lyai, M a th em atica -P h y s ica”  1/1962.

3. \V . P  e X i d  e r , N o tiz  über Funktionaltheoreme.  „M onatsh . M ath . P h y s .”  14 (1903), 
2 9 3 -3 0 1 .

4. E . V i n c i é ,  Verallgemeinerung eines Satzes über assoziative Funktionen von mehreren 
Veränderlichen, , ,P u b l. M ath  . "  Debrecen, 8 (1961), 68 — 74.



106 м. hosszú 4

D E S P R E  O G E N E R A L IZ A R E  A E C U A Ţ IE I FU N C Ţ IO N A LE  A L U I P E X ID E R

( Re z u ma t )

F ie  Q(x) u n  sem igrup şi g 0(.) u n  grup . R e la tiv  la  so lu ţiile  ecuaţie i fu n c ţionale  (1) se 
dem onstrează u rm ăto area  teorem ă:

D acă ex is tă  elem entele fixe a, b 6 Q, astfe l ca ecu a ţiile  (2) să  posede p en tru  orice u,  
V €  Q cel p u ţin  cite  o so lu ţie  în  O0 a tu n c i so lu ţia  generală  a ecuaţie i (1) este d a tă  de for
m ulele (3), unde 8 este o funcţie  oarecare ce verifică  ecu a ţia  func ţio n ală  (4) şi a0, b0 €  Q s ín t  
constan te  a rb itra re . Cu a lte  cuv in te , om otopia  d in tre  Q şi Q0, genera tă  de ap lic a ţiile  a, 
3 , y , poa te  fi e x p rim ată  cu  om om orfism ul 8 d in tre  Q şi Q0.

Teorem a a doua se referă  la cazul în care g ru p u lu i Q0 i se adaugă un  e lem ent n u l.
Se rid ică  p rob lem a dacă ecu a ţia  (1) posedă sau nu  şi a lte  so lu ţii, în cazul c înd  p ro p rie 

ta te a  (2) nu  este presupusă.

ОБ ОБОБЩЕНИИ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕКСИДЕРА
(Резюме)

Пусть Q(x) — полугруппа и Q0( ■ ) — группа. Относительно решений функцио
нального уравнения ( 1 ) доказывается следующая теорема:

Если существуют постоянные элементы a, b £Q, так чтобы уравнения (2) 
имели бы для любого u v  f  Q по крайней мере по одному решению от Qo, то общее 
решение уравнения ( 1 ) даётся формулами, (3), где <5 есть некоторая функция, 
проверяющая функциональное уравнение (4), и а0, bfl Ç Q являются произвольными 
постоянными. Другими словами, гомотопия между Q и Q0, образованная прило
жениями q , ß, у, может быть выражена гомоморфизмом <5 между Q и Q„.

Вторая теорема относится к случаю, в котором к группе Qo прибавляется 
нулевой элемент.

Возникает вопрос, имеет ли уравнение (!) или не имеет и другие решения, 
в том случае, когда свойство (2 ) не является предполагаемым.



BINARA FOTOMKTRICĂ Y TRIANGUTI

de
( ШЕ ОН ОНЕ  CHIŞ şi V.\SILE l ПЕСНЕ

Steaua variabilă V Trianguli este o binară fotometrică strînsă, de tipu l 
ß Тугае.

A fost observată de J o r d a n  [4], H o f f m e i s t e r  [3], apoi 
de A. A. N i  j l a n d  [5] care deduce elementele:

Min. hei. =  D. J . 2424474,332 +  0~,58c2354E.
S. G a p o s c h k i n  [1], calculează elementele sistem ului în ipo

tezele U şi D. Găseşte că sistemul este o binară strînsă, form ată din 2 cor
puri elipsoidale, pu ţin  diferite ca mărime, avînd d istan ţa de la marginea 
unei componente la cealaltă 1 — al — a2 =  0 ,32—0,33, în  lipsa obser
vaţiilor spectroscopice, Gaposchkin pe baza relaţiilor statistice deduse 
între elip ticitate  şi tip  spectral, precum şi între raza componentei strălu
citoare şi tip  spectral, calculează pentru componenta strălucitoare tipu l А л 
iar pentru cea slabă F 2 — F 5.

P  h. H. T a y l o r  [11] din observaţiile lui J o r d a n  [4] de
duce o uşoară asim etrie a curbei de lumină, pe care caută să o explice, fie 
prin aşa num itul fenomen de „rezonanţă", fie prin schimbul de masă între 
componentele binarei de contact. Ripsa observaţiilor spectroscopice nu 
perm ite determinarea elementelor absolute ale sistemului.

F i n d i n g  h i s t  [6] indică necesitatea observaţiilor vizuale pentru 
stabilirea curbei de lumină şi a asim etriei.

Ta Observatorul astronomic din Cluj, binara fotometrică V Trian
guli, a fost inclusă în programul de observaţie, începînd din anul 1953. 
A fost observată fotovizual, cu ajutorul lunetei Prin  (/) =  20 cm, F  — 
=  300 cm) şi a telescopului Newton (D =  50 cm, F  =  250 cm), de la 
Observatorul din Cluj, pe plăci Isopan ISS şi Isopan F  cu un filtru  Schott 
GG11, după ce în prealabil plăcile au fost sensibilizate cu o soluţie de al
cool. P rin  expuneri de 10m şi 4m s-au obţinut pe o placă între 2 şi 10 poze. 
De aci au rezultat: 183 poze fotovizuale la lunetă şi 254 poze fotovizuale 
la telescop, adică în to ta l 437 poze fotovizuale, efectuate de colectivul 
O bservatorului.

Pentru determinarea m agnitudinilor fotovizuale ale stelelor de com
paraţie — stelele a, b, c, d , e, ale lui J o r d a n  la care s-a mai adăugat
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încă o stea notată cu /  — s-a fotografiat pe 7 plăci secvenţa polară de Nord 
şi regiunea binarei V Trianguli (fig. 1). înnegririle stelelor de comparaţie 
s-au m ăsurat pe plăci cu ajutorul unui Schnellphotometer М2 Zeiss, al 
Catedrei de fizică a In stitu tu lu i politehnic din Cluj. Curbele caracteristice 
ale plăcilor au fost trasate cu ajutorul a 19 stele standard din secvenţa 
polară de Nord, cu m agnitudini fotovizuale precis determ inate [2]. De

aci au rezultat m agnitudinile fotovizuale ale 
stelelor de comparaţie şi erorile lor, care sínt 
date în tabelul stelelor de comparaţie (tabe
lul nr. 1). M agnitudinile variabilei au fost 
evaluate pe plăci, prin metoda lui A r g  e- 
l a n d e r  şi metoda lui N i j 1 a n d. Ob
servaţiile au fost prelucrate separat, pe ca
tegorii de plăci şi instrumente însă nu s-au 
obţinut diferenţe esenţiale de la o categorie 
la a lta . Din to ta lita tea  observaţiilor a fost 
dedusă următoarea formulă de trecere de la 
grade personale la m agnitudini fotovizuale:

mpv =  11 "’,88 -  0*,077 s
cu ajutorul căreia au fost determ inate m agnitudinile fotovizuale ale variabilei.

Din observaţii au rezultat momentele a 25 minime principale (tabel 
nr. 2) şi momentele a 5 minime secundare (tabel nr. 3) precum şi curba 
medie de lumină (tabel nr. 5). în  primele două tabele, prima coloană cu
prinde momentul m inim ului exprim at în zile juliene, a doua diferenţele 
O — C1 (observaţie — calcul) în raport cu elementele lui N i j 1 a n d, 
a treia diferenţele O — C2 în raport cu elementele lui P r i h o d к o [7] 
şi a patra  epoca. P r i h o d k o  deduce elemente medii ale variaţiei de 
iumină, din care trage concluzia că perioada variabilei V Trianguli nu 
variază. Din tabelul nr. 2 se observă însă că elementele lui P r i h o d k o  
nu verifică ultimele observaţii, acestea fiind verificate de elementele lui 
N i j 1 a n d. în  tabelul nr. 2, pe lîngă cele 25 minime principale observate 
la Cluj, sín t trecute încă 39 mininké date de diferiţi autori [3, 5, 8, 9, 10j.

Observaţiile de minime, deşi extinse pe un mare interval de tim p — 
aproape 27 000 de perioade — sínt puţine la număr. Cu excepţia seriilor 
masive de observaţii ale lui H o f f m e i s t e r  şi N i j l a n d ,  vari
abila a fost observată doar sporadic. Cele 64 minime principale au fost 
grupate în 22 minime normale, după perioadele de vizib ilitate  ale varia
bilei. în  tabelul minimelor normale (tabel nr. 4) ultim ele două coloane 
cuprind num ărul n de minime individuale şi ponderea fi a m inimului nor
mal corespunzător, a tribu ită  în funcţie de num ărul de observaţii şi de eroa
rea cu care au fost determ inate momentele minimelor.

Pentru fiecare minim normal s-a scris cîte o ecuaţie de forma
A T  +  E A P  =  O -  Cx 

Pe baza acestor ecuaţii s-au obţinut elementele:
Min hei. =  D .J .2424474,305 -f 0,5852052 E

:fc 1 ±  08

го ' •
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V ** 
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Aceste elemente verifică mai bine observaţiile decit elementele lui N i j- 
l a n d ,  după cum rezultă din diferenţele 0  — C3 din tabelul nr. 4, calcu
late cu aceste elemente.

Graficul diferenţelor 0  — C, (fig. 2), pare că indică o variaţie a peri
oadei sistemului, fără a se putea pune în evidenţă modul de variaţie  a pe
rioadei din cauza lacunelor mari existente în şirul observaţiilor.

Pentru întocmirea curbei de lumină, observaţiile au fost grupate în 
puncte normale după fazele calculate cu elementele lui N i j 1 a n d, cu
prinse în tabelul nr. 5. Pe baza acestui tabel s-a construit curba medie 
de lumină (fig. 3). P in  cercetarea curbei de lum ină rezultă:

«ад**

cfá Ц9 о qt

У TRiAHSUL i

P  » 0*563

Q 3 O.if Of, O ,s 0 ,7  Q 0  0 ,9 1 ? 0  F o z o

Fig.  3.

— m agnitudinile îu maxim şi în minime

M  ----- 10"',7; mx -  11"',75; m2 =  1Г ,0 ;
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— eclipsă p a rţia lă , de acord cu constatările lui H o f f m e i s t e r .
— m inim ul secundar m ai larg decit cel principal (Z)2 >  D j).
— o uşoară asim etrie între fazele 0P,040—0г ,060. Ultim ele două con

s ta tă ri pledează în favoarea existenţei unei atmosfere comune celor două 
componente.

Tabel nr. I

.Steaua Wpv E roarea

a 10,64 ±  0,03
b 10,70 +  0,04
C 10,99 ±  0,03
d 11,05 ±  0,03
f 11,59 ±  0,04
e 11,88 +  0,04

Tabel ar.
Minime principale

D . T . h e l .
2 1 ................

O — c t 
0 - ' , 0 0 0 1

! o - c .  
u * , o o o i

E j O b s e r v a t o r i  ş i  s u r s e
íI

2 0 8 3 0 , 2 1 0 0 Г 1 2 0 ;• 7 0 6 2 2 7 Hoffmeister 3
8 4 5 , 4 4 5 0 +  1 7 -  2 1 - 6 2 0 1
9 0 2 , 2 2 7 0 +  1 8 8 - ' - 1 4 7 - 6 1 0 1
9 2 0 , 3 0 5 0 +  1 5 4 + 1 1 4 — 0 0 7 3

2 1 1 0 0 , 4 5 0 0 +  5 1 - 1 2 — ű  7  5  5
1 1 0 , 3 9 5 0 +  1 0 2 3 5 7 3 8
1 1 7 , 5 0 8 0 +  4 2 3 5 7 3 0
1 1 9 , 3 2 6 0 +  6 6 2 7 — 5 7 3 3  i
1 3 0 , 4 4 0 0 - f  7 7 - 3 8 - - 5 7 1 4
1 3 3 , 3 0 5 0 +  o -  3 2 5 7 0 9
2 5 0 , 1 0 7 0 +  1 5 2 2 - 5 5 0 9
• 2 8 0 , 2 0 7 0 -  1 6 1 : 1 2 3 — 5 4 5 8
4 2 9 , 4 8 1 0 - i -  5 7 -  21 — 5 2 0 3  i
4 8 8 , 5 9 2 0 4 -  8 0 ' 11 ... 5 1 0 2  !
6 6 5 , 3 1 2 0 -  4 1 / и — 4 8 0 0

2 3 2 8 7 , 5 0 1 0 -  4 ! - (if) 2 0 2 8 N i  j  l a n d  [ 5 !
2 9 4 , 5 3 4 0 i 6 1 : и — 2 0 1 0
8 0 5 , 4 1 8 0 4 -  5 8 -L- 4 2 — 1 1 4 3

2 4 0 8 3 , 3 7 0 0 -  88 1 0 1 0 6 8
1 9 6 , 3 2 0 0 -  9 4 - 1 0 7 — 4 7 5
4 3 3 , 3 4 2 0 L 33 — 7 0
4 7 1 , 3 0 2 0 0 - 1 0 0
7 7 4 , 5 1 0 0 21 31 5 1 3  i
8 2 9 , 5 3 0 0 +  8 3 • -  75 0 0 7  1

2 5 2 3 1 , 1 8 4 0 - r  2 -  2 - г 1 2 9 9  !
2 1 1 , 4 2 0 0 -  6 3 6 0 - -- 1 3 1 0
2 7 5 , 4 4 5 0 -  3 2 3 5 1 3 6 9  i
5 0 8 , 3 6 0 0 +  1 -  1 1 7 0 7  !
5 1 5 , 3 8 1 0 - 1 4 -  1 5 1 7 7 9
5 3 2 , 3 6 4 0 4  - 1 0 0 1 - 1 0 5 I S O S
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Tabel nr. 2 (armare)

Minime principale

D . J . h e l .  
2 4 . . . . . . . . . . . .

O  -  C\ 
0 4 0 4 0 1

O -  C „  
( F , 0 0 0 f

/ 4 O b s e r v a t o r i  ş i  s u r s e  
*

5 7 1 , 5 5 0 0 - 1 2 1 1 2 2 1 8 7 5
5 9 0 , 2 9 6 0 +  7 3 ; 7 3 1 9 0 7 , ,

3 3 1 8 7 , 4 2 4 0 -  1 2 f  5 2 1 4 8 8 9 S z c z e p a n o w s k a  [ 8
1 9 0 , 3 4 9 0 2 2 +  4 2 1 4 8 9 4 [ 9 ]
5 1 7 , 4 8 1 0 0 +  6 7 1 5 4 5 3 [ 8  1
9 4 9 , 3 6 1 0 1 6 1- 5 5 1 6 1 9 1 , ,

3 4 6 0 6 , 5 3 4 0 • • • • 1 4 3 -  c e 1 7 3 1 4 i ' 9 ]
6 2 3 , 5 2 8 8 -  9 5 +  1 7 2 1 7 3 4 3 C l i i ş - U r e c h e

3 5 0 4 8 , 3 7 4 2 -  4 2 r -  3 9 1 8 0 6 9 , ,
3 6 7 , 3 0 4 0 - 1 1 3 3 0 1 8 6 1 4 S z c z e p a n o w s k a  [ 9  j
7 4 2 , 4 3 1 0 -  1 0 -• 7 7 1 9 2 5 5 C l i i ş - U r e c h e
7 4 9 , 4 5 6 5 +  2 1 p  1 0 7 1 9 2 6 7 ,
7 5 9 , 4 0 3 9 - f  1 0 9 6 1 9 2 8 1 ,
7 6 3 , 5 0 2 3 4 -  2 9 - 1 1 6 1 9 2 9 1 ,
7 7 3 , 4 - 1 6 6 -  1 3 4 -  7 4 1 9 3 0 8 ,
7 7 9 , 3 1 1 0 +  1 1 1 4 - 1 9 7 1 9 3 1 8 S z e z e p a n o w s l a  [ 1 0
7 9 0 , 4 2 1 0 +  2 2 4 - 1 0 8 1 9 3 3 7 C h i ş - U r e c h e

3 6 0 9 3 , 5 5 6 5 +  1 3 - 1 0 2 1 9 8 5 5 ,
1 1 9 , 3 0 2 5 -  1 8 +  7 2 1 9 8 9 9 ,
1 3 7 , 4 4 3 3 -  1 3 +  7 6 1 9 9 3 0 ,
1 1 3 , 2 9 6 3 -  1 1 - r  7 6 1 9 9 4 0 ,
1 5 7 , 3 1 1 0 -  1 6 +  7 4 1 9 9 6 4 ,
1 5 8 , 5 1 2 0 -  1 0 4 -  8 0 1 9 9 6 6 , ,
1 6 5 , 5 3 1 5 -  1 0 +  8 0 1 9 9 7 8 , ,
2 1 9 , 3 8 3 5 +  9 1 - 4 1 8 2 2 0 0 7 0 , ,
2 3 2 , 2 4 8 8 -  1 -  8 9 2 0 0 9 2 , ,
4 8 4 , 4 7 4 0 • 1 6 4 - 1 0 8 2 0 5 2 3 , ,
4 9 0 , 3 2 6 5 -  2 0 - M 1 3 2 0 5 3 3 , ,

3 6 5 0 0 , 2 7 3 3 —  3 p  9 6 2 0 5 5 0 C l i i ş - U r e c h e
5 0 1 , 4 4 5 1 ~ f  1 7 +  1 1 0 2 0 5 5 2 , ,
5 0 7 , 2 9 7 8 +  2 4 4  1 1  6 2 0 5 6 2 , ,
5 8 9 . 2 2 3 3 —  9 +  8 5 2 0 7 0 2 , ,
6 1 0 , 2 9 5 0 A -  3 4 +  1 2 8 2 0 7 3 8 , ,
6 2 0 , 2 4 1 5 +  1 4 - 1 - 1 0 8

I l i i r i I l P  N I T ! ! ' . ' *

2 0 7 5 5

« Г Г

Tabel nr.

P .  T . h e l . O  -  C\ O  -  ( 4 И O b s e r v a t o r i
2 1 . . . . . . . . . 040001 o - ; o o n t

,” 6 2 2 0 , 2 5 5 5 , 3 3 1 2 3 2 0 0 7 1 , 5 C l i i ş - U r e c h e

2 3 4 , 2 9 5 7 1 4 --  7 0 2 0 0 9 5 , 5 -

5 1 3 , 4 3 4 0 -  6 1 p  3 2 2 0 5 7 2 , 5 W

5 1 0 , 3 5 6 6 - 2 9 : 6 4 2 0 6 1 8 , 5 -

5 9 5 , 3 6 8 1 8 6 2 0 7 1 2 , 5 ,,
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Minime normale
Tabel nr. 4

D .J .h e l.  
2 4 ...........

О -  С, 
0*,0001

О -  С'з 
0*,0001 К п Р

2084»,4553 -т-120 1 - 77 6201 4 4
21119,3234 ■г 40 -  2 5733 6 12

280,2612 -г 103 +  62 -  5458 2 2,5
488,5911 71 4- 30 5102 2 5
665,3120 -  41 - 80 1800 1 3

23294,5305 • 26 - 8 2016 2 3
805,4180 - 58 -г 25 1143 1 2
24196,3202 -  92 -123 475 2 3

433,3405 - 29 1 70 2 3
774,5136 +  12 — 17 513 2 3

25234,4807 -  31 — 5!) +  1299 3 3
590,2904 -г 17 — '5 +  1907 5 7

33190,3495 — 17 -  17 ~ 14894 2 4
517,4810 0 О +  15453 1 2
949,3610 - ■ If) 14 +  16191 1 2

31606,5419 -  64 59 +  17314 2 1,5
35048,3742 -  42 36 +  18069 1 2

367,3040 — 113 - 1 0 6 +  18614 1 2
742,4338 +  18 -f 27 +  19255 7 12

36143,2965 - 12 2 -1 9 9 4 0 7 14,5
232,2511 22 -  32 +  20092 2 2

490,3261 -  16 27 -г 20533 8 14,5

i .
p e t. 

n o rm .

Xr. ï 'a z ade obs.

1 10 0,0013
2 10 0,0073
3 10 0,0156
4 10 0,0239
5 10 0,0339
6 10 0,0413
7 10 0,0488
8 9 0,0565
9 10 0,0631

10 10 0,0741
11 10 0,0822
12 10 0,0950
13 10 , 0,1119
14 10 0,1268
15 10 0,1487
16 К) 0,1632
17 10 0,1797
18 9 0,2073
19 11 0,2294
20 / 0,2574
21 10 0,3162
22 7 0,3861
23 10 0,4287
24 0 0,4575

■»Ipv
Xr. 

pet. 
n o rm .

X r.
de obs.

11,76 I! 25 10
11,75 26 9
11,71 27 9
11,64 28 -
11,56 ' 29 7
11,42 : 30 10
11,36 31 7
11,26 1 32 7
11,28 33 8
11,14 34 9
11,08 35 10
11,00 36 10
10,93 37 7
10,89 38 10
10,77 39 10
10,76 40 8
10,73 41 10
10,69 42 10
10,75 43 9
10,71 44 9
10,79 45 10
10,86 46 9
10,88 47 10
10,96

T a b e l  n r .  Л

Faza »«pv

0,4874 • 10,98
0,5204 10,96
0,5650 10,88
0,6388 10,76
0,6811 10,75
0,7350 10,71
0,7644 10,63
0,8128 10,69
0,8331 10,78
0,8476 10,83
0,8594 10,81
0,8853 10,96
0,9024 11,00
0,9121 11,06
0,9272 11,19
0,9326 11,17
0,9395 11,32
0,9526 11,45
0,9589 11,48
0,9711 11,60
0,9781 11,68
0,9877 11,73
0,9936 11,77
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Tabel
O bservaţii

D .J .h e l.
243 ......... .. tnpv D .J .h e l. 

243 ........... m pv D .J .h e l.  
243 ........... mpv D .J .h e l. 

2 4 3 ...........

4621,4076 10,70 5742,4900 10,95 5790,3838 11,31 6137,4763
623,4415 10,83 749,4018 11,03 6093,4399 10,64 4819

4592 10,88 4191 11,19 4503 10,72 4888
4974 11,34 4316 11,49 4558 10,75 4958

«24,5126 10,67 4441 11,73 4628 10,80 5027
5307 10,64 4643 11,80 4704 10,83 5098
•5460 10,61 4781 11,50 4836 10,87 5168
5599 10,53 4920 11,27 4907 10,95 5273
5724 10,57 5059 11,03 4975 10,99 5339
.5862 10,64 5198 10,88 5044 11,03 5451
6001 10,72 5338 10,80 5114 11,16 5513
6105 10,77 759,3113 10,92 107,4696 10,68 5583

4325,3988 10,77 3252 10,98 4765 10,66 5643
4127 10,72 3415 11,03 4835 10,64 5756
4266 10,64 3565 11,16 4904 10,68 143,2293
4453 10,72 3676 11,30 4973 10,72 2348
5037 10,79 3780 11,43 5043 10,75 2418
5183 10,87 3912 11,59 5114 10,80 2487

5041,5463 10,73 4016 11,66 5217 10,87 2557
4518 10,72 4127 11,70 119,2651 11,27 2619
4574 10,68 4224 11,50 2699 11,35 2675
4643 10,67 4419 11,30 2748 11,52 2730
4713 10,66 763,3007 10,77 2797 11,53 2786
4782 10,66 3146 10,72 2845 11,59 2841
4907 10,68 3264 10,70 2922 11,73 2911
4990 10,68 3389 10,68 2970 11,77 2953
5060 10,70 4681 11,34 3019 11,78 2994
5129 10,71 4820 11,50 3067 11,88 3036
5199 10,72 4952 11,67 3116 11,73 3078

4148,3393 11,35 5091 11,67 3192 11,66 3147
3463 11,48 5223 11,34 3244 11,50 3189
3532 11,59 773,4025 11,03 3298 11,46 3234
3602 11,66 4150 11,27 3394 11,31 3286
3671 11,79 4218 11,42 3491 11,19 3334
3740 11,80 4288 11,59 3581 11,03 157,3299
3810 11,77 4357 11,73 3678 10,95 3341
3879 11,73 1448 11,77 3873 10,83 3381
3949 11,59 4503 11,76 3970 10,76 3424
4018 11,48 4635 11,59 4067 10,72 3464
4088 11,27 4718 11,34 137,3860 10,94 3507
4157 11,16 4774 11,19 3916 11^03 3549

054,2753 11,03 4847 1 1 , 1 1 3985 11 17 3591
742,4198 11,73 4914 11,03 4055 11 31 3799

4275 11,81 4983 10,95 4131 11 43 3911
4344 11,81 5115 10,95 4193 11 51 4036
4414 11,73 5191 10,90 4277 11 59 4105
4490 11,66 5250 10,81 4333 11  R7 4209
5442 11,55 5420 10,72 4409 11 75 4279
4622 11,34 790,3491 10,87 4471 11 7^ 4348
4705 11,17 3634 10,95 4542 11  R7 4417
4761 11,09 3700 11,03 4612 11 fi3 4494
4830 11,03 3784 11,19 4683 П , Ь 5 4556

n r .  в

mpv

11.31
11.19
11,11
11.03 
10,98
10.94
10.87
10.79 
10,76
10.71
10,68
10.71
10.71
10.79
10.94
11.03
11,11
11.19
11.27
11.32 
11,40 
11,46
11.59
11.67
11.75
11.79
11.79
11.71
11.67
11.59 
11,43 
11,35 
11.31
11.19
11.67
11.71
11.79
11.80
11.75
11.71 
11,63
11.59
11.27
11.19
10.94
10.87
10.87 
10,79 
10,66
10.71
10.67
10.67

8 Babeş-Bolyai: M atem atică
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Tabel nr. 0 {urmare/
Observa)]!

D .J .h e l. 
243 ........... MPv

D .J .h e l.  
243 ........... 1 Ÿftpv

D .J .h e l.  
243 ......... . ii Mpv

D .J .h e l.
i 243 ........... mpv

6157 4685 10,71 6219,3467 11,29 6490,4024 10,88 6540,3530 11,04
4786 10,79 220,2069 10,83 4163 10,80 3669 11,00
4855 10,79 2181 10,87 4274 10,77 3822 10,92
4924 10,83 2292 10,91 4413 10,72 3961 10,88

158,4028 10,71 2389 10,95 4552 10,75 4127 10,85
4111 10,71 2493 11,03 4691 10,79 4301 10,83
4233 10,79 2604 11,03 494,2577 10,72 4482 10,80
4320 10,87 2708 10,95 2770 10,72 4586 10,72
4410 10,94 2806 10,92 2930 10,68 541,4515 10,88
4500 10,98 2924 10,88 500,3005 11,38 4654 10,92
4611 11,03 3014 10,84 3186 11,15 4793 10,94
4695 11,16 3125 10,80 3311 11,04 4932 10,96
4765 11,31 3222 10,72 3471 10,94 5070 10,99
4848 11,43 232,2271 11,41 3603 10,88 5209 11,04
4967 11,63 2521 11,66 501,4400 11,73 549,3856 11,19
5046 11,74 2729 11,38 4519 11,73 3974 11,35
5129 11,79 2889 11,16 4684 11,42 589,2076 11,58
5188 11,74 3028 11,03 4816 11,27 2166 11,73
5250 11,69 234,2572 10,80 4900 11 ,12 2257 11,76
5323 11,59 2801 10,87 4997 10,96 2347 11 65
5410 11,43 2878 10,91 5108 10,88 2437 11 58
5479 11,31 2954 10,95 5288 10,80 2541 11,38
5542 11,19 3030 10,92 5387 10,77 2653 11,27
5603 11,03 3107 10,87 5545 10,72 2778 11,04
5674 10,97 3197 10,84 504,3739 11,73 2916 10,95
5743 10,90 484,2731 10,79 507,2920 11,73 3062 10,88

165,4249 10,71 2912 10,71 3101 11,65 3208 10,80
4332 10,71 3011 10,71 3247 11,38 3333 10,72
4409 10,79 3120 10,67 3413 11,08 595,3255 10,88
4478 10,87 3792 10,79 3524 10,96 3369 10,93
4584 10,90 3889 10,87 3656 10,92 3480 10,95
4658 10,96 3983 10,91 3767 10,88 3591 10,99
4756 11,03 4108 10,95 513,3376 10,84 3696 11,0  t
4832 1 1 , 1 1 4184 10,99 3515 10,88 3890 10,95
4910 11,19 4255 11,03 3654 10,92 605,2905 10,88
4987 11,31 4323 11,19 3793 10,92 3169 11,04
5124 11,47 4399 11,35 3932 10,94 610,2562 11,27

182,3184 10,79 4531 11,59 4085 10,97 2707 11,42
3253 10,75 4594 11,75 4210 10,99 2798 11,58
3323 10,71 4698 11,82 4349 11,08 2903 11,73
3392 10,64 4781 11,79 4501 10,96 3006 11,65
3462 10,72 4948 11,59 4640 10,93 3110 11,58
3531 10,72 5010 11,51 4779 10,92 3214 11,42

183,3466 10,79 5087 11,34 4904 10,84 3318 11,23
3758 10,93 5156 11,15 5043 10,82 620,2214 11,50

208,3174 10,95 5260 11,03 527,3566 10,72 2308 11,65
3389 10,88 490,2691 11,04 3705 10,72 2388 11,73
3486 10,80 2837 11,27 3844 10,80 2513 11,65
3590 10,72 2955 11,42 4011 10,88 2634 11,48
3694 10,72 3073 11,58 4122 10,92 2756 11,27
3798 10,68 3191 11,73 528,2369 10,80 2874 1 1 , 12
3903 10,68 3316 11,73 2487 10,76 623,2623 10,84
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Tabel tir. f> (urmare)

Observaţii

D .J .h e l. 
2 1 3 ......... . n\pv

II. J .h e i. 
243 ........... î n  pv

D .J.h e l. 
243 ......... .. m p v

D .J.h e l.
243 rilpv

6219,2835 10,72 649; ,3441 11,58 6 f 23.2626 10,86 6623,2765 10,72
3037 10,80 3580 11,42 2765 10,88 2907 10,72
3162 10,87 3684 11,24 530,3442 10,88 3046 10,68
3259 10,95 3788 11,09 3630 10,95 3185 10,68
3363 1 1 , 1 1 3906 10,95 540,3364 10,95 3324

3463
10,72
10,80
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ФОТОМЕТРИЧЕСКАЯ ДВОЙНАЯ V TRIANGULI
(Резюме)

В этой работе авторы передают 437 фотовизуальных наблюдений над фото
метрической двовной V Triangiili, произведенных в Клужской - обсерватории в про
межутке 31 августа 1953 г. — 23 февраля 1959 г.

Фотовизуальные магнитуды сравниваемых звезд были определены измерениями 
почернения пластинок, выполненными шнельфотометром М2 Цейсса, а магнитуды 
переменной — оценками на пластинках. Из этих наблюдений вывели 25 основных 
минимумов и 5 второстепенных минимумов. На основании этих минимумов и мини
мумов, полученных другими авторами, были определены элементы

M in. hei ^  1). J .  2424474, 305 +  0г,585 2052 В
±  1 +08

К ривая блеска, построенная при помощ и 47 норм альны х полож ений, им еет 
крайние м агнитуды  Д 1= 10т , 70 и ,  =  11* , 75, яг2= 1 1 ш,0, и незначительную  ассим-
метрию м еж ду ф азам и  0+040  — 0 + 0 6 0 . Граф ик разностей О — С, вычисленных по 
отнош ению  к новым элем ентам , повидимому, у казы вает  на изменение периода.



116 BINARA FOTO METRICĂ V TRIANGULI 10

LA B IN A IR E  P H O T O M É T R IQ U E  V T R IA N G U L I 

( Ré s umé )

D ans cet ouvrage, les au teu rs  p ré se n te n t 437 ob se rv atio n s p lio tov isue lles de la b in a ire  
p h o to m étriq e  V T ria n g u li, ob tenues d an s l 'in te rv a lle  31 ao û t 1953 — 25 fé v rie r  1959 à l ’O bser
v a to ire  de C luj.

On a d é te rm in é  les m agn itu d es pho to v isu e lles  des é to iles de com paraison  p a r  des m esures 
de no ircissem ent su r les p laq u es, e ffectuées à  l ’a ide  d ’un S ch n e llp h o to m eter M 2 Zeiss, e t  les 
m agn itudes de l ’éto ile  v a riab le  p a r  les e s tim a tio n s . De ces ob se rv a tio n s on t é té  d é d u ite s  25 
m in im um s p r in c ip au x  e t  5 m in im u m s secoudaires . De to u s les m in im um s accessibles on a d é d u it 
les é lém en ts

M in .h e l =  D . J .  2424474, 305 +  (/,5852052 E  
±  1 ± 0 8

L a courbe de lum ière , basée su r 47 positio n s norm ales, a  les m ag n itu d es ex trêm es M  =  10w, 70, 
m x =  l l m,75, m 2 =  l l m,0, e t  p résen te  une légère  a sy m étrie  en tre  les phases 0^,040 — 0^,060. 
Le g rap h iq u e  des d ifférences 0-C calcu lées p a r  ra p p o rt aux  é lém ents nouveaux  sem ble in d i
quer une v a ria tio n  de la période .



ASUPRA UNEI AXIOME DE STATICA SOUIDUEUI RIG ID

ile

VICTOH VÄLCOVICI (Bucureşti)

1. Să considerăm ecuaţiile de mişcare ale unui solid rigid, liber (fără 
legături), raportate la un triedru trirectangular 7 \( =  imobil şi
la a ltu l T ( =  Oxyz) mobil, solidar legat cu solidul, originea O  a triedrului 
mobil fiind însuşi centrul de greutate al solidului. După cum se ştie ecua
ţiile  vectoriale de mişcare se pot pune sub form a1

M  V =  R>
T 5  -b  5> X ( t  5>) =  M ,

( 1 )

cu următoarele notaţii:

M , masa solidului;
V, viteza centrului de greutate Q  faţă de triedrul fix;
V, derivata vectorului v în raport cu tim pul, faţă de triedrul T 1;
T, tensorul de inerţie în O  a l solidului; 
w, vectorul rotaţie pentru triedrul T , în 0>
(R , M), torsorul forţelor exterioare, socotit în Q .

Să presupunem că R  şi M  sínt funcţiuni date, de poziţia solidului în 
spaţiu (s. ex. de vectorul de poziţie ç al centrului maselor O  de t r i 
edrul fix 7’j şi de unghiurile lui Euler corespunzătoare) precum şi de vari
abilele v, w, t. Sistemul de ecuaţii (1) la care am m ai adăugat şi ecuaţia 
"p =~v, derivata "p fiind luată faţă de triedru l fix T x, admite, în v irtu tea  
teoremei C a u c h y - K o w a l e w s k a i a ,  un sistem unic de soluţii 
(ţj, U) într-un anum it interval de tim p [t0, tx >  t0 pentru necunoscu
tele 'p, ¥, oi privite ca funcţii de t, corespunzînd la valorile iniţiale pQ, 
v 0, oi0 în m omentul t =  t0, dacă funcţiile R, M  satisfac anum ite condiţii 
de regularitate  în intervalul de tim p considerat.

A se vedea s. ex. V . V â l c o v i c i ,  Ş t .  B ă l a n ,  R.  V o i n e a ,  Mecanica  
teoretică, K d itu ra  teh n ică , B ucureşti, 1959, p . 632.
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Proprietatea de existenţă (Д) şi cea de unicitate (U) au consecinţe 
mecanice im portante. Vom enunţa aceste consecinţe intr-un caz cu to tu l 
particular — caz care prezintă, de altfel, o deosebită însemnătate pentru 
Mecanică. Vom presupune anume că torsorul forţelor exterioare în centrul 
O  al maselor este necontenit nul,

R ~  0, M =  (),
în to t intervalul de tim p [/„, ).

Soluţia sistemului (1) va fi deci

v =  v0 > s  Ы ,

unde am notat cu w ' soluţia Euler-Poinsot corespunzînd valorilor iniţiale 
w0, t0 pentru of, t respectiv, punctul fix fiind considerat în O - Rezultă 
urm ătoarea proprietate :

T e o r e m ă . Mişcarea unui solid supus unui sistem de forţe de torsor nul 
constă dintr-o translaţie rectilinie şi uniformă, asociată cu o mişcare Euler- 
Poinsot faţă de centrul maselor considerat ca punct fix.

Această proprietate se găseşte adeseori incomplet enunţată; se m enţi
onează de multe ori numai mişcarea de translaţie  rectilinie, uniformă, 
fără a se menţiona şi mişcarea Euler-Poinsot -- ceea ce constituie, evident, 
o greşeală.

Dacă în particular m ărimile iniţiale v 0 şi w0 sínt egale cu zero, atunci 
mişcarea este to ta l anulată, deoarece a tît  mişcarea de translaţie, c ît şi 
mişcarea Euler-Poinsot dispar în acest caz particular. Aşadar:

C o r o l a r  I .  Solidul supus unui sistem de forţe de torsor nul ramine necontenit 
în stare de repaies, dacă aceasta a fost starea sa iniţială.

Cazul special al sistem ului a lcătu it din două forţe egale, de sens opus 
şi avînd acelaşi suport, sistemul aplicat solidului rigid, prezintă o impor
tan ţă  deosebită deoarece sistemul de forţe avînd torsorul nul va in tra în 
condiţiile corolarului I. Vom putea deci enunţa urm ătoarea proprietate:

C o r o l a r  I I ■ Solidul supus acţiunii a două forţe de torsor nul {egale, de 
sens opus şi avînd acelaşi suport) îşi conservă starea iniţială de repaus.

Această u ltim ă proprietate se dă de obicei în sta tică  sub forma unei 
axiome. După cum se vede, ea se poate deduce pe cale m atem atică din 
ecuaţiile de mişcare ale solidului, aşa îneît nu este o „axiom ă", ci o „teorem ă".

2. Am dem onstrat teorema de mai sus în cazul particu lar al torsorului 
identic nul în to t intervalul [f0, fj]. Ea însă poate fi extinsă la cazul m ult 
mai general cînd vectorii R  şi M  se prezintă ca nişte funcţiuni (date) de 
variabile "p, v , E>, t, dacă aceste funcţiuni, R, M ,  îndeplinesc condiţiile 
de regularitate cerute de teoremele (Д) şi ((J) precum şi condiţiile

R (p\ vl, ci»', t) = o , M (p\ v0, <5', t) = 0
pentru  orice valoare a tim pului t din intervalul considerat; am notat

P' =  Po +  vo ( t -
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în  adevăr, în acest caz general ecuaţiile de mişcare a solidului adm it soluţia

?  =  p '>  V —  v 0 , s  =  ы',

•după cum se vede introducînd aceste funcţiuni în sistemul (1) de ecuaţii. 
Din cauza proprietăţii de unicitate (U) ea va fi soluţia unică a sistemului 
în cazul general considerat, aşa că teorema dem onstrată mai sus va fi vala
bilă şi în acest caz general.

3. Din cele stab ilite  mai sus se poate deduce o teoremă m ai generală 
care include teorema I  şi care dă dreptul la aplicaţii de mare im portanţă 
în practică.

Să presupunem că asupra solidului lucrează un sistem de forţe (F') 
de torsor (К 1, M 1) în 0,  d iferit de zero. în  v irtu tea  acţiunii acestor forţe 
solidul ia mişcarea de rototranslaţie (v, w). Da momentul t =  t9 un sistem 
de forţe F  de torsor nul în 0 ,

г (Fj =  0,

se suprapune peste acţiunea sistem ului (F1) asupra solidului. Mişcarea de 
rototranslaţie (v , ca) rămîne neschim bată, sau m ai bine zis, funcţiile v 
şi cd de tim p răm în aceleaşi, ca şi cum nu s-ar fi aplicat nici o forţă nouă 
F  asupra solidului. în  adevăr, ecuaţiile (1) care trebuie să determine func
ţiile  v şi oi răm în aceleaşi, incit soluţia lor în v şi ÖT va rămîne aceeaşi dacă 
nu s-au schimbat condiţiile iniţiale.

De aici se poate deduce un nou corolar care apare ca o generalizare 
a corolarului I  şi anume

C o r o l a r  I I I . Dacă asupra unui solid avînd o mişcare generală de roto
translaţie ţ v , w), vectorii v şi fiind funcţii de t, se aplică la un moment dat 
acţiunea unui sistem de forţe de torsor nul, mişcarea (гГ, to) rămîne neinflu
enţată de această nouă intervenţie.

în  particular
C o r o l a r  IV . Se pot aplica totdeauna două forţe egale, de sens opus una 

alteia şi avînd acelaşi suport — deci de torsor n u l—fără ca mişcarea solidului 
să se resimtă de această suprapunere.

ОТНОСИТЕЛЬНО ОДНОЙ АКСИОМЫ СТАТИКИ ТВЕРДОГО ТЕЛА
(Резюме)

Аксиому статики: „Твёрдое тело, подвергнутое действию двух сил кручения, 
обращающегося в нуль (равных и противоположного направления и имеющих 
одну и ту же опору) сохраняет свое первоначальное состояние“ можно вывести 
как теорему из общих управнений движения свободного твердого тела.

M  v =  R
г ы +  йх(г Ü) =  М

для случая, когда ff _г0 и М  — 0.
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Также, в случае свободного твёрдого тела, на которое действует система сил 
кручения, обращающегося в нуль, наравне с равномерным прямолинейным дви
жением перемещения выделяется и движение Эйлера— Пенсота, которое, обыкно
венно, не упоминается.

S U R  UN A X IO M E  D E  S T A T IQ U E  DU S O L ID E  R IG ID E  
( Ré s umé )

L ’axiom e de s ta tiq u e  : , ,Le so lide  soum is à  l ’ac tio n  de deux  forces de to rseu r n u l (égales 
e t  de sens opposé e t a y a n t le m êm e support) conserve son é ta t  i n i t i a l”  p eu t ê tre  d é d u it  com m e 
u n  th éo rè m e  des éq u atio n s g én éra les  d u  m ouvem en t d 'u n  so lide  rig id e  lib re

M v  =  i?
T W -J- О  X ( tco)  = ;  M (1>

au cas où R  =  0 e t M  =  0 .
D e m êm e on  m et en  év idence, dans le cas d ’un  so lide  rig id e  lib re  su r lequel actionne  u n  

sy s tèm e  de forces de to rseu r n u l, o u tre  le m ouvem ent de tra n s la tio n  uniform e rectilig n e, u n  
m ouvem ent E u le r-P o in so t d o n t h a b itu e llem e n t il n ’ est pas fa it  m en tio n .



O EX TIN D ER E A TEOREM EI CERCULUI

rte
ŞT. I. GIIEORGIHŢA (Ilucureşli)

1. Pentru rezolvarea problemelor plane ale hidrodinamicei relative la 
exteriorul unui contur circular impermeabil se face apel uneori la teorema 
cercului, enunţată de E. M. Milne — Thomson ([1], [2]). Această teoremă 
a fost extinsă în cazul cînd ne interesează determinarea unei funcţii în exte
riorul cercului r >  a şi a altei funcţii pentru r <  a, cu diverse condiţii 
pentru r =  a (de ex. [3]). In  particular, considerînd un mediu poros ce 
are coeficientul de filtra ţie  k =  k1 pentru r >  a şi k =  k2 pentru r <  a, 
iar singularităţile mişcării toate în domeniul r >  a, folosind planul com
plex z =  X +  iy şi notînd cu f(z) potenţialul complex al mişcării cînd kx — 
— k2, vom avea

m
! /o (*)

2k2 
-I- k 2 /o (*) 2 I <  a

( 1 )

în  nota de faţă ne vom ocupa de o extindere a acestei teoreme, fixîndu-ne 
aten ţia  to t asupra mişcărilor staţionare plane orizontale în mediile poroase 
cînd fluidul e ineompresibil. Vom presupune că mediul poros ocupă to t 
planul şi pentru \z \ >  rx el este caracterizat prin coeficientul de filtra ţie  
constant kx, pentru \z\ <  r.2 (r2 <  rx) el are acelaşi coeficient egal cu k2, 
iar pentru r2 <  И  <  Гг el este armonic neoniogen de un tip  particular, 
în acest domeniu coeficientul de filtra ţie  depinzînd num ai de d istan ţa  pînă 
la centrul comun al celor două cercuri. în  cazul cînd k e constant şi pentru 
r2 <  I z ! <  rlt obţinem un rezultat care s-ar putea numi teorema celor 
două cercuri.

2. Conform definiţiei folosită anterior [4], urmează că vom avea

tf'« =  E 0 +  E l In (r/r0) (2)

pentru r2 <  \z\ <  rx, expresia fiind > 0  pentru orice r Ç [r2, rx].
Considerînd că toate singularităţile mişcării se află în domeniul |г| >  

>  rx, dacă în to t planul vom avea coeficientul de filtraţie  egal cu k1, ш  -
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mează că mişcarea va fi descrisă priutr-un potenţial complex f 0(z) =  
=  r?o(x, y) +  г’ф0(^. У)- î n cazul mediului neomogen în modul indicat mai 
sus, mişcarea în cele tre i domenii va fi descrisă de tre i potenţiale ale v ite
zelor. Avînd în vedere că mişcarea este orizontală, vom simplifica pu ţin  
scrierea fixîndu-nc atenţia asupra presiunilor din cele tre i domenii, astfel 
încît vom scrie

( Pn +  P ' -Di {r >  rx)

P =  I P i  în A» (r2 < r  <  rx) (3)
\ Pa în A  (r2 >  r).

Funcţia p* va trebui să fie o funcţie armonică regulată în Dx şi care 
se anulează la infinit, ia r р.л va fi to t o funcţie armonică regulată în Ds. 
C ît priveşte p2, ea va avea expresia, folosită şi în alte lucrări [5],

p2 =  K  +  k ; m F  (4)

unde K  este o constantă, funcţia F  este armonică şi regulată în D2, iar prin 
k2 am notat coeficientul de filtra ţie  da t de (2).

Condiţiile la lim ită ce vor trebui satisfăcute pentru r =  rx şi r =  r2 
decurg din necesitatea ca presiunile şi vitezele normale să fie continue la 
traversarea acestor frontiere, deci

. ,  d p x .
Pi =  Pt. k i tF  =  k* T 7  Pentru t  =  rx

, dp2 9p3
Рг =  Pa. *21 7  =  ka 1 7  pentru r =  r2

în  vecinătatea conturului r =■ rx expresia generală a funcţiei p0
00

Po = «o +  Ç  (co„ cos sin »0)^”

iar funcţiile necunoscute p* , F  şi P s se vor scrie (de ex. [6])
00

p* — ^ 2  (an cos nb -f bn sin nb)r ~n 
1

00 oo

F  „40 -j- 2̂ cos n%FBn sin nO)r~H +  2̂ (C« cos nb — Dn sin nb)rH 
1 1

00
Pz — аз +  zC (c n  cos nO — dn sin nQ)rn .

1

Din (5) vom obţine astfel un sistem de ecuaţii pentru determinarea 
coeficienţilor necunoscuţi şi problema se reduce deci la rezolvarea acestui 
s istem .

(5 )

va fi

(6)

' (?)
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3. Notînd

E- + £ , ! . .  V ,  £„ +  £ ,  1„ w .

(»)

(t +  у  - f ) ( * +  w  + f ) +  r ' 1 f -  у  - V t ) = H- 

( * +  И' + * ) ( * -  R + * ) -  r” (t + ^ + * ) ( £  -  №- ^ )  -  c.

pentru fiecare n 1 obţinem următoarele expresii pentru cei 8 coeficienţi 
cău ta ţi:

iar pentru n

(ln 0̂« *̂1
Cfl —  Ak-±Hn Cqh

A n =  2k, cQnH u r\* (И- - k3 W ~ l -  E , n r,

^ n =  2/'x c0n H n (W  +  A'3 1Г 1 +  fi, ;/ ')
B n =  2Æj if0„ H nr ^  (*3ÏF~ 1 -  W  +  Е гп ~ х)

D n =  2М о» (IF +  ä3 И’ +  E i n ~ r)
К н п Схп
dn ~  ^Опг

= 0 vom avea:

k. © II о Si се II

*©«II

:iv se găseşte, notînd

Un(Q) =  c0n cos n% — d0n sin n 6,

(9)

( 1<>)

( O )

P i  =  «o +  Ç  (Г" +  t f Â r f  r-»)J7e (0) 

Рг =  «o  +  2 ^ ( Я 0 +  Я ,  I n ^ ’ Ç  t f „ t / „ ( e ) [ [ l F  -

+ ( W' + F + v H

(12)

£з =  яо +  4Aj J 2 H „ U n(Q)r».
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Se recunoaşte uşor că şi p3 sín t părţile reale ale funcţiilor de vari
abilă complexă

F l (г) =  «n + ] C ot” (г” +  H» ’’Í '  г

А V  e
F3{z) =  «o +  Ня z"

(13)

unde a„ =  con -f~ idm, abstracţie făcînd de o constantă complexă neesen
ţia lă .

în  cazul particular £ ţ  — 0 şi k2 =  k3, deci k2 =  E~0, din (8) rezultă 
că H nG„ =  — k2){k1 +  Л’г)^1. Şi atunci рг şi p2 se pot scrie ca partea
reală a unei funcţii analitice de forma (1), iar p2 — p3.

Pentru £ , = 0 ,  din (8) rezultă că

V =  W  =  £ 0 =  â’/2

н ;  1 =  [(A, +  к Ж  +  k3) +  R ln (k, -  Аг)(Аг -  *3)j k2 \  

Gn =  ((Ä, -  k2) (k2 +  k3) +  R 2" ^  +  k2) (k2 -  A3)] k ~ \

Gnlin =, J n =  <Ai ~ ) (*g + *,) + Д2п(а, + ks)ikt -  *,)
<Ai + *гН*г + *3) + -  *а)(*г -  *3) ’

şi atunci:

(14)

Pi =  «o

=  «o 

Pa =  ao

+ E ( r " +  / -t

+  2 A ,E

+  4а1£ х ^ ( 0)'

h V jb
п - ^ З т + о  + £ ) ' ■ H M  6) (15)

Funcţiile pj se pot scrie im ediat ca părţi reale ale unor funcţii de 
variabilă complexă, din care se poate obţine în particular pentru k2 =  k3 
expresii de forma (1). Rezultatul exprim at prin formulele (15) se poate 
numi teorema celor două cercuri.

4. Alegînd diverse expresii pentru p lt ca şi în [7], putem  calcula 
uşor presiunile şi vitezele în orice punct din plan. Astfel, dacă avem un 
curent uniform la mari distanţe, îndreptat spre v-ii pozitivi,

deci
c01

Po =-■ -  pgkt 1 r cos 0 (16)

pgAj c0J =  0, /  =  2, 3, • • dnn =  0, n ^  1,2, (17)
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şi seriile ce apar în (12) se reduc num ai la prim ul term en, unde
С7Х(0) =  c01 cos 0,

я г‘=(£+ у-Е Ш + W + E *)+ **(£ -  v-E ) [ w - i - E ]

Gt = ( р + ^ + £ , ) ( т ~  7 + £ , ) - R 2( ^  +  l/  +  £ 1) ( ^ - 1 7  +  e J
(18)

în  cazul unei surse Q de intensitate q la d istanţa d de centrul comun O 
a l celor două cercuri (d >  гг) , vom avea în vecinătatea conturului r =  
=  rx, alegînd axele cu originea în O iar Q în punctul (d , 0),

00

In d — (T/d)ncos И0 (19)

deci acum
PA''/a a — •-----

0 2тгА,

PA''/

In d.

*0* =  ».

( 20)

( 21 )
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О РАСПРОСТРАНЕНИИ ТЕОРЕМЫ КРУГА 
(Резюме)

Рассматривается стационарное плоское движение в неограниченной пористой 
среде, коэффициент фильтрации которой имеет постоянные значения для г > гх и 
г < г2, а для г2 < г < гг дается выражением (2 ), причём особенности движения 
предполагаются в области г >гг.

Исходя из разложения (6 ), решение задачи выражается формулами (12). 
Частный результат, когда =  0 можно назвать теоремой двух кругов.
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U N E  E X T E N S IO N  DU T H É O R È M E  DU C E R C LE  

( R é s u m é )

On considère  le m ouvem en t p la n  s ta tio n n a ire  d an s u n  m ilieu  poreux  non l im ité  où le  
coefficient de f i lt ra tio n  a  des va leu rs  co n stan tes pour r >  rx e t  r <  r2, . . . p o u r гг <  r <  rx 
est donné  p a r  (2) les s in g u la r ité s  du  m ouvem ent é ta n t supposées d an s la  rég io n  r >  rx. A  p a r t i r  
d u  d éveloppem en t (6), la  so lu tio n  du  prob lèm e s ’exprim e p a r  les form ules (12). Le r é s u l ta t  
p a r tic u lie r  pour lequel on a Е г — 0 p eu t ê tre  appelé  le th éo rèm e  des deux cercles.



PRO PR IETĂ ŢILE SEMICONDUCTOARE ALE SISTEMULUI
ZnO -  a i2o 3

(ie
I. UH SU, V. PU SK Á S şi V. CKISTEA

IN T R O D U C E R E

Proprietăţile semiconductoare ale oxidului de zinc şi ale oxidului de 
alum iniu sínt bine cunoscute în literatură [1 — 11, 13, 16, 23 —24]. Cerce
tarea acestor proprietăţi a condus în scurt tim p la numeroase aplicaţii 
practice deosebit de im portante. Astfel din oxid de zinc s-au confecţionat 
celule redresoare [14], din oxid de alum iniu s-au confecţionat higrometre 
electrice de mare sensibilitate [12], iar mai recent to t din oxid de aluminiu 
s-au confecţionat diode şi triode semiconductoare [25] a căror funcţionare 
se bazează pe efectul tunel. De asemenea, oxidul de alum iniu se foloseşte 
la confecţionarea term istoarelor pentru explorarea tem peraturilor înalte 
[13]. Prin  funcţionarea lor sigură, prin preţul de cost redus şi prin calită

ţile  lor, aceste term istoare pot înlocui în m ăsurătorile de tem peratură de 
peste 900 °C, termocuplele de P t-P tR h.

Pe de a ltă  parte în literatură se citează din ce în ce mai m ult cerce
tarea sistemelor de oxizi semiconductori, care şi ei au proprietăţi semicon
ductoare remarcabile. Astfel, pe bază de oxid de zinc au fost studiate, din 
acest punct de vedere, următoarele sisteme binare: ZnO—Fe20 3 [15, 17, 
20], Z n O -T i0 2 [19], ZnO—B L 03 [21], Z n O -C u 20  [22] şi Z n O -  
Cr20 3, [18].

D atorită proprietăţilor semiconductoare ale oxidului de zinc şi ale 
oxidului de alum iniu, precum şi da to rită  proprietăţilor semiconductoare 
remarcabile ale sistemelor binare pe bază de oxid de zinc deja studiate, 
ne-am propus în această lucrare să facem studiul proprietăţilor semicon
ductoare ale sistemului ZnO—A120 3.

P R E P A R A R E A  PR O B E U O R

Prepararea probelor sub formă de amestec s-a făcut din A120 3 puriss. 
(„M erk") şi ZnO p. a. („A nalar") sub formă de pulbere. Oxidul de zinc 
u tiliza t este spectroscopie pur, iar oxidul de alum iniu prezintă urme spec
tra le  de im purităţi de cupru, calciu, fier şi magneziu. (Analiza spectrală 
s-a făcut de Kovács К .).



128 I. URSU, E. PUSKAS SI V. CRISTEA 2

Probele de cercetare sínt amestecuri de concentraţii diferite de ZnO 
şi A120 3. Concentraţiile componentelor sín t exprim ate în moli, iar concen
tra ţia  probelor variază în intervalul 0 —100% ZnO respectiv 100—0% A120 3.

Probele s-au obţinut prin presarea pulberii umezite la o presiune de 
cca. 10 tf/cm 2, sub formă de pastile cu diam etrul de 10—15 mm şi grosi
mea de 2—4 mm. Pastilele astfel obţinute, după o prealabilă uscare lentă, 
au fost sinterizate tim p de 6 —8 ore, intr-un cuptor de silită , la tem pe
ratură de 1200°C. După sinterizare probele au fost supuse unui proces 
de îm bătrînire, prin încălzire tim p de cca. 12 ore, la tem peratura de 900°C. 
Prin aceste condiţii de tra tam ent term ic s-a asigurat reproductibilitatea 
preparării şi după cum se va vedea, şi reproductibilitatea datelor experi
mentale.

M ETO D A  D E  LUCRU

Proprietăţile semiconductoare ale probelor au fost studiate prin  vari
a ţia  conduetibilităţii electrice cu tem peratura, în domeniul de tem peratură 
300—1100°C. în  acest scop s-a u tiliza t un cuptor cu rezistenţă electrică. 
La măsurarea conduetibilităţii au fost folosiţi electrozi de platină. în  
scopul realizării unui contact intim , pastilă-electrod, probele au fost intro
duse, sub presiunea unui resort, intr-un dispozitiv confecţionat din porţelan 
(fig. 1). Contactul bun dintre electrozii de platină şi pastile s-a verificat

P  — Proba  (cu e lectro z ii de p la tin ă) 
C — cu p to r cu re z is ten ţă  
R  — resort

г

prin măsurarea unor probe argintate, pentru care s-au găsit rezultate simi
lare cu cele de la probele neargintate. Tem peratura s-a m ăsurat cu ajutorul 
unui termocuplu P t—PtR h.

Conductibilitatea electrică a probelor s-a determ inat din tensiunea şi 
intensitatea curentului. Schema conexiunilor electrice este redată în figura 
2. în  funcţie de ordinul de mărime al conduetibilităţii electrice a probelor,
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s-a lucrat în montaj aval (comutatorul K 1 în poziţia 1) sau montaj amont 
(comutatorul K 1 în poziţia 2). Cu com utatorul K 2 în poziţia D  se măsoară 
curentul de conducţie iar cu comutatorul în poziţia P  se măsoară curentul 
de polarizare. Tensiunea de alim entare de 18 volţi s-a folosit la m ăsurarea 
conductibilităţilor electrice mici (cca. IO-10 Í2-1 cm-1), iar 0,4 volţi pentru 
măsurarea conductibilităţilor electrice mari (cca. 10-2Q -1 c m -1).

R E Z U L T A T E L E  E X P E R IM E N T A L E

Variaţia eonductibilităţii electrice în funcţie de tem peratură, pentru 
probe de diferite concentraţii, este reprezentată în graficele din figurile 
3a şi 3b. Din aceste reprezentări rezultă că probele studiate sínt semicon-

Lfí Ô

9 — Babeç-BoJyai; Matematică
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ductoare. Variaţia conductibilităţii lor electrice în funcţie de tem peratură 
verifică legea

„ k t  I * k t(T =  CT0 в +  a0 e (l )

unde s şi s ' sínt energii de activare
cr0 şi % sínt constante pentru semiconductorul intrinsec respectiv 

extrinsec

T  este tem peratura absolută
k este constanta lui Boltzmann iar
a este conductibilitatea electrică la tem peratura T .

Prim ul term en din membrul doi al relaţiei (1) se referă la semicon
ductorul intrinsec, iar al doilea, la semiconductorul extrinsec.

Datele experimentale din figura 3 se aşează pe două drepte distincte 
(I şi II) . Prim a porţiune (I) reprezintă domeniul de conductibilitate extrin
secă, iar a doua porţiune (II), reprezintă domeniul de conductibilitate in
trinsecă.

Măsurătorile au ară ta t că oxidul de zinc este un semiconductor cu 
rezistivitate mică. Energia de activare  ̂ pentru oxidul de zinc găsită de noi 
este 0,65 eV şi este în bună concordanţă cu rezultatul (0,6 eV) găsit în lu
crări anterioare [5—9, 11]. La probele pure de oxid de zinc precum şi la 
cele cu un conţinut de 90% ZnO respectiv 80% ZnO s-a pus în evidenţă 
şi un efect termoelectric. Din semnul forţei electromotoare s-a s tab ilit că, 
conductibilitatea electrică este de natură electronică.

Proprietăţile electrice ale pastilelor cu un conţinut de 30% A120 3 şi 
cele cu mai m ult de 30% A120 3 sínt asemănătoare cu cele ale oxidului de 
alum iniu. în  cazul acestor probe ca şi la oxidul de alum iniu probele au 
rezistivitate electrică mare şi mai prezintă şi un fenomen de polarizare. 
La aceste m ateriale curentul de polarizare poate să atingă o valoare de 
50—60% din curentul direct şi persistă chiar la tem peraturi mai ridicate 
(1000 °C). Prezenţa fenomenului de polarizare arată  că, conductibilitatea 
electrică pentru acest caz este de natură ionică.

La pastilele cu un conţinut de la 70 la 90% ZnO curba caracteristică
Ln 17 == / |  l j \  ) are Părţi distincte. în tre  domeniul de conducti

b ilita te  extrinsecă (I) şi domeniul de conductibilitate intrinsecă (II) apare 
un nou domeniu A — B,  domeniul de epuizare, care se datorează epuizării 
resurselor de im purităţi. în  acest domeniu A — B,  unde conductibilitatea 
electrică scade cu creşterea tem peraturii, coeficientul de variaţie a rezis- 
t iv ită ţii  cu tem peratura este pozitiv. în  domeniul de epuizare, din rezul
tate le  obţinute, rezultă că semiconductorul se comportă ca şi un conductor 
m etalic.

Din rezultatele experimentale sub forma Ln a =  /(1 /Г) se poate de
term ina energia de activare e a purtătorilor de curent. Graficul funcţiei
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In a =  /(1/T) pentru domeniul intrinsec este o dreaptă (II), a l cărei coefi
cient unghiular este proporţional cu energia de activare e. Astfel:

£ k tgoc k Lnox — Lna%
j ___ L
•/ . i \

(2)

unde Uţ şi rj2 sín t conductibilităţile m aterialului la tem peraturile T t res
pectiv T 2.

Din rezultatele experimentale se observă că energia de activare a sis
tem ului ZnO—Al20 3variază cu concentraţia componentelor. Urm înd vari
a ţia  energiei de activare în funcţie de concentraţie (fig. 4) se constată că 
energia de activare prezintă un maxim în cazul probei cu un conţinut de 
50% ZnO. Studiul roentgenografic, întreprins asupra tu tu ror amestecu
rilor, arată că probele cu un conţinut de 50% ZnO manifestă o structură 
bine definită, diferită de cea a oxidului de zinc şi a oxidului de alum iniu, 
în  condiţiile date, cum rezultă şi din diagrama de fază a sistem ului ZnO— 
A120 3, se formează un compus spinelic de ZnAl20 4, care este alum inatul 
de zinc. Datele experimentale arată că în cazul noului compus nu num ai 
energia de activare e ci şi coeficientul de tem peratură a a rezistenţei pre
zintă un maxim (fig. 5). Acest rezultat se poate explica şi din punct de

vedere teoretic, în trucît între energia de activare e şi coeficientul de tem 
peratură a al rezistenţei există relaţia:

a £

h n (3)

Energia de activare a acestui compus stab il în tim p, după cum se vede, 
are o valoare mai mare decît cea a oxidului de alum iniu pur. De ase
menea din figurile 6 a şi 6 b, unde se reprezintă p =  f(T) se poate observa 
că pentru curba obţinută la proba 50% ZnO panta este mái' mare dècît în 
toate celelalte cazuri. De aici rezultă că în cadrul sistemului b inar s tud ia t
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ZnO—Ala0 3 se poate găsi, pentru realizarea de term istori, un m aterial cu 
m ult mai adecvat decit oxidul de alum iniu pur indicat în litera tu ră  ca 
m aterial pentru construcţia de term istori de tem peraturi înalte [13].

o. Proba- юо°/оА1гОз

Fi g.  ё а.
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CONCLUZII

Din studiul experim ental al proprietăţilor semiconductoare la siste
m ul ZnO—A120 3 s-au ob ţinu t urm ătoarele rezultate noi:

1. Rezistivitatea sistem ului s tud ia t variază între lim ite largi cu con
centraţia  componentelor (de la IO2 la IO11 Û • cm).

2. Sistemul binar stüdiat este adecvat preparării de materiale Semi
conductoare cu diferite rezistivităţi.
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la 90% ZnO prezintă un regim deха
__ rezistiv itatea creşte cu tem peratura semiconductorului,
m anifestîndu-se în acest domeniu, ca un conductor metalic.

4. în  cadrul sistem ului b inar s tud ia t s-a obţinut un alum inat de zinc 
(ZnAl20 4), care este şi el semiconductor şi prin proprietăţile sale este mai 
po triv it pentru realizarea term istorilor de tem peratură înaltă decît oxidul 
de alum iniu  [13]).
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СВОЙСТВА ПОЛУПРОВОДНИКА СИСТЕМЫ ZnO — A120 3 
( P  e 3 10 m e)

Авторы изучают свойства полупроводника смеси Z i: 0 —Al,_03 с концентрациями, 
изменяющимися, через каждые 10% от 0% А1,,03, до 100% ZnO  100% П/20„

— 0 % 7.п0  в синтетизированных из порошков образцах. Из изменений проводимости 
с температурой определяются энергии активации и прослеживается их изменение 
в зависимости от концентрации смесей. Получается алюминат цинка, годный для 
изготовления термопаров с высокой температурой. Изменения выполнялись при 
гемпературе, изменявшейся от 300° до 1 000°С,
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IÆ S P R O P R IÉ T É S  SE M IC O N D U C TR IC E S D U  SY ST È M E  Z n 0 -A L 20 3
( Ré s umé )

Les au teu rs  é tu d ie n t les p ro p rié té s  sem iconductrices d u  m élange ZnO — A l2Os en concen
tra tio n s  v a r ia n t de  10 en  10% depu is 0%  A1203 1 00%  ZnO ju sq u ’à  100% A lj0 3 0%  ZnO, pour 
des éch an tillo n s sy n té risés  de poudres. D ’ap rès la  v a r ia tio n  de la  c o n d u ctiv ité  su iv a n t la  tem pé
ra tu re  on  dé te rm in e  les énergies d ’a c tiv a tio n  e t l ’on observe leu r v a r ia tio n  en  fonction  de la 
co n cen tra tio n  des m élanges. On o b tie n t u n  a lu m in a te  de zinc ad éq u a t p o u r la  confection  des 
th e rm is to rs  de h a u te  tem p é ra tu re . Les m esures o n t é té  effectuées à  des tem p éra tu res  v a r ia n t 
d e  300 à 1000°C.





SEPARAREA ÎN T R -0 COROANĂ CU ANTRENARE CU VAPORI ÎN  
FUNCŢIE DE CONCENTRAŢIA M EDIE A AMESTECULUI

de
V. MERCE.Y, E. FÖDÖK, V. (.HEU

Tratarea teoretică a funcţionării coloanelor de separare prin antre
nare cu vapori este o problemă complexă. E a  a fost rezolvată pentru co
loana dreptunghiulară, introducînd o serie de aproxim ări şi simplificări, 
de către autorii [1, 2, 3] şi generalizată apoi pentru coloana cu simetrie 
cilindrică. Rezultatele obţinute perm it calcularea separării în funcţie de 
dimensiunile geometrice şi de condiţiile de lucru din coloană. Verificările 
experimentale au a ră ta t că există o concordanţă calita tivă  între rezulta
tele teoretice şi cele experimentale. Alura dependenţei separării de dife
r iţ i  param etrii indicată de teorie este aceeaşi cu cea obţinută prin expe
rienţă.

Lucrarea îşi propune un studiu can tita tiv  al dependenţei separării de 
concentraţia medie. Interpretarea rezultatelor teoretice şi experimentale 
în  regim cu extracţie este dificilă; de aceea 
pentru verificarea can tita tivă  a datelor teo 
retice s-a ales cazul mai simplu al extrac
ţie i nule.

Fie o coloană de separare dreptunghiu
lară, a cărei schemă de funcţionare este 
da tă  de fig. 1.

Prin  peretele poros 0 0 '  m enţinut la 
tem peratura T x, difuzează în spaţiul de 
separare de grosime xp, lăţim e L  şi înăl
ţim e Z , un debit constant de vapori No 
m oli/cm 2 sec.; ei condensează pe peretele 
P P '  răcit la tem peratura Т г. D atorită d i
fuziei vaporilor în amestecul gazos, în 
interior are loc o separare a componente
lor. La peretele 0 0 '  se condensează compo
nenta mai difuzibilă — cea mai uşoară — 
iar la peretele P P '  cea mai grea.

P  i g. Í .  Schem a teo re tică  de fu n c ţio 
n a re  a  unei coloane de separare  p rin  

an tren are  cu vapori.



138 V. MERCEA, E. FODOR, V. GRECU 2

Pe peretele P P '  curge sub acţiunea propriei sale greutăţi un film  de 
lichid care antrenează gazul din interior şi produce o circulaţie în con- 
tracurent. în  vecinătatea peretelui 0 0 '  se formează un curent ascendent 
de debit A ,  iar în vecinătatea peretelui P P '  există un debit descendent B.  
D atorită  circulaţiei, separarea in iţia lă  este m ărită şi se produce un gra
dient de concentraţie pe verticală. în  partea superioară a coloanei este 
concentrată componenta uşoară, iar în partea inferioară cea grea. Sus se 
extrage debitul U de concentraţie cu iar jos, debitul G de concentraţie cg. 
Alimentarea se face în secţiunea de mijloc cu un debit I  de concentraţie c;.
; Folosind pe de o parte ecuaţiile de conservare a can tită ţii de amestec 

şi a can tită ţii de componentă şi pe de a ltă  parte expresiile pentru debitele 
A  şi В  calculate în funcţie de dimensiunile geometrice şi de condiţiile de 
lucru, din ecuaţia fenomenului de separare pe orizontală se poate stab ili 
ecuaţia diferenţială a separării pe verticală, [1] care este:

U- cu =  U -  с -  (К +  Кл)уг+ Hc(l -  (1)

unde H, К  şi K d sín t coeficienţi ce pot fi calculaţi în funcţie de condiţiile 
de lucru şi dimensiunile geometrice, şi anume:

H  =  i  ( R T N 0BhxP) (2)

К R T B '1 I .
2 PL [Л 12 ’ P  -  P a

K a
LPxp ________ I________
/iT _L + 7t/ ________L

D » ° P -  *>.,

în  aceste expresii au fost folosite notaţiile:

(3)

(4)

В = (~ .' ^ ' ^ 4  (m -  mm  +  1) +  V(m +  2)1 L(\
Ü UT {12-rfT

m)xt (5)

P ~ P *  =  { P -  P 0P) * - 1

( P ^  Po)B = { P -  P «p)X"

>. =  

h =  

d  =  

b =

гхр jRTNJ>

l  2 P  
1 1

--- hc

hc

(6)

(7)

(8 ) 

(9)

( 10)

( 11)
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unde :
D01 şi D 02 sínt coeficienţii de difuzie a celor două componente în va

pori (Z)01 >  D 02)
Dl2 coeficientul de difuzie a unei componente în cealaltă

T _i_ T
T  = - 3-^— - tem peratura medie

c = —---- - concentraţia medie în secţiunea de îmbogăţire a coloanei
2

P  — presiunea to ta lă
P 0 — presiunea parţială  a vaporilor
P op — presiunea parţială  a vaporilor corespunzătoare tem peraturii T 2
7] — viscozitatea amestecului gazos
p — densitatea medie
V  — viteza suprafeţei film ului de lichid
m — fracţiunea din spaţiul de separare ocupată de curentul ascendent

Aceste rezultate teoretice obţinute pentru coloana dreptunghiulară, 
pot fi transpuse pentru cazul unei coloane cilindrice. Să considerăm o co
loană form ată din 2 cilindrii concentrici de raze R x şi R 2. în  ipoteza că 
R2 — < <  R 1 sau R 2, ecuaţia separării pe verticală rămîne neschim
bată , înlocuindu-se doar L  (lăţimea coloanei) prin 2n R m, unde R m este
raza medie egală cu-i- (R1 +  R 2).

Modul de funcţionare cel mai simplu de interpretat a tî t  teoretic c ît 
şi experimental este cel fără extracţie. Pentru £7 =  0 expresia (1) devine

dr
dz

H
}< -I- Kd

C(i -  c ) ( 12)

în  regim staţionar pentru z =  0 şi z =  Z  corespund concentraţiile 
Ci şi cu. Prin integrarea ecuaţiei (12) se obţine.

( U )

Se defineşte factorul de separare total în coloană prin:

Atunci:

In S //
К 4 Kd  ‘ (15)
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Neglijînd pe K d < < K  şi înlocuind expresiile lui H  şi К  din (2) şi (3)
avem:

In 5 ' 1 
d 12

+  ( p j p  -  P ) - d (16)

Din (5) înlocuind expresia B,  în care se neglijează term enul datorit 
diferenţei de tem peratură, se obţine:

In 5 = tiRThNn

(P  -  P 6)BV(m  +  2) (1 -  m )xp
D,

■ + (J'o /p ~ P s)d (17)

Această expresie se transformă pentru a pune în evidenţă partea de
pendentă de concentraţia medie c. înlocuind expresiile lui (P  — P 0), 
(P — P 0)b , b,d, X şi considerînd m  constant, aproximare justificată de mica 
modificare a lui m la mari schimbări ale condiţiilor de lucru, se obţine:

In ,S
nHrix^ —  m, ; / )

(1 -  m)(m  +  2) • xp (P — P ap) ( i
unde au fost folosite notaţiile:

ß ^  RTNo*P h
2 P

ç ~ ß ( i — m ) L

—  - he -1- Ehee-Pc
r>,„

E  = • exp R T N 0xp

2DnP
(19)

Cu ajutorul ecuaţiei (18) s-a calculat numeric separarea pentru diferite 
concentraţii, la amestecul H 2 — CH4, într-o coloană cilindrică, agentul 
separator fiind vaporii de apă. Pentru acest amestec avem: D01 =  1,11; 
I)02 =  0,304; Du  =  0,807.

Coloana are urm ătoarele date constructive şi de funcţionare :

R x =  0,7 cm P 2 =  1,3 cm xP =  R 2 — R x— 0,6 cm
T x =  105°C T 2 =  15°C
P  =  1 atm . P op= 0 ,017 atm .
N 0 =  3 ,3 3 -10~s moli/cm2-s. V — 60 cm/s m =  0,7.

Pentru aceste date se obţine urm ătoarea dependenţă a separării de 
concentraţie medie c. (Tabelul 1 şi curba din figura 2).

Conform teoriei, separarea prezintă un minim la concentraţii medii. 
Dependenţa separării de concentraţia in iţială  a m ai fost stud iată  par

ţia l în lucrarea [4] obţinîndu-se pentru concentraţii medii o separare
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maximă. Aceste rezultate nu pot fi comparate cu indicaţiile teoretice de 
mai sus, deoarece m ăsurătorile au fost făcute în regim cu extracţie, şi sínt 
insuficiente ca număr. în  continuare se încearcă confruntarea datelor teo
retice cu experienţa.

Tabelul 1
<n 5

c .4 1« -5'

0,1 63,5 4,152

0,2 50,3 3,917

0,3 43,5 3,770

0,4 40,0 3,684

0,5 39,0 3,666

0,6- 42,3 3,739

0,7 43,6 3,776

0,8 49,5 3,909

0,9 61 0 4,110

A PA R A TU R A

3,0

\ /
/

F  i g. 2. V a ria ţia  teo re tică  a  se p a ră rii 
în funcţie  de c o n cen tra ţia  m edie p e n 

tru  am estecul C H , — H„.

Măsurătorile au fost făcute pe o coloană proiectată şi executată la 
I.P .A ., Cluj. F iind destinată verificării experimentale a rezultatelor teo
retice construcţia ei reproduce cît mai exact schema teoretică de funcţionare. 
Schiţa de ansamblu este redată în fig. 3.

Coloana este form ată dintr-un tub  de alam ă K 2 (0 2 ,6  cm) în interiorul 
căruia este aşezat concentric un tub  de sită  m etalică K 1 (0  1,4 cm), deli- 
m itîud între ele spaţiul de separare. F ilm ul de lichid se formează în d istri
buitorul D aşezat în partea superioară a coloanei, curge pe peretele cilin
drului К 2 şi se adună în partea inferioară, de unde prin  sifonul Si iese în 
exterior fără a antrena gazul din coloană. Alimentarea d istribuitorului 
se face printr-un sistem de preaplin asigurîndu-se debitul de film  constant. 
Cilindrul exterior este răcit la tem peratura T 2 cu o circulaţie continuă de 
apa în cămaşa ce-1 înconjoară C2.

Vaporii sînt produşi în cazanul C, încălzit electric. P rin  tubul Q ajung 
în interiorul cilindrului K t . Pentru a asigura distribuirea uniformă a vapo
rilor în to t lungul coloanei, pe tubul K l sín t înfăşurate tre i stra tu ri de pînză 
fină; aceasta reprezintă o rezistenţă suficient de mare la trecerea vaporilor. 
Vaporii la tem peratura Г 1 pu ţin  supraîncălziţi, difuzează prin  peretele 
poros al cilindrului K lt prin spaţiul de separare şi condensează pe peretele
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rece al tubului K 2■ Condensul se strînge împreună cu apa de film în partea 
inferioară R.  Pentru a m enţine nivelul lichidului din cazan constant, prin 
conducta Cj, este reciclată în cazan exact can titatea evaporată.

Alimentarea cu amestecul gazos se face în partea de mijloc, iar la ca
pete se extrag produsele îmbogăţite în componenta uşoară şi grea. Debitul 
introdus şi cele extrase sín t reglate cu robinete cu ac şi sín t urm ărite la 
debitm etre de gaz, etalonate în prealabil pentru diferite compoziţii ale 
amestecului de studiat.

Lungimea coloanei este de 45 cm; 20 cm secţiunea de îmbogăţire, 
5 cm zona de alim entare şi 20 cm secţiunea de diluare.

S-a lucrat în condiţii de circulaţie şi alim entare constante şi anume:
V  = 6 0  cm/sec
N 0 =  3 33 • IO-5 m oli/cm 2 • s.
I  =  3,4 1/oră
D =  0,81 1/min. D =  debitul de film.
Gazele folosite pentru amestec au fost obţinute astfel:
Hidrogenul, prin  electroliză fiind purificat catalitic  de 0 2 şi uscat pe 

silicagel. Metanul direct de la reţeaua oraşului.
Schema de circulaţie a gazelor este redată în fig. 4.
Analiza probelor 

a fost făcută cu a ju
torul unei coloane de 
cromatografie, ca de
tector fiind folosită o 
celulă de conductibi- 
litate  term ică. Probe
le au fost luate sau cu 
un by-pass sau cu o 
siringă de gaz [5, 6].

Din cauză că apa 
de film şi cea reci
c la tă  în cazan circulă 
în circuit deschis, va
porii aduc încontinuu 
în interiorul coloanei cantitatea de aer dizolvată în ei. Aceste im purităţi 
fiind mai grele decît componentele amestecului H 2—CH4 se concentrează 
în partea inferioară a coloanei şi reprezintă în medie 8%  din compo
nenta grea extrasă. Pericolul impurificării este cu a tî t  mai mare cu cît 
volumul ocupat de gaz este mic, aproxim ativ 180 cm 3.

Din această cauză nu s-au făcut m ăsurători cu coloana închisă la am
bele capete. S-a lucrat cu coloana închisă la partea superioară şi deschisă 
complet la cea inferioară, realizîndu-se jos un rezervor infinit de concen
tra ţie  Cf. în  aceste condiţii secţiunea de diluare nu mai separă, dar asi
gură puritatea gazului în secţiunea de îmbogăţire.

Măsurătorile pentru U =  0 nu au pu tu t fi efectuate din cauza volu
mului mare al siringii care perturba separarea. De aceea s-au făcut m ăsurători 
pentru diferiţi U , iar din datele obţinute s-a extrapolat rezultatul pen tru
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U =  0. S-а Urmărit variaţia separării cu extracţia petttru diferite concen
traţii iniţiale şi medii. Rezultatele experimentale sínt date iii tabelul 2, 
iar reprezentările grafice corespunzătoare în fig. 5.

Tabelul 2
I

ci U .s c. и  1 .S'

0,19 2,75 1,078 0,45 2,2 2,05
1,6 2,97 1,6 5,35
0,78 7,29 1,3 9,9
0,42 17,92 1,1 13,7
0 31,3 0,95 17

0,25 2,83 1,306 0 59,8
1,88 1,95 0,62 1,99 11,65
0,9 6,378 1,04 13
0,4 22,85 0,45 19
0,13 50,6 0,15 23,8

0,35 2,4 1,82 0,7 2,96 1,77
2,2 3,49 0,88 12,88
1,0 31,95 ; 0,42 10,05
0,3 95,8 i
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Se pot trage următoarele concluzii:
1. Separarea pentru U — 0 reprezintă separarea maximă ce poate fi 

obţinută pentru concentraţia respectivă. Acest rezultat este în concordanţă 
cu teoria.

2. Separarea are valori maxime, pentru concentraţii medii — 0,35 
şi c =  0,66 ceea ce contrazice rezultatele teoretice care cer un minim în 
acest domeniu. Acest fapt iese mai bine în evidenţă reprezentînd grafic ln S  în 
funcţie de c{ sau c peiitru următoarele valori ale lui U (U  =  0; 0,2; 0,6; 
1/h). Datele obţinute sínt trecute în tabelul nr. 3, iar reprezentarea grafică 
în fig. 6 şi fig. 6 a.

F 1 g. в. Variaţi« separării te funcţie de concentraţia 
iniţială c< pentru diferite entraeţii.

10 — Babcş-Boiyoi: M atem atice
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Tabelul S

V  =  0 V  = 0,2 I ß U  =  0 ,6  i /h

ci c In  S C ln S c ln  S

0,19 0,535 3,43 0,510 3,02 0,446 2,3

0,25 0,607 4,35 0,596 3,88 0,542 2,707

0,35 0,669 4,94 0,666 4,67 0 661 4,125
0,45 0,715 4,08 0,711 3,76 0,709 3,581
0,62 0,798 3,22 0,795 3,022 0,795 2,835
0,7 0,840 3,05 0,839 2,95 0,837 2,74

с ~ о* " ' ;

P i g .  6. a. V a ria ţia  sep a ră rii în  fu n c ţie  de con cen tra ţia  
m edie c p e n tru  d ife rite  e x tra c ţii.
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Se constată că forma curbei pentru Î7 =  0 n u  diferă de aceea a curbelor 
corespunzătoare cu extracţie. De asemenea, se observă că pe măsură ce ex
tracţia creşte, separarea scade. Rezultă că datele experimentale nu con
cordă cu teoria, în locul minimului teoretic apare un maxim de separare 
pentru concentraţii medii.

Din instalaţia existentă şi din datele obţinute cu ea nu se pot trage 
concluzii asupra valorii separării pentru concentraţii extreme.
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ВЫДЕЛЕНИЕ В КОЛОННЕ С ВОВЛЕЧЕНИЕМ ПАРОВ В ЗАВИСИМОСТИ 
ОТ СРЕДНЕЙ КОНЦЕНТРАЦИИ СМЕСИ

(Резюме)

В настоящей работе экспериментально изучается зависимость выделения би
нарной смеси газов Н — СН4 в выделительной колонне с вовлечением паров при 
средней концентрации смеси. Сравнивая экспериментальные результаты с резуль
татами, полученными вычислением, устанавливают между ними несоответствие, 
теоретическая зависимость выделения средней концентрации представляет минимум 
для средних концентраций в 0,6—0,7, ■ а экспериментально получается для этих 
концентраций заметный максимум.

LA SÉ PA R A T IO N  DANS U N E  C OLON NE D 'E N T R A ÎN E M E N T  P A R  V A PE U R S E N  
FO N C TIO N  D E  LA C O N C EN TR A TIO N  M O Y E N N E  D U  M ÉLA N G E

( R é s u m é )

Les au teurs é tu d ien t ex p érim en talem en t la  dépendance en tre  la  sép a ra tio n  d ’un  m élange 
b in a ire  de gaz H 2 — CH4, dans une colonne à sé p a ra tio n  p a r  e n tra în em en t de vapeurs, e t  d ’au tre  
p a r t  la  concen tra tion  m oyenne d u  m élange. E n  co m paran t les ré su lta ts  ex p érim en tau x  aux  
ré su lta ts  ob tenus p a r  le calcu l, on constate  une d iscordance en tre  eux , la  dépendance th éo riq u e  
d e  la sép a ra tio n  de concen tra tion  m oyenne p ré sen ta n t u n  m in im um  pour les con cen tra tio n s 
m oyennes en tre  0,6 —0,7, a lors q u ’on o b tie n t ex p érim en ta lem en t un  m ax im u m  prononcé 
p o u r ces concentra tions.
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