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PROFESORUI, ‘DOCTOR THEODOR ANGHELUTA

— I,a sarbitorirea celor 80 de ani —

La 17 aprilie 1962 profesorul Dr. Theodor Anghelufd a implinit 80
de ani. In decursul a peste 50 ani de activitate didactici si stiinfificd pro-
fesorul Theodor Anghelutd s-a ficut cunoscut in intreaga lume prin im-
portantele sale lucriri in domeniul Algebrei, Analizei si Teoriei functiilor
de variabild complexd, lucrdri care au fost puncte de pornire pentru multi
cercetdtori din tara si strdindtate.

In tot acest timp a exercitat — $i mai continud si exercite si azi —
o puternicd influentd asupra formirii a zeci de generajii de matematicieni.

Colegi si elevi 1i inchini acest volum ca semn de omagiu si recunos-
tintd maestrului lor iubit.

Universitatea Clujeani, care a avut deosebita cinste de a-1 numdra
printre profesorii sdi se asociazdi binemeritatului omagiu adus de autorii
Jucrdrilor din acest volum.

Acad. prof. CONSTANTIN DAICOVICIU
Rectorul TTniversititii ,,Babes-Bolyai’' Cluj






PROPRIETATILE DIFERENTEI LOGICII FATA DE RECIPROCITATE
ST DISJUNCTIE

de
EUGEN MIHAILESCU (Buecuresti)

INTRODUCERE

Considerdm axiomele:
Al. EEpgEqgp.

A2 EEEpqrEpEqr.

A3. EKKpgrKKagpr.
A4. EKKpgKpq.

AS5. EEERprKgrrKrEpy.
A6. EKRpgrRK prKqr.

In lucrarea [1] am demonstrat ci desi acest sistem este incomplet,
totusi toate teoremele adevidrate ale logicii clasice sint deductibile din
axiomele sistemului.

La axiomele A/-—-A6 aliturdm axiomele
AT, EAPGEEPgK by
A8. EDpgREKpgp
in care Dpg = p fard .
Se obtine astfel un nou sistem L(E, K, R, 4, D) care la fel este in-
complet, dar contine toate teoremele adevidrate ale logicii clasice,
Demonstrarea acestui lucru se face in mod analog ca pentru L(E, K, R),

ardtind cd orice formd « € S(E, K, R. A, D) este echipolenti cu o forma
normald de tipul:

EI‘RkCZIO(2O(3 ce Kkt unde o, € S(K)

In baza acestei forme, normale, toate formele din mulfimea S(E, K,
R, A, D) se clasificd in 3 grupe.

I. Teoremele adevirate ale logicii clasice, care sint deductibile din
axiome. ’

II. O infinitate de forme libere, toate echipolente intre ele si cele

mai scurte fiind:
Rpp si Dpp
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1II. O infinitate de formie care nu sint deductibile din axiome si ala-
turate lor fac sistemul contradictoriu.

Scopul acestui studiu este de a demonstra proprietitile functorului
,, D" fatd de reciprocitate gi disjunctie.

§ 1. TeorEMA 1. Orice formd « € S(K) continind p;, (i == 1,2,... n)
variabile este echipolentd cu formal

N(E,A) = Epipy oo po XL A(pyp ooy poa L APy, p .
P

P

”

unde

M =Y Cl+n1,
i=1

Demonstrarea se face prin recurenta.
Intr-adevar pentru n = 2 avem in baza axiomei 47, urmatoarea for-
muld:

Kpipy ~ EEﬁlpzAﬁl?z (I
In formula (I) facem substitutia p,/[Kpps, pPof/ps Si obtinem

KK?lIDz?ﬁa ~ EEKﬁlﬁszs A Kﬁli’ﬂ’a -~ EEEE?l?bzﬁsA?51752"1]{751?21’3 (H)

Dar AKp pyps ~ KApips Apyps (I11)
deoarece functorul .4’ este distributiv fatd de functorul , K'' si deci
AK?blpzﬁa ~ EEA?lpaAAﬁlﬁzf’s (IV)
In baza formulelor (II)—(IV) obtinem formula
KK7’1172¢’3 - Esf’lf’:)?j.? "'1?175214751753/1?2?#12?11’52?3 (V)
adica
3
KKppaps ~ EXs _II‘@ I Ay P2 P3)e I£ A¥py, P, Pa)s (V1)
= Py r,

adicd forma normald N(E, 1) si unde

3 .
M, — ¥, G+ 2

Presupunem formula adeviratd pentru » = A

K Dibs - Pr~ E: Prba - s I12 APy, P2y -, P (VII)
P

WA py, po - pida - A" py, oo i) = o

»
L Py

1 Notatiile sint cele intrebuinfate in lucrarea {2].
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unde '
M, =.EC§,+ h =1
Dar ‘
0 = E“"{JJP; . f’*lr} Api(pa, -, Pah Il] Apo(ps, ... pa)y I‘I Aps(ps, - --
P

P Py Pus

] th) s rll Ap"—-l (pb)] [ I} Azﬁl(i’z: Tt ﬁh)e le Azﬁz(ﬁa’ c plo)z s

F, P Pr_3

I Apuolpres, ma] [11 Apaber s pa)a TLADofpy, o Py -

2 Pt LE I

o LAy (Prmss Pra, m)a] [ng“‘%(pz, B Ao,
P, -

3 h=1 L
" M)M} [ A 'py(pe, - P»)h—l]
si deci
K 'y o pr~ o (VIII)
In formula (VIII) facem substitutia p,/Kp,p,, po/Ps, -.., Pa/Prs, i obtinem
Khibl»f’z o Prr ~ EM'Kf’lib‘szs Tt ﬁhﬂ[ h AKpipylts, - -, priy (IX)
Ph—l
IU Aps(ps, s basd)y - 1T Aﬁ»(ﬁm)l] [ 0 A*Kpipa(ps, - rste -
P2 L L

R | O L N C- Y W) PR | (0~ - N (- . Wy ] . [ LAY Kppy(ps....
R, o P

s Baedieg A Boby, - ml)._z] [HlA"“Kplpz(ps, ,mom} ~

}'..
Py 2 LS

~ E™ EEppoApupots - pur - ﬁ{ T KApi(fs, - prods KADi(p.
P

h—1

m_l)] L{I Apylpa, -0 Pacih g Arp;.@u-n)l]}{ I [KAzpl(fas,

k-2 1 Pr1

cee 1’**])2‘421)2@8I X 'n‘f’h+1)2] [ gl A2P3(754: vy Para)e|

Py-3 )
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[H A% uss (b z>+3>]}-~{ I [KA"“% (Ba s paan) A7 (s,
pr—2

2 k-1

pi-2

< Pra ) ] [ II Ah 2?3?4 o Preta z]}{ JHI[KAhwzlﬁl(f):;» 7"h+1>h_—1v“’
PI:;I

-~ Aa;}f’z(fbs» RN SN EMBEE?]?J’S o Paay {Aﬁlpz }ll II:ZM‘:](/) e

Py
] P +1)1A}/’3 Azﬁ].ibz(?a' ) phn)J [ I *“1?"3(754) o {’h':t'l\)l ’ o
P)ls—x
"l” A (7)"“)1”{[ M B y(py o, b sl B (B oo Pl 11 A
le ’ P%—«l P}ls—l

pubulpss ---,ml)] [ I A’py(pas -5 Pyr)e ] [H A*pi_y(p, moz]}
r LP

- { I EEA  'pipy. o o)A 2y By, -0 Pid) n A" L pibs (B,

L L
o Pnes LAYy (py /».H);.-zJH " [EEA""M, S F PO L
L v '

polbs. Pt TU A" pipy (hye ) Pasa s ” ~EYpipy o piba
L :

Apl'/)‘z ,II A{)l(;h:}! S f)h+1)1 1 "{‘Pz@’a) ) P.:+1)1 I]I Aiba(lbxv T 1’11‘4-1)2“ C

LS L LS
S| Af)hﬂ(f’hﬂ)x] ‘ It A 75 Ib ( ¢+1) Azpl(p: f’hﬂ “ ‘12
el / Py 2, P,

Palba: - Pasda oo 1L Apuca(pn P

[ I Ah_lf’lf’x (75:3: oo Pa i
P

¥ .
EI 1‘4}‘—]751(203» o Paeadha ;,H, Ahflpz (Par- o th+1)1~+1 = E™ pibe - Dies
L Py

lH py(par - Preds TU Apo(ps, - oy pasa)ys 11 Apa(pys oo, Basih
v, Py L :
~-{H Aﬁ»(mﬂ)l} [ I A%y, -y fae)e T A% Dy (Pgy ) Pron)s .- T A
r! v 2 5

i L 1
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Pres (P, mﬂ)z]-l [ A, s pandao T A Bl «,mﬂ).-,]

A1 -
P Ph i

1 Ah?x(it’a, ) Pb+1)h nhAhpz(f’aw i f’IH— 1)h] ~ EiW‘PlP‘z e ~75h+1 lg A(ﬁl’
| - P

k h—1

o pren)e WAMy o pa) o T AT (B ey
P24—1 ’ Lo -

unde

Rl
M,=Y G+ 1

i=2

si deci teorema este demonstrati.
TEOREMA 2. Orice formd o € S(D) de tipul:

o == D" pipopy o b

admite forma normala:

NI(D) = R/i"_l?jlﬁz o A"~2p2;‘)3 o P

Demonstrim teorema prin recurenfd. )
In demonstrarea teoremei ne bazimm pe urmitoarele formule:

KB ~ g M
R* ' (p)* g ~ Rpg (11

Tntr-adevar R¥™(p)%g~ EZk‘(ﬁ)sk(] ~¢ conform teoremelor din sistemul
L(E, R). La fel:

ER‘Zk L-l(p)2k LlRﬁq - EE2k%-l(P>Zk t ‘f[ I':p([
si deci :

EX e g ~ Epg
echivaleazd cu: ’
Ie'Zk 4-1(1))61‘—% lq ’~ qu

Demonstrdm acum teorema. Pentru n = 2 avem:
Di’lpz -~ R751K?51?z ~ R?1EE?1P2A?51P2 ~ (1)
~ RRR?lﬁ]ﬁzAIblpz -~ RzAplﬁz :

Am aplicat axioma A8 precum si teorema din L(E, R)
Dupa formula (III) avem:

RRRppipoApipy ~ RAppoL: @)
Dpipy ~ RAp1pops 3)

adica
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deci jentru n = 2 se verifici. atru n = 3. In (3) facem substituia

P1/Dp pa, Pa/ps, obtinem
DDp,pops ~ RADP psp:ps 4)

Dupi formula (3) avem:
RADp popspy ~ RARApppapy ~ RRRApipypsA’pspspsps ~

~ RRRﬁaﬁsA%?szaA vaPs (5)
~ RA* pipoprdprp,
si deci
DDppsps ~ RA*pppsApups (6)
adicd i pentru #» = 3 teorema se verifica.
Presupunem teorema adeviratd pentru # = i adici
D'7'pips -t ~ RA'pipy - pud" iy - 7)
In (7) facem substitutia p [Dp Pa, Pa/ps, - -, Pu/pa—y §i obfinem:

D' pips - pupner ~ RA" Dpypopy - papair A" Ppapy
'Ph [ RA DplﬁzAhnaﬁ:ﬂb; ot ?hf’hﬂA*-z ’Pzpa T 1’h+1 (8)

Dar dupi formula (3), axioma A6 precum i conform teoremelor din
L(E, R) avem:

RADppoA" by - Py A" psp - aprsr ~ RARApppy (9]
Ah'i’ bty - Poa A”—apa“b; <o PaPrey ~ RRRA“ D12 Pabriy A
Doy - Pa %~1Ah~2P37’ Ce ﬁhﬂAh‘z Psby - Purr ~ RRA™* psps - -
co p'H—lAh—1 paﬁ; s be»HRAh/’ﬂbz e 'PhHAk—l?-zﬁ:; to i’h+1-

si dupd formula (3) avem:

RRAk—27537’4 e 'ph+1Ak~2p3f’s e i"h+1 RAhf’Lpz e Ph-f-lAh“1 Pz?:l c f’h+1 -~

~RA" pipy - pabara A" Pubs - Pany (10)
si deci: :
D*pipy - paparn RA“pups - puparr, A" pops o papasn (1)

adicid forma ,,a"’ admite si pentru # = A + 1, forma normald si astfel
teorema este demonstrati.

TrOREMA 3. Orice formid « € 8(D) de tipul
« = DpDp,Dps .. Dpsay Dpsapent

admite forma normala:

NyD) = R pipsps - Don-r Purry lff Apy(pr. P2y 11 A%y (b1, P2)e
r |

2



DIFEREN A LOGICIT FATA DR RECIPROCITATE $1 DISJUNCTIE

[rl ‘47)5(?)1’ /)2' pS’ /’J)l II ‘42?55(1)1' ¢)2’ pf}’ 1)4)2r:[ Aai):')(i)l’ p‘d‘ p‘i' p4)
r! v2 Pl

ILA (b, po b3 Ds
L

8

I Apap o po) I APy,
- P l“f

15

Cape AT
pd

8
 Pels 1;1; A'pa(py, s pely 11 Apalpr. - Pl I{’ A% pi(p, f)s)s] e
L vy r.
L Aporei(pr, poe - Fowin WA Ponsa(Prr 0 Pa)a ££x42kpak+~(P1,Pz’-~
o P Por
V IR
ﬁﬁk)sz unde M =¥Y, Chy -k

i=1i=1
Intr-adevar, din lucrarea (2) rezultd ol forma |,z
TN(D) = RpSpps K'pipupy - - Amﬁ]pz% o

Dar aplicind relatia din teorema (1) avem

. {)2”+1

53 ch o4 Scﬁ +2
w AT 25 - -
"N(D) = RTpy (‘ ' f’l’]‘)zAYbl?’)z) [b Prbabs Izl A (?)75-:’/‘):;)2 I,;
I »
2 . ’
PEEN 2 3
1 = 4 . -
(oot | |17 papibs Tl o pe T A%(ps, s, iy 1 4
v? v v
2R
__.Czk k1
(P1) Par P50 Pala ]} : E” Pr1beps - Parea 2H A (P1s bsr - Parrr)a
’ LY )
1 :12(75], Do s Porin)y - 1l A% (b1 P2r - -, 7"2#%1)2“3}-
,.J p2itt
2542 ZkA4-1 :
Dar grupele de forma:
,H Al“l ('f’l' Par s Porrr)i
Pahi

fiind confinute de un numdr par de ori, iar grupele de forma

u Ai_l(?l» Por s Pabdit
P2

fiind confinute de un numir impar de ori, avem dupd formulele (I) si (II
din teorema II:

« ~ N (D) = R¥ (R pipaps - f’zhﬂ[r} Aps(pr, P21 1} A? 7’3@1: Po)a ]
’l

" admite forma normald:
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[rgAa-,(f),. AN [I;I Apy(pa, Pa Pa)e T APs(Pr P P, Py 11 A°
P »? o P

4 4 4 4

Ps(P1. P, /03’724)4] [ll Apo(py. -\ Pe 112 Apa(py, - pehe T A%Do(pyn . Po)
i 'l“4

h 2 r
WA (py, -, el I A57>7(¢1v o Be)s H A° polpr 7’(;)6] S
et v
A TU APy g (o) Ve o Py T A‘Z?ﬁzkﬂ (Pr, oo Porky - 1L A%
P P v

Pori1(br, Po o) Par)e
adica teorema este demonstratd.
TreoREMA 4. Orice formd o« € S(D) continind 24 variabile i fiind
de tipul:
w = Dp\DpyDpy - - Dpghy Dpory P

admite forma normali:

No(D) = R pupsps - m[q Ap(p1) l [ 1L Apy(ps, f2 $9)s
| .

L8

11 /12?4(?1» p-,

3

p3)2 I A3¢4(7‘)1' 1)2’ PS)S‘! H Ai)(;(pl’ ¢2’ 7‘)3’ ﬁ«l 7)5)1 1} Az?ﬁ(pl’ T ﬁ;‘))2 H Ax
v r r

3
3 : rd

Bup 2 T ABpe ) A Bl e || U Ap iy
rl r;

5 E ’ ok
pz’ ) 7"2“ 1)1 1 A2p2k (Pl’ ﬁ_), s ‘vf)zk-m)‘z 11 Aspzk (f’}.r Pg, T 752k+1)3 o
Por—1 Py
S 21’}-1“1%—1?52:% (Pr, v Por=t)an-1- ]
Por-1 ‘
unde:
k21
M’ = 2 E C;,H—l
=0 i=1

Teorema se demonstreazd utilizind aceeagi cale ca in teorema prece-
denti.
Forma o« admite forma normala?

o~ R* TP Kpp K pipps - KT bipy o pu= w

® Lucrarea 2], p. 7.
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Counform teoremei 1, avem:

‘ 3 .
. - ‘gocfd + 2 ' :
o ~ R pE? (mAmg)lE““ Pupapa TLA (-, P po)e TLA™ By, o ol
P P
. 3 3
. .};".,CY" -3 ) 5
lE‘f' f’libzf’ai’z; Il A(i’]: ?z, ?3’ 7)4)2 H A (ﬁlr 752: ?3’ ?4)3 4 (.751: Pzr
- r v ¢
_§IC§k+zk~2 ’ o )
by m)]-'-E’“ Pibobs pgk_,pzkl IE A(py, por o0 po) 11 4
) Pgb P;k
(Bis s - pade - L AT TPy po o Py
Pox
unde

i)

MU N o2 =

:

;oo b
srupele de forma
{—1
AT (py, Par -0 Pares)orin
'3
Pory
sint continute in numdr impar, lar grupele:

I A (p, £a - Por)es

Por
siut continute in numir par. Dupa formulele (I) si (II) si teoremele din
L(E, R) rezulta:

o ~Ny(D) sl deci 2 ~ Ny(D)

adicd teorema 3 este demonstrati.
[ J
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CBOVMICTBA PA3HOCTH JIOTMKH 10 OTHOUIEHHIO K B3AMMHOCTH
U OHW3BIOHKTHUBHOCTH

(PeswmMme)
CucreMa, o6ocHoBaHHas akchomaMu A 1 — A 8, wsyuena B pabore [l], Bce Teopemu
KJACCHUECKOH JIOTMKHM MOryT ObiTh BhiBeJeHbl M3 aKCcHOM, XOT# CHCTeMa He #ABJjseTcs

NOJIHOM, JONyCKas MHOXKECTBO CBOGOAHBIX (opM, BCeX IKBHINONEHTHBIX MEXKAY HHMH,
a Hanboaee KpaTKUMHU GOPMaMi S#BASIOTCA:

Rpp w Dpp

Y — Babeg-Bolyai: Matematicd
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B sTof cHcTeMe MOKasaHbl CIeNYIOUlHe 1€0peMBbl:

Teopesma 1. Ecam a:k”"lp,pg e bu , TO OH& 10IyCcKaeT HOPMaJabiylo dopMy:
"o
Y, -1
NEA) =E pppee bl duparpde TT800papy)g o amt

L ¥ L 9 LM

(Pr Par -+ s Pu)u-

Teopema 2. Ecan w=D""pp, ... , TO OHA ZONYVCKAeT HOPMadbivio GopMmy:
3 n b J f

NyDy=R A" Vpipy oopy AP popy L b,
Teopema 3. Ecau x = DDp, ... Dpyyp_y PPy Pogpq- TO OHA ABASTCS  3KBH-

nonentHofi HopMasibHolt ¢opmn N, (D) crp 14

Teopema 4. Ecaw a=Dpr,Dp, ... ]Jp2ku2 D;‘>2M 1 Py TO OHa JIONYCKERT HOPMAILHYIO
Gopmy Nz(D) erp I16.

LES PROPRIETES DE LA DIFFERENCE DE LA LOGIQUE A I’EGARD DE LA RYCI-
PROCITY, ET DE LA DISTONCTION

(R ésumé)
Dans le systéme axiomatisé des axiomes Al —A8, étudié dans V'article (2], tous les théorémes

vrais de la logique classique sont déductibles & partir d’axiomes, quoique ce systéme soit in-
complet, admettant une infinité de formes libres, équipollentes entre elles, les formes libres les

phis courtes étant:
Renp et Dpp
Dans ce systéme 'auteur a démontré les théorémes suivants:

Théorime 1. Sio = K71 Pife - -+ p, admet la forme normale:

. 'Y
xc,—1
N(E.Ad) = E'™! Pty - P, Alprpo o Py
APy ba B AT by o s P

Théoréme 2. Sia = D1 P1Ps - -- P, alorsd o, est équipollente 4 la forme norniale:

N, (D)= RA Y pipy op, AV E ppy L p,
Théoyeme 3. Sio = Dp,Dp, .
male N, (D) pag. 14,
Théovéme 4. Sia = Dp Dp,
N; (D) pag. 16

oo Dpgp | Dbgy Popy o alors o admet la forme nor-

e Dpyy ])P2k~~1p2k' alors ,,%'* admet la forme normale



OBSERVATIE ASUPRA FORMEI NORMALFE, A ELEMENTEIOR
UNUT GRUP

de

. GY. MAURER i I. VIRAG

Fie ¢ un grup arbitrar, despre care se presupune, cd este generat de o
multime a subgrupurilor sale proprn fGar e I
U G, (H
=y
unde [ este o mulfime nevida de indici. (Elementul unitate al lui G se va
nota cu ¢). Numim #uclenl acestei descompuneri a lui ¢, divizorul normal

<
N=ne6* (2)
je T
al lui G, unde G = U G, (i € 1) si (r reprezintd inchiderea normala a lui
I"I (1
G in G, deci dizivorul normal minimal al lui G, care contine subgrupul G*,

Se construiesc grupurile cft iy, unde
N, = NNG; (i€ ) {3)

si se aleg din clasele, care formeazd elementele acestor grupuri %/y, (i€ I)
cite un reprezentant arbitrar. Se noteazd cu S; (i € I) sistemele de repre-
zentanti astfel alese. Atunci clementele g ale grupului ¢ admit o repre-
zentare In formd de produs, numitd formd noymald a lui o, care e unicd
in sensul urmditoarei teoreme:

Dacd G = U G; si multimea de indici I se poate ordona, atunci orice

=y
element g€ G se poatc reprezenta in formd normald
g=Si v Sy Sy, U, (1)
unde 1 < i, <7 ... <74, celementele e =5, €S8, (L<Lk<n) st ueNN.

Aceastd reprezentare normald este unicd pentru o alegere prealabild a siste-
melor de veprezentanti S; (1 € 1) st pentru o ordonare prealabild a wmulfimii I.

Din aceastd teoremi se deduc reprezentdrile univoce in formi de pro-
dus — cunoscute in literaturd — ale elementului grupului in caz daci
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G este produsul direct respectiv produsul regular [17] al subgrupurilor sale
Gi(iel).

Teorema de mai sus constituie o formd mai simpld a unei teoreme enun-
tate $i demonstrate de noi in [2]. Intr-adevidr, in locul grupurilor N, - -

= N 0 G* respectiv “ify, (( € I) s-au considerat in [2] grupurile N G, res-
pectiv %y, (i € I). Deoarece G; «GF1C G; N GF, G, N GF C N (i€ I) rezultd
¢d
Gi=G, UG-G CGUGNG)CGUN(el)
s dec
GGUN=G,UN(@el
Re zulta:

Gf’/zvnf- = Z‘UN/N = GU¥[y 2= %ifyne = %y, (eld)
%

Acest izomorfism ne aratd cd cele doud teoreme au in fond acelasi con:
tinut. Insd comstructia formei normale a unui element ¢ € G este mal
simpld dupd forma prezentd a teoremei.

In ccle ce urmeazi vom da o demoustratie scurtd pentru teorema de
mai sus. In cadrul acestei demonstratii ne vom folosi de posibilitatea
reprezentdrii unice in formd de produs a clementelor unui grup, dacd acest
grup este direct decompozabil. Observim ci acest rafionament diferd
complet de rationamentul folosit in 127].

Vom insira prealabil citeva propozitii, de care ne vom folosi des in
cursul demonstririi teoremei. Primele trei se referd la o aplicatie omorfi
arbitrard ¢ a lui G pe un grup G’ (¢ se va folosi ca operator la dreapta).

1°. Daci A4 este un subgrup arbitrar al lui G, atunci Ag = Ao, unde

A respectiv Ao inseamnd inchiderea normalZ a lui 4 in G, respectiv a lui
Ap In Gg = G'.

20 Dacd A si B sint doud subgrupuri arbitrare ale lui G, atunci (4 U
UB)o = Ao U Beo. Aceastd proprietate se generalizeazd usor pentru o
multime arbitrard de subgrupuri ale lui G.

3% Daca A si B sint subgrupuri ale lui ¢ 51 4 contine nucleul omo-
morfismului ¢, atunci (4 N B)g = 4¢ N Byp.

4% Dacd G = A U B, unde 4 si B sint subgrupuri ale lui G, atunci
pentru inchiderea normald A a lui A avem egalitatea: 4 = A U (4 - B).
Aici A ¢ B reprezinti subgrupul lui G, generat de tofi comutatorii de form'1
aob=a1-b"1.q.b unde a €A, beb’

Demonstratia propozitiilor de mai sus nu reprezinta dificultate. Pen-
tru a demonstra teorema, ne folosim de urmitoarea

LEMA. Dacd G = U G, si nucleul unui omomorfism ¢ al grupului
€1

pe un grup G’ este egal cu nucleul N al descompuneriv lui G, atunci grupul

1 Vezi notatia la propozitia 19,
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G’ = Go este produsul direct al imaginilor omomorfe G, = G ale  subgru-
purilor G; (i€ I):

G :(é’ZG,-cp. (3)

Demonstratie. In primul rind trebuic sd ardtam, ca subgrupurile G,

(i €I) ale lui Go sint divi7ori normali ai lui Gg. Fie G, ¢ inchiderile nor-

male ale lui Gyp (f€/) in qa . Tinind seama de proprtetaple de mai sus,

precum si de relatiile G, G C G: N G - r‘] G’ = N (i €I), deducem pentru
orice 1¢1:
Gig=Gio = G UG GF)le = GoU GG 5 = Gp U {e'} = Gy

ceea ce aratd valabilitatea afirmatpiei noastre. (S-a notat cu ¢’ elementul
unitate al lui Go).
in al doilea rind aridtim cd intersectia oricirui subgrup G;¢ cu sub-
grupul (Gig)* = UIGH’) (1€l) este egal cu ¢’ Intr-adevar:
lel—{:

Gip N (Go)* =Gio N (Gia)* =G NGH o == Gig NG

e
Deoarece din G == (J G; rezultd evident Go == U G; ¢, lema este de-

=g =
monstratd.
Observam, ¢ relatia (3) se poate scrie si in urmatoarea forma:
6.1 s :
“v =(X) UV =(X) ilxng; = (X) %ily, (5')
i< 10 el

DEMONSTRATIA TEOREMEIL IYe g un eclement arbitrar al Iui G
si s notdm cu gN clasa (elementul lui “/y) reprezentatd de g. Atunci gN
se poate scrie pe baza relatiilor (5') ca un produs finit de elemente din anu-
mite grupuri G, /N;, (1 <2 & = n) si aceastd reprezentare a lui gV este unicd,
abstractie facind de ordinea factorilor. Daci deci aceste clase (elemente
ale grupurilor "‘ik/NA o2 O UV[y) se reprezintd prin elementele dinainte
alese s; € 5; (1 < k =< n) i factorii produsului se scrin in ordinea dina-
inte aleasd ¢, << i, << ... < 7,, atunci obtinem pentru gN urmétoarea
descompunere univoci:

gN = sy N s, N ... sy N =5+ s,

2

-8 [\‘7.
Rezultd cd in acest caz existd un element « € N binedeterminat, astfel ca

sd avem g = §; S, .- 8, -1, ceea ce era de demonstrat.

2

BIBLIOGRAFIE

1. O. N. Golovin, Nilpoteninic proizvedenia grup, Mat. Sbornik, 7 (69), nr. 3, 1950, 427 —
—454.

2.1 Gy . Maurer — I. Virag, Despre o formd normald a elementelor unui grup ,,Studia
Universitatis Babes-Bolvai'’, Mathematica-Physica, 1961.



29 L GY. MAURER, 1. VIRAG 4

OTHOCHTEJIBHO HOPMAJIBHOIO BH/A 3JIEMEHTOB HEKOTOPOW [I'PYIIIbI
(Peawme)

Iyere (i sBasieTcs UPOHIBOALHON IPVIIOH, O KOTOPOR Npeaiionaraercs, uTo oha
00pa3oBaHd M3 MHOMXKeCTBa CBOMX COOCTBEHHBIX [OATPYMIN: Gi; € 1):G = UGy, rae
el

1 aBAsercst HenycThHIM MHOMECTBOM loOKasaTenedl, (Juement eaunuupt (i ofo3Hauaercs
uwepey e), Hasosém sdposm sToro pasyoxenuss (i nopmaabpiit gemitenn (2) G, rae

*(i,' UG GEET) 1 GT NpeACTABASET HOPMATbHOC BKMOuenme () B G. Tlpouzso-
lcl‘{l}
IMTCH TIOCTPOEHME TPynn -— YacTHoe Y;jn, TAe N, =~ NN Gy 0&€J1), H U3 KI4AcCoB,

oﬁpa:sylomnx 3JIEMEHTB! 5THX I'PYNI, BBLAEJAAIOT IO OAHOMY IIPOH3BOJBHOMY HPEJACTABHTEILIO,

Yepes Si{¢€ 1) o0o3HayalOTCH  CHCTEMBl  NpedcTasnTesefl, BbUAGNECHHBIX TaKHM
o6pasom. Tora sneMeHTb g€ G AONYCKAKWT BbipaMcenye B BHAe NPOH3BENEHHA, HA3Bal-
HOE HOPMAAbHBIM BUOOM (, SIBJSIOIIHMCS €XHHCTBEHHBIM B CMbICJE TEOPEMbI:

Ecau G= U(u U MHONMECT80 nokasareell | MONHO PACROAOHUTH, To20a KadObvii
t

Iemenr gEG MOMHO npedcrasure & HopmaavHom sude (4), 20e i <iy<...<ia
BAPMENTBL ¢ F 50,8 S; <) u U €& N. 3710 nopmaabroe soipaxcenue ABASCTCH
COUHCTBEHHbIM OAR npedsapuresvnozo swuibopa cuctem npedcrasuteaci Si(i €1) u dan
npedeapuTebro20 PacnoioKenus mHoxcecrsa 1.

Orta TeopeMa, ofofHialollas BamHOoe CBOACTBO, H3BEeCTHOE MAJA  PA3HLIX HPOH3BE-
JeHult  (IPSAMBIX, DEryJsipHBIX, H T. N.) INpelcTaBasicT (ojee INPOCTOR BHI TeopeMmbl,
JA0KaszayHol aBTopamu B [2].

Hactosiwas paGota cogep&HT KpaTKoe A0OKA3dTedLuTBO TEOPEeMBl, BBIBOA  AOKa-
34Te/bCTBA TOJHOCTBLIO OTJAHUAETCs OT BBLIBojia, npumenennoro B [2]. JlokazateancTso
OCHOBAHO Ha caelyioulei JgemMe:

Ecau G - U Gi u 80po HOKOTOPO20 comomop@uiva 7 opynnel G Ha OOHOL epynsic
el
G’ paBno sapy N pasnoxennst G, To rpynna G ¢ = G’ ABASeTCH NPSAMBL IIpoH3BeEpe-
duem comomopdroiy usobparcenud Gi = G nodepynn G; iE1): Gy = (X)G, 0.
~1

1€

OBSERVATIONS SUR LA PORME NORMALE DES BLEMENTS D’UN GROUPEH
(Résnumé

Soit ¢ un groupe arbitraire, que l'on suppose engendré par un ensemble de ses propres
sous-groupes (i; &€ N: G = U G;, ott T est un ensemble non-vide d’indices. (L’¢lément unité
el

de G est noté par ¢). Nous nommons noyau de cette décomposition de G le diviseur normal

<k . Lk , e . .

{2) de G, ot G o= UG (¢ € I) et ot G, représente la fermeture normale de (;: en . On construit

1eI-—-{i}

les groupes tels qch,-/N, ot N; = N N G; ({€1) et on choisit dans chacune des classes qui

forment les ¢léments de ces groupes, un représentant arbitraire. On note par Si (1 £ 1) les systemes

de représentation ainsi choisis. Alors les éléments g € G admettent une représentation en
forme de produit, nommeé forme normale de g, qui est unique dans le sens du thdorime:

SiG = U G’- et si Uensemble d' indices I peut ftve ordonné, alors tout élément g E (: peut étve
=T
représenté en forme mormale (1), ot iy < iy, I ... <4, los éléments e 3= sy, €5, 1<Ah=<n)

et U € N. Cette représentation normale est wnique pouy le cas d'un choix prealable’ des systémes de
représentants S, (i € 1) et pour ovdonner préalablement I' ensemble .
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Ce théoreme, qui généralise une propriété importante, connue dans le cas des différents
produits (directs, réguliers etc.), constitue une forme plus simple d’un théoréme démontré par
les auteurs (2].

La présente note contient une bréve démonstration du théoréme, le raisonnement mis
en oeuvre dans la démonstration étant complétement différent du raisonnement employé
en {2]. La démonstration est basée sur le lemme suivant:

SiG = U G; et si le noyau d’'un homomorphisme @ du groupe G sur un groupe G’ est égal aw

11 2
noyau N de la décomposition de G, alors le groupe G @ = G’ est le produit direct des images homo-
anorphes G, = G, p des sous-growupes G, (i €1):G9=(X]G, 9.






DESPRE O TEOREMA A LUI 1. FEJER

de
GH. PIC

1. Intr-o lucrare [1; apdrutd in 1926 1,. I'cjér a aratat ci, dacd

sirul de numere reale a,, 4y, ..., a, este monoton descresciitor, adicd
Ay > @y > ay > ... > a,
atunci
S — pl " - ) 3
Sy = ayPy(x) + a;Py(x) + ... 4+ a, P, (¥) (h

este negativ pentru —1 «{ x {1, unde P,(x) este al ¢-lea polinom legendre.
L. Fejér demonstreazd acest rezultat folosindu-se de unul pre-
cedent si demonstrat din nou in lucrarea citata si anume ci:
1)0("/) + Pl(’\—') "" o _]‘_ [)n(x) > 0 (2)
pentru —-1 < v L 1.

Demonstratia utilizeazd o transformare folositd de Abel si anume,
dacd notdm membrul intii al inegalitatii (2) cu s, si cu g, suma

S + 8+ - + 8, = 0o,
atunci

1)"(X) =Sy S n—1 TF Oy T 2611——1 'J;“ G-z~

Inlocuind in (1) deducem ci

n-—-2
t Sn = z (ai - 2“1‘{1 7’" ai-}g) Oy _%“ ((l” -1 2(1”) Gp—1 "i_ dy Gp-
=0

De aici Fejér ajunge, folosind un rationament identic cu cel folosit
pentru polinoamele cosinus, la rezultatul enuntat.

In prezenta lucrare ne propunem si dim o generalizare a acestui re-
zultat inlocuind conditiile lui Fejér cu altele maislabe i s demons-
trdm o propozitic analogd pentru o clasd de polinoame care cuprinde poli-
noamele Iegendre ca un caz particular.
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Credem c¢id rezultatul obfinut este interesant nu numai datoritd geue-
ralizdrilor obfinute c¢i si prin faptul ci constituie si o indicatie intr-o pro-
blemd pusi de P. Turanl

2. S84 considerdm polinomul Q¥ definit precum urmeaza:

1 o 1 . d"(l o xg)n + a1

07w =t

x o = N
(=% 2w (g —1) ., (1) az"

unde « este un numdar real considerat, deocamdatd, ca fiind mai mare decit
—1. In cazul particular cd « == () se obtine polinomul lui Legendre. Poli-

nomul Qf:z) (%) se deosebeste de cunoscutul polinom al lai Jacobi Pf:"“) (x)?
numai printr-un factor numeric $i anume

n

Qv =~ e Py

(@ +a) (u+a 1)  (x-1)

; o« YR . 543 ala . . {a) .

Tatd citeva proprietdfi ale polinomului Q. (x):

1. Qi") (v) satisface urmitoarea relajie de recurenta:
n + 2o

1’@ (NJ} (’r) == T—vwiv‘v. ~7~~4~':>-w— Qu T | “-k_’n P Q‘Hl;— l(x)

Qb 2o 4 Py o+ 2x 1

2. Prin adaptarea ecuafici diferentiale a polinoamelor lui Jacobi?
ajungem la concluzia cd QU (x) este integrald a ecuafiei diferentiale:
. 4

L (= x4 20 N =2y =0 H
dx
Q(“ (x)] <1 pentru —1 L xv {1 51 200 + 1 > 0. Observam cal-
I $

n( ‘—x)”‘{if(l . nta

culind dupd regula lui Le1bm7d si punind x == 1 resp.

di”

& o= —1
OF (1) = (=" QY (—1 =1
S& considerdm polinomul f(x) definit in felul urmadtor:

r(n 4 2 4+ D) = nln + 22+ 1) Q2 () + (1 — %) Q7 (x).
(1, +1].

De aici rezultd cd f(x) este pozitiv in intervalul
Prin derivare se deduce ci:

nn - 20 + Df(x) = 2n(n -+ 22 + 1Q,Q + 2(1 — 23 Q. Q] —22Q] =
=20 [(1 — %) Q, — 2 Q. + n(n + 22 + 1) Q]

1 VezigiW. Specht [3]p. 75

2 vezi [4] formula
3 Vezi [4] formula (4,2,1).
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si tinind seamd cd @, este integrald a ecuatiei (4) obfinem:

nln + 20 4+ Df'(x) = 2(2x + 1) 2 Q
sideci
22y

l(x) ==

winw ~ 2x - 1y

Tia

0F)

Prin urmare dacid 2« 4+ 1 >0 atunci

f(x) descreste in intervalul

[—1,0) si creste in intervalul (0, +1]. In consecinti f(¥) va avea cele
mai mari valori pentru ¥ = 4-1. Insd prin inlocuire se stabileste ¢d /(1) =

= {(—1) = 1, deci

pentru  —1 L x 1
si de aici afirmatia facuti.
3. 53 consideram polinomul f(x) pus sub forma

i) =a, + Q% (1) + a, 0% (v) + ... + a, 0¥ ()

Inmulgind cu 1 — v obtinem utilizind relafia

1 2 (21
0 —{r——~-c12 ~ a, + (IO)Ql {(x) —

2x
3 , 2+ 2a
L : E R

not 2y

i
(x)
T — an(x)}»
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4

Tinind seamd ca pentru —1 L x 1 ]Q,(:) (®)i < 1 urmeazi ci, daci

4 A+ . k4 2x N
2t og w3t T AT T oy — %1 >0 (6)
n 4+ 22
a,
a, +"71 L0y - 1 n -1 }O
a.> 0

atunct:

{ 4 2 , k4
1 — ()12 <39 ~{g“z —a - ao)— coo = a,

R4 ]

'

‘ & . n n4+ 1
= 4y fg_{—_—‘iak-,]“ s -*(— a,,—rsr:—,“n—l’“ T o= 0.

Deoarece 1 — x este pozitiv dacd —1  x < 1 urmeazd de aici urmitorul
rezultat:

TroreMX. Dacd numerele ay, a,, ..., d satisfac inegalititile (6) si
20 4 1 > 0 atunci polinomul (5) ecte nenegaliv pentru —1 L x L 1.

Sa scriem inegalitifile (6) pentru a = 0, adicd in cazul polinoamelor
lui Legendre. Obfinem:

( ag —1ta; >0
2
3“2‘“‘71‘*‘“0}0
ko1 k
: _ a 0
2k~ 3 ki R {7)
f

l a,>0
. . . . noto N .
Inmultind ultima inegalitate cu 5 o q S adunind la penultima deducem:
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o 1

Inmultind ultima cu si adunind ultimele trei inegalititi (7) deducem:

2n - 1
1 1
— —a,
a2 —~ 3 " 2>2n-~l -t
Procedind analog se obtine in general
Gy >ta, >va,> > ——a, > _a, (8)
0/31/5 2 = ’2n—1’1‘1/212+1 i
caie sint mai slabe decit inegalitdtile din teorema lui I e j ér. Mai ob-
servdm cd inegalitdtile (7) sint mai putin restrictive decit (8) cidci pe cind
din (7) urmeazd (8) nu rezultd invers cd din (8) urmeazd (7).
In sfirsit constatim cd prima inegalitate (6) este o consecinti a celor-
lalte cidci adunindu-le obtinem prima,
4. S& considerdm acum polinomul f(x) pus sub forma
fx) = by + by + ...+ b” 9)
si sd incercam sa-1 punem sub forma (5). In acest scop ne vom folosi de
faptul cd polinoamele Qf:” (%) formeazd un sir de polinoame ortogonale de-

. . . . R
oarece si polinoamele lui Jacobi Pff' ) (

Sa notdm cu [, ,, integrala:

¥) se bucurd de accastd proprietate.

+1
— « ()
Loow=§ (1 = 2" "0 (1) a1
1
Vom avea:
41

@ (0] b [
@, S (r — x?) [Q’{'(x)]zdle,‘_‘kb,{%— Ik~12,kb’»‘"~’+ I"‘"- k ""4+

) (10)
k=0,1,2 -, 2{7]

Pentru a calcula efectiv pe I,, vom proceda precum urmeazi : Tinind
. s w (a - - . .
seamd cd Qm) (x) este integrald a ecuatiei (4), deducem:

1

mm + 22 4 DI, = = § 0 L00 — wpg ()] dx =

— x”(l . xz)uJ,—]

1 S 21U (1 = 2?1 Q (x)dx =

i1 +1

L ey

-1

== nx!:-—l(l — xz)a}»IQ;’x (x)

(x)dx =

= — nS [(n — D" (1 — 22— 2(x + Dx"(1 — 2370, (x)dx =

= —nn — NI, ., ,+ nn + 2« + 1)

"
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De aici:

wli — 1)

I

n,om T 2
(n — m)ln - m L 24 = 1) )

si prin aplicarea repetatd a acestei formule:

I n{n—1(n—2).. .(m+1)
nom n—m)(n —m—2)... 2(n+m+2a+ 1) (n+m+20—1). .. (2m+22+3) I,,,' m

dacd # — m >0 este un numdr par. Dacd # — m >0 este un numir
impar atunci . = 0.
Pentru a calcula 7,,, folosim o formuld cunoscutd si anume?:

+1

{1 — a2 (B () J2ax =

-1

o2t T2n + % + 1)
2 + 2% + 1 Tlx + OH0n + 20+ 1)

Tinind seamd de factorul numeric care deosebeste pe Pn ' (x) de ()) ' (x) ob-
tinem:

! (0, (1o glat! TiHx + !
S( NO, (1P =5 5 T T s 2x £ 1) (11

~1

Deci, notind cu 4, coeficientul lui x" in expresia lui Qf:’) {x¥) vom avea;

oS | Qx|

o @ _ 2 P2 + 1)n! |
§ =2 o (mdr = o : L.

L2 L1 T 2% = 1) An

-1

Si calculdm efectiv pe A,. Se stie’® ci Pf:"x) poate fi exprimat ca si functie
ipergeometricd. Avemn:
T'w =«

, (% x) ___ T - B ,!/ 1 l l i — x)
P, (v = T o s D I\-n,n-rZa-%— ca+ L —

Deci coeficientul lui 2" in expresia lui Pf:"’“) {x) este egal cu:

— (20 4+ Din + 20 +2) . (4 20

4 Vezi [4) formula (4, 3, 3).
5 Vezi 741 formula (4, 21, 2),
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si prin urmare:

A, — 1 fmo 2o Dim o+ Qa0 = 2) L (2 < 2%)
si deci SR (o = o = 2) . (x ~ n)
1 — Uil Tlx + Yl {(e + n + )n!
S T@2n + 2% + 2)
§i wopnapy M 1)1’(%.;1;__;, a -+ 1)
I, ,=2""" .
n,om 11_—1"_ T + m = 20+ 2)
2 2 '

Aceste rezultate ne permit sd scriem egalitdtile (10) precum urmeaza:

gtatl B Ta = 1) kevar 1 Dl = D Dk 4 & = DA

= a, =2 +
2 & 2 - VT(h 4+ 20+ 1) F T2k ~ 2a + 2) %
oy Dl o+ DN = & 4 2§k — 2)!
+2A 2x .1 : bkr‘) +
1" T2k +2a - 4 vk
kezag g Dia = Da + & = h 4 1)k + 2h)
+ 2 b, .+
BoT(20 = 2% + 2% £ 2 42
K[aun
# (o L Ao g kb — 1) ... (& = 1) ,
! a, =2 e 3 ——— b, +
2k = 2y 1k (2 4 25 = )22 = 2k) ... (200 +k 2 1)
O (G TN e VL o I NI
IV L A
(22 < 2% + N2x - 2 ) .. (2 - k- DA
(o = &+ Dla 5 &) o (e + 1R - 2
+ y HE) Y (2 : i 3 b/;—:-i.'/c + e
(20 + 2k + 322 + 2k 4+ 2. 22 0k !
si inegalitdtile (6) devin:
@+ ko1 k4 2)
Blb, — &) + ’ A b b+ o+

(2o + 2k + 2)(2x + 2k + 3) 1

(w4 A4 Do 4 & +2) o (o kb b (k4 20
- : R S k. S |
(2a-+28-F2) (2a-+2k-1-3) .. (224284204 1) X (b’ #2201 b; «214) ] =

(h=1,2 ..., n).

Rezultatul obfinut ne aratd cd incgalititile (6) constituie o genera-
lizare a celor datede Kakeya [2] pentru ca un polinom si nu aibi
riddcini reale fntre —1 si -+1. Dupd cum ne arati (12) inegalititile lui
Kakeya se obtin in ¢azul limitd 2 = oo.
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Inegalitagile (12) se mai pot secrie:

Al (o2
- (b, ,— b)) + E— —— (b = b )+
I(a. T 3J 2‘:1‘(u R - _))
’ 1 (k - 2k)! (13)
+‘ Zie 3 : I (biw'.'.'h—f—!_ bk »'3/‘) “}_ e > 0
2 I(’l + ko4 ko 5)

! (b=1,2 . . n+1).

5. Rezolvind inegalitdfile (12) sau (13) vom obfine forma gencrald
a unor polinoame care nu au rdddcini cuprinse intre —1 gi 1. In acest
scop ne vom folosi de procedeul indicat de Haar [5] pentru a repre-
zenta sub formd parametricd solutiile unui sistem de inegalitdti atunci
cind acesta este omogen. Aplicarea acestuia este simpld pentrucd o solutie
a sistemului (12) de inegalitdti luate in sens strict este imediatd si anume:

by = b, = ... =b,_, =1 si by =1-- =z unde 0O<le<Cl.

Rezolvarea este usoard si de faptul cd avem n + 1 inegalitafi care ficcare
determind conform teoriei lui Haar un punct Pk == 1,2, ..., u + 1)
$i cd aceste puncte sint f1re§te situate Intr-un iperplan al spatiului eucli-
dian (n + 1) — dimensional in care formeazi un corp convex C,.,. Va
trebui sd scriem ecuatiile fetelor conului definit de virful 0 si de C,4,. Ecu-
atiile fetelor trebuie astfel scrise ca rezultatul Inlocuirii coordonatelor
punctului Q(1, 1, ..., 1,1 — ¢ sia ne conducd la un numir pozitiv.
Fcuatiile acestor plane se obtin egalind cu zero determinantul care se con-
struieste cu elementele matricei avind » -~ 1 linii $i # 4 1 coloane

! 1! 1 3.
P D A ey B o -
99
2! 20
0 = — - 1
J“(x i)) F(a ;_))
0 0 3 o :
I‘(a “—:) l'(a 2)
0 0 0 0 1
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si in care rind pe rind am inlocuit o linie cu una formatd numai din zero-
uri afard de ultimul element care este egal cu 1. In felul acesta ajungem
la ecuafiile:

1 | U 1 L
5} - 5 2} 5 I\ ;i 1)21‘,1 _3,./_ 1'
rla .‘—) I‘(a-‘—) I(a 4 R ) B D
2 2 0 -
% =0 , ) o 2 ~21 —0
o o = |
] (1 - 5 ] (Ol 5
Xy Xo X3

7N -1
1 -1 1 ‘_3_‘ o ( l}n—-y (t 7{(2 ‘I
21 r 2] MM + ) Slu—1 _ .
F(ﬁ«r) (a-f) {a, 2 22[2]‘((:”[ 21)+%) [21.
N
) 2! 0t (__-”""‘2 (3 “ )/{ 5 ])'
0 7 r 7 [”_Q -
L
. .,rz—3 =
0 S 5T S Lk |
r(w ,g\ 2[ J] 0
Bty
~ 1
0 0 0 vee T
T(a + i 4.’.)
xl X2 ,33 A z,ﬂ

Se verificd direct c¢d rezultatul inlocuirii coordonatelor lui @ ne dd un nu-
mar pozitiv.

Pentru a scrie efectiv expresia coeficientilor b; vom considera matricea
A, formatd din elementele primelor # — 1 linii ale ultimului determinant
. <. k . o ..
scris. Fie A, determinantul care se formeazd cu elementele matricei 4,

3 — Babes-Bolyai: Matematicd
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dupd ce am sters elementele din coloana a & — a. Atunci in baza teoriei
lui Haar vom avea:

bo=w — Ay po 4+ Agps + o+ (=17 A+ oy

by = Ay e — Ajpa+ o+ (DA, 4oy,
by_q = AE:‘I Baoy — A:_l TR T
by = A: n + po(l — ¢

unde p;, >0 (¢ =0,1,2, ..., n).
Sa scriem explicit aceste egalitdfi in cazul unui polinom de gradul 4.
Vom obtine;

1! 1rar 20 + 2
= i .
by “'+ra*§“21ra+ira+z oy
I il e
12! 2a 41
+ .
BRI i
o - —2' (1+2 Ct‘*‘z A
1! 119 ir213¢ 20 + 1
bl = Ko -t 15 + o a1
& K] ki N Npf, . 7 f N 20 + 7
F(a 5) F(a - 2)F(a + 2) l(a + 2)[ (:x - 2) I‘(a + 2)
v 11213!
b, = e L 7 gyte T o
r(a -1-5]1'(« + T’Z) F(a +§)F(a +;2-)I'(Ol + E)
b, — 112131
3 r 5 2 g\ He + vy
(a +2)rfa +~]T(a +—]
2 2 2
by = b (1—)
sau nctind:
2131 L. — 1)
Vo = [J-o Vi = P 3 p"
I‘(a. +—;Z)P(ct +72) I‘(a + i +-§)
(t=1,2,3,4) vom avea ci forma ciutatd a polinomului este:
Qe & 2 20 + 1 %+ 1
{Vo 4+ v, A+ vy 4 2:_1 5 V3 +2a 7 “a)x" "F‘(Vo + v, 4+ vy + %% 7"4)'}3 -

+ (Vo + va + v)x? 4 (vo + vi)x + vl — €)

unde to}i parametrii v sint nenegativi.
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O TEOPEME JI. ®EFIEPA
(Peszome)

IlokasmBaetcsi, uYTo BHBOA, noaydeHunii JI. ®eilepom [I] orTHocHTensHo TOTO,
4TO0 CcyMa

S, = a,P, (#) + ayPylx) 4+ ... 4 a,pP, (%),
rae P,(x) ectb n-blfi Muorounen Jlexawnpa, sBasercss HeweraTHBHoR aas —1 < <1,
€CaH:
Ay > ay 2> ag > ..

MOXHO 0606uIHTb,
JoxaspiBaercs, u4T0 cyMMa

S, =a, 0% + a0 (@) + ... +a,0, ®
rae 0! spasercs muorounexom

3)n~ '

PP 1 " -
O x) = - 1 A( ( x
L= s 2% JIRTIES 1 (4 1) P

n
ABNseTCs HEeHeraTHBHON At — 1 < # < 1 eca ya0BNETBOpPEHH HepaBeHCTBA:

a4 >0

I3
OT/IHYAIOMWHMCA OT MuOrounena $Iko6n P.* % ToAbKO AHIUIL UYHCNOBHIM MHOMHHTENEM,

1
@, — ————
0 3+ 2a

ag — ay + ag >0

k41 k4 20
el 7 4 a
2k + 2a + 3 AF1T "+ i 2m 1%

n + 20

'”a"+2n S 2a — 1

n-—l

VvV

0
B caysae a==0, wmuorounen Q) cranosutcs MuorourenoM Jlexanapa P, (4),
a O3HauyeHHble Bbllle HEPABEHCTBA HMEIOT, KaK H CJaeACTBHE:

ﬂ

1)

)] 1 }
4 - - Qa ——e
0}3 l}_') 2 On — 1 ,‘g[>/ a,
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uTO [0Ka3blBaeT, YTO OHH RBJAMIOTCst Gosee ofuinmi, ueM HepaBeHcTBa Teopembl Pefiepa,
3arteM TNONyYEHHBIH Pe3y/bTAT NPHMEHSIETCH K MHOTOUJEHY

FUx) = by + byx 4 ... b an

%
Bblp33HB €ro ¢ IIOMOIUbIO  MHOTIOUW/IRHOB Qi,) . HPHMEHAA 3aTeM nonyuenumﬁ

panblue pe3ysabTaT, BBIBOAAT, 4TO MHOrounen I[(X) He HMeer AefiCTBHTeJbLHBIX Kopuefi
8 npefgenax — 1 w -1, ecan yI0BAeTBOPSIOTCS HEpaBeHCTRA:

o -1 (k- 2)!

Rl by oy ) + CTFo 4+ @rr2ss 1 (B —bryg) + — -+

(k1) (04-F4+2) .. a-Fk-+h) (k -- 2h) b b
-4 : — . . R (/) S — A+
1 (22 4 2k +2) (2o 2% +3) .. (2 -8 28) L 2% 1)k (B i1 1) .. 20

(k= 1,2.. . n)

Ecan @ — oc, To 3T HepaBeHCTBa CTAHOBATCA H3BeCTHbIMH HepaBencTBaMu Kakeiis.

Hakonen, npu nomoms MeTtoaa, naunoro [aapoM, peliaioTcs Bhilleo3HaueHHbie He-
PaBedcTBa H, TakHM o0Gpa3oM, BBHIBOAMTCA Bblpamenie aas o0ulero Kiaacca MHOTOUJIEHOB,
HUMEIOLWIHX  JleficTBHTebHLIX KOpHel B npeaeaax — J n -t ]

SUR UN THEORDIME DE L. FLEJER
(Résume)
On donne une géndéralisation du résultat suivant de L. Fejér [1]: la somme
S, =ag Po{x)ay Pi(x) + ... 4 a, P, ()

olt P, (#) représente le n-me polynodnie de Legendre, est non-négative pour —1 < v < 1 lorsque

ap >» a; > ... >» a . L’auteur montre que la somme
0 1 " 1

. . ‘ ’ .

S, = a, Q(Ua:)(x) + a Qg ) #) + ..o+ oa, Q,(,) (%)
avec

Y PO
2 1 4 - a®)
(),,") ()) = ) — : ) :
(1 — 0% 2% o =0 = 1) .. x4+ 1) T

polyndme qui différe du polynome 1’,([“”) de Jacobi par un facteur numdérique, est non-unégative
pour 1K ¥ < 1 sl
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Pour a==90 le polynéme Q,(f‘) (%) se rédnit au polyndme de Legendre P, (#) et les inégalités préce-
demment écrites impliquent
o 1 o1 ot
Ao 2> —dy 22 -dy > ... 2ol 2y
3 5 2 o

(ui sont plus larges que celles imposées par Fejér,

On applique ce résultat au polynéme f(x) = by - byx -+ .. -+ b, 4" que 'on exprime
linéairement 4 'aide des Q'(l“) {#), et 'on en déduit que (fx) n’a pas de racine réelle dans|—,1 41
lorsque les inégalités suivantes sont vérifides:

k41 (& + 2)!
Bi(b,_, — llas .
(Bamy bk)+(2a+2k+2)(2a+2k+3) o Gr = b+
la + &+ N{a+4+2) .. (a+ &+ k) th + 220
2a + 2& + 2)(2a + 2k + 3) ... (200 + 2k £24 + 1) M kr2n-t=baiz )+ 20

k=12 ..., 7

Pour x—»w ces inégalités coincident avec celles, bien connues, de Kakeya Les inégalités précé-
dentes sont enfin rcsolues par une méthode de Haar, et I'on arrive 3 une expression donnant
mne classe générale de polyndmes dépourvus de racines dans {1, 11






O TEOREMA ASUPRA TRAVERSARILOR UNUI NOD

de
G. CALUGAREANU

in cele ce urmeazi, injelegem prin nod un contur poligonal inchis K,
simplu, orientat, cu un numdr finit de laturi. Se defineste echivalenia
(sau izotopia) a doud noduri cu ajutorul operatiilor A si A'([/], p. 4):
AB fiind o laturi a lui K, iar ABC un triunghi care nu are in comun
ca K decit punctele laturii 4B, operatia A constd in inlocuirea laturii
AB prin conturul ACB; A’ este operatia inversd. Cele doud operatii pot
fi confundate intr-una singurd, in modul urmitor: ABC fiind un triunghi
orientat care are in comun cu K una sau doud laturi, si este asezat asa
fncit orientdrile laturilor comune si fie opuse pe K si ABC, vom numi
,,adunare’’ a triunghiului orientat A BC la conturul K operajia care constd
in suprimarea laturii sau laturilor comune, lisind sid subziste restul lui
K si al frontierei triunghiului, cu orientdrile lor. Vom continua si notim
cu A aceastd operatie. Doud noduri K i K’ sint izotope dacd aplicind
operatia A un numdr finit de ori unuia din noduri putem obfine pe celdlalt.
Toate nodurile izotope cu K formeazi tipul (sau clasa de izotopie) a lui K.
Conditia pusd triunghiului ABC, de a avea in comun cu K numai una
sau doud laturi, este desigur esentiald, si corespunde unei deformiri izo-
tope a nodului, adicd unei deformairi in timpul careia nodul nu se tra-
verseazd el insusi. Dar, renuntind la aceastd restrictie, se defineste, prin-
tr-o constructie analogd aceleia care defineste operatia A, o deformare
neizotopi a lui K, deformare ¢are isi are interesul sdu.

Si numim fraversare deformarea lui K ce rezulti din K prin adunarea
la K a unui triunghi A4 BC care, in afard de latura comund, sau de laturile
comune, are incd un singur punct comun cu K, acest punct fiind interior
triunghiului ABC si unei laturi a lui K. Fie K' nodul astfel obfinut.
O astfel de traversare, nefiind o deformare izotopid, poate fi insofitd de
o schimbare a clasei de izotopie a nodului inifial, si in acest caz vom spune
cd traversarea este esenfiald. Dar e posibil ca o traversare sd fie inesenfiald,
clasa de izotopie rAminind neschimbati; putem imagina cu usurintd defor-
miri de aceastd naturd, pentru un nod oarecare. Teorema pe care o didm
aci ne permite si caracterizim, din acest punct de vedere, traversarile
unui nod K. Enuntul teoremei face apel la descompunerea unui nod in
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produs de factori, datd de H. Schubert [2], pe care credem util si
o reamintim: S, fiind o sferd bidimensionald (suprafatd poliedrald inchisi,
fird puncte multiple, de gen zero), se numeste ,,coardi‘‘ a sferei S, un
contur poligonal simplu care are In comun cu S, numai cele doud extre-
mitdti ale sale. O astfel de coardd poate fi plasatd in interiorul sau in exte-
riorul sferei S,. K fiind un nod, $i S, o sferd care taie K numai in doui
puncte, K este astfel descompus in doud corzi ale sferei S,, fie ele u, si
iy, situate de cele doud pérti ale sferei §i avind extremitatile lor A si
B in comun. 8% unim A4 cu B printr-un contur poligonal simplu v, situat
pe S,. Atunci # 4+ v si u — v, cu o orientare convenabild a lui v, formeaza
doué noduri pe care sfera S, le separi intrucitva, si, dupd terminologia
Iui H. Schubert, K se numeste ,,produsul’’ acestor doud noduri,
(Termenul de ,,sumid‘“ a celor doud noduri poate de asemenea si fie acceptat,
cu atit mai mult cu cit operatia in chestiune este comutativi; adunarea
unui triunghi la un nod e un caz particular al acestei operatii). Enungul
teoremel mnoastre este urmitorul:

Fie T o traversare a nodului K, rezultind din adunarea la X a unui
triunghz' ABC = X, pe care latura F¥ a hu K il traverseazd in punctul
- K’ fitnd nodul astfel deforma!, vom presupune K N, = AB,K' N &, =
= AC + CB. Condifia necesard si suficienti pentru ca T sd fie o traversave
7'nesen§1'ald a nodului K este ca acest nod sd se descompund in produsul a
doud nodurt avind in comun segmentul C'w, C’ fitnd tntersectia Iui Co cu AB.
Vom stabili mai intii suficienta conditiei. Si admitem deci cd existd
o sferd o care contine segmentul C'w si separd contururile C'B. .Fo i C'4
-Ew. Aceastd sferd separd A de B, deci taie conturul ACB, dar nu intil-
neste AB decit in punctul C’. O mici deplasare a virfurilor sferei ¢ ne per-
mite sd facem astfel ca punctele de intersectie ale conturului ACEB cu o«
sd fie interioare unor fete ale acestei sfere, i atunci numaérul acestor puncte
va fi finit si impar. Dacd acest numir este > 1, putem modifica supra-
fata ¢ in vecindtatea triunghiului (plin) ABC astfel ca aceasta si intil-
neascd conturul ACB intr-un singur punct «. Astfel, daci urma sferei o
pe planul ABC contine arcul woaByde care taie BC in punctele «, B, v,
8, = e suficient s& scoatem din interiorul (resp. exteriorul) sferei o niste
vecindtdfi convenabile ale ariilor delimitate in ABC de arcele By, v38,
Drpd aceastd modificare, ¢ va Intilni conturul ACB intr-un singur punct
De altfel, se vede ci nodul waR. . Fe rezulti din «C'B..Fw prin ope-
ratii A aplicate In interiorul triunghiului ABC, si, tot astfel, waCA .. Ew
rezultd din wC’4..Fe prin astfel de operatii. Astfel, woeB..Feo este izo-
top cu wC’'B..Fu, si weCA..Ew cu oC’. . Ew. Atunci, K si K’ fiind
produse de noduri respectiv izotope, sint izotope unul celuilalt, si traver-
sarea e inesentiald.

Pentru a ardta cd condifia din enunt e si necesard, si presupunem ci,
traversarea fiind inesentiald, K si K'sint izotope. Dar, X si K'avind in comun
conturul K — AB, oteoremd alui H. Schubert ({2], p. 15, Hilfscatz
6) ne pcrmite sd afirmdm cd existd o deformare izotopd a Iui K fn K’ in
timpul céreia conturul K — AB ramine fix. Enunful acestei teoreme e ur-
mdtorul: ¥ fiind o sferd, iar u,, #, fiind doud corzi ale acesteia situate
ambele in interior (sau exterior), avind extremitdtile in comun si definind
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noduri izotope (dacid unim aceste extremitdti cu un arc simplu situat pe X)
existd o homeomorfie semiliniard a spafului pe el Insusi care aplicd
#, pe U, si care se reduce la identitate pe X si in exteriorul (sau interiorul)
sdu. 84 construim o sferd X alungitd si foarte subtire, In vecinatatea conturului
K — AB = A..EF..B, astfel incit acest contur sd fie trasat pe X iar X sd
nu intilneascd laturile triunghiului ABC decit in punctele A si B. Atunci
AB si ACB sint doud corzi ale lui 2, situate in exteriorul sdu, avind extremi-
tati comune, iar nodurile pe care ele le definesc impreund cu arcul K — AB,
trasat pe X, sint izotope prin ipotezd. Existdi deci o homeomorfie semi-
liniard % a exteriorului lui X, fie acesta X, asupra lui insugi, care transforma
AB in ACB lisind fix arcul K — AB. Atunci existi si o deformare continud
alui X, in el insusi care aduce AB pe ACB. In adevar, si aplicim X, pe interi-
orul unui simplex tridimensional =« printr-o homeomorfie semiliniard H.
Imaginile A*C*B* si A*C"*B* ale lui ACB si AC'B prin H vor fi corzi inter-
rioare ale lui 7, si H "1hH este o homeomortie a interiorului simplexului pe el
nsusi, care aplicd A*C*B* pe A*C'*B*. Convexitatea simplexului ne permite
sd definim o deformare care are acelasi efect, punind

MAM = MM e 0] - 1, MY HORHM)

s - .. # =
unde M* e un punct oarecare al simplexului jar M transformatul sau.

Notind aceastd deformare cu f,, H 'f,H este o deformare a lui £, in el insusi,
care aduce AC'B pe ACB. Este o aplicatie ¢: I, x [ — X, care e simpliciala
pe o anumita subdiviziune a lui ¥ 3 /. Imaginea ¢ (4 B) este o suprafafa
poliedrald avind ca bord triunghiul ABC. Accastd suprafajd, generata
de un contur poligonal care se deformeazd continuu, extremitatile sale
riminind fixe, este un element de suprafatd cu singularitati, adicd imaginea
unui triunghi printr-o aplicatie continud. Aceasta suprafatd @ poate prezenta
puncte multiple a ciror asezare pe ® a ficut obiectul unor cercetari care
pornesc dela o lucrare a lui D e hn 3]; cercetari ulterioare au condus la
demonstrarea lemeiluiD e hn decitreC.D. Papakyriakopoulos
%7, Suprafata ¢ putind sd intilncascid aria triunghiului 4BC, dar fard a
atinge sfera X, se poate trasa in planul ABC un cerc y cu centrul o si de
razd destul de micd, astfel ca @ si nu aibdd nici un punct situat pe acest
cerc sau in interiorul siu. Adiugind la @ domeniul interior triunghiului
ABC si exterior acestui cerc vy, se obtine un element de suprafata al carui
bord este y, si care nu are singularititi pe bord. Lema lui Dehn aratd
atunci cd acest element de suprafatd poate fi modificat aga incit sd obfinem
un element de suprafajd @’ fird nici o singularitate, avind bordul vy, s1
situat in ¥,. Adiugind la @’ si discul (v), obtinem o sferd ¢ care nu intilnegte
K — AB decit in punctul o, si care taie A B, deoarece K e un contur inchis,
Prin modificari deja utilizate mai sus putem face astfel ca o sd taie 4 B intr-un
singur punct, apoi sd modificdm o astfel ca ea sd contind segmentul C'w.
Asadar nodul K este produsul, in sensul lui Schubert, a doud noduri care
au in comun segmentul C’'w.

S4 numim fraversase  perifericd o traversare inesenfiald astfel incit
descompunerea corespunzitoare a lui K in produs si fie banald, adicd unul
din factorii produsului si fie un cerc. Atunci:
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Dacd K este un nod prim, singurele traversdri inesentiale pe care le admite
sint traversdri periferice.

Astfel, deoarece in tabela de noduri Alexander-Briggs [1 ]
pp. 70—72) figureazd numai noduri prime, iar numdrul punctelor duble in
proiectie este redus la minimum, orice inversiune a ramurilor intr-un punct
dublu (inlocuirea unei treceri deasupra .. printr-o trecere dedesubtul lui . .)
corespunde unei traversiri esentiale a nodului. Nodul care rezulti prin
o astfel de traversare va avea acelasi numdr de puncte duble in proiectie dar
este susceptibil de a fi simplificat prin deformiri izotope astfel ca acest
numar s scadd. Se pare cd, In general, orice traversare de aceastd naturi
aduce nodul intr-o clasd cu un numér mai mic de puncte duble in proiectie,
dar aceasta nu este incd demonstrat. Teorema enunfatd in aceastd lucrare
poate fiutild in vederea formdrii invarianfilor de izotopie ([5], p. 607) expri-
mabili prin func‘;u de linie atagate nodului K. In adevir, un astfel de in-
variant trebuie si rdminid Constant atunci cind K suferd o traversare ine-
sentiald, si trebuie sd facd un salt pentru orice traversare esentiald.
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TEOPEMA O IIEPECEYEHHU Y3JIA
(Peszwwme)

B sTofi pabote noa y3noM nospasyMeBaeTcs NPOCTON 3aMKHYTHI MHOTOYTO/IbHBIA
HanpaBjeHHbH KOHTYyp K ¢ KOHEUMBHIM UYHCJOM CTOPOH, B 3BKJHAOBOM TPEXpasMepHOM
npocrpancTse. PaBHO3HAUHOCTH WJM H30TONHS ABYX y3J0B Ouia onpernenena K. Peiige-
MeficTepoM ¢ noMowbio aefictsiil /A u /\".31ech nepecedenue ysna onpefesisiercss cjaeny-
townm obpazoM: AB siBasercs cropouoil ysna K, a ABC — TpeyroJbHHKOM, HMCIOUMM
E/HHCTBEHHYIO obwyo ¢ yaaom K Touky ¢, KpoMme ctopontl AB, a ¢ ABAAACH BHYTped-
nefi Toukofi TpeyrosibHHKa M BHYTpeHHell Touko# nekotopoil cTopounl y3aa K, samena
ctopoubl AB koutypom ABC HaswmBaercs nepeceuentiem vina K. Beoneacrtsue oaHoro
U3 Takux mepeceuenuil Kjaacc H30TONMHM y37a K MOXKeT H3MEHHTbCS H, B ITOM CJiyuae,
nepecedeHHe SBAACTCA ICCOHYLANLHbIM, A KOTJa KJACC H30TONHH ocTaéres 6e3 H3MeHe-
HHil, Tiepeceuenie HAasblBaeTCH UHICCenyusavubim. B paGote aaétcs meoGxoaumoe M
LocTatoynoe YCHMOBHe AJaf Toro, 4tolbl nepeceyeHne Obio OBl MH3CCeHUMANbHBIM. [lias
3Toro HeoOXOANMO W JocTatouno, uToObl y3enm K Obl1 Obl pasjioKeH Ha NpousBegeHUe
AByx ys3noB, B 3Havenny I'. Illy6Gepra, umewomnx coBmectHo orpesok C’¢y, rae C’
ecTh TouKa nepecevenust npamoli Cu co croponoit AB. Tlpn 1okazateancTBe HCNOJb-
syerct JaeMma J[ewnwa, a Taxkike HeKoTOpble TeopeMmbl, BhiBedennbie I'peyGom H
ly6eprom [érca onpeieneHne nepugepuldnely Iepecevenuii H JOKa3bIBaeTCs, UTo
NpocToii ysen JA0oNycKaeT HHICCEHUHFIbHBIMIL TIePeCeueHHSIMH TOabKo Tnepudepniinnte ne-
pecevyeHud,
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UN THEOREME SUR LES TRAVERSEES D'UN NOEUD
(Résumé)

Dans ce travail, on entend par noeud un contour polygonal fermé K, simple, orienté, &
un nombre fini de cOtés, situé dans I'espace euclidien tridimensionnel. I’ équivalence ou
isotopie de deux noeuds a été définie par K. Reidemeister a l'aide des opérations
A et A’. On définit ici le terme | traversée’”’ d'un noeud, de la maniére suivante: AB étant
un c6té du noeud K, et 4 BC un triangle qui a un seul point & en commun avec K, en dehors
du coté AB, olt » est un point intérieur du triangle et un point intérieur d'un cé6té de K, on
appelle traversée du noeud K 1’ opération qui consiste & remplacer le c6té 4B par le contour
ACB. Par suite d’'une telle traversée, la classe d’isotopie du noeud K peut changer, et dans
ce cas la traversée est appelée essentielle, tandis que si la classe d’isotopie reste inchangée la
traversée est appelée inessentielle. Le théoréme donné dans le travail constitue une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une traversée soit inessentielle: il est nécessaire et suffisant,
pour cela, que le noeud K se décompose en produit de deux noeuds, ausensde H. Schubert.
La démonstration utilise le lemme de D e h n, ainsi que certains théorémes de Greub et
Schubert. On définit les traversées périphérigues, et 'on établit que les noeuds premiers
n’admettent, comme traversées inessentielles, que des traversées périphériques.






ASUPRA VARIETATILOR NEOLONOME TITEICA

de
GH. TH. GHEORGHIU (Timigoara)

Intr-o lucrare anterioard [1] am introdus doud clase de varietiti neo-
lonome de-a lungul carora unul din rapoartele K: d* sau K;: d4 este constant,
K, si K, {iind cele doud curburi totale neolonome ale varietdtii. Gratie
asemandrii dintre definitia acestor varietati i suprafefele Titeica {7;8, p.
1287 am crezut de cuviintd cd este logic sd numim aceste varictdti, varieidsi
neolonome Titeica sine Intrebim dacd aceste varietdti sint totuna cu
varietitile Titeica-Wilcz vy ns kipecarele-aintrodus 777 b, M1 hd-
ilescu Intr-o lucrare anterioard [4:3,p. 487 pe altd cale.

De curind |3} m-am ocupat in special cu o clasificare a varietdtilor
neolonome T1{eica dublu riglate ardtind ¢d in general plecind de la o
proprietate caracteristicd a suprafetelor T it eica, se poate introduce o
clasd de varietdti neolonome si care in general sd difere de la una la alta.
Am propus cu aceastd ocazie urmdatoarea clasificare:

a) Varietdti (1) de-a lungul cdrora raportul K;: d? este constant, K,
fiind prima curburd totald a varietatii iar 4 distanta de la origini la planul
tangent.

by Varietati (I'5) de-a lungul cirora raportul K,: d* si fie constant,
K, fiind a doua curburd totald a variatii iar 4 acceasi semnificatie ca mai sus.
¢} Varietati (1) de-a lungul cdrora normala afind trece printr-un punct
ix.

d) Varietati (7,) de-a lungul cirora prima normald proiectivd trece
printr-un punct fix.

e) Varietdti (7)) de-a lungul cdrora a doua normald proiectivd rdmine
intr-un plan fix.

f) Varietati (1) ale ciror desfasurate asimptotice ale suprafetelor riglate
asimptotice sint conuri cu virful in acelasi punct.

g) Varietati (T;) ale cdror riglate asimptotice au liniile flecnodale plane
si confundate intr-un plan fix.

Vom nota cu (1, - . .) varietdtile care sint in acelagi timp (7,), (L), - -

In lucrarea de fatd ne propunem si determindm varietatile (7y,), (75)
si (1) neriglate, raminind sd mai cercetim alte cazuri in lucrdri viitoare.
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I
1. Sd considerdm varietatea (V') definitd prin ecuatia Pfaff
ds® = 12 dxe = 0, (1)

« fiind un indice mut variind de la 1 la 3 situatd intr-un spagiu euclidian
cu trei dimensiuni. Pentru a face studiul acestei varietdti ii atasdm incid
doud (V1) si (V?) definite prin ecuatiile

ds' = lydas = 0, dst = 12dae = 0, -
inifial alese arbitrar supuse numai conditiei
D=|1]50. 2)

Aldturi de aceste trei varietdti vom considera congruentele de curbe (C,)
(# = 1,2,3) definite prin intersectia lor doud cite doud

dxl __dx? __ dx® (3)

unde functiile m! sint legate de li prin relatiile

Booa gk B
ILom, =1l m =3, 4)

si unde S: este simbolul lJui Kronecker. Dacid notim cu ¢* vectorii
axelor de coordonate si cu ;; reciprocii lor este util uneori si folosim in
calcule vectorii

" = 1';1“, m, = m:]'a , )
care in baza formulelor (4) sint la rindul lor reciproci.

Studiul ansamblului celor trei varietdti si al varietdtii (V°) in particular
se face cu ajutorul coeficientilor Iui R icci care definesc deplasarea infi-
nitezimald a reperului atasat punctului M si definit prin vectoriim, .Astfel,
dacd se introduc operatorii

> —_ « 4 N
Xy = my 2, 6)
avem formulele
- e« TE P
Xy, = c m,, X 1= —c, 1. (7)

Coeficientii lui Ricci ¢, satisfac condifiile lui Codazzi
« 1 a

! 11 ! (3 o
Xm Chk —Xh ka = ka Chz - Chk cma + cak (th —Chm)’ (8)

care sint in numir de 27 si se gdsesc scrise dezvoltat in lucrarea [2,8].

2. Pentru a face studiul centro-afin al varietdtii (J'3), alegem ca congru-
ente (C,) si (C,) congruentele formate de asimptoticele varietatilor iar ca
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congruentd (C,), congruenta al cédrei vector tangent trece prin origini.
Ceva mai mult, cum ecuatiile celor trei varietdti sint determinate abstracfie
ficind de un factor constant, vom profita de acest fapt pentru a simplifica
calculele evitind introducerea de functii arbitrare neesentiale. Astfel, cum
prin ipotezd vom presupune cd varietatea nu trece prin origind, avem

I2 1% £ 0; alegem factorul varietdtii date astfel ca

Lo =1 (9)
Cu notatiile din [2,no. 10] aceasta revine la a Ina
Py = L A" 9

De asemenea cum D3£0, vom alege factorii congruentelor asimptotice (ceea
ce este totuna cu factorii varietatilor (V). (V%) astfel ca

D= 1. (10)
Aceasta revine la a lua

€1P2p3 =% ‘ (10)
care combinat cu (9') determind numai predusul p, g,. Mai tirziu, printr-o
conditie suplimentard, vom individualiza separat acesti factori.

Pentru a face distinctie intre notatiile initiale si cele rezultate prin
. . . . Kok 1 . OIS
alcgerile de maisus vom inlocuipe 1, ,m, , ¢,, 51 X, prinx, , y, , ¥,, 51 Yi.
3. S84 traducem prin relatii asupra coeficientilor lui Ricci ipotezele
ficute.
Faptul cd congruengele (C,), (C,) sint asimptotice, revine la

Th= T =0 11
Mai departe va trebui sd avem
MNM=0, NM=03’M=1. (117
Aplicind acestor egalitifi operatorii Y, In baza lor ingile rezultd egalititile
Yi, = 7. (12)
In fine, aplicind aceiasi operatori lui (10) rezulti de asemenea
Y t+t1+s=0 Vi = 1,2,3) (13)
sau dezvoltat, in baza 1ni (12)
T+ 1=0 Yy + V5 =0, Ty T YR+ 1 =0 (13)

In baza acestor relatii, conditiile de integrabilitate se simplifici. Astfel,
din (13") scotind pe v3,, 3, si v%, obfinem
Yivi +Yavh = =2vh v — v Y Pl Yh o Yh YR T YR Ya —

-5 (Yfz =13 + v



48 GH. TH. GHEORGHIU 4

YlY}zz — Y, Yll:z T '37:1 kl’éz o Yiz \fgz - \{52 7%1 - Y‘}z (Y?‘z - Ygl\ + (Y;Z)Z’
Yivi, = Yevhi = 3vh v b v vio o vhovi b vh (v i) - ()%
YlY:?l - '31(.’/1) .7'31) - Ygl (ﬂ-":;': + Ygl)'

Yo i, = — vyl — i) - v (v )
YZT:IH T Y3 Ygz = YS'> Y21 - Yﬁz 7:1 - Yzz 731 o Ygz Yéx —Yéx Ygz o 2732
Yovi, = Va1l = 3% 7i, 'JL'QY:lz ViU T2 Ys: T Ya Vie T3Ys,
Youd, — Yo vg, = 25 Yo~ Yh vk - Yh YR Y Ya t Ya — Tap
Yovy, = Yo vdi = — L vh + v vh — v ovd R3vd.
Yovg, = Yo Yh b Ve Y (¥ oY) — (YR
Y3\1'§1 - Y, Y:ln = ‘2'111 Y:ln ’ ‘1/52 \!’:-;1 + “i/:]n Y:’il + Ym Y_;l - ”l; Y]l +

RGN CE

Yoyl - Yovie = 2 Yho— Y Yh o Yh Ya 7 Ya Yh T 2L+ v
Yavi, — Ying, - 3\{’;)1 Yilﬂ 2y, vh + e \'31 + v v

Y, vi = Y v s v — sy i) — (¥R
Yovi, = Y1 v5, = Vi Yh TV Y e Yh —3vh

Acest tablou il vom nota cu (1) iar a n-a eunﬁ:in din el cu simblul (T,%).
licuatiile Tui sint compatibile intre ele in sensul cd nu se exclud i existenta
lor nu cere conditii noi. In adevir, stxm cd in cazul varietdtilor neolonome

Yor 152 Yiuf intelegind prin Y, f = Y,(Yy/). In cazul nostra avem|2,10.57
3,"127‘ - Ygl f = (Y}O ]L Y‘ézz) ]] ( i1 '7\" 121 Y f + (!!’:1;2 - Ygl)ysf’ (14)
Y" f—= yazf = _YYM Ylf + 2+ ilsxn / — Ygz Y3f’
Vod = Yl (v ~1) Y,/ R T A

Aplicind operatorul Yy ecuatiei (7,1), operatorul Y, ecuatiei (7,6) si ope-
ratorul Y, ecuatiei (7,11) si scdzind din prima pe ultimele douid, in baza
formulelor precedente, rezultd ecuatia noud

@l (Y @ Hd Ol Y v

o «111 (Y nsz —-Y Ii (Ys 7?1 o Yl \1§1)+(“1§1 7}1) ()/d i12 —Y »30)
F05h— ) (Yo d— Yo vd) —vh (Yordh— Y vd) — (v, +1) (Y2731"‘3‘3Y21) -
—i5 (Y ¥5 — Y, 711) + Vi (Y vh = Yo vl + 30V g, Y, 1) — 0,

care 1n baza tabloului (7)) este identic verificatd. Aceeasi metodd putem s-o
aplicim si celorlalte eccuafii ale acestui tablou. Rezultatul obtinut ne
spune ca sistemul de ecuatii cu derivate partiale definit prin tabloul (7))
este complet.

4. Tabloul (1) se mai poate simplifica chiar in cazul general tinind
seamd ca factorii g, si p, nu sint determinati decit prin produsul lor. Dar
pentru a face acest lucru este necesar si facem diferite ipoteze asupra naturii
geometrice a varietatii. Astfel, putem face urmitoarea clasificare.

s Yoo) ~
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a) Varietatea (I'3) nu este riglatd. Ca si in cazul suprafetelor, dacid pe
varietate se gliseste o familie de drepte, ele trebuiesc si fie asimptotice.
Ori, pentru ca congruenja (C,) si fie formata din drepte, va trebui ca planul

\P—M,Y,M,Y,,M| =0,

sa fie nedeterminat. Dar, in ipotezele ficute

ViM=u  YuM=Yu=1lp+1e
incit conditia cdutatd este y¥ = 0. Analog, pentru ca congruenta (C,) sd
fie formatd din drepte va fi necesar sd avem vy}, = 0.
Pentru ca varietatea si nu fie riglatd va fi deci necesar si presupunem

MRS in aceastd ipotezd, vom putea alege pe p; si p, astfel ca

Yh = Vi (15)

Folosind notatiile initiale aceastd ipotezd cere sa luam [2, no. 10]

=0/ (15)

.1
P Cay

care in numere reale, impreund cu (9'), (10'), determind in mod unic factorii
de propor‘;lonalltate f1, €2, Og-

b) Varietatea (V%) este simplu riglatd, adicid y%, = 0, v}, 3% 0 (sau in-
vers). In aceastd ipotezi vom putea determina factorii de proporjionalitate
impunind conditia

oo b, (v, = 0). (16)
Aceasta revine la a lua
= (16")
f2 -
c) Varietatea (V'3) este dublu riglati, adicd avem in acelagi timp
T‘]l] i Adz =10 (17)

normalizarea se poate face cu ajutorul coeficienfilor v3, y3, presupunind ci
nu sint ambii nuli. Astfel, dacd v3 £ 0, vom lua
3
YSI = 1} (18)
ceea ce revine la a alege

) 1
L= Ty (18%)

De asemenea dacd v3, . 3, 7 0 putem face i normalizarea

Ya T Ya (19)

4 — Babes-Bolyagi: Matematica
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ceea ce revine la a lua

= (20)

Normalizarea (19) introduce calcule mai simetrice.
d) Daci avem in acelasi timp

[ S I St S
7™ T = Ty = YT = 0’ (:-)‘71)

ceea ce are loc pentru suprafefele riglate dublu ale caror normale afine trec
printr-un punct fix, deoarece in acest caz normala afini este definiti prin

vectorul my [2,nr. 147, atunci normalizarea se poate face cu ajutorul co-
eficienfilor vy},,vZ presupunind cd nu sint ambii nuli. Astfel, dacd v2 3£ 0,
putem lua

2 _ .
il 7T 11 (22)
ceea ce revine la a pune
pr = - 22/
ek (227)

Ca i la cazul precedent, dacd +l,. v o atunci putem face de asemenea
normalizarea prin impunerea conditei

W2 ol .
TR 6T (23)
ceea ce revine la a lua

(23"

¢) Mai departe, putem avea in acelasi timp
2 L3 L L3 2

YT Y T Va7 Ve = Y = Ta o= U (24)
ceea ce are loc pentru varietitile dublu riglate care au normala afina confun-
datd cu prima normald proiectivd si trecind printr-un punct fix [2,n0.16].
Pentru normalizare, vom tine seama ca varietdtile (J'1) si (172) sint olonome

sau neolonome dupd cum expresiile [2, nr. 7]
1. 1 2 2 o
52 " {;;2’ Q - YBX’ (‘3'))
sint sau nu diferite de zero. Presupunind cd una cel putin este neolonoma,

de ex. a dona, vom putea lua Y

2 YA
HK T 1 (Zb)

! Inipoteza cd ambele varietd{i sint neolonome, se¢ poate face normalizarea luind

1 2 e
Va2 = Y310 126,)
ceea ce conduce la

alegere care are dezavantajul cd poate introduce in caleule numere complexe.
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ceea ce revine la alegerea factorilor

= (26')
s
#) In fine avem cazul varietdtilor pentru care au loc in acelasi timp
conditiile
~r3 ! R R oo a2 D “ =
4t oo ™% M3 ™7 Vg ™ T2 ™ T fe = ¥ =0, (27)

si pentru care varietdtile (I71), (I72) sint olonome (conuri cu virful in origing).
Tabloul (T) se reduce in acest caz la ecuatiile

- LN R 3 . 3 P T

Yivi =0, Ygvd = — 3y Yov), =0, Yuv), = =3+, (28)
2 S ) NS 1 (3.

Ylez +Y, T = 2 Yo T (V le) +Yo1'

UV TR AN RIS eV V- IR ¥ SV S 1 1.9y

¥ 3 7T ¥ 113 n ( {1 ”* } ERERE Y‘2 T i (Ylil - 2) = ()

Avind in vedere numirul redus al acestor ecuafii, problema normalizarii
nu mai este cazul sd se pund. De altfel cu aceste varietdti ne-am ocupat siin
lucrarea 137,

Am dat mai sus normaliziiri i pentru cazurile cind varietatea este
simplu sau dublu riglatd desi in aceastd lucrare nu le vom folosi. Tile pot
fi utilizate insd intr-un studiu ulterior. Desigur cd normalizirile propuse
pot fi schimbate cu altele care in anumite probleme pot apirea mai indicate.

11

5. De-a lungul varietatilor (7,,) vom avea in acelasi timp

2

I
LSy const., -2 = const. (29)
[;5 ([4

In baza unui caleul facut in luerarea 12, nr. 217 pe aceste varietati vom ave:

-3 3,z
Acfief = (efy = o) X

- == const.,
AD?(13x9)

1-;- == const. (30)

Conform ipotezelor ficute la (no.2), aceste conditii se reduc la

3 W3 cons D3 a8 "
Y8, 3, = const., i, Ya == const.,

adicad
3 =z o= const, vi = [ = const., @h

12 ' 1,1
unde prin ipotezad vom presupune cd constantele = si 8 sint astfel cd
X 5 oy ¢ oy
af(x® - B2 520, (32)
Prin accastd ipotezd lisam deoparte din studiul nostru varietdtile pentru

care in punctul curent liniile asimptotice ar avea un punct stationar, s-ar
comporta ca un complex liniar sau ar fi olonome [2, nr. 227
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Prin impartirea lui (29') cu (30°) rezulta ci varietdfile (z),) se bucurd
de asemenea de proprietatea c¢i de-a lungul lor

X const., (33)
2

ceea ce este o proprietate proiectivd a lor {2, nr. 217. Cu notatiile A. Pan -
tazi [9, p. 348; 6 §3], de-a lungul varietdtilor considerate, invariantul
proiectiv I de primul ordin, este constant (invariantul fundamental, cum

il numeste T. Mihdilescu [5, p. 477]).
6. S4 reducem tabloul (T)) la forma cea mai simpld in baza conditiilor
(31). Vom presupune indeplinitd conditia (15). Din (T, 4) si (T,, 5) scoatem

+ -+ .
Yh=2I0vh vh= - (34)

I

Inlocuind aceste valori in (T, 10) si (T, 14) rezultd relatiile

2 2 a ﬁ =
Yivo = —¥i 110 + Yn (21 — (o0 — By = (‘{21) ) (33)
. 0 9 5 -6 -
Yoyl = —¥hvh + vhyh, + a2 <Y12) ) (36)

De asemenea, din relatiile (7,9) si (7,,15) rezultd

28

Yorh = —vhvh 4+ —— 5 Yitd, 36 - ——— (37)
Yivie = — i1l ‘;%%E Y12v3 — 3 Z ;S (38)

Cu ajutorul formulelor (35) si (36), relatiile (7', 2) si (T, 3) se scriu

Yl‘x’fl = “‘3‘{:1Yf1 - ZYlezx ﬁ (Y12)® + 2(x — B)Ys2s (39)
Yovi = —3vhvl — 2vhivi. — poa— n("('u — 2(e — B)vi (409

Relatiile care ne-au ramas se scriu sub forma

2 o B o f
Y‘Yi”-’ + Y3Y1‘1 = “2Y{lY§2 + YllZYg.! - Y:IY:Z - YEZYﬁ\ — (lel)z — (@1
—_ (, — 3)-\{;' 4~ [3

- Yiv), — Yavii = —Yuth + Ya¥h — Yivh + vhve — (42)
+1) + '{:I’
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S 4 f b a - 9 9
Yo vy + Yavee = vaya — YY1 — YOYa — YoaYé - (43)
a+p . ’
+ B YJIY:Z ZYEZ’
j , . 2
Yoy — ya’Y?: = SfoY:lu + ZY:ZZQY:§2 + x E 5 YiuTie + SYH' (44)
| "
Yivi — Y3ﬂ2 = —ZYlllel" + Y:ZY:ISI - YT!Y%J - +ZY;47’21 + (45)
Jx — 3
-} P ler
2 2 Q20 Ll N2 ‘.+a+ﬁ'y2‘/l»'— (46)
Yova — Yavi, = —2Y5LY5 — Yu¥a fuYa T, Taifie
23 2
i — ‘G YZI’
3 o
Yivs —Yavi = —3vlvd, + 2v5,v5 — x_jg DT 47

7. In formulele (35)—(47) coeficientii care au unul din indicii inferiori
3 trebuiesc privifi ca functii auxiliare care ugureazd scrierea ecuafiilor e
compatibilitate; de asemenea operatorul Y,. Ele pot fi scrise si farad ace§t1
auxiliari. In adevir, (41), (35) si (36) dau p051b111tatea sd calculdm pe y!

v2, si vl,. Inlocuind valorile obinute in celelalte formule si folosind for-

mulele (15) se poate elimina Y. Calculele sint prea complicate ca sd le redim
aci mai ales cd rezultatele ce se obtin sint complicate si practic nu pot fi
folosite.

in concluzie, coeficientii lui R icci ai varietdtilor (T,) neriglate
vor trebui s satisfacd conditiilor de integrabilitate (34)—(47). Ca aplicatie,
ne propunem sd determindm varleta;ﬂe (T,p5) mneriglate. De-a lungul acestor
varietdfi va trebui si avem In plus satisfacute condifiile

3

Vo = Ysz = 0.
Or, formulele (34) spun ci in aceste ipoteze va trebui si avem de asemenea

Y5 = Yz = V-
Dar aceste conditii, in baza formulelor (37), (38) conduc la egalitatea a=§
sau a=0, p==0, ceea ce noi am exclus din calculele noastre. Aceista inseamna
ci nu avem varietdti (7,,5) neriglate.

De asemenea nu putem avea varietdti (7,,,), (I2;) neriglate deoarece
pentru asemenea varietati ar trebui sa avem relatiile [2,nr. 16]
T = Y Yi = €Yip

unde ¢ este -1 sau —1 si care in baza lui (34) ar conduce la a=0, f=0.
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Condifiile de integrabilitate (34)—(47) sint totuna cu ecuatiile di-
ferentiale exterioare

iy ds® ] ‘“:(" YaYh Yoo Yip (% — ﬁ)Y‘”'I": g( ) )[d\ ds? 14+ (48)

2o = BYraes g1
+ ((Y:l iz +;£__(3 Yi:Ys + 3 %:}Té) [ds® dst ],

[dYgl dss] :(“' Yng:::l +a BB Y"Y + 33&«) :’;){V‘{SB 1153] +

9 9 o + 2 L 1
+(YI1Y:3 —YhYa + (o - B) Y5, ‘%‘Z — 2(\(21)2){'(151(1’.\1 1,

[dy!, dst] —[dv2, ds?] +[dv), ds?] =

=2y ¥ — YL YL Yt YR s H(vi) (2 —B) vl — B)[ds' ds® 14

b = vt — v - — 2|l ds] ¢

2 «t+B . ~ 1 3 Fel
‘}‘(ﬂ ! {ogY“ + YuYJl YUY:I;: +ﬁ l'.’x(Y:ln - 1) x/11)[‘(]‘8 ds g

V) Ast D —(dyy dst ] - [dy), dsP] =

L 2

o o 3 - f o 9 -
{3 ]ﬂ 0T Y3 Y +3vivi — : (:j(Yll")._S(“ - B)Y:l;z)[dsl ds?] +

2 -

x

‘:"\J 9
o ‘?“(3‘:"1—)1\ 12Y Y;: i ﬁY 1x *'3YH)[{192 ds®] +

oo | : -
N 0 DO TS B S a2 “ 4By S - 3 |
+ ( - 1’ I e {JH i {H s + o B {33Y'_5| - 2 Y] d\ d" 1y

1 g «

[dvi ds') 4 [dy3 ds?] + [dvi a’s-”] =

AR R R CCALE R NE AR

RO G YU R S BS ST I | o 4B . 2 1037 o
'( “ine Ly "BI{JH ‘”f;;;g +(1. {$ {;]op %Aé[ﬂ'\ {{\ #
By v =2yt v g ez 2 [dsS dst -
N in RETRE TR g fala > &

8. S4 trecem la determinarea varietdtilor (T3) neriglate. Cum de-a
lungul acestor varietdfi normala afind trece printr-un punct fix, pe care-1

alegem originea, va trebui sid avem
3 e A3 ()_ (4q)

{'n fge 77
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-t
fva)

Alegem normalizarea definitd prin (15). In baza acestor ipoteze, formulele
(T, 10y si (T4, 14) spun ca

1 2 -
Yaz = Y = O, (30)
Mai departe, formulele (1°), 7) si (T, 13) se scriu
— 1 3.1 1 | ,1 T a2 22 1
Y3Y22 - 3131 T22 1 3\-22’ )3111 - dYu Vs
si luind pe vi ca functie necunoscuti ecuatia (15) cere

Y]

b (5”

el

t Tt
31 T Yavh =

Yolosind aceste formule, (T, 11) si T,, 6) spun ci

Yivi, = ~%-r.'., Yyvi, = —-gv:::?: (52)
mai departe, (1, 12) si (I}, 8) dau
Yorl, = =37l Yavh = —1vi (53)
iar (T, 15) si (I, 9)
YVsvip= =37  Ysvy = =37, (54)
In fine, formulele rimase din (7,) dau succesiv ecuatiile
Yivdh = —va (v tv3)
Yovl, = —vh (Yht1i)
Yivh + Yoh = — 29k vh — (v vh — Y vh Y vh ¥h o (v ).
Yivh — Yoy, = =3y, vh Yl Y —Yh Yo+ (Y1)% ] (35)
Yivd — Yoyl = 3y vh+vh v+ v —(v)R

In concluzie, varietdtile (13,) sint definite prin coeficienfii lui Ricci
- < < . . . 1
care in bund parte, cum aratd formulele de mai sus, pot fi alesi 1, —- , sau
0, si mai depind de functiile v%,, v3,, vl., Yo, Y1, Yisr Y;, care verificd ecua-

tiile diferentiale (51,), (52), (53), (54) si (55). Aceste ecuatii sint cchivalente
cu sistemul de ecuatii diferenfiale exterioare

dd,dst] =y, (v3, +v3) [dstds?] —3v3, [ds?dst], (56)
[dy3, ds?] = — v}, (vi,+v3) ldstds?] +-3v3 [ds? ds?],

3 2 rre . 3 5
[ds! ds?] + 5 Tin [ds? ds®] — B Yi. [ds? dst],



56 GH. TH. GHEORGHIU 12

[axz, ds%) + [avf ds'] = (B j vk, + ¥R Th + Yiv — (VE)?) (4177 4
3 3,
+ 5 Yo [ds? ds3] — 5 Th [ds® dst],
Wﬂl ds'] — WY%:Z ds?] = (ZY;1 Y:_fz + (7121)2 + Y:z Ygl + Y;1Y;2 - Yéz Y:_':, o
1 3 3
— (3, ) st dst] — Doz, st dst) — 2y st st
9. Pentru a incheia sd determinam varietétile (T,). Acestea se vor deduce
din cele de la no. prec. luind in plus [3,n0.14]
T = Ty = 0. (57)

in baza acestor relatii ecuatiile (53) dispar iar (55) devin

Yivy =0, Yo v, =0, (58)
1 ,
YlY%g + YzY]u = _ZYll[Ygg - (Y%l)z +§(Y?g + Yé]>1
Yivli=—3viivi  Yevhi= =37k

Ecuatiile (51,) si (68,), (68;) ne spun, in baza celor ardtate la [2,n0.3], ci
va trebui sd avem

d‘(z ' 2 L
—— =yl dst 4 y)ds® 5 gss, (59)

3

Pentru a avea aceastd egalitate, va trebui ca expresia din dreapta si aibi
diferenfiala exterioard nuld. Acelagi lucru putem si-1 facem folosind linia
urmatd pind acum scriind cd conditiile (14) sint identic verificate in

care vom lua
1
f = 3 (]n Y?])
si in baza lui (89)
. , 9 1 -
Yll = Yil’ y2f = Y':):zl Y3f = T; (09')

Scriind aceste condi}ii rezulti egalitatea noud
1 : 3
YZY:l - YlYgz = —QY:thz +§(an - Y?z)' (60)
Aceasta combinatd cu (58) ne da

Yiv% :l(_(Yfl)z + Y?Z)’ Yovii = =2y Y5 —3

2
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-1

Avind in vedere cd am ficut multe transformiri succesive, dim mai
jos tabloul coeficientilor lui R icci care definesc varietatile (7'4); acesta
este

Tn i =0

Y =0 T = —Yh Vi

Yie = 1 T = 0 T =05
Yau = — Yn 15 =10 Yoy ’
Yi2 = Yu Yis T = U5
Yis = 0 Y =1 Y =03
Y}n = i; Yéql =0 Ygl =0,
Y3 = 0 Yi = Y 13 =0,

Y =0 Y3 =0 13 = L,

si dupd cum se vede depindede functiile y!,, v}, v3,, ¥3,, v3, care satis-
fac ecuatiilor diferentiale

Vi = 0 Vo= 0,
— - J— 2 3
Y] Y?l - *—3-{:1 Yf]* Y2 Yf[ = 3-\{%1 YSZ’ YSY;; = 5 Y?l:

-

w2 o1 N - v 2
Y, Y22 “g("’ ( fﬁ)z + Y?g) Y2(:! = ZY:| T2 "‘%’(Y%n)z +%Ygl,

1= 3. 2 3
Y, 37 Y, (5 = "§Y§ZL
Yy vi, = — 37}, Yy vh = — 3vi

Yle sint totuna cu sistemul de ecuatii diferentiale exterioare
) o ya 1o
i, = —3Yr.(vhd8‘ + vds* + S ds ’)' (63)

Y3, ds'] = — 3v3,[ds®ds") ; [dy3, ds?] = 3y ] [ds? ds?].

12 21

N . : . . 3
[dyydst] :(2Yl‘l T +%(Yfl)2 —%Y:_fl)[d‘sl ds?]—3 i [ds®dst],

[dyids?] :%("('{%l)z + Y?'Z) [ds' ds?] +%Y52[d32 ds3].

10. Ca incheiere, ne propunem si dim citeva proprietifi ale ultimelor

varietafi. In primul rind facem observarea ci varietatile (V'), (V*), (V°) sint
olonome sau nu, dupd cum expresiile

1 2 o o 3 .
Q =yl — v Q=vi—-% Q=v,—7 (64)
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sint nule sau diferite de zero [2,nr. 7. In baza tabloului de mai sus constatam
¢d pentru varietdfile (T} avem

Q' =0 =0, (65)

ceea ce inseamna ca pentru ele, varietdtile (I si (V) sint olonome, i anume,
formeazi fiecare separat, o familie de conuri cu virful in origini.

Pe de altdi parte, avind in vedere tabloul coeficientilor lui Ricci
rezultd ci aceste varietdti au de-a lungul lor

V3 a2 3 o Wl
(31 = Yo Yoo = Y2

Yo FYa =0 Y, +v,=0

ceea ce inseamnd ca sint in ncelasi timp si varietati (T,), (75); cu alte cuvinte
varietiatile in chestiune sint in acelasi timp (Ty;.¢). Acestea sint singurele
varietdti Titeica de acest fel cum se constatd imediat luind in (T7)

S S S S 1. a2
Y = Ya2 T Yy T Y T 0, vi = Yi

In lucrarea 73, nur. 13 - 14] sint determinate varietdti de acest gen
dublu riglate.
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OTHOCHUTEJIBHO HETOJIOHOMHbBIX PA3ZHOBWIHOCTEM HMLIEMKH

(Peswome)

PaGota naunnaetcst kjaaccudukauneil HerojouoMHniX  pasnoBuanocTel  Luyelxu,
UCXOAf W3 H3BECTHBIX XdpakTepubix ocobennocteil nosepxuocrell Lluyedru. Tak, Ha30BEM:
a) pasHoBHAHOCTH (1) HErOJIOHOMHBIMH PA3HOBIIHOCTAMH, BAOJb KOTOPBIX OTHOILEHMe
I,

14 ABARETCA NOCTosiHubIM, K, Gvavum nepsoft  noauoil MeTpuueckofi KpHBH3HOA pasto-
I

BIIHOCTH, a  —— paccTosiHile 0T Hauala 10 KacaTeabHoii NI0CKOCTH, 6} PasHOBHAHOCTH
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K

(Ty) BAOJbL KOTOPLIX OTHOWICHMHE ;142 ABJASETCs NOCTOsiHUBIM, Tae K, — Bropas noauas
eTpHyecKass KpHBH3HA, B) pPaSHOBHAHOCTH (I'dg) BROABL KoTopbix adduuoBas nopMaib
NPOXOANT uepe3 IOCTOAHHYIO TOMKY. ) pasHoBuavoct# ‘(.  BAOAb KOTOPBIX NepBas
NPOEKIHOHHAS HOPMaJb IPOXOAHT uepe3 [OCTOSHHYIO TOUKy; A) passoBuaoctH  (T).
BJ0Jb  KOTOPLIX BTOpas IPOEKUHOHHAsT HOPMaab OCTaéTcsl B INOCTOAHHOH IJIOCKOCTH;
¢) pasnoBufHocTH (Tg), KOTODBIX aCHMNTOTHYECKHE Pa3BEPTLIBAEMbIE JIMHEHYATHIX ACHMIITO-
THYECKHX JIOBEPXHOCTell SBJSIOTCS KOHYCamu ¢ BEDIIHHOH B OJHOH M TOH e TOukKe;
K) pasuoBuaHoCTH (73);, aCHMNOTOTHUecKHe JHHeluaTble KOTOPBIX HMeOT Tiockie dae-
KHOWAHbIe JHHHH M COBhajialoulne B noctoannoil 1aockoct. OGosnauwwM Booblue uepes
(Tab...) pasHOBHAHOCTH, KOTOpHie SABJAAIOTCH B 01HO W To e Bpems (7a), (T¢),. ..

B nepBoit uactd pabortbl OcCBaHBaeTcst UEHTPO-ap@PHHHOE H3yueHHe PA3HOBHIHOCTH
V3), nupHcoeiMHHB K Heii ente Ase pasHoBHAHocTH (V1) (V2), Takum o6pa3oM, utobst
OHW TIepeceKajHch Obl NMONAapHO MO TPEM KOHIPYeHTHOCTAM KpuBHX (Ch), H3 KOTOPBIX
ilepBLie [Be LOKHBI ObITh 06GpasoBanbl acUMITOTMKaMu pasHoBuinocts (V3), a tperbs
H3 NpAMBIX, COBAMHSIIOIIMX TEKYIIYIO TO4KY pasHoBHIHOCTH ¢ navanom. [lodo6pas
$aKTopyl NPONOPUHOHANBHOCTIL ( 4°py, 83, HA Bce TPH KOHFPYEHIHH Takinm obpasow,
uyte6bl noAyuuts (9) u (10), Kosb®iunenrsr Puuuu, ynosaetsopst Tabauie (), 3aTeMm
npeanaraercs noabop daktopos g, H g npu nocpeacrse (15), NpemnosokuB, 4To pPasHo-
BUJHOCTh He SIBAsieTCSl JHHeH4aToil.

Bo Bropoii uwacTu paboThl cHauada oOnpefensioTes pasHoBHAHocTH, (1)) BHOJB
Kotopblx Kos$duunentol Puwau ynosnersopst ycaosuam (11), (12), (13), (15), (31},
(34), (37). 3arem onpelensiorcs PasHOBHAHOCTH, BAOJAb KOTOPHIX OyAeM HMeTb YCJOBHH
(12), (13), (15), (49). (B0), (55). PaznoBuanocTH ( 3) onpemeasioTcst M3 NpPeablAYIIHX,
noctasup ewe yciosua (57), Ilpu 3THX npeinonokeHHsx pPa3HOBHAHOCTI MeloT Ko gu-
unentol Puuyy, npusegentvie B Tabaune uz (Ne9), rae Y:l’ Yf,, Yfg, Ygl, Yoo
yaoBjeTBopsaoT cHcreme (62) uaum (63). 3TH pasHOBHIHNOCTH B TO K€ BPEMs SIBASIOTCH
Ta4se); BAOAL HHX pasHoBHAHOCTH (M) H (V,) SABAKIOTCS TOJOHOMHBIMH,

SUR LES VARIFTES NONHOLONOMES TITEICA
(Résume)
On conunence par une classification des variétés nonholonomes 7ifeica en partant des

propriétés caractéristiques connues des surface Tifeica. On peut faire la classification suivante:
K,

a) les variétés (7)) le long desquelles le rapport l‘l’ est comstant, K, étant la premiére
[£
courbure totale métrique de la variété et d la distance de 'origine au plan tangent; b) les variétés

K
(T,) le long desquelles le rapport ;{: est constant ol i, est la deuxitme courbure totale

métrique; ¢) les variétés (T,) le long desquelles la normale affine passe par un point fixe; d)
les variétés (7)) le long desquelles la premiére normale projective passe par un point fixe; e¢)
les variétés (T5) le long desquelles la deuxi¢me normale affine reste dans un plan fixe;f) les variétés
(T'g) dont les développables asymptotiques des surfaces réglées asymptotiques sont des cones
du méme somiet; g) les variétés (7,) dont les lignes flecnodales de réglées asymptotiques
sont planes et confondues dans le plan de I'infini. Nous désignons par (T,p)... une vari¢té¢ qui
est en méme temps (Tq), (Tp), ...

Dans la premiére partie on commence une étude centro-affine d une variété (173) en associ-
ant encore deux variétés (1'1) et (1% telles qu'elles se coupent deux a deux d’aprés trois congru-
ences des courbes (Cy) parmi lesquelles deux soient formées par les congruences des asymptotiques
de la variété (173) et la troisi¢me formée par les droites qui passent par le point courant et 1'ori-
gine. On peut choisir les facteurs de proportionnalités g,, p,, gy sur les trois congruences tels
que nous ayons (9) ¢t (10). Dans ces conditions, les coefficients de Ricci satisfont aux conditions
du tableau (77). On propose ensuite de choisir les facteurs g, et p, par la relation (15) dans
I'hypothése ot la variété n'est pas régléc.
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Dans la deuxiéme partie, on détermine premiérement les variétés (7,,) le long desquelles
les coefficients de Ricci satisferont aux conditions (11), (12), (13}, (15), (31), (34)—(47). Ensuite
on détermine les variétés (T,) le long desquelles nous aurons les conditions (12), (13), (15),
(49}, (50)—(55). Les variétés (T;,) appartiennent aux précédentes avec les conditions (57) de
plus. Dans ces hypothéses les variétés ont les coefficients de Ricci écrits dans le tableau (no.9)
et ou y}], lel' yfz, gl' 732 satisfont au systéme (62) ou (63). Ces variétés sont en méme temps
{T,454); pour elles, les variétés (V1) et (V2) sont holonomes.



SUPRAFETE RIGLATE NORMALE ASOCIATE UNEI
SUPRAFETE NEDESFASURABILE

de
TIBERIU MIHAILESCU

In studiul diferential proiectiv al suprafefelor din spatiul obisnuit
intervin, in mod frecvent, congruenfe binare de drepte asociate in mod
intrinsec unei suprafete date si care introduc figuri avind un rol important in
determinarea proprietdtilor suprafetei. Astfel, sint intrebuingate congruentele
transversale si congruengele tangeniiale, denumite si congruente de clasa
I respectiv de clasa I ([2], p. 276).

Vom ardta, in cele ce urmeazi, cd intre suprafetele riglate nedesfisura-
bile, care pot fi formate cu dreptele unor astfel de congreunte, poate fi intro-
dusd o relatie de naturd intrinsecd si proiectiva, numita relatie de normalitate.

Aceastd relatie, consideratd anterior de E.Cartan [1] ca o gene-
ralizare, in cadrul grupului proiectiv, a relatiei de ortogonalitate metrica
a doud suprafete riglate nedesfisurabile avind o generatoare comund, permite
stabilirea unor noi proprietati diferentiale proiective ale congruenielor

mentionate si deci ale suprafetelor de bazd cirora aceste figuri le sint aso-
ciate.

1. Fie (I") o congruentd transversald determinatd asociatd unei suprafete
date neriglate (S), reportatd la o familie de repere asimptotice (R,).

Coordonatele pluckeriene ale dreptelor (A,) ale congruentei sint de
forma

Ay = [4,,P]
unde
P=xd, +vdA, + 4, (1)
Functiile x, v — numite parametrii congruentei — depind de parametri

principali si de cei secundari ai familiei de repere (R;) si verifica sistemul
Ptaff (17) ([2], p. 277).

Fie (C,) o curbd prin A, a suprafefei (S) tangentd in acest punct la
dreapta

4y, 4y + ~ 4y | (2)
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Dreptele (A;) ale congruentei (1), care sint incidente cu punctele curbei
(C,), formeazd o suprafatd riglatd (R ).
Coordonatele planului tangent la aceastd suprafata in punctul

M=1d,+ P (3)
al dreptei () asociatd punctului .4, sint:
o= Ay, PoM o+ dM
= T4y, P (Tog & by xty) A, 4+ (fog -+ po—vpy A7 (4)

unde:
py = dx + XYy F VYoo + 0y,
Po =AY + Yoy, = Vg - © ga,

/)3 == R OMY - Midgs + o a3,

Se stie cd intre punctele unci generatoare rectilinii a unei suprafefe
riglate nedesfisurabile +i planele tangente la aceastd suprafatd in punctele
generatoarei considerate existd o corespondentd proiectivd care este numiti
Lorehtm principald asociatd generatoarei (721, p. 228).

Scriind coordonatele unui plan, care contin dreapta (&), sub forma:

Ay, P, Ay Py (5)

valoarea parametrului ¢, care corespunde planulai tangent o7, este datit de
relatia

(fogg = Py — Vg ) — 4t (lwy -+ Py —x py) =10 (6)
)

care, tinind seami de relatiile (19) (12), p. 277), se scrie sub forma:

, L . , A ,
(/) ©o1 g, @y + Fog) — U (Log + g @y + Ley) =0 (7)

i

coeficientii fy, /1, gy, v, fiind dati de relatiile (197) (127, p. 278).

Introducind cocficientul director s al tangentei in 4, la curba direc-
toare (Cg4), a suprafetei riglate (o), ccuatia corelatiei principale, dedusa din
(75, este

B4 at’ ol b0 (8)
unde:
a == fi 4+ oy, b= ’{ =g’y 9)

Fie (C,), (Cs,) doud curbe ale suprafetei (S), care contin punctul A4
unde ele au tangente distincte (5, = o).

Suprafetele riglate (R,,), (R,,), care apartin congruentei (I') si au curbele
considerate drept curbe directoflrc, au in comun o generatoare rectilinie care
este Insdsi dreapta () a congruenfei (I') asociatd punctului A,.

Produsul celor doud corelatii principale asociate acestel geueratoare
comunc in raport cu cele doud suprafete riglate cirora apartine este o cores-
pondentd omograficd intre planele fasciculului care are dreapta (A;) ca
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axd, corespondentul unui plan =, din fascicul, care este tangent la (K,)
intr-un punct M al dreptei (A,), fiind planul =, care este tangent la (R,
In acelasi punct M.

In cazul in care aceastd omografie este o involutic se spune c¢a suprafe-
tele riglate counsiderate (Rs)), (Rs,) se intersecteazd armonic 17 sau ca
sint normale.

Daca:
thy +aVt — ot — b =0, (10)
e + a® s — 6yt — b = 0, 1
unde
' = h 4 o0 g, b fi -+ o '{1 f= 12)

sint ecuajiile corelatiilor principale asociate dreptei (4;) relativ la cele
doua suprafefe riglate, rezultd — prin eliminarea argumentului / — ecuatia
corespondentei omografice intre planele tangente la suprafatele riglate (R,)),
(R,,) In punctele dreptei (A)):

(@ —a" £ £, F(oa BN B e d ) 1, (o B 6 b =0 (12)
Se deduce ¢d relatia
spa® ooy at pl (13)

exprimd condifia necesard si suficientd ca suprafetele riglate considerate
(Ks), (Ry) sd fie normale.

Se observi cd definitia suprafetelor riglate normale este mult mai gene-
rald deoarece ea este valabild pentru doud suprafete riglate nedesfasurabile
arbitrare care au o generatoare rectilinie comuna de-a lungul cdreia cele doun
suprafete nu sint tangente.

Figura a fost consideratd pentru prima data de E. Cartan care a intre-
huintat-o in definirea evolventelor unci suprafete riglate date {1°

In cazul unei congrucnte tangentiale (1) asociatd suprafetei (S}, dreptele
(Aqr) ale acestel congruente, care sint situate in plancle tangente la (S) in
punctele curbelor (Co), (Co,), formeazi doud suprafete riglate (Rq), (R,
care au in comun dreapta (Ajy) asociatd punctului .

Condifia necesard si suficientd de normalitate a celor doud suprafete
riglate (R,), (R,) este exprimatd de relatia:

sy a” Foyat =W L pY (14
unde:
a =y doig, OV =i boig (= 12) (15)

coeficientii /,, g, £, g, flind dati de relatiile (28°) ([2], p. 280,

2. Dacd curba dircctoare (Cq) a unei suprafete riglate (&), care apartine
unei congruente date (') —transversalda sau tangentiald in raport cu supra-
fata (§) -- este o linie asimptoticd a suprafetei (5), suprafata riglata ([2,)
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se numeste suprafald riglatd asimpioticd a cougruentei considerate relativ
la suprafata (S).

Fiind datd o congruentd transversald (I'), ecuatiilec orelatiilor principale
relative la cele doud suprafefe riglate asimptotice, care contin dreapta (A;)
a congruentei date asociatd punctului A4,, sint :

u + fit, — f =0, (16)
o [;_m{_‘g'l;:()

& 1

dupi cum se deduce din (7) pentru variatiile care verificii relatia

wge = 0,,
respectiv
gy = 0.

Kliminarea argumentului ¢ din relatiile (16) conduce la ecuatia omografiei
relative la planele tangente la cele doud suprafee riglate asimptotice in
punctele dreptei (A)):

ghity,+ (h—g)ty +f=0 (17)

Suprafetele riglate asimptotice considerate sint normale dacd exista
relajia:
- %’1 =0
adicd

Ly My = v (18)

In acest caz, congruenta transversali (I') este conjugatid suprafefei
(S). (121, (38), p. 280

Prin urmare, cele doud suprafete riglate asimptotice ale unei congruente
transversale (I') sint normale dacd congruenta (I'} este conjugatd in raport
cu suprafaa (S) si numai in acest caz.

Intr-un mod aseméandtor se stabileste cd suprafafele riglate asimptotice
ale unei congruente tangentiale sint normale dacd congruenta este armonici
in raport cu suprafata de bazi (S) si numai in acest caz.

Asadar proprietatea de normalitate a suprafetelor riglate asimptotice
ale unei congruente de clasa I sau de clasa II este caracteristicd pentru
congruentele conjugate respectiv armonice in raport cu (5).

Pentru anumite congruenge de drepte asociate unei suprafefe,suprafetele
riglate asimptotice nu indeplinesc conditia de normalitate decit numai in
cazul in care suprafata de bazd apartine unei clase particulare. Astfel, ([2],
p- 343) suprafetele riglate asimptotice ale congruentelor formate cu dreptele
Iui Wilezynski sint normale dacad suprafata de bazid (S) este izotermo-asinip-
toticd.

3. Fie (C,), (C-,) curbele unei retele conjugate care contin punctul 4,.

Suprafetele riglate, care apartin unei congruente (I')— transversald sau
tangentiald — si care au drept curbe directoare cele doud curbe considerate,
se numesc suprafele riglate conjugale ale congruentei (I").
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In cazul unei congruente (I') transversale, conditia de normalitate a
doua suprafete riglate conjugate (Rg), ( R.g) devine:

6 (& + M) + a3 ¥+ cyoty -7 4 o2p—b (V2 4 62a?) = ¢ (19)

In particular, pentru congruenta dreptelor lui Wilczvnski [4,,
Ay T existd relafiile:

o= o= () Z)‘ mEopy = O

dect relatia (19) este

;o at

6= 0 (20)

Prin urmare, in congruenta transversald formatd de dreptele lui Wilczynski
4, A4, fiecare dreaptd a congruentei apar;me numai la doudd suprafete
rlgldtc conjugate ale congruentei care sint in relatie de normalitate.

Aceste suprafete riglate conjugate normale au drept curbe directoare
curbele retelei conjugate deflinitd de ccuafia diferentiald

YRS S L \
roog - opwd, = 0 (21)

Pentru o congruentd tangentiald condifia de normalitate a doud suprafete
riglate conjugate este:

G (Zy =1y o (a7 X = agh) =Dy (0 ate) — (¥ 4 a2y = 0 (22)

In cazul congruent telor dreptelor lui Wilczynski [A4,, A, ], existd numai
doud supmfete r1g1ate conjugate care contin o dreaptd determinati a con-
gruentei si care sint in relatie de normalitate.

T'le corespund aceleeasi retele conjugatce (21).

4. In cazul in care suprafata (S} este raportatd la o familie de repere
{R;) aderentd unei retele conjugate date, conditiile de normalitate a doud

supralete riglate care apartin unei aceleeasi congruente (I') — transversald
sau tangenfiald — pistreazd aceleasi forme (1'% si (14), coeficientii (11)

si (15) fiind caleulati cu funcgiile [, /7, ¢, ¢/ (1= 1.2) date de¢ formulele
(150) si (151) (2, p. 393).

Suprafefele riglate ale congruentei (I') care corespund curbelor retelei
conjugate, la care este aderentd familia de reper consideratd (R2,), se numesc
suprafete wglale conjugale princrpale ale congruentei (I').

O congruenta (") — transversald sau tangentiald — se numeste congru-
entd normald in raport cu o refea conjugatd datd (7271, p. 396) dacd figura
formata de tangentele Ia curbete focate ale congruentei si tangentele la curbele
reteled um]ugate este un sistem armonic.

Relatiile

«/1 =S gl == ()’
Ay gy — 3f, = 0,

exprima conditiile necesare si suficiente ca o congruenta transversald, respec-
tiv tangentiald, sa fie normald in raport cu refeaua conjugatd de baza.

— Babeg-Bolyai: Matematica
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Din (13) si (14) se deduce cid relatiile (23) exprima si conditiile necesare
si suficiente de normalitate a suprafefelor riglate conjugate principale ale

congruentelor considerate.
Prin urmare, o congruentd (') — transversald sau tangentiald — este

normald in raport cu o refea conjugatd dacd cele doud suprafefe riglate
conjugate principale ale ei sint normale si reciproc.

5. Rezultatele expuse rdmin valabile si in cazul in care suprafata de
bazi (S) este o suprafatd riglatd nedesfdsurabild, relatiile analitice fiind
supuse unor usoare modificdri datorite introducerii valorii

a; =90

([21 p- 220) in cazul intrebuintdrii familiei de repere asimptotice (K,).
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HOPMAJIBEHBIE JIMHEMYATLIE MOBEPXHOCTH, TNMPUCOENVHEHHBIE
K HEPA3BEPTbIBAEMOM ITOBEPXHOCTH

(Peswme)

Hcnoab3ys moHATHe © HOPMaJbHBIX JIHHe{UaTBIX IMOBEPXHOCTAX, PACCMOTPEHHOE
panbiwe E, Kapranowm, [1], aBrop ycrauaBiuBaeT HeCKOALKO pe3yJabTaToB OTHO-
CHTEJbHO HOPMAJBHLIX JHHEHYATbIX TNOBEpXHOCTel, NPHHALMEKALINX KOHTPYEHIHUAM npf-
MBbIX, TIPHCOEAMHEHHBIX K MAHHOH MOBEPXHOCTH B OGLIMHOM NPOEKIHOHHOM TIPOCTPAHCTBE.

LES SURFACES REGLEES NORMALES ASSOCIEES A UNE SURFACE
NON-DEVELOPPABLE

(Résumé)
En utilisant la notion de surfaces réglées normales, considérée antérieurement par E.

Cartan [1], lauteur établit quelques résultats concernant les surfaces réglées normales.
appartenant aux congruences de droites associées & une surface de I’espace projectif ordinaire,



APLICAREA IN GEOMETRIA NEEUCLIDIANA A NOTIUNII DE
NORMA A UNEI MATRICI

de
N. MTHAILEANTU (Bucuresti)

Intr-un spatiu neeuclidian tridimensional, de curburi 1 :¢% consi-
derdm m puncte X; (f = 1,2, ..., m) de coordonate omogene 2% (k = 0,
1, 2, 3,) si formdm matricea

| (1 1 3

g v now

0 1 3

X, X, X, !j - } X2 X2 X2 Xy

Admitem pentru doud matrici o operatie de inmulfire pe linii. Numim
normd a unei matrici, riddicina pitratd pozitivi din determinantul patra-
tului matricei. Notdm norma printr-o bard superioari.

X'Z 'Yl.Xﬁ U /\'l')(m
— 2 .Y 2 RS A
XX, K= | NN XA

m

XX XyX, o X2

m
produsele scalare fiind efectuate in sensul matricei neeuclidiene
e X == 0240 40 L 4l 41 2 42 3 43
Xi - Xj = g% x + ! x}.—{—xi a7+ ¥ %3

In virtutea identitdtii B in e t*, patratul normei unei matrici este
rdddcina patratd din suma patratelor tuturor minorilor de ordin maxim.

*AsevedeaTh, Angheluta: Cursde Algebrd Superioard, vol. I, 1943, p. 84.
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Aceeasi nofiune poate si fie introdusd relativ la m plane Z,(¢ = 1, 2, . ..

..., m) de coordonate omogene Z, (k= 0, 1, 2, 3) dar formdm matricea
cu coordonatele planelor, astfel

li - = |I= gE’ll 7%, qaﬂa

Al
- ¢ ( ‘
®m@ qh’m] ?E*m?_ /Em({ !

Cu ajutorul nofiunii de normd a wnei malrict pulent sd exprimdm simplu,
mulle jormule cave intervin in geometrie.

Exemple: Conditia ca trei puncte X, Y, 7 sd fic coliniare sau patru
puncte X, Y, 7, T sd fie coplanare se scrie

XT7 — 0 respectiv XY 2T - 0

Condifia ca trei plane £, v, I sd aibd o dreaptd comund sau ca patru
plane £, %, 7, 0 sia fie concurente se scrie

=0 respectiv I,

T

<l

= ()

AN

Daca XY este distanfa dintre doudl puncte X, Y si Zy unghiul a doud
plane £, 7,
2oin Y R 0 ain e — 5
g? sin —— = XY, g*sinZv = Iy
q
Distanta de la punctul Z la dreapta determinatd de punctele X, ¥
este datd de
Z,.xXY _ Nvz

sin =
7 7 XY

v

Unghiul planului 7 cu dreapta Zv de intersectic a planelor %, 4 este
dat de

. &t
g sin (LEn) = =
&n

Distanta de la punctul 7" la planul XYZ

~

T, XYZ XYZ
q XYZ

g sin

o

Distanta planului 0 la punctul O, comun planelor %, v, I

. 0,9 =30
g sin ~—s = —
7 &t
Unghiul « a doud drepte concurente, determinate de punctele A, Y
respectiv X, Z
. NYZX
Sl U = g o
NYANZ



NOTIUNEA DE NORMA A UNEI MATRICI 69
5

Lungimea 3 a perpendicularei comune a doua drepte coplanare, deter-
minate de planele £, n respectiv Z, I

g}
=
I3n 3

e

sin 2 = q
4

WY l
<

-3
Je

Doud drepte determinate de punctele X, Y respectiv 2,7 admit doua
perpendiculare comune, de lungimi 3;, 3, astfel cd
3, Y Z

i 81si
sin - sin = ===
m= g XY ZI

X

>
~

|

N

Dacd 00,0,0, este un reper de referin{d si o, 5,, 6,, oy planele luai
atunci coordonatele unui punct X sint date de

Coordonatele unui plan £ sint date de

&o,0,0 &6 6,0,
7 == i3 q El = etc
~0 6,6,0, 66,40,
Coordonatele (pliickeriene) ale unei drepte determinate de punctel
X, Y sau de planele %, « sint date de

XY0,0, _ 199 ot

q u = =—
XY0,0, En ooy
XY00 €n0,0

1 28 = L= 22 ete

XY 00, %y oo,

NPUMEHEHHWE B HE3BKJIMIOBO¥M TEOMETPHMH TIOHSATHA HOPMBI
MATPHLIBI

(Peszowme)

C noMOWIbIO MOHATHA HOPMbI MaTPHUB MOMHO NPOCTO Bbipa)aTe MHOTHE (OPMYJH,
BCTPENAIOUIHECH B FEOMETPHH, V

1’APPLICATION EN GEOMETRIE NON-EUCLIDIENNE DE LA NOTION
DE NORME D'UNE MATRICE

(Résumé)

On peut exprimer simplement, & 1’ aide de la notion de norme d’'une matrice, beaucoup

de formules qui interviennent en géométrie.






DESPRE CURBELE POLARE GENERALIZATE ALE CURBELOR
ALGEBRICE PLANE

de
B. ORBAN

Lucrarea de fatd generalizeazd curbele polare ale unui punct P in ra-
port cu o curbi algebricd datd, inlocuind punctul P cu punctele unei curbe
algebrice C, iar fasciculul de drepte cu centrul in P cu tangentele acele-
iagi curbe.

DrrmxiTie. Se considera in  planul proiectiv complex doud curbe
algebrice K si C. Fie P un punct al curbei €. Tangenta la C in P inter-
secteazd curba polard de ordinul p a punctului P in raport cu curba K
in punctele M, M,, ..., M,_,, unde r este ordinul curbei K. Curba des-
crisd de punctele M,, M,, ..., M,_, cind punctul P descrie curba C, o
vom numi ,,curbd polard generalizatd de ordinul p a curbei C in raport
cu curba K” si o vom nota cu I'”. Din definitie rezulty imediat cd I'? este
o curbi algebrici. In cazul particular cind curba C se reduce la un punct,
' este curba polard de ordinul p a punctului C in raport cu K.

Curbele polare astfel generalizate se pot aplica mai ales la studiul
problemelor legate de doud curbe algebrice. In aceastd lucrare vom
studia proprietatile fundamentale ale acestor curbe polare generalizate.
si le vom aplica la studiul curbzlor algebrice generale.

Unele proprietdti ale curbelor polare generalizate sint analoage cu
proprietitile cunoscute ale curbelor polare. Proprietdtile fundamentale ale
acestor curbe sint exprimate in teoremele 1-—7.

Prima teoremd se referd la ordinul curbei I'?.

TrorEMA 1. Notind cu 7 ordinul curbei K, cu# i m ordinul si clasa

curbei C, ordinul s al curbei polare generalizate " a curbei C in raport
cu K este:

s = p(n — m) - mr.
Demonstratie. Tinind seama de definitia curbei T si de o proprietate

cunoscutd a curbelor polare se vede usor, ¢ un punct arbitrar P din plan

se afld pe curba I'” atunci si numai atunci, daci cel putin unul dintre punc-
tele de intersectie ale primei curbe polare a punctului P in raport cu
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curba C gi curbei polare de ordinul » — p a aceluias punct in raport cu
curba K este un punct simplu al curbei C, (sau dacd cel putin £ puncte de
intersecfie ale acestor doud curbe coincid cu un punct multiplu de ordinul £ al
curbei C.) S84 notdm ecuatiile acestor curbe cu C"(M|P)=0, K"~ (M |P) =0,
raportate la un reper proiectiv arbitrar in plan, M fiind punctul cu-
rent. Fie A o dreaptd oarecare din plan, determinatd prin doui puncte
fixe Py si P,, iar P = P, + P,\ un punct arbitrar pe A. Vom ciuta ce
curbd descriu punctele comune ale curbelor C(l)(M[P) =0si K" " (M|P)=0,
cind punctul P se miscd pe dreapta A. Putem scrie:

- CYMP) = CVMIP, + WPy) = CV(MIP) + 2C(MIPy) =0 (12)

$1

K DM Py 2Py) = K" (M |Py) + 1Ky (M, Py, Py) +22K,(M, P, P,) +
WK (M, Py, Py + WK TO(MIP,) = 0, (2)

unde K, K,, ..., K | sint forme algebrice de ordinul » — p in coordo-
natele x,, x,, ¥; ale punctului M. Eliminind pe » dintre ecuatiile (1) si
(2) gésim:

K7 M P [C(M|Py) | 4+ Ky(M, Py, P)CV (M| PYCY (M Py 70 4
o 4 KU P) [CU(MP) T = 0 (3)

Gradul acestei ecuatil in xy, x,, vy, este p + (w — 1)(r — p), deci ecuatia
(3) reprezinti o curbd algebricd G de ordinul p 4+ (» — 1)(r — p). Numi-
rul punctelor comune ale curbelor C si G este egal, conform afirmatiei
enuntate la inceputul demonstratiei, cu numdrul punctelor comune ale
curbei T si dreptei A. Curbele C si G se intersecteazi dupd n[p + (n —
— 1)(r — $)] puncte. Dar tinind seamd c&d, curbele polare de ecuatii
C(”(M]P]) =0 si CYM|P,) =0 trec prin punctele nodale ale curbei €
si sint tangente la C in punctele cuspidale, din ecuatia (3) rezultd cd punc-
tele duble ale curbei C sint puncte multiple de ordinul # — p pentru curba
G. Deci numdrul punctelor comune ale curbelor C si G, diferite de punc-
tele duble ale lui C este

s=nlp+ (1) —p)— (r — p)(2d + 3k)

unde 4 $i £ reprezintd numirul punctelor nodale si cuspidale ale curbei C.
Conform primei formule a lui Plicker:
2+ 3k =nn—1) —m
Deci
s=nlp+ (=10~ p)]— (r — p)Infn — 1) — m]
sau
s = p(n — m) + mr.

Fiindcd dreapta arbitrard intersecteazia pe D' ins puncte, teorema este
demonstrati.
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Consecin{d. Dacd curba C este o curbd autoduald (n = m), ordinul
curbelor polare generalizate nu depinde de p.

In cazul particular cind C este un punct, adicd n = 0 si m = 1, rega-
sim ordinul cunoscut al curbei polare de ordinul p al punctului C in raport
cu K: s =vr — p.

Troreya 2. Toate curbele polare generalizate sint tangente la C in
punctele comune ale curbelor K si C.

Demonstratie. Fie M un punct comun al curbelor K si C. Conform
proprietdtii cunoscute a curbelor polare, curba polara K pe ordinul pa
punctului M in raport cu curba K, este tangentd in M la K si astfel tan-
genta t dusi in M la C intersecteazd curba K" in M, deci pe baza defi-
nitiei ' trece prin M.

Se considerd acum un punct N pe curba K, in vecinitatea punctului
M. Dintre cele m tangente, pe care le putem duce din N la curba C, cel
putin doua, {,, #,, au puncte de contact 7, si 7, in vecinidtatea punctu-
lui M. Fiindcd curba polard de ordinul p a punctului M in raport cu K
trece prin M, curbele polare de ordinul $ ale punctelor T si T, vor inter-
secta tangentele £, respectiv f, cel putin Intr-un punct P; pe f, si intr-un
punct P, pe #,, situate in vecindtatea punctului M. Conform definitiei,
P, si P, sint punctele curbei I'”'. Daci punctul N tinde citre M, P, si
P, vor tinde citre M, iar pozitia limitdi a tangentelor ¢, si ¢, fiind tan-
genta ¢ dusd in M la C, dreapta PP, are deasemenea aceastd tangentd
drept pozifia limitd. Deci ¢ este tangentd in M si la curba I ceea ce era
de demonstrat.

Consectnfd. Dacd curbele K si C sint tangente intr-un punct, toate
curbele polare generalizate vor fi tangente la K in acest punct.

Urmatoarele trei teoreme se referd la efectele singularititilor curbelor

K si C asupra curbei '
TrorpMa 3. Daci punctul M este un punct multiplu de ordinul % al
curbei K, acest punct este un punct multiplu de ordinul m(k — $) pentru

curba ' daci b > p. In cazul cind k < p, curba I'? nu trece prin M.
In special, dacd M este un punct cuspidal al curbei K, el este un punct

cuspidal si pentru I'” si tangentele cuspidale coincid.
Demonstratie. Tie M un punct multiplu de ordinul %k al curbei A si

sd considerdm tangentele ¢, #,, ..., ¢, duse din M la C (m fiind clasa lui
C) si notdm cu 7,,7,, ..., T, punctele lor de contact cu C. Curbele polare
ale punctelor 7, (| = 1,2, ... m) in raport cu K, dupid cum se stie, au

in M un punct multiplu de ordinul 2 — p (p < k). Deci din definitia curbei

" rezultd ci prin punctul M trec m ramuri ale curbei I'?, fiecare avind
in M cite un punct multiplu de ordinul 2 — . Rezulti cd punctul M este

un punct multiplu de ordinul m(k — p) (k¢ > ) pentru curba I'?. In
special cind M este un punct cuspidal de ordinul % cu tangenta cuspidala
t, curbele polare ale punctelor T, in raport cu curba K vor avea in M punct
cuspidal de ordinul % — $; tangentele cuspidale fiind coincidente cu ¢.
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Astfel si curba I'? admite un punct cuspidal in M cu tangentd cuspidali /.
Deci teorema este demonstrata.

Dupd cum se vede usor, punctele multiple nodale ale curbei C n-au
efect asupra curbelor I'”, Referitor la punctele cuspidale ale curbei C,
putem anunta urméitoarea teoremi:

TroreMA 4. Dacd curba C are un punct cuspidal U, curba polard gene-
ralizataI'si curba polard K?a punctului U in raport cu curba K vor fi

tangente in punctele unde tangenta cuspidald # intersecteazi curba K
adicd in » — p puncte.

Demonstratie. Sd presupunem mai intii ca curba C are un punct
dublu nodal intr-un punct U §i sd notdm cu ¢’ si ¢’ cele doud tangente
nodale. Curba polard de ordinul  al punctului ‘U intersecteazi pe ¢ si

£ in  punctele P;, P, ..., P;AP respectiv in P, P, ..., P s
Dacid acum tangentele t si t” tind cétre o dreaptd «, punctul U va deveni
un punct cuspidal al curbei C, iar dreptele P, P, P, P, ..., P, _ Pr _

vor tinde citre tangentele curbei polare de ordinul p a punctulul D in ra-
port cu curba K duse in punctele ei de intersectie cu dreapta u. Fiindcd
conform definifiei punctele P/si P (1 =1, 2, ... 7 — p) sint punctele

. { -
curbei l""’), teorema este demonstrati.

Observatie. In mod analog se poate demonstra usor ci daci U este un

punct cuspidal de ordinul % al curbei €, curbele ' si K® vor avea un
contact de ordinul 2 in punctele amintite mai sus.

TrOREMA 5. Tangenta inflexionald 7 a curbei C este tangenta multipld

de ordinul # — p a curbei polare generalizate I'” punctele de contact fiind
punctele de intersectie ale tangentei inflexionale cu curba polari de ordi-
nul $ a punctului de inflexiune 7 in raport cu curba K.

Demonstrafie. Sa presupunem cd curba C are o tangentd dubld ¢, punc-
tele de contact fiind T si T,. Curbele polare de ordinul ¢ ale punctelor T,
si Ty in raport cu curba K intersecteazd pe ¢ in punctele Py, P,,..., P,_,,
respectiv in punctele @y, Q,, ..., Q,—p, care In acelasi timp sint puncte
si ale curbei T, Daci T, si T, tind cdtre un punct I pe tangenta ¢, punc-
tul [ va deveni un punct de inflexiune al curbei C, iar punctele P, si

Qu («=1,2, ..., 7 — p) vor tinde cdtre punctele de intersectie R, ale
curbei polare de ordinul $ a punctului 7 in raport cu K, cu tangenta in-
flexionald 7 (x = 1,2, ... » — p). Fiindcd astfel tangenta inflexionali <

intersecteazi curba I'” in » — p puncte confundate doua cite doud cu punc-
tele R,, ¢ este o tangentd multipld a acestei curbe,

Dintre curbele polare generalizate prima (I'"V) si ultima (I'"Y) joac
un rol deosebit, datoritd proprietdtii exprimate in urmitoarele teoreme :

TrorEMA 6. Punctele comune ale curbelor K si 'Y diferite de punc-
tele de intersectie ale curbelor K si C, si de punctele duble ale curbei
K, coincid cu punctele de contact ale tangentelor comune la curbele K
si C, asezate pe curba K.
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Demonstratie. Mai, intli demonstram cd I'' trece prin punctele de con-
tact ale tangentelor comune ale curbelor K si C situate pe K. Fie ¢ o
tangentd comund a curbelor K si C, punctele de contact fiind T, (pe K)
si Ty (pe C). Fiindcd prima curbd polard a punctului 7', in raport cu curba
K, trece prin punctele de contact ale tangentelor duse prin 7', la curba
K, ea trece si prin 7). Deci conform definitiei, si curba I'V trece prin
punctul 7). Rimine si demonstrdm cd in afard de aceste puncte de contact,
in afard de punctele comune ale curbelor K si C si punctele duble ale curbei

- N A - . 1
K, curbele I''si K nu au alte puncte comune. Fiinded gradul curbei I
. . TVl =
conform teoremei 1 este s = n — m -+ mr, curbele K si iy N = r(n —
— m + 7) puncte comune. Dintre aceste puncte fac parte punctele de con-
tact ale tangentelor comune la curbele K si C care se gisesc pe K, adicd
mr’ puncte, unde 7’ este numdrul de clasd al curbei K. Din teorema 2.
- - . N . . 1 o . .
rezultd ci printre punctele de intersectie ale curbelor X si IV gisim si punc-
tele comune ale curbelor K si C, adicd n -7 puncte. In sfirgit pe baza
teoremel 3. punctele duble® ale curbei K sint punctele multiple de ordi-
a A < .
nul m pentru curba ', Notind cu d numirul punctelor duble nodale si
cu k numdrul punctelor duble cuspidale ale curbei K, finind seama de
teorema 3., punctele duble ale curbei K sint echivalente cu m(2d + 3k)
. i1 2 oA [
puncte comune ale curbelor K si I'. Deci in total am gisit:

N = mr’ + nr + m(2d + 3k)
puncte comune,
Dar v" = »(r — 1) — 2d — 3k, conform primei formule a lui Pliicker.
Deci
N = vy - m + n)

Acest numdr fiind egal cu NV, adicd cu numadrul total al punctelor de inter-
sectie ale curbelor K si 'Y, aceste curbe nu mai au puncte comune in
afard de cele ingirate mai sus si astfel teorema este demonstrati.
Aplicatie. Pe baza acestei proprictdti, primele curbe polare genera-
lizate se pot aplica la determinarea punctelor de contact ale tangentelor
comune a doud curbe algebrice oarecare €, si C,. N-avem decit si consi-
derdm prima curbd polard genecralizatd a curbei C; in raport cu C,, apot
cea a curbei C, in raport cu C,. Punctele de intersectie ale acestor curbe
cu curba C, respectiv C,, abstractie ficind de punctele comune ale curbe-
lor C,si C,side punctele multiple ale lor, vor fi punctele de contact cdutate.

TrorEMA 7. Dacd curbele C si K sint tangente intr-un punct, ultima
curbd polard generalizatd ' ™" va fi degenerati continind toate punctele
tangentei comune duse in punctul 7" la curbele K si C.

Demonstratie. Conform proprietdfilor cunoscute ale curbelor polare,
ultima curbd polari a punctului de contact comun I al curbelor K si C
in raport cu K este tangentd la K 1In acest punct. Tangenta fn I la curba

* Ne mirginim la punctele duble ale lui K, pentrucd cazul in care K are puncte multiple
de ordin mai inalt se reduce la cazul punctelor duble.
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C si ultima curbi polard a punctului 7 in raport cu curba K fiind confun-
date, TV ” contine, pe baza definitiei, toate punctele acestei tangente.

O curbid polard generalizati este asociati la doui curbe algebrice K
si C. Ea va fi asociatd la o singurd curbd algebricd K, daci in locul curbei
C vom lua o curba algebricd derivatd din curba K. De exemplu: curbele
K i C coincid, adicd considerim curbele polare generalizate ale unei curbe
algebrice In raport cu ea Insdsi. Din teorema 2. rezultd cd in acest caz
curba I'" este degenerati continind curba K de doua ori. In afara de

curba K, T"'mai contine o curba I'" de ordinut:
sT o= plnoom)  omr - 2

Din definitia curbei "”rezultd ca ' existd numai in cazul cind n — p > 2.
Fiindcd p > 1, gdsim cd atunci # > 3. Curba I'" este caracteristicd pentru
curba algebrici K, avind o serie de proprietdti importante. Alte aplicatii
ale curbelor polare generalizate la studiul curbelor algebrice si la studiul
citorva clase de curbe algebrice speciale vor fi  tratate fintr-o altd
Iucrare.
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ObOBUIEHHE TTOJIAPHBIX KPHBbIX [10 OTHOWEHWIO K ITNTOCKOWM
AJITEBPHYECKOM KPHBOH

(Peziome)

Pabota o0olulaet 1nogasipyble KpHBble HEKOTOPOR TOYKH [0 OTHOWEHMIO K aiaredpi-
QCCKOH KPHBOR CJAeAVIOUHM 06pa3oM: B KOMILIEKCHON NPOEKTHBHOM MJAOCKOCTH PACCMaTPH-
BalOTe ABe aareOpuueckie kpusble K u C. P sBassick Toukoft kpupofi C, xacaTeabnas
Kk C B P nepecekaer noJdapHylo KPHBYIO [OpsiAKa p TOuKH P mo oTHoUleHuio X KpPHBOIl
K B Ttoukax M;, M, ... Eciu P onucwiBaer xpusylo C, KpHBasi, OnHcaHHas 3THMH
TouKkamH, spasercd o00OUeHHO NOAAPHOI KpUBOIl ) nopsjaka p xpusoii C 1o otHo-
HIEHHIO K KpuBoit K,

B pa6ore 10Ka3wBalOTC# OCHOBHBIE CBUICTBA KPHBBHIX ', Takum 06pasoM BhiBo-
Antes, uto nopsgok kpusoit ') ecth s = p(n-—m) -4 mr, toe n W r ABAAOTCA TOPAZKAMA
kpuBx C u K, a m — kaaccom Kpusoit C; KpuBuie I'”’ kacaiotcs ¢ C B o6wux TouKax)
kpuseix K uC. PaccMatpuBalorcs AeficTBus ocoGennoctedi kpuboix K # C Ha KpHBYIO re
M, Hakomeu, uayuarorcs kpnsnie Py nokasviBaiotes nx NPHMEHeHHS NPH OnpelesIeHHH
TOYEK CONPHKOCHOBEHHS OOLIHX KacaTenbHblX J ABYM AAreGpHyecKiM KPHBLIM.
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SUR LES COURBES POLAIRES GENERALISEES DHES COURBES
ALGEBRIQUES PLANES

Résumd)

Cette étude généralise les courbes polaires d'un point par rapport & une courbe algébrique,
de la maniére suivante: on considere dans le plan projectif complexe deux courbes algébriques
K et C. P étant un point de la courbe C, la tangente & C en P coupe la courbe polaire d’ordre
p du point P par rapport 4 la courbe K aux points M,M,,... La courbe décrite par ces points
lorsque P décrit la courbe C est la courbe polaire généralisée TP ordre # de la courbe € par rap-
port a la courbe K.

Ianteur démontre les propriétés fondamentales des courbes '™ 11 montre ainsi que
Yordre de la courbe I'" est 5 = p (m—m) - mr, oltn et 7 sont les ordres des courbes C et K
et m la classe de Ia courbe €. Les courbes I'" sont tangentes & C aux points cominuns
des courbes Ket C. On étudie les effets des singularités des courbes K et C sur la courbe T
et, enfin, les courbes T en montrant leurs applications a la détermination des points de
contact des tangentes communes aux deux courbes algébriques.






LEGATURA INTRE TRANSIFORMAREA LUI ABEI, $SI TRANSFOR-
MAREA LUI KUMMER

de
ANDREI NEY

Egalitatea
n-+k n+R b
Z ab, = Z Ab, — b,,,) — Abp 4 AuinDypin (1)
EEY R | vl
in care agy, a5, ..., @, .. respectiv by, by, ..., bs, ... sint siruri de nu-
mere reale, A, = a, + a; + ... -+ a,, » este un numdr intreg nenegativ

oarecare, iar & un numdr natural oarecare, este cunoscutd sub denumirea
de transformarea lui Abel (sumarea partiald a lui Abel), [1].

Relatia
-3 o0 w
R, = Z uy, = (I4+c, ), + Z ll m(c" uv h Cerl)]u"H 2
y=n+1 v=n+1 v+1
92K
unde 2 u, este o serie counvergentd cu termeni pozitivi, 1ar ¢y, ¢q,.-., ¢y, - - -
0

un sir de numere pozitive astfel, ca relatiile la limita

Uy
C, ~Chr1—>1 (> )

Up+1 (3)
Cn U =) (#— )

sd aibd loc, se numeste transformarea lui Kummer, [2]. Prin aceasta trans-
o

formare — dupd cum se stic — calculul sumei seriei ), u, se inlocuieste
0

cu sumarea unei serii mai rapid convergente.
in cele ce urmeazi se aratd, ci relagia (2) se poate obtine din (1).
o

Considerind seria convergentd, cu termeni pozitivi Z u,, existd — in

0
baza criterinlui lui Kummer — un sir de numere pozitive {¢,}, astfel, ca
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(3) 54 fie indeplinita. Inlocuim in (1) b, = u,, A, = ¢, deci
a, = Cyy1 — € = Ac¢y, $1 obfinem

n4k n+4k . ‘
}: u,Ac, = 2 Corr(tey— Uyet) — ComMusit CoppiyUyrn,,, (4)
v=n+41 V=n+1

Cuprinzind cele doud sume din (4) sub acelasi semn al sumirii, avem

"4k
0 — [( Cv#l —_ Acv)l{v — Cy "__174\,‘5_]] —- C,,+]un+1 + C'l+k+l u"+k‘ l,
Mt
de unde se obtine, evident

n+k

0 == Cn—;~1“11+1_‘ cngkjvl “""*k*wl_*-z.\/ - (cvuv - C‘/-~‘uv‘~l_)' (5)
vent !

Lgalitatea (5) se adund membru cu membru cgalitdfii

nekil ntk
N a
Do ou, = e + Z iyt )
PEE RN [TER |
1 astfel rezultd
n o4k nik "
o\ v
L U, ’——-(1 + C;H—l)'”n+l““ cn+k7,1un»rk+l+ Z‘{l_(cv “ ‘ - c\,f|” “v;l.
CSmi e v

Facind sd tindd % citre infinit ¢i tinindu-se scama de conditia lim ¢, 1, = 0
v -

din (3), are loc relatia (2), ceca ce trebuia dedus,

BIBLIOGRATFIE
1. Ko Knopyp, Theoric wnd clnwendune dev unendlicien Reiken. Verlag von  Julius
Springer, Berlin 1931,
2. B, M. Pomaunosckuii, Beedenue s anaaus. JsGpawnve tpyvan 1" Matateasctso
akazenmin nayx Vabexckoii CCCP, Tawxent, 1959.

CBSI3b MEKIY TIPEOBPA3BOBAHHEM AREJIS M [PEOBPA3ZOBAHHEM
KYMMEPA

(Peszome)

Aptop BLIBoANT npeoBpaszosanne Kvmmepa (2) ns npeo6pasopauns AGeas (1).

LA RELATION ENTRE LA TRANSFORMATION D'ABEL T LA TRANSFORMA-
TION DI KUMMER

(R ¢sumé)

I autear déduit La trausformation de Kwmmer (2), de celle d"Abel (15,



SISTEME DE ECUATII DIFERENTIALE COMPLET INTEGRABILE
CARE GENERALIZEAZA SISTEMELE PFAFFIENE

de
ADOLF HAIMOVICI (lasi)

De curind m-am ocupat de integrala sistemului

au“’

(1}
e ,l(x'u”')“m)» ‘;‘42 = fz(x,u“’u‘z)).
* X
12, : (3
a;l = go,u N 2y ), ‘za—“—;— = h{zu®,u?, ),
X

), 1@, 4@, fiind trei vectori cu cite un numdir oarecare de componente.
Acesta se intilneste cu ocazia studiului unor probleme de geometrie a spa-
tiilor cu conexiune afina [3], [4].

Sistemul de mai sus poate fi generalizat pentru cazul a » variabile,
cu mai multi vectori necunoscufi. Pentru astfel de sisteme generalizate
vom demonstra o teoremd de existentd pe un domeniun |x* — x§| < 4,
atunci cind functiunile din membrul al doilea sint de clasi C! si margi-
nite pe:

ot —xl | <A — oo < ulh < 4 oo,

De altfel, acest domeniu se mai poate restringe.

Daci, pe de altd parte, in cele de mai sus A este oarecare, cu alte cu-
vinte dacd functiunile din membrul al doilea sint mérginite pe orice do-
meniu mirginit din spatiul coordonatelor x%, atunci intesrala existd in
tot spatiul. Asa se petrec lucrurile atunci cind functiunile f sint liniare
in ut), ¢ 4B,

Se pot da, in sfirsit, si condifii din care si rezulte caracterul mdrginit

al solutii'or pe intregul spatiu al variabilelor. De acestea nu ne vom ocupa
in Nota de fati.

In modul acesta, teorema noastri de existen{i si de unicitate gene-
ralizeazi teoreme stabilite de T. Y. Thomas [9], Bruwier (2],
W. Niklibore, [6] D. Petrovanu [7]

6 — Babes-Bolyal: Matematica
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S3 notdm cu

a) ¥ (a=1,2, ..., n) n variabile independente,
b) u;, n vectori cu cite £, componente.
nin — 1 .
Ml i ne 1) vectori cu cite k, componente,
2

.. » un vector cu £k, componente,
unde indicii ¢, 7,, 4y, ..., 4, parcurg valorile 1, 2, ..., u, vectorii # pot
avea numai indici diferiti Intre ei si nu se schimbd la o permutare a acestor
indici. Pentru simplitate, vom presupune indicii fiecdrui vector scrigi in
ordine crescidtoare.

¢) S4 notdm ncad cu zZ, .5, un vector u generic dintre cei de mai sus,
care are printre indicii sdi indicii a4, b .../ si Incd eventual si altii,
diferiti de acestia.

d) Fiiy iy <L), funetii de ¥ sz, g fop o s

¢) Sd mal notam, ca de obicel, cu

9o azi,'g...is__ 8o

(2

i ; i - NN S Sy
LT N dx 521113_“% (4‘1:. . "s)‘

produsul scalar dintre gradientul Iui ¢, fn care sint presupuse variabile
componentele vectorilor z;, 4, 4, 7 vectorul §z .. /0x", adicd:

& dz;;, i Z de dui e v
94y, T T aug; ax
b .
+3° i Brida. ity
L b Nt hE
5 o it Wy

+ 2 ay Uy .-
7 (9“11 FYTRRRIR ] axi

Sa ne plasim in ipotezele:
A. Functiile f, , ., sint continue §i cu derivatele continue de
LS R 2

x* sloz g in domeniul:
1

2"‘ik—l fhg gt
xe — X8 | <A, — oco< Zip 4 << oo (D)
B. In acest domeniu ele sint mirginite,

H(z,.“ i) iy | <M, (a)
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si satisfac conditiilor:

1(, o
I» (112...L)$b
+ S . . . .
Laz : : f(‘;"""l—llh-"l""s’)'h_
k—l 75 S (b)
af - :
(id. /, L
e ax'F +Z ) . - f(ilz’z...i,,_lik+l,,,;'S);k
:"'1/'—11/1»51"'4’.)‘
unde 44 si 7, sint doi indici diferiti din multimea 7y, 75, ..., 7, iar semnele

¥ se referd la toti indicii 7, respectlv h din aceasta multxme la toate vari-
abilele z, in conformitate cu conventia de notatie ¢), si la toate componentele
vectorilor f.
M 1 1le ree gt Ai—1 i -1 - 1 j
C. Func‘gnm‘llc vector o;(xt, ..ol xf Lo ) @ (@ xl
DA e N TR (x'n) sint definite si continue
de variabilele de care depind pe domeniul
Ao
X < A,

unde b parcurge indicii variabilelor de care depinde fiecare din functiunile
vector o.
Teorema fundamentald pe care o vom demounstra, este urmitoarea:
In ipotezele A si B de mai sus, sisteml

N

admite o integrald wunicd, care satisface condifiilor:

wi(wd, 2%, o xE, o xm) =gy (61, A%, xR ),
e (21 22 ; i - 1 42 =% il
u’l’n (x » X5 x:’l o xé’ s X ) - (pilia (xl’ xz’ AN xh+ PR )
R e I B O (2)
Uiz, .n (xé, 22, . x{;) = @o..., = CONSL.

. . e, v . . . - + .

si care este definitd pe |x* — xi| << A, continud pe acest interval; in plus vec-

torit Wiiy.. i, sint s derivabili in raport cu variabilele xiy, %y, - .- %i.
Pentru n = 2 se obtine cazul ardtat in introducere.
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Pentru a evita complicajia notatiei, vom face demonstratia pentru
cazul #» = 3, avind in vedere cd aceasta se extinde la cazul general firi

nici o dificultate.
§ 2. Fie deci sistemul:

:—:é = [r1(x;1y, Uy, Uz, Uys, Uyq, Uag, Uyos),

Zl:'f = 1) (X5 g5 tyg; tyy: 1 150), a”l_"——f (21) (¥;tep51t00; Uyatty08)

ZI::; = Haa)z (Vittgittgittyg; ty9), Zl:: = [fa2)a (¥itta;001 thgithyag),
::113 Jla)y (¥5ugitgii,g5t005) :l:l: = [(a)s (¥i4y; 155 wy5500,,),
68;::,3: Haza)y (V5ogg,0005,): :’:1 = f(129)5 (X1145:1105);

%}; = flras)a (X505 0003) 5 17 = 1y,

in care f, fw)i, f(m)). sint funcfiuni continue de argumentele lor pe

| 2% — a2 < 4; — 00 < U;, Ujj, Hyeg << -+ 0O, (D)
cu derivatele continue pe acest domeniu, pe care satisfac conditiilor:
Uil eipel Flasn:l <M,
erliefi] af af
s et s ] < g
; wh| [ Quy| 19y

/ — fiind una din func;iunile ti Fijyir Fransiar M si N — constante si conditiilor:

8 Giiyi af(. i) Tiipyi a’m): ’(u‘)»
D d f” 1‘— B, foni + /(]k)]+ /(123);:‘

j 61( ik
8! Su j -
()
8 8 (aj fmn Iin) fm»
- ax? + e, feot f(”" Bn /U"]’ duy, (A%)"

af 13Ky e f{"k)' f( ik j(uk 8f(uk)l "’fwm,
Ry O /(fk))'+ Zall flaaly = —7— *“T/M)' = H2a):

axl A Ptran

i, 1, k — diferiti.

Fie incd @, (a7, 2%) (7, 7, k mereu diferiti) trei functiuni continue de x7, x* pe

|xf — x)l, ¥k —at < A, (6)

%,; (#*) trei funcfiuni continue de x*, pe

fxk — xf| < A, (6"

toate mdirginite §i 9,53 0 constantd arbitrard.
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<t

Vom demonstra c¢d in aceste ipoteze existd o solutie unicd a sistemulut
(4), definita si continud pe |x* — xi | << 4, care satisface conditiilor:

l u; (xi, &7, x%) = o; (x7, x¥),

R k
wy (x5, X, &%) = @ (49), (7)

P i ) —

l Uygs (X5, )y ¥5) = P1as,
si admite derivatele cerute de verificarea sistemului (3).

Pentru demonstratie si considerim spatiul S al sistemelor Z de sapte
functii

w (61, %2, x8),  wg (6, x%, w%) g,y (1, 2%, 49,

definite pe domeniul §:

jx¢ — x| < 4, (3):

mirginite pe acest domeniu, pe care si le notdm in mod generic cu z,(x?,

x2, 1% (a=1,2,...,7). S& introducem in acest spatiu metrica [I]:
B IR

6 (Z,Z") = max sup |z, —z’; | e , (m)

i=1,2..7(+) € &
T fiind o constantd pozitiva, care satisface conditiei:
t>7N. (8)
Spatiul astfel metrizat e complet.
S84 definim pe acest spatiu operatorul 9.
7=z, ©)
dat de
?

X
14
07— . k . . . . . . !
#w, = ¢, (x),x%) 4 Sf;g(x:%:“2’"3,“23’“12’”13$”123) dx’
:
*o

< o)
_ & .
2 = Q. (X we(XM o, : cas oy - ?
ey (Pu( ) -+ S/(u):(xv”jv”;;: e “123)‘%‘1«”‘ 4"SjU.;)J.(;\:,u'.,u”,uwz1t123)dxJ
:
%0

< e

< »
2

i
* X
i = G F S Tlzah (¥:i02a0 tza) |2 adxt + Sf(l.za)z (5 t1350t10g) [ adx®
(L) 0
£ A2
¢ 0

x93

")

(10)
Haas)s (Viugeiny ) dx?

1, 1, k — diferifi, <q, 0wy = uj;
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Sd aritim ca operatorul Q[ admite un element fix in S. In acest scop,

sd observdm cd operatorul (8) transformd un element Z ¢ S intr-un alt
element al aceluiasi spatiu.

Si mai observdm cd operatorul Q[ e contractant. In adevir, daca

. . 77 ‘. ‘. 4
Z(uy; gy tyeq), Z'(u]; Ui )
sint doud elemente din S si:

Z (’71" i, ﬁxza)r z' (1_,', z‘;;, 5'123)

transformatele lor prin Qf, avem:

-
R

it < SN{ZIui—~u§! S Sju—ulil E{umau’m{}dx"
%

11 .
. - , rg'iz_ ‘1' . o “-“
<TNo(z, 2'){e YA <INo(z 2 T

*
de unde:
a—le Tt a2
fn mod analog sc giseste:
_ Syl el N

E
— o A X
éi{;j“‘”,’,’,e <\—73(Z_/),
R LR
3 — ) € <

Tinind seama de valoarea lui =, din (8), urmeazi

-0

AR VAR T

cu alte cuvinte operatorul nostru este contractant.

In conformitate cu teorema lui Banach ([5] pag. 47) de punct fix,
existd o solufie unicd a ecuatiei

Z =z,
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cu alte cuvinte existd un sistem de functiuni continue 1, w;;, 4, care
satisfac sistemul:

K

ik . . "

;= (x0T a0 4 S fii (xinty, ty, Mg dag 10y, Upgl Mpgg) dX
"0

Xl

1y =95 (") +S Fug ey, s tes )| X7

":v Xg)
¥ , ,
+ S Figoyy (Fithe s g3 Uins Uyg) dx/ (1
! Av(]) 2
Upys= Prog + \ [iyoay1 (¥11t2332123) ax! +S frizare (Fithg, tyaa)]  AY2 +
¥ T .
)
+ \ fuags (X5t t10) dX?
3

x
0

iy = uyo t 1k — diferiti, 1<j.

§ 3. Rimine sd ardtim cd solutia sistemului (11) satisface ecuatiilor
{3) si conditiilor (7). Este evident ci acestea din urmi sint verificate. In
ceea ce priveste verificarea ecuatiilor (3) va trebui si demonstrim in prea-
labil urmitoarea lemid care generalizeazi lema lui Gronwall ([8],
pag. 29).

LeMa A. Dacd z;(x%), 1= 1,2, ..., p, k=1,2, ... n sint k functi-
unt continue de «1, x2, ., X%, care satisfac inegalitdtilor

0<n () < {{Dant + 8} o+ v 1<u<p @
%

unde oy, B, v sint constante pozitive si
vt Lxl+ A, (10
st dacd notdm

o = max w;, B = max B, v = max v, (107
atunci

0L @< @A+ e (11
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Pentru demonstratie, si considerdm funcfia
z(x?, x2, ... x") = max z;(x}, 2%, ..., a"),
care este §i ea continud; pentru aceasta avem evident:

A

wgz(xk)<8{ﬁ xz (2% + B}dxf + v (*

1
Ty

ca gi pentru demonstrarea lemei Iui Gronwall, si punem:
pal (xi —If)):
z(xr, %%, o am) = Q(at, %%, ... A e
si fie (x!) punctul in care S ia valoarea maximi. Avem atunci, inlocuind
in *):

)
0<Le ! OC(x},x';’....x’;)<

palal —~xh po L (2% —2%)

<t ST SR

care conduce la,
pa¥ (s7 —zg)
Txt, 22,0, xm) Gk, o2, ) < Qd, a2, x'l‘) e oF!1 L BA + v,
de unde rezultd concluzia.
84 trecem acum la demonstrarea faptului cd integrala sistemului (11)

satisface sistemul (3). In acest scop, se constati, in primul rind, ca din (11),
avind In vedere ordinea in care sint efectuate integririle (2 < ), se deduce:

dut; . . .

ET{: f;,- (x. Uy, U, 7‘123)’

91/”

it Toana (itns t1g7 t0y5; 1t455),

Ty (12)
18 —=

Hag — . . . . : 8”’2 ==

Too = faea (Vittel tigi agitthag) G T figuyg (%5 s gt a5y,

aury

3 foams(¥5 2455 #y53).

Punind acum
Qirgy _ ?123(.\', x? ) 8~ . txt, e, ey
3 h '

Qtyag  tppgled, 2% 4 27 - (1Y, 2% 17

A 4 !




9 ECUATIl DIFERENTIALE COMPLET INTEGRABILE 89

rezultd tot din (11):

2] #* 31 vy Y 1 3z3)* Auy,
Augg . RACEIE 3 “;{( }“ﬁ+
i (fame) 3 + S {( 512 + Ay fap At g3 h
3

¢ (13)
- af rams) . &f @2y Ay
() e+ () 2

unde cu ( )* am notat valori ale funcfiunilor dintre paranteze p n u
valori ale lui x* cuprinse intre x% si x% + 4. Tinind seama de faptul .« tcate
functiunile f si derivatele lor sint marglnlte in (3), din relatia de mai sus
rezulta:

3

A, o '
y71<n1+ P”A3+P "%:ﬂdﬂ,

~

(13

D W

unde cu R,, R,, S am notat constante pozitive convenabil alese; in mod
analog ajungem la relatia

11| , Dty ‘o .0
S *S {R, =S }d.x 3 (13"

Folosind lema A, ajungem la concluzia ¢i membrii intii sint mirgi-
niti. Fie m marginea lor superioard, adici

{Aﬂm
h

t.lzrlns\ <.

P

Cu acestea, (13) se scrie:

)
Aty al 32)3 af(;')s ﬁf(?’ 3
‘I_J == f(zs)g 3 +S {{ { 5 + /( 2)2 'JI‘ /[n)o —y,
24

b A~
0 3

'
0]

f(;5~>)3

3 f 3f 30y Ay,
2 (32)3 (32)3 23 -
‘Ermm+m{AWJ4“'J( = o) -

gy

_F(i/z(j‘m)” (A”lz:z N /“23)2)_*_ (D} dx3 + O,

133 ) h

+
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unde am pus

8 ams)t Yy 9/ * S
P ::( (J'”) - (’”4—( “”fu,-) - (11,) feye -+

av- dx? G

U123y 8112; 611;; l (y”z

“N(:rz):;/ / 8/ (s }* 3/(;’)3
- [ u_"‘l"' [ RRY aum’; (’m‘,a

Frigy

*
1= f(28(2'3 - f(‘-’s)Z‘s
#0 %0

Tinind seama acum de conditiile de integrabilitate (5), grupul de ter-
meni dintre paranteze drepte de sub integrald, se poate inlocui cu derivata

totald a functiei fias2 In raport cu x3, asa incit
,X[t,, JAYTI
Tu

o2

/(123;2

- /(:’3)2 =

}-}— (I)}dk'a 4o (Dl'

In mod analog se obtine o relatie de forma:

3
<§{rl5
‘\l
v, flind expresii analoage cu ® si ®;. Din continuitatea funcfiunilor
/ 91 a derivatelor lor, rezultd cid @, ¢, &, Sl ¢y pot fi fdcuti mai micidecit
orice numdr pozitiv ¢, dacd % este suf1c1ent de mic. Folosind acum o data

lema lui Gron wall, rezultd

Aul., _\,_J

= oz /m

JA

= o ”+ v } dx® 4y

A”'.!li

Aty
= feae)’

— faeg2| < e (b 4 1P

Dar aceasta inseamna faptul cd u,g $1 2,5, sint derivabile in raport cuu, st

Szc,J

5, = Jieae (Voltg] Mygl Mugl Myyy), (14)
31ty

ooz = Juzga (¥ wyg ).

5S4 demonstram, In sfirsit, cd uy,, uyy §1 #,,, sint derivabile in raport
cu #,; i cd aceste derivate satisfac (3). Pentru demonstratie si introducem
notatiile
Augg = uyg (v + b, 82, 23) — u(x?, 82, x3), Auyy, = g, (x1 + b, 22, x%) —
—~u12(x,x ,x),
! .
Aty = o5y + I, X, X) — ty55(2;, %, %5).
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Avem atunci din (11), utilizind notatii analoage cu cele precedente:

M2 Fan +§{("’;jf]‘”+(a’;jj;2)*</n)*+

8f oo\ A u 0 f 010 Y X u 8f nms Y * Xy,
+( 1421)1) 12+( /m,z) 13+( f(23)4) “1;3}(112’

Ouigy h 2 Ot 93 h

£ = fon +S{(f—f‘—)+(—"—"—’—)</> +

du,

< +(af(3|)3)* A + (af“”“]* Ny -+ 6f‘3”3)* S dx?
Bt 4 I Siutgg ] 7t Bueyoy A o (15}

2
Ky . ( 9f123)2}* 3f1aay2}* Aoy,
P [y + S {( L29) ) +( (129 ) By

22 du h
xg‘x;j 13
e

I
0

+(8/(123)2)* Auyg dx® ‘7/.(123)3)*_F 3233 *-'S“ll_{
d1ty79 ~ av! By A

3
0

x 3
x
[}

n ( 8fuzays ]ﬂ: A 14123} dx,

1195 ke

Sa facem in aceste egalitati x3 = xg. Lucrind ca si in cazul precedent,
se constatd, aplicind de doud ori lema A4, ci:

Guyg . .
ryn == fus,n (x.‘ua,“m:"‘za:“123) :
1
3 .3 3 oy
x :xo X v\()
duy,
N T = f(xz;x(x»“zn 12,153, Hy23) ) :
M gxt K 3 (16)
3 3 2=y
0 =x
0
dutyyg . .
Py = fr1a3)1(%;tg5;ty03) ’
3_.3 3 _ 3
x —-10 x -—*:0
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Atunci prima integrala din ultima egalitate se poate scrie sub forma:

.

2
x af
af LI 8/ 123)2 fuaz2 2
(12) ( f(lg) + f(123}1+ )\' d’\«
aul B33
xg =%y
unde
N af(m)z)* 8f (1932 (afuzs)'z)‘ Awg f(l?*)”;»ml 4
- axl ax! dug3 h
- 8f oz Nuypy 8 osye 3
-5 fazap
a“]'zg h %123 ~
Or, avind in vedere ci
. Ay ' ’
Iim 3 __ f lim Ateypg -
h—0 i (13)1 i) h - /(123)1 ’
3.3 3_.3
x7 = x5 = B
0 23azg %o ,1‘; - x03

tinind seama de continuitatea functiunilor f si a derivatelor lor, ca si de
conditiile de integrabilitate (5), avem:
J= f(123)1lxg - f(123)11xg’ Xe + A

4 fiind o expresie care poate fi facutd oricit de micad dacd % este suficient
de mic. Atunci ultima relatie (15) se scrie:

I - 1
A af(xzo,s 0f hosys Nty
_x.. _—
/1 = f\I‘S 8@‘ duyy h '
1" 3
IJ
uzys Kt s 4 g7,
8193 IL

A4’ fiind o altd expresie care tinde la zero cu 4.

Din primele doud ecuatii (15) si din (157), folosind iar de doud ori lema

A, rezultd ca §1 mai sus, cd funcfiunile u,,, #;,, #;55 sint derivabile in ra-
port cu x! si cd

- N e
C‘II‘:Z .. . " R -
P Fropn (87 s} Bag) 155 1t305),

gy . i .

F Faop (¥ 5tg7 tt4g7 g1 ty9), (17)
Gy,

a’:,idz Fa2a 1 (X5 119y tt1ay)

si aceasta termind demonstratia.
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Evident metoda de lucru utilizatd aici se generalizeazd fird nicio
modificare pentru sistemul (1)—(2).

Observatii. 1. Integralele sistemului nostru sint mirginite dacd func-
tiunile ¢;, ¢; sint mirginite. In adevir, daci avem
locl, 1ol < my,
rezulti

| <<my + MA,
g | L my + 2M A,
193] < Pros + 3MA.

2. S4 presupunem cd functiunile f sint definite pe domeniul

[x' — xi| < A, |z, — 0] < m, (D)
si cd functiunile ¢;, o;; sint definite pe
lat — xl] < A,
si satisfac condifiilor
luld, 2 — w0, eyl — ] < my <

Atunci teorema rimine satisficutd, dacd operatorul Q[ transformd spa-
tiul functiunilor continue care satisfac condifia

Bl D
(x¥) - 2] < m
in el insusi. Or aceasta se intimpld dacd
e < ol g — 20 < BMA + omy K

Dacd aceastd condifie nu este satisfdcutd, intervalul 4 va trebui res-
trins la un interval A’, asa fel ca
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CUCTEMA BIIOJAHE HWHTETPUPYEMDBIX AHOOEPEHIMAJBHbLIX
YPABHEHHH, OBOBLIAIOINX CHCTEMbBI MOAGDA

(Pesome)

Hayuaerest cicrema ypasuenuit (1), rme bynxunn £(i...1 )i, n3 xigacca Cl na (D)

w yaosaersopsior (a) 1 (b)., HoxassiBaercs, ¥to 9Ta cucTema 101yCKaeT eXlHCTBEHHI
mnterpan Ha (§), yaoeaerBopssownii (2), @iy, sBasioTca nenpepuiBibMi GyuRunamu. Bo
wafexante caomnocTit oboznauennit JlaeTcs 0Ka3ATeIbCTBO TOAbKG Ias cHeTembl (3)
0 yerosrit (7). UTo KacaeTcs meTona, paccMmatphsaercs oneparop, onpegencuusii (10)
B TIDOCTPAHCTBE CHCTEM HENPCPHIBHBIX H orpaHpuenustX Ha (§) yvuxuuit, merpusobanHbit
(m), u [OKa3plBaeTCs, 4TO OH JONyCcKaeT eXHHCTBEHHBIH HOCTOAHNBIT 3a€MEHT, T,—e€.
awrto (11) nonycxaer eanncTennnifl nurerpasd. 3artem ofGobmaercs aemma ponvoana n
¢ ee [IOMOUILIO TNOKa3uBaloT skBuBaaeutHocth (I1) ¢ (14) u (7); 370 nocaexnHee
NpeNNoNIONKeHe JIOKA3bIBAeTCA B UeThbipe TIpHeMa: CHauyajda yCTAHABJAWBAIOT ACHCTBH-
TeapniocTh (12), 3atem ncnoansyior aBa pasa o6oOuwiennyio aemmy I'ponyoana (14), a
noTom TeM ke Metodom (16) 1, HaKoHell ¢ TMOMOWBIO STOFO NOCJEIHETD, YCTAHABIHBAOT
pefiersureasnocts  (17).

]

SYSTHMES D’EQUATIONS DIFFARENTIELLES COMPLETEMENT INTEGRABLES
QUT GENERALISENT LES SYSTEMES DE PFAFF

(Résumd

On ¢tudie le systeme  d'équations (1) oi les fonctions (fi ... i) i, sont de classe Clsur

&
(D) et satisfount & (a) et (3). On démontre que ce systéme admet une intégrale unique sur (3),
satisfaisant a (2), les ?;, étant des fonctions continues. Pour éviter la complication de la no-
tation, on fait la démonstration pour le systéme (3) et les conditions (7). En ce qui concerne la
méthode, on considere I'opérateur défini par (10) dans I'espace des systémes de fonctions
continues et horndes sur (8), métrisé par {m), ¢t on démontre que celui-ci admet un élément
fixe unique, c’est A dire que (1) admet une intégrale unique. On généralise ensuite le théoréme
de Gronwall, et, & I'aide de celui-ci, on montre I'équivalence de (11) avec (4) et (7); cette derniere
proposition est démontrée en quatre étapes: on constate d’abord la valabilité de (12), ensuite,
en utilisant deux fois le lemmme généralisé de Gronwall, celle de (14}, puis, par la- méme méthode,
celle de (16) et enfin, par U'intermédiaire de cette dernitre, la valabilité de (17).



ASUPRA DEZVOLTARII IN SERIE A FUNCTIEI LUI GREEN IN
VECINATATEA PUNCTULUI DE TA INFINIT

de

CAIUS IACOB (Bucuresti)

1. ¥ie C o curbi simpld inchisd, situatd in planul variabilei complexe
z = & -+ 7y. Se noteazd prin Q domeniul exterior lui C. Domeniul Q fiind
simplu conex, se poate presupune, dupd efectuarea unei reprezentiri con-
form prealabile, cd frontiera sa C este formatd dintr-o curba analitica.

S84 cousiderdm functia lui G reen, armonicd, G(M, P) relativa Ia
punctul P € Q si la domeniul Q. In vecindtatea punctalui de la infinit
avem dezvoltarea in serie

GM, P) = ay(P) + Y [a,(P)cos n0 + b,(P)sin n0]r—» i
n=1

unde z == re'® este afixul punctului M, iar P este presupus la distantd finita.

Intr-o lucrare anterioari [1], am studiat unele proprietiti ale functi-
ilor armonice ay(P), a,(P) si b,(P), in cazul mai general cind € este un
domeniu multiplu conex. Ne propunem si aritdm cd in cazul, considerat
acum, al domeniului © simplu conex, coeficientii a,(P) si b.(P) se pot
exprima in mod simplu cu ajutorul lui ay(P).

2. Se stie (1,27 cd ay(P), a,(P) b,() sint functii armonice de puc-
tul P, regulate in Q, cu exceptia punctului z = oo, in vecindtatea cidruia
diferentele

1 3 1 3 H
ay(P) —logrp, an(P)H;L_ Re{zb), bu(P) — -~ Im{ zp} (2)

sint regulate. Aici zp = 7p ¢'0p este afixul punctului P. In plus, aceste
functii se anuleazi pe frontiera C, fiind continue in vecinitatea sa.
Vom nota prin a(P), a*(P), b¥(P), conjugatele armonice ale functii-
lor armonice ay(P), a.(P), b.(P) si vom scrie
oty (2) = ao(P) + 1 ag(P) /
A, (2) = au(P) + i a;j(P) 3)
B, (z) = b,(P) 4 1 b*(P)
fara de a mai pune indicele P.
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Reprezentarea conformd a domeniului Q pe domeniul D(|Z| > a)
de frontierd C,(|Z}| = a) din planul variabilei complexe Z = X + 1Y,
cu corespondenta punctelor 2 = oo §i Z == oo, si a directiilor axelor reale
in aceste puncte, este dati dupd cum se constatd usor, de

Z = aeto(?) ()
Notind prin I(z, zp) functia lui Green complexid, dati de
Pz, z2p) = G(M, P) + iH(M, P) (5)

unde H(M, P) este conjugata armonicid a lui G(M, P) considerat ca functie
de punctul M, avem G(M, oo) = G(oco, M), deci conform lui (1),

I'(z, 00) = cAy(?) )

z fiind acum afixul punctului P, socotit ca variabil.
Avem dezvoltarea 1in serie

oAy (6) = logz + v+ 2+ 3 + . (7)

ande numdrul rear y este constanta lui Robin a domeniului Q [3].
Rezultd atunci din (4) ca la mari distanfe avem desvoltarea in serie

Z=a6'z+@0+%‘+:§;—§—... 4"
Functiile of,(2) 51 B,(2), (n = 1,2, ...), definite de (3) sint olomorfe

in Q, cu exceptia punctului de la infinit, in vecinitatea ciruia diferentele

1 i
dn (Z) - :Zn»@n (Z) + —z"

n

sint regulate, in virtutea lui (2). Avem in plus

Re{ct, (2)}c=10, Re{B, (9)}. =0. (5
Din (4') rezulta
¢ = /Z(1+Y7‘+EZ'%+ ) 4")
punind
A o= :;E’ - (9)

Prin urmare

. -,\~z"(1+%‘+“%+ N AR TARE JRTRE LA )
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unde coeficien{ii 3, 3,, ..., 3,, ... se determind prin calcule algebrice
simple.

Transformatele funcfiilor £ (z) si B, (z), pe care le vom nota prin
‘ot (Z) 1 B (Z), sint olomorfe in D, cu exceptia punctului Z =oo, diferenfele

Ofw (Z) *;);(Z,‘+812'1'1+ +8n—lz)

B Z)4i B2 45,2+ e Bua?)

fiind regulate in vecinitatea lui Z = oo. In consecinti, teorema cercului
{47 conduce la

o, (D) =T, 77 L +5,42)

Ve atn—2 — (1
_ /,h+81 Ve L-{— ....{.3,‘_!7)’
tinind seamd cd relatiile (8) vor avea loc si pe circonferinta C,.
De asemenea
Boi2) = — i X2 8,2 e 8D
S (i _ aMm—2 . a?
"‘7(—2; ~+ 81 Zn«l—f‘...—,’—snal"}') (12)

In relatiile (11) si (12) s-au neglijat constantele imaginare pure care se pot
adduga lui o (Z) si B, (Z). Inlocuind in (11) si (12) pe Z prin expresia sa
(4), in functie de of(2), rezultd expresiile Iui of (2) $i B, (2), in functie de
(’/lo(z).

Astfel, in cazul # = 1, se giseste ¢l

Ar(z) = 2e Y shoty(z)
(13)
Byz) = —2ie™ choAy(z).

Rezultatele de mai sus sint susceptibile de numeroase aplicatii in hidro-
dinamicd. Ele pot fi usor particularizate in cazul cind Q este exteriorul
unui cerc {57 sau al unei elipse, cind transformarea (4) este cunoscutd 16].

7 — Babes-Bolvai: Matematicd
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OTHOCHUTEJNILHO PA3JIO)KEHWA B PA ®YHKIIWMW I'PHUHA BJIN3
TOYKH B BECKOHEYHOCTH

(Pesome)

PaccmarpuBaercs ofbiKHOBenHasi cBsisuas obaacte () ussue Kpuoit Mopnpana C,,
KOTOPYI0 MOXHO NpeanoaoXuTh anasnrtuueckoil. Pyuxuaus Ipuna GUM, P) obaactn ()
MoxeT ObiTh pasjoxena B pajg (1), BGauzn Touku B GeckoHeuuwocTH. [ apMounuscxue
GyvikiHg @, (P), a, (P),b“ (P) 66/1a7a10T 3aMeuaTebHbIMI XapaKTepHbIMIl cBoficTBaMu
[1,2], nossonswoumimu BbIpasuts «, (P} w 6, (P), (k=12,...) ¢ noMomsw a, (),

€CJIH K HUM TPHCOEAHMHSIIOTCH TapMOHHUYECKHe CONpsiAKeHHble pasBeHcTBaMmu (3).

Ecnn suinosnserca noaobuoe nzobpaxenue (47) () B obaactu D('z) > a) ¢ cooTBer-
CTBHEM TOuUeK B GecKOHEUHOCTH M B COOTBETCTBYIOWHX HanpaBJeHHaX AellCTBHTEIbHBIX
oceil, noayuaworcs dopmyast (11) n (12), rae: @ A= a ! e Y, rae v ecThb locToAHHAR
Pobena obnactii Q. a §,, ..., 8, 1 — Ko3b@inuenTs, KoTopsle NossasioTes B hopmy.e (10).

SUR LY DEVELOPPEMENT EN SIERIE DI 1A FONCTICN DE GREEN AU VOISINACGE
DU POINT A IINFINI

(Résum )

On considére le comaine simyplarant conrexe Q, 'extérienr de la coutbe de Jordan C.,
qu'on peut suproser analytique. La fercticn de Green G:M, F) du cemaine Q peut étre

développée en la série (1) au voisirege du joint 4 infni. Les foncticns Lanroniques
ay(P), a (P}, b (P) posstdent quelques jropridtds ceractdristiques remwarguebles 11, 27,
permettant d’exprimer a (P) et b, (), (n = 1,2, ...) moynant agl P}, rourvu qu’on leur
attache les conjuguées harmoniques par les relations (3).

Si l'on effectue la représentation corforme (477 de Q sur le domaine D(|Z} < a), avec
la correspondance des points a I'infini et des directions des axes rlels en ces points, on ob-
tient les formules (11) et {12), olt A = a" e v <¢tant la constante de Robin du domaine

Q et §, ..., 3, , les coefficients qui figurent dans la formule (10).



REMARKS ON THE PEXIDER'S FUNCTIONAI, EQUATION

by
M. HOSSZU (Miskole)

H. W. Pexider [4] has investigated the functional equation
fvy) = ¢(x) + A (), (1)

where the independent variables x, v as well as the values of the unknown
functious f, ¢, & are real numbers. In this note we shall consider the same
functional equation [1] but in our investigations the variables x,y are ele-
ments of a groupoid @ in which a binary operation xvy is defined, further, f, g,
hare mappings of Q onto an other groupoid G the operation of which is written
additively. We shall suppose that Q, G are such groupoids in which the
followirg laws hold:

D) gape €05 pry € Q5 efvey)= (ex)ey, ¢ (xy) ey =(e1%) (yep);
II} x—ex, xe, are 1—1 mappings of Q onto the whole of @;
III) ¢;=g(e;), c,=h{e,) has the same properties in G as ¢; in Q.
Under suppositions I (—III) we give the most general solutions of
the generalized Pexider’s cquation (1). We state the following theorems:
TuroreM 1. Let Q, G be groupoids with properties I (—III). Supposing
that G is a homotope of ¢/ i. e. there exist mappivgs /, g, & of Q onto G for

which (1) is saticfied, G is a homomorphic image of  i. e. there exist a
mapping k of O onto G such that

Py € 05 h(w) = A(x) + & (1) @
is valid.

Tarorray 2. Suppose that Q, G are groupoids with properties (- I1T).
Then every triple £, ¢, i of homotopic mappings of ¢ onto G (i.¢. for which
(1) is satisfied) can be written in the form

flegxe,) == ¢ -+ A(x) - g,
gleyv) = ¢y + A(v), 3)
. lt{xe,) == k{x) 4 ¢,
where £{x) is a homomorphism of Q onto G [see(2)].
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By another words: the most general solutions of the functional equation
(1) defined on the groupoids @, G with properties I(—1II) can be written in
the form (3), where % (x) is an arbitrary mapping of Q onto G satisfying (2).
Proof. By putting y==¢, resp. y==¢,, with the notations
Lu=c¢, +u, Ru=u-c,
(1) gives
gy = R " fxes), hy) = L fexy), ()

where the exponent —1 denotes the inverse mapping.

Thus writting e;v and ye, in (1 ) instead of x resp. ¥, we obtain
Fleewey] = R flegvey) + L7 fleyyes) (5)
and so
kx) = R LY flegxe,) (6)

is really a homomorphism of Q onto G i.e. (2) is satisfied. This last statement
can be verified immediatel) by applying the 1—1 mapping
-— L Rus=c +u-+c

on the both sides of (2) namely so it becomes
fle(xy)es] = cf + [h(x) + k()] + ¢o = [ef + k&) | + [RY) + 1=
=Lk + Re(y) =R " fle ve)) + L' flegyey)
which is just (5). Here we have used the definition (6) of % and the fact that
R and Lresp R ' and L ™' too are commutable mappings with accordance to

e+ (1 ) = (6 + 1) + ¢y

Thus Theorem 1 is proved.

In order to prove Theorem 2 it is enough to compare (4) with (6) by which
we obtain (3). On the other hand, it is easy to verify that functions f, g, 4 of
the form (3) satisfy (1) with an arbitrary function k(x) for which (2) is true.

This completes the proof.

Some corvollaries.

1) Every group honotope of a groupoid possessing an identity element
is homomorphic map.

2) If one of the mappings f, g, # in (3) is 1-—1, then also % is a such one,
consequently, they all are 1—1. In this case  and G are called isotopic.

3) Every loop isotope of a group is an isomorphic map [31].

4) Isotopic groups are isomorphic [371.

3) The most general solution of the fucntional equation

vry €05 fley) = ¢ Aly)
defined on a grup ¢ is
7 (x0) = ¢y k(x) ¢y, g(n) = ¢; R{x), B(x) = k(%) ¢,
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where k(x) is an arbitrary endomorphism of @ and ¢; are arbitrary fixed
elements in (.

Applications.

The special cases of the functional equation
E\[Fy(x,y), 2] = Fy [v, Fy (v. 9], @)

where some of the unknown functions F, are identic one with the other, can
be treated by the application of the generalized Pexider’s equation. Namely,
it was proved [1] that, under invertability conditions about the functions
F;, all those functions are operations of such groupoids which are isotopes
of the same group and thus e. g. in the special case F; = F, = F, (see[27)
we have to solve functional equations of the form

Fiv,y) = Fi(x, ) =f "Tle@h®l=7"Te ) ()

LU )= g Tee 0] hThy™ (o))

So here the corollary 5) can be applied.
A similar consideration holds also for the special cases of equation

FLFy(x, v), Fg (e, v) = Fy [Fy (x, 1), Fg (y, v].
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OBSERVATII ASUPRA ECUATIEI FUNCTIONALE A LUI PEXIDER

(Rezumat)

H. W. Pexider a studiat ecuatia functionald (1}, unde variabilele independente
&, ¥ gi functiile necunoscute f, g, % iau valori reale. In aceasti noti, autorul considerd aceeagi
ecuatie (1), insi variabilele x», y sint elementele unui grupoid @, in care e definitd operatia
binard xy, si f, g, & sint aplicatii ale lui Q pe un alt grupoid G, in care operatia e scrisd
aditiv. Se presupune cd grupoizii Q, G satisfac proprietdtile:

I. e, 6, €Q; Fx, vE Qi e(xe) = (ex)e,. e(xy)e; = (e%)(vey)
I1. ¥ — &%, xe, sint aplicatii biunivoce ale lui @ pe Q.
IX1. ¢, = gley)), ¢, = h(e,) au aceleagi proprietidti in G ca gi ¢; in Q.
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Se demonstreaza:

Teorema 1. Fie Q, G grupoizi cu proprietatile I — ITI. Dacd G este un omotop al lui Q,
adicd existi aplicatiile f, g, & ale lui @ pe G, pentru care (1) este satisficut, atunci G este
o imagine omomorfd a grupoidului Q, adici existd o aplicatie £ a lui Q pe G astfel ca si
avem

vy, y €05 klwy) = k) + k(y).

Teorvema 2. Dacd Q, G sint grupoizi cu proprietitile I.—TII., #tunci orice triplet f, g,
i de transformare omotopicid (pentru care (1) este satisficut) poate fi scris sub forma (3),
unde A(x) este un omorfism al lui Q pe G.

Se dau citeva consecinte ale acestor teoreme.

» 3AMEYAHMSA OTHOCHTEJIBHO @®YHKUMOHAJBHOTO YPABHEHUWA
INEKCHUIEPA

. (Peszwme)

I B. Ilexcumep #n3yuna byHKUHOHAAbHOE YypaBHeHHe (1), rie He3aBUCHMble Hepe-
Mellible X, § M HensBecTHuie Gyukuue f, g, 7 NpHAUMAIOT NefCTBHTEJNbHBIC 3HAYEHUS.
B 370i1 pa6ote amtop paccMaTpHBaer TO ke ypaBuende (1), HO nepemeHHble X,y sABAR-
10TCA  3JeMeHTaMM TIpynnounga , B KoTopoMm onpeieleno OuHapioe [eicTBHe XY, H
f, 8, h sBasotcs usobpaxkenusMu Q Ha apyroM rpynnoune G, B KOTOpoMm AeficTBHEe HATH-
cano agauuuBro. [lpeanonaraercs, uro rpynnouas @, G yA0BAeTBOPAIOT CBOHCTBAM:

I. ey, €y e Q:' oA e Q:' €1 (‘Yf’z) = (61 ,1’)6’2, € (x}') €y = ("1)() (J'é’-_))
1. x > e, xe,

SBJAAIOTCH B3aHMHO OLHO3HauHbiMH H3006parmennsaMn Q na G.
IIT. cy=gfe ), cy=h(e,)
06NafalT TakKUMH Ke CcBoficTBamn B (G, Kak u e Q.

Jloka3sbiBaloOTCH:

Teopema 1. TMyers Q,G rpyunouniaw, obnapawomse csofictBamu 1—IIL Ecuu G
€CTh TOMOTON Q, T.e. CYILECTBYIOT NpHJOXKeHus /, g, /1 rpynnounaa @ Ha G, Ias KOTOPOTro
(1) saBasercs ynoeaeTBopéHuwbiM, To G ecTh romomopduoe Hzobparkenne rpynnonaa @, T.e.
cyliecTByeT H3oOpaxenue kK ¢ Q@ na (G, 4To6h TaKHM 06pa3oM IONYUHTB:

vAyeQ kfxy) = k(x) = k(3)

Teopema 2. Ecau Q, G sBasioTcd rpynnoufgamu, obnanawouiiMy cBoficteamu L—II1,
T0 MmoGas Tpofika [, g, h romoronunyeckoro npeoGpasoBauus (mns Koroporo (1) vyaosme-
TBOpEHO) MOeT ObiTb Hanucaua B Buae (3), rne h(x) ects romopduim Q una G.
IlaeTcs HecKoJIbKO CJ€ACTBHE STHX TeopeM.



UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER PEXIDERSCHEN
FUNKTIONALGLEICHUNGEN

von
E. VINCZE (Miskole)

1. Mehrere Verfasser haben Verallgemeinerungen der PEXIDERschen
Functionalgleichungen [3] untersucht. Beziiglich Literaturangaben verweisen
wir den Leser an das Buch von J. Ac=zél [1]. Das Ergebnis von M.
Hossza [2] ist—unseres Wissens—bishar das allgemzinste, und zwar
hat er die zwischen zwei (nicht unbadingt ABELschen) Qiasigruppen Q'(-)
und Q"' (+) Homotopie bestimmenden Abbildungen, also die der Funktional-
gleichung

oy =px+oy
(x,y, vy€Q 0, 0,0:Q Q")
gentigenden Funktionen o, p, o unter folgenden Bzdingungen angeg2ben: es
existiert (mindestens) ein Elementepaar ¢, ey tn Q', mit denen die Gleichungen

ey (x-es)=(ey*x)-cy, ;- (x.y) ey =(ex) (y-c) (x,y € Q") erfiillt sind; die
Abbildungen x— ey-x und x —x - e, sind umkehrbar; die Bildelemznie ¢ e, o €y
in Q"' behalten die Eigenschaften von e, e,. In vorliegender Arbzit sollen wir
die PEXIDERsche Funktionalgleichung unter anderen Badingungen behan-
deln.

2. Es sei Q( *) eine Halbgruppe und Q, (-) eine (nicht unbedingt A BEL-
sche) Gruppe. Wir suchen die Losungan dar fir die Halbgruppa ¢ geltenden
Funktionalgleichung

x(¥ * y) = Pa-yy 1
(xyaxy €0; x, B, v:1Q Q).
Es gilt der
Sarz 1. Gibt es ein festes Elementepaar a, b € Q, so dass die Gleichungen

axx=u, y+ b=1v (1v€Q) 2)
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fiir beliebige w,v, (mindestens) je ein Lc')‘s1mg$paar in Q) haben, dann ist die allge-
meinste Losung von (1)

o X = a4 O0x.b,

Bx=a,- 3« 3)

vyx = 8x by,
wobei & eine beliebige, der Funktionalgleichung

3(x * y) = 3x - 3y . 4
(yx ey Q5 3:0Q Q)

geniigende Funktion bezeichnet und ay, by € Q beliebige Konstanten sind;
d. h. wiv kinnen die zwischen Q und Q, Homolopic erzeugenden Abbildungen
«, B, v durch die zwischen Q und Q, Homomorphie bestimmende Abbildung
8 angeben.

Beweis. Laut (1) ist

alv xyx z) = Pr-yly *2) = Blx =y - vz, (3)

woraus wir wegen der Gruppeneigenschaft von @, (-) mitxy=x, bzw.z=z,
die Gleichungen

YO * 20) + (Y20)Th = (Bxo) 71 Blxo y) = By, )
vy = 2) = (Brg) ™' - Blro # y) - vz = By vz, (7)
Ble = y) = Bx- vy = 20) - (y20) ™1 = B - 3y ®)
erhalten. So wird aus (5)
afx xy 2z =Px Fy-yz (9)

Weiter folgt aus (8)

Bv3(y v 2) = Blx vy +2) = B (x +y) Bz= Br- By B,

also geniigt § tatsdchlich der Gleichung (4).
Es seien nun in (8), (7) x==a und z=>5 feste Elemente mit der Eigenschaft
(2), dann ergeben sich

ta *y) = Ba-Sy=Ba- [(3a)71-3a] By = [Ba(3a) 1 (3a-By) = a5 (a * ),
ay = B+ (3a)71,
Y * b= By~ b = By [3b(36) 1]+ =3y 3bI(8B) "1 yb] =3(y b} by,
' be = (3b)~1. vb.
Mit diesen Gleichungen folgt aus (9)

x(n xv) = (@ »x xy % b) = Ba-dx * ) yb =
— Ba- [(3a)~1 8a]-B(x = y) - [8b(3)~1- 1b] =
— [Ba-(3a)~1]: [8a-3(x = y)-3b]- [(3)1-yb] =
= ay-8(a »x »y % b)-byg = ay- du *v)-by,
alte * v) = ag-du-3v-by =Pu-yv.
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Also sind die Funktionen (3) und nur diese tatsiachlich die Losungen von (1).
Damit ist der Satz bewiesen.

3. Wir erweitern jetzt die Gruppe @, mit einem Nullelement und be-
zeichnen die neue Struktur mit @'y (- ). Es gilt also fiir beliebige £,

0f=%-0=0 (5, n € Q) (10)

Wir untersuchen, was fiir eine Lésung die Funktionalgeichung

a(x x y) = Bx-yy (11
(x,y,,\‘ %.y € Q) X, S» Y o- Q g QIO)

hat. Die Losung beginnen wir auch jetzt mit der Gleichung (5), aber zu dem
Bestehen der Gleichungen (6), (7) bzw. (8) sind Pxy 52 0 und v 2z, 3% 0 erfor-
derlich. Wenn diese zwei Bedingungen erfiillt sind, ist der vorige Gedanken-
gang unverdndert giiltig. Wenn dagegen keine solche x, und z, existieren,
fiir die Bx, 2 0 bzw. yz, 2 0 bestehen, so sind die Losungen

By = xx=0und v x beliebig, (12)
bzw.
v = ax = 0und Bx beiliebig.

Es gilt also der folgende

Sarz 2. Gibt es ein festes Elementepaarr a,b, € Q bel denen die Glei-
chungen (2) fiir beliebige u, v € Q (mindestens) eine Losung in Q) haben, dann
erfiillen unter denw Funktionen o, B, v, die Q in Qy abbilden, die von den Formen
3), (12) und (13) und nur diese die Gleichung (11).

4. Schliesslich werfen wir das folgende ungel6ste Problem auf.

ProBrLEM. Ob die Gleichungen (1) und (im nichttrivialen Falle)
(11) allgemeinere Losung habzn, wenn die Halbgruppe Q (d.h.” der Defini-
tionsbereich) die Eigenschaft (2) nicht besitzt. Wir haben den Spezialfall, wo
Q eine additive Halbgruppe (nicht unbedingt mit Einselement) von reellen
Zahlen ist, schon erledigt [4].

LITERATURVERZEICHNIS

1. J. Aczél, Vorlesungen iiber Fumhtionalgleichungen und thre Anwendungen, Basel und
Stuttgart, 1961.

2. M. HosszW, Remarks on the Pexider's functional equation, ,,Studia Univ. Babes-
Bolyai, Mathematica-Physica’’ 1/1962.

3. W. Pexider, Notiz iiber Funktionaltheoreme, , Monatsh. Math. Phys.”” 15 (1903),
293—301.

4. E. Vincze, Veralligemeinerung eines Saizes tber assoziative Funkiionen von wmehreven
Verdnderlichen, ,,Publ. Math .’ Debrecen, 8 (1961), 68—74.



108 M. HOSSZU 4

DESPRE O GENERALIZARE A ECUATIEI FUNCTIONALE A LUI PEXIDER

(Rezumat)

Fie Qx) un semigrup $i Qy(.) un grup. Relativ la solutiile ecuatiei functionale (1) se
demonstreazi urmétoarea teoremd:

Daci existi elementele fixe a, b € 0, astfel ca ecuatiile (2) si posede pentru orice u,
n € Q cel putin cite o solutie in Q, atunci solutia generald a ecuatiei (1) este dati de for-
mulele (3), unde § este o functie oarecare ce verificd ecuatia functionald (4) si a4, by € @ sint
constante arbitrare. Cu alte cuvinte, omotopia dintre @ si Q,, generatd de aplicatiile «,
5, v, poate fi exprimatd cu omomorfismul 3§ dintre Q@ si Q,.

Teorema a doua se referd la cazul in care grupului Q, i se adaugd un element nul.

Se ridicd problema dacd ecuatia (1) posedd sau nu si alte solutii, in cazul cind proprie-
tatea (2) nu este presupusi.

Ob OBOBIIEHMWHM ®YHKUMOHAJIBHOTO YPABHEHUSA IMEKCHUIEPA
(Pesmome)

IMycte Q(x) — noayrpynna u Qg( ) — rpynna. OTHOCHTeNbHO pelleHni YHKIUHO-
najgbHoro ypasuenusi (1) jgoxaswiBaeTcs CJefyloulas Teopema:

Ecay  cywecTBYIOT TNOCTOfiHHBIE 3jaeMeHTH a, b €Q, Tak utobw ypaBuewus (2)
uMen Gbl asis moboro 1 v € Q no KpaiiHeil Mepe no oaHoMy pellleHnio oT Qp, TO oiee
pewenne ypapuerus (1) maércs Qopmysamu, (3), rae § ecTb HekoTopas QYHKiu#,
nposepsioias PyHKunoHaAbHoe ypaBueune (4), n 2y, Dy € Q ABAMOTCA NPOH3BOILILIMH
noctosinubiMK,  Ipyrumi  ciaoBamu, roMoronusg Mexay Q m Qp, o6pasoBaHias npuao-
KEHHAMH ¢, f, 7, MoxeT ObiTb BhipaxkeHa romoMopduszmom § Mmexay Q n Q.

Bropas Teopema oOTHOCHTCS K caydal, B KOTOpoM K Ipynme Qy npubasisercs
HYJIEBOI 3JeMeHT,

Bosnukaer Bompoc, nmeer Jgu ypasuenue (1) WM He HMeeT M ApYyrue PCUICHHS,
B TOM cayuae, Koraa cBoHcTBO (2) He siBaigercs npeanoaraeMbiM.



BINARA FOTOMETRICA V TRIANGUII

de
GHEORGHE CHIS si VASILE URECHE

Steaua variabild V Trianguli este o binard fotometricd strinsa, de tipul
B Lyrae.

A fost observati de Jordan [4], Hoffmeister [3], apoi
de A. A. Nijland [5] care deduce elementele:

Min. hel. = D. J. 2424474,332 + 0°,58£2)54E.

S. Gaposchkin [1], calculeazd elementele sistemului in ipo-
tezele U si D. Glseste ci sistemul este o binard strinsd, formatd din 2 cor-
puri elipsoidale, putin diferite ca méarime, avind distanta de la marginea
unei componente la cealalti 1 — a; — a, = 0,32—0,33. In lipsa obser-
vatiilor spectroscopice, Gaposchkin pe baza relatiilor statistice deduse
intre elipticitate si tip spectral, precum si intre raza componentei strilu-
citoare si tip spectral, calculeazd pentru componenta strilucitoare tipul 4,
iar pentru cea slabi F, — F.

Ph. H Tavwylor [l11] din observatiile lui Jordan [4] de-
duce o usoarid asimetrie a curbei de lumind, pe care cautd si o explice, fie
prin asa numitul fenomen de ,,rezonantd”, fie prin schimbul de masd intre
componentele binarei de contact. Lipsa observatiilor spectroscopice nu
permite determinarea elementelor absolute ale sistemului.

Finding I,ist [6] indicid necesitatea observatiilor vizuale pentru
stabilirea curbei de Iumind si a asimetriei.

I,a Observatorul astronomic din Cluj, binara fotometricdA V Trian-
guli, a fost inclusd in programul de observatie, incepind din anul 1953.
A fost observatd fotovizual, cu ajutorul lunetei Prin (D = 20 cm, F =
=300 cm) si a telescopului Newton (D = 50 cm, F = 250 cm), de la
Observatorul din Cluj, pe plici Isopan ISS si Isopan F cu un filtru Schott
GG11, dupd ce in prealabil plicile au fost sensibilizate cu o solufie de al-
cool. Prin expuneri de 10” si 4” s-au obtinut pe o placd intre 2 i 10 poze.
De aci au rezultat: 183 poze fotovizuale la lunetd si 254 poze fotovizuale
la telescop, adicd in total 437 poze fotovizuale, efectuate de colectivul
Observatorului.

Pentrn determinarea magnitudinilor fotovizuale ale stelelor de com-
paratie — stelele a, b, ¢, d, ¢, ale lui Jordan la care s-a mai adaugat
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incd o stea notatd cu f — s-a fotografiat pe 7 plici secventa polard de Nord
si regiunea binarei V Trianguli (fig. 1). Innegririle stelelor de comparatie
s-au misurat pe plici cu ajutorul unui Schnellphotometer M2 Zeiss, al
Catedrei de fizicd a Institutului politehnic din Cluj. Curbele caracteristice
ale plicilor au fost trasate cu ajutorul a 19 stele standard din secvenga
polard de Nord, cu magnitudini fotovizuale precis determinate [2]. De

aci au rezultat magnitudinile fotovizuale ale

ol P stelelor de comparatie si erorile lor, care sint

& . date in tabelul stelelor de comparatie (tabe-

ol 4 lul nr. 1). Magnitudinile variabilei au fost

I evaluate pe plici, prin metoda lui Arge-

ewnot ‘e & . lander si metoda lui Nijland. Ob-

€. o servafiile au fost prelucrate separat, pe ca-

s freq tegorii de pldci §i instrumente insd nu s-au

obtinut diferente esentiale de la o categorie

ol 28 - ., la alta. Din totalitatea observatiilor a fost

it > ad #" dedusi urmitoarea formula de trecere de la
Fig. 1. grade personale la magnitudini fotovizuale:

My = 117,88 — 0™ 077 s

cu ajutorul cireia au fost determinate magnitudinile fotovizuale ale variabilei.

Din observafii au rezultat momentele a 25 minime principale (tabel
nr. 2) si momentele a 5 minime secundare (tabel nr. 3) precum si curba
medie de lumind (tabel nr. 5). In primele doud tabele, prima coloand cu-
prinde momentul minimului exprimat in zile juliene, a doua diferentele
0O — C, (observatie — calcul) in raport cu elementele lui Nijland,
a treia diferentele O—C, in raport cu elementele lui Prihodko [7]
si a patra epoca. Prihodko deduce elemente medii ale variatiei de
lumind, din care trage concluzia ci perioada variabilei V Trianguli nu
variaza. Din tabelul nr. 2 se observi insd cd elementele lui Prihodko
nu verificd ultimele observatii, acestea fiind verificate de elementele lui
Nijland. In tabelul nr. 2, pe lingd cele 25 minime principale observate
la Cluj, sint trecute incd 39 minime date de diferiti autori [3,5,8,9, 107.

Observatiile de minime, desi extinse pe un mare interval de timp —
aproape 27 000 de perioade — sint putine la numdr. Cu exceptia seriilor
masive de observatii ale lui Hoffmeister i Nijland, vari-
abila a fost observati doar sporadic. Cele 64 minime principale au fost
grupate in 22 minime normale, dupd perioadele de vizibilitate ale varia-
bilei. In tabelul minimelor normale (tabel nr. 4) ultimele doui coloane
cuprind numidrul #» de minime individuale si ponderea $ a minimului nor-
mal corespunzitor, atribuitd in functie de numirul de observatii si de eroa-
rea cu care au fost determinate momentele minimelor.

Pentru fiecare minim normal s-a scris cite o ecuatie de forma

AT + EAP =0 — C,
Pe baza acestor ecuafii s-au obfinut elementele:
Min hel. = D.J.2424474,305 4 0,5852052 E
401

+ 08
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Aceste elemente verificd mai bine observatiile decit elementele lui N i j-
land, dupd cum rezultd din diferentele O — C; din tabelul nr. 4, calcu-
late cu aceste elemente.

Graficul diferentelor O — C, (fig. 2), pare cd indicd o variafie a peri-
oadei sistemului, fird a se putea pune in eviden{d modul de variatie a pe-
ricadei din cauza lacunelor mari existente in sirul observatiilor.

0-Gy
. 0-~Cy
+0'01
* .
. L3 M . * e
o} 'y . - . . . - . -
. .
. .
-0“'01 .
.
o . . R N . . . - . . : . .
ry —dy -2 0 2 e +& -8 Y] -13 ~1h *16 18 v20  x0°F
Fig 2.

Pentru intocmirea curbei de lumind, observatiile au fost grupate in
puncte normale dupi fazele calculate cu elementele lui Nijland, cu-
pringe in tabelul nr. 5. Pe baza acestui tabel s-a construit curba medie
de luminad (fig. 3). Din cercetarea curbei de lumind rezultd:

mi -

! V. TRIANSULI
oo} P = 08585

|

| . . ;

ﬁ,a? s . .

' . .

j . .
f:o‘s» . : .
ml‘ :

i ) ‘ '
1.‘,51 . .

"8 g
1?0 . i " i N N N
o as P) 97 aa G3 a4 os as a7 YY) 1¥o  Fozo
Fig. 3.
— magnitudinile 1 maxim s$i in minime
P - ———
M == 10™7; ey = 117,75; iy = 1170;
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— eclipsd partiald, de acord cuconstatdrilelui Hoffmeister.
— minimul secundar mai larg decit cel principal (D, > D,).

w 3 . P Jid . w
— o ugoard asimetrie intre fazele 0°,040—0",060. Ultimele douid con-
statdri pledeazd in favoarea existenfei unei atmosfere comune celor doui
componente.

Tabet nr. 1

Steaua Wy Eroarea
a 10,64 4+ 0,03
b 10,70 + 0,04
¢ 10,99 + 0,03
d 11,05 4+ 0,03
H 11,59 + 0,04
e 11,88 -+ 0,04
Tabel wr. 2
Minime principale
J.hel. y—¢, | o-c, . | .
gg. hl (U”,Oﬂ,gll , ((,»Z,U()((n' f E : Observatori gt snrse
— - : ! S S
20830,2400 -120 ‘ - 79 J HMoffmeister 137
845,4450 w17 -2 |
9022270 +188 ’ =147 - !
920,3650 4+ 154 114 —
21106,4500 -+ 51 | 12 —
116,3930 -+ 16 | 23 !
117,5680 442 L 3 i ! .
119,3260 266 ’ 97 -5 ]
130,4460 77 . 3% - »
133,3650 -6 .- 32
250,4070 415 - 02 - 51 ..
280,2670 161 L1123 — 5458
429 4840 457 < 21 — 32 T
488,5920 480 CoAd ! .
665,3120 — 41 75 — i .
23287,5010 — 44 65 Nijland [51
2945344 ~ 61 LAt - 2 .,
805,4180 | - 58 BRI - .
24083,3760 — 88 101 - .,
196,3200 — a4 S107 — »
433,3420 Lot 438 -
474,3020 0 - 10 .
774,5100 — 24 31 + 513 .
829 5300 - 83 - 7B 607 .
25234,4840 42 - 2 + 1299 | .
244, 4260 — 63 66 1316 .,
275 ,4430 — 32 35 1369 .
508,3600 KR -1 1767 | .
515,3810 - 14 — 15 1779 .\
532,3640 A L ;\ C165 1808
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Tabel ny. 2 (urmave)

Minime prineipale

0 —C — G, ‘ . ‘ o
12)4‘}‘ h(l . l U?,()H‘(i(tl (())g'“m(”- § r é Observatori si surse
| L]
| !
571,5500 —121 122 i 1875 .
590,2960 +73 b 13 1907 "
33187,4240 — 12 = 52 ‘ 14889 Szczepanowska [8
190,3490 22 | 42 i 14894 . 9]
517,4810 0 L 67 ; 15453 " 8]
949,3610 - 16 - 55 ! 16101 .
34606,5340 143 — 66 17314 . (93
623,5288 + 95 L 172 5 17343 Chiis-Ureche
35048,3742 Po— 42 1 139 i 18069 .
367,3040 —113 L 30 18614 Szezepanowska {9}
742,4310 — 10 ) : 19255 Chis-Ureche
749,4565 + 21 : ~107 ! 19267 .
759,4039 =10 L 98 ; 19284 | .
763,5023 L = 29 [ S 19201 .
773,4466 |- 13 P4+ T4 19308 .
779,3110 +111 +-197 19318 Szezepanowsla {107
79G,4210 - 22 -+-108 19337 Chis-Ureche
36093,5565 + 13 +102 19855 .
119,3025 — 18 4 72 19899 .
137,4433 Lo~ 13 I+ 76 19930 .,
143,2063 b= 14 {76 19940 .
57,3419 — 16 -+ 74 19964 .
158,5120 — 10 4 80 19966 .
165,5345 — 10 4+ 80 19978 .
2193835 -+ 91 182 20070 .
2322488 Co— 1 Lo89 20092 .
484,4740 I 16 1108 : .
490,3265 e 20 113 p
36500,2733 o= 03 L08 Chig-Ureche
501,4451 b 17 +110 .
507 2078 NS ¥ [ 4116 .
AR9.2233 [ — 9 | 48 .
610,2850 oL 34 [ 4128 .
G20,2415 o114 108 .
Tabel nv. 3
Mi'me secuntdare
. T hel. 0 - C 0—C, | . j o
TR 07,0001 oroo0f | : Observatori
BG220,2355 33 123 200715 Chis-Ureche
234,2957 14 ~ 7B 20095,5 JE .
513,4340 - 61 Lo32 20572,5 .
540,3566 - 29 ! 20618,5 ! ,
5953681 I 20712,5 | .,
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Tabel nr. 4
Minime normale

D.J.hel. 0~ C 0 - C R
2£ ...... 07,0001 07,0001 l £ | " r
2084%,4553 1200 4 77 l 6201 4 4
21119,3234 - 40 - 2 | 5733 6 12
280,2612 +103 | 4+ 62 | — 5458 2 2,5
488,5911 4 71 |30 ; 5102 2 5
665,3120 - 4 - 80 . - 4800 | 1 3
23294,5305 L2 -8 2016 | 2 3
05,4180 — 58+ 2 143 1 2
24196,3202 - 92 7 123 S 47 2 3
433,340 - 200 1 ; -0 2 3
774,5136 + 12 -7 513 | 2 3
25234,4807 — 3t L= 5y L4 1209 3 3
590,2904 R ) o=y L 1907 5 7
33190,3495 - 17 =17 14894 | 2 4
517,4810 0 | 0 L 15453 1 2
949,3610 S 16| 4 1 +16191 1 2
$4606,5419 T - 59 17314 2 1,5
35048,3742 ;A2 - 36| +18069 1 2
367,3040 —-113 [ -106 | 418614 1 2
742 4338 } 18| 427 | 419255 7 12
36143,2065 ; - 12 S2 1 -=19940 7 14,5
232,2511 1 22 32 | 420002 2 2
499,3261 : 16 L2701 220533 8 14,5
Tabel nv. 5
[ z i
Nr. oo, | i NTr. ~
pet. | dexorl‘)s‘ Yaza 1 Dipy pet. dez\orl;s.g Faza Py
norm, | B norim,
| H
1 10 0,003 | 1,76 25 10 04874 | - 10,98
2 10 0,0073 | 11,75 26 9 0,5204 10,96
3| 10 0,0156 | 11,71 27 9 | 0,5650 | 10,88
4 10 0,0239 11,64 28 7 0,6388 ; 10,76
3 10 0,0339 ; 11,56 & 29 7 0,6811 | 10,75
6 10 0,0413 | 11,42 © 30 w 0,7350 10,71
7 10 0,0488 11,36 ' 31 7 0,7644 | 10,63
8 9 0,0565 f 11,26 32 7 0,8128 10,69
9 10 0,0631 , 11,28 33 8 0,8351 10,78
10 10 0,0741 ; 11,14 34 9 0,8476 ; 10,83
11 10 0,0822 1 11,08 35 10 0,8594 j 10,81
12 10 0,0930 | 11,00 36 10 0,8853 10,96
13 10 . 0,1119 : 10,93 37 7 0,9024 j 11,00
14 10 0,1268 10,89 38 10 0,9121 ; 11,06
15 10 0,1487 5 19,77 39 10 4,9272 ; 11,19
16 10 0,1632 | 10,76 10 8 0,9326 ‘ 11,17
17 10 0,1797 ! 10,73 11 10 0,9395 9 11,32
18 9 0,2073 ; 10,69 42 10 0,9526 z 11,45
19 11 0,2294 j 10,75 43 9 0,9589 i 11,48
20 7 0,2574 | 10,71 44 9 0,9711 : 11,60
21 10 0,3162 10,79 . 45 10 0,9781 . 11,68
22 7 0,3861 10,86 46 9 0,9877 | 11,73
23 | 10 0,4287 10,88 47 10 04,9936 ! 11,77
24 09 14,4575 10,96 e :




7 BINARA FOTOMETRICA V TRIANGULI 113
Tabel nr. 6
Observatii
D.J hel D] hel. D.J.hel. | D.J hel.
243 ..., Mpe o 1437, , Mpu 2437 ..., , } el 243..... Mpv
4621,4076 10,70 | 5742,4900 10,95 | 5790,3838 11,31 | 6137,4763 | 11,31
623,4415 10,83 749,4018 11,03 | 6093,4399 10,64 4819 | 11,19
4592 10,88 4191 11,19 4503 10,72 4888 | 11,11
4974 11,34 1316 11,49 4558 10,75 4958 | 11,03
©624,5126 10,67 4441 11,73 4628 10,80 5027 | 10,98
5307 10,64 1643 11,80 4704 10,83 5098 | 10,94
5460 10,61 4781 11,50 4836 10,87 5168 | 10,87
5599 10,53 1920 11,27 4907 10,95 5273 | 10,79
5724 10,57 5059 11,03 4975 10,99 5339 | 10,78
5862 10,64 5198 10,88 5044 11,03 5451 | 10,71
6001 10,72 5338 10,80 5114 11,16 5513 | 10,68
6105 10,77 759,3113 10,92 107,4696 10,68 5583 | 10,71
25,3988 10,77 3252 10,98 4765 10,66 5643 | 10,71
4127 10,72 3415 11,03 4835 10,64 5756 | 10,79
4266 10,64 3565 11,16 4904 10,68 143,2293 | 10,94
1453 10,72 3676 11,30 4973 10,72 2348 | 11,03
5037 10,79 3780 11,43 5043 10,75 2418 | 11,11
5183 10,87 3912 11,59 5114 10,80 2487 | 11,19
5041,5463 10,73 4016 11,66 5217 10,87 2557 | 11,27
4518 10,72 4127 11,70 119,2651 11,27 2619 | 11,32
4574 10,68 4224 11,50 2699 11,35 2675 | 11,40
1643 10,67 4419 11,30 2748 11,52 2730 | 11,46
4713 10,66 763,3007 10,77 2797 11,53 2786 | 11,59
4782 10,66 3146 10,72 2845 11,59 2841 | 11,67
4907 10,68 3264 10,70 2922 11,73 2011 | 11,75
4990 10,68 3389 10,68 2970 11,77 2953 111,79
5060 10,70 1681 11,34 3019 11,78 2004 | 11,79
5129 10,71 4820 11,50 3067 11.88 3036 | 11,71
5199 10,72 1952 11,67 3116 11,73 3078 | 11,67
448,3393 11,35 5091 11,67 3192 11,66 3147 | 11,59
3463 11,48 5223 11,34 3244 11.50 3189 | 11,43
3532 11,59 773,4025 11,03 3208 11,46 3234 | 11,35
3602 11,66 4150 11,27 3394 11.31 3286 | 11.31
3671 11,79 4218 11,42 3491 11.19 3334 11,19
3740 11,80 4288 11,59 3581 11.03 157,3299 | 11,67
3810 11,77 4357 11,73 3678 10,95 3341 111,71
3879 11,73 1448 11,77 3873 10.83 | 3381 | 11,79
3949 11,59 4503 11,76 3970 1076 3424 | 17,80
4018 11,48 4635 11,59 4067 10,72 3464 [ 11,75
4088 11,27 1718 11,34 137,3860 10,94 3507 111,71
4157 11,16 1774 11,19 3916 11,03 3549 | 11,63
054,2753 11,03 4847 11,11 3985 1117 3591 | 11,59
742,4198 11,73 4914 11,03 4055 11.31 3799 | 11,27
4275 11,81 4983 10,95 4131 11 43 3911 | 11,19
4344 11,81 5115 10,95 4193 11.51 4036 | 10,94
4414 11,73 5191 10,90 4277 11.59 4105 | 10,87
4490 11,66 5250 10,81 4333 11.67 4209 | 10,87
5442 11,55 5420 10,72 4409 175 4279 110,79
4622 11,34 790,3491 10,87 4471 1175 4348 | 10,66
4705 11,17 3634 10,95 4542 1167 4417 | 10,71
4761 11,09 3700 11,03 4612 11.63 4494 110,67
4830 11,03 3784 11,19 1683 11.55 4556 | 10,67
8 — Babes-Bolyai: Matematica
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Tabel wnr. 6 (urmare;
Observatii

D.J.hel. D.J .hel. D.J.hel. ! I D.J.hel
243J...._, Tpe 243 J ! Mpy 243J..,.., I mpe | 243J Yeps
6157 4685 10,71 | 6219,3467 11,29 | 6490,4024 10,88 | 6540,3530 | 11,04

4786 10,79 220,2069 10,83 4163 10,80 3669 | 11,00
4855 10,79 2181 10,87 4274 10,77 3822 | 10,92
4924 10,83 2292 10,91 4413 10,72 3961 10,88

158,4028 10,71 2389 10,95 4552 10,75 4127 | 10,85

4111 10,71 2493 11,03 4691 10,79 4301 10,83
4233 10,79 2604 11,03 494,2577 10,72 4482 | 10,80
4320 10,87 2708 10,95 2770 10,72 4586 | 10,72
4410 10,94 2806 10,92 2930 10,68 541,4515 | 10,88
4500 10,98 2924 10,88 500,3005 11,38 4654 | 10,92
4611 11,03 3014 10,84 3186 11,15 4793 | 10,94
4695 11,16 3125 10,80 3311 11,04 4932 | 10,96
4765 11,31 3222 10,72 3471 10,94 5070 | 10,99
4848 11,43 232,2271 11,41 3603 10,88 5209 | 11,04
4967 11,63 2521 11,66 501,4400 11,73 549,3856 | 11,19
5046 11,74 2729 11,38 4519 11,73 3974 | 11,35
5129 11,79 2889 11,16 4684 11,42 589,2076 | 11,58
5188 11,74 3028 11,03 1816 11,27 2166 | 11,73
5250 11,69 234,2572 10,80 4900 11,12 2957 | 11,76
5323 11,59 2801 10,87 4997 10,96 2347 | 1165
5410 11,43 2878 10,91 5108 10,88 2437 | 11 58
5479 11,31 2954 10,95 5288 10,80 2541 | 11,38
5542 11,19 3030 10,92 5387 10,77 2653 | 11,27
5603 11,03 3107 10,87 5545 10,72 2778 | 11,04
5674 10,97 3197 10,84 504,3739 11,73 29016 | 10,95
5743 10,90 484,2731 10,79 507,2920 11,73 3062 | 10,88
165,4249 10,71 2912 10,71 3101 11,65 3208 | 10,80
4332 10,71 3011 10,71 3247 11,38 3333 | 10,72
4409 10,79 3120 10,67 3413 11,08 595,3255 | 10,88
4478 10,87 3792 10,79 3524 10,96 3369 | 10,93
4584 10,90 3889 10,87 3656 10,92 3480 | 10,95
4658 10,96 3983 10,91 3767 10,88 3591 | 10,99
4756 11,03 4108 10,95 513,3376 10,84 3696 | 11,04
4832 11,11 4184 10,99 3515 10,88 3890 | 10,95
4910 11,19 4255 11,03 3654 10,92 605,2905 | 10,88
4987 11,31 4323 11,19 3793 10,92 3169 | 11,04
5124 11,47 4399 11,35 3932 10,94 610,2562 | 11,27
182,3184 10,79 4531 11,59 4085 10,97 2707 | 11,42
3253 10,75 4594 11,75 4210 10,99 2798 | 11,58
3323 10,71 4698 11,82 4349 11,08 2903 | 11,73
3392 10,64 4781 11,79 4501 10,96 3006 | 11,65
3462 10,72 4948 11,59 4640 10,93 3110 | 11,58
3531 10,72 | 5010 11,51 4779 10,92 3214 | 11,42
183,3466 10,79 5087 11,34 4904 10,84 3318 | 11,23
3758 10,93 5156 11,15 5043 10,82 620,2214 | 11,50
208,3174 10,95 5260 11,03 527,3566 10,72 2308 | 11,65
3389 10,88 490,2691 11,04 3705 10,72 2388 11,73
3486 10,80 2837 11,27 3844 10,80 2513 | 11,65
3590 10,72 2955 11,42 4011 10,88 2634 | 11,48
3694 10,72 3073 11,58 4122 10,92 2756 11,27
3798 10,68 3191 11,73 528,2369 10,80 2874 | 11,12
3903 10,68 3316 11,73 2487 10,76 623,2623 | 10,84
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Tabel nr. 6 (urmare)

Observatii
D.J.hel. ID.J . hel. D.J.hel. ‘ D.J.hel.

2437 ... W 2437 ... mpe 243 .. ... , [ Mpy | oy3” L, , | Mpw
62192835 | 10,72 | 6490 3441 11,58 | 6723,2626 10,86 | 6623,2765 | 10,72
3037 10,80 3580 11,42 2765 | 10,88 2907 | 10,72
3162 10,87 3684 11,24 530,3442 | 10,88 3046 | 10,68
3259 10,95 3788 11,09 3630 | 10,95 3185 | 10,68
3363 11,11 3906 10,95 540,3364 | 10,95 3324 | 10,72
' 3463 | 10,80
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®OTOMETPHYECKAS JABOMHAS V TRIANGULI

(PeswoMme)

B stoii paboTe aBsTopbl nepegaior 437 QoToBuszyanbupix HaGmopenuft nanp dore-
meTpHueckoii asosnofi V. Trianguli, npousBezenubix B Kuayxckoii - ofcepsaTopun B npo-
mexytke 31 aBrycra 1953 r. — 23 derpans 1959 r.

®oToBH3YaNbHBIE MATHHTYABI CPABHHBAeMbIX 3Be3l OBLIH ONpejesneHbl H3MePEeHHSIMH
MOYEPHEHNsT IJACTHHOK, BHIIOJHEeHHbIMH lineaboromerpom M2 lleficca, a marnuTyan
HepeMeHHol — OueHKaMH Ha naactuHkax, M3 stux naGuaogenuit BhiBesmw 25 OCHOBHEIX
MHHHMYMOB H 5 BTODOCTENeHHbIX MuHHMyMoB, Ha ocHOBaHMH 3THX MHUHNMYMOB W MUHH-
MVMOB, TIOJIYUEHHBIX APYIHMH aBTOpaMi, OBLIH ONpeleseHbl 3MeMeHTH

Min. hel = D. J. 2424474, 305 4+ 0°,585 2052 E
+ 1 +08

KpuBan 6Giyecka, noctpoennas npH nomomd 47 HOPMAJbHBEIX TIONI0OMKEHHH, HMeeT
Kpafinne MaruuTymsl M=10", 70 m;=11" 75, m,=11",0, 1 He3IHAUHTEJLHYIO aCCHM-
MeTpHIo Mexay (aszamu o?,040—0,060. I'padux pasuocrefi O—C, BBUHCJHEHHBIX RO
OTHOIIEHHIO K HOBHIM 3J€MeHTaM, IOBHAMMOMY, VKa3biBaeT Ha H3MeHeHHWe INepHoaa.
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I.A BINAIRE PHOTOMETRIQUE V TRIANGULI
(Résum é)

Dans cet ouvrage, les auteurs présentent 437 observations photovisuelles de la binaire
photométriqe V Trianguli, obtenues dans l'intervalle 31 adut 1953 —25 février 1959 4 I'Obser-
vatoire de Cluj.

On a déterminé les maguitudes photovisuelles des étoiles de comparaison par des mesures
de noircissement sur les plaques, effectuées a I’aide d’un Schnellphotometer M, Zeiss, et les
magnitudes de I’étoile variable par les estimations. De ces observations ont été déduites 25
minimums principaux et 5 minimums secondaires. De tous les minimums accessibles on a déduit
les éléments

Min. hel = D.J. 2424474, 305 + 0% 5852052 K
+ 1 +08

La courbe de lumiére, basée sur 47 positions normales, a les magnitudes extrémes M = 10™, 70,
Wy = 11™,75, My = 11,0, et présente une légére asymétrie entre les phases 0”,040 - OP,OGOA
Le graphique des différences 0-C calculées par rapport aux éléments nouveaux semble indi-
quer une variation de la période.



ASUPRA UNEI AXIOME DE STATICA SOLIDULUI RIGID

de
VICTOR VALCOVICI (Bueuresti)

1. S4 considerdm ecuatiile de miscare ale unui solid rigid, liber (fara
legdturi), raportate la un triedru trirectangular 7,{ = 0,%,y,%,) imobil si
la altul T{= Oxyz) mobil, solidar legat cu solidul, originea () a triedrului
mobil fiind Insusi centrul de greutate al solidului. Dupi cum se stie ecua-
tiile vectoriale de miscare se pot pune sub forma?

M7y
e 4+ B X (r®)

i

R
1
i 0

I

cu urmdatoarele notatii:

M, masa solidului;

v, viteza centrului de greutate () fatd de triedrul fix;

v, derivata vectorului v in raport cu timpul, fatd de triedrul 77;
=, tensorul de inertie in () al solidului;

@, vectorul rotatie pentru triedrul T, in (O);

(R, M), torsorul forfelor exterioare, socotit in (.

S4 presupunem cd R si M sint functiuni date, de pozitia solidului in
spatiu (s. ex. de vectorul de pozifie o al centrului maselor () fatd de tri-
edrul fix T, si de unghiurile lui Euler corespunzédtoare) precum si de vari-
abilele v, @, ¢. Sistemul de ecuatii (1) la care am mai addugat §i ecuatfia

o =7, derivata ¢ fiind luatd fati de triedrul fix T,, admite, in virtutea
teoremei Cauc h v-Kowalewskaia, un sistem unic de solutii
(71, U) intr-un anumit interval de timp [¢, ¢, ] {4 > £, pentru necunoscu-
tele g, v, © privite ca functii de ¢, corespunzind la valorile inifiale g,
V4, ®, in momentul ¢ = t,, dacd functiile R, M satisfac anumite condiii
de regularitate in intervalul de timp considerat.

1) A se vedeas. ex. V. Valcovici, $St. Badlan, R. Voinea, Mecanica
teoreticd, Editura tehnicd, Bucuresti, 1939, p. 632.
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Proprietatea de existenfd () $i cea de umnicitate () au consecinje
mecanice importante. Vom enunta aceste consecinte intr-un caz cu totul
particular — caz care prezintd, de altfel, o deosebiti insemnitate pentru
Mecanicd. Vom presupune anume ci torsorul iorfelor exterioare in centrul
() al maselor este necontenit nul,

R =0, M=0

in tot intervalul de timp [¢,, ¢ 1.
Solutia sistemului (1) va fi deci

T=1T,,8 = & (&),

unde am notat cu &’ solutia Euler-Poinsot corespunzind valorilor initiale
wy, Iy pentru o, ¢ respectiv, punctul fix fiind considerat in (). Rezultd
urmitoarea proprietate:

TrROREMA. Miscarea unui solid supus unui sistem de forte de torsor nul
constd dintr-o translatie vectilinie si uniformd, asociatd cu o wmiscare Euler-
Poinsot fata de centrul wmaselor considerat ca punct fix.

Aceastd proprietate se gdseste adeseori incomplet enuntatd; se menti-
oneazd de multe ori numai miscarea de translatie rectilinie, uniformai,
fard a se mengiona i miscarca Euler-Poinsot -— ceea ce constituie, evident,
o greseald.

Daci in particular marimile initiale vy si o, sint egale cu zero, atunci
migcarea este total anulatd, deoarece atit miscarea de translatie, cit si
migcarea FEuler-Poinsot dispar in acest caz particular. Asadar:

CoroLAar I. Solidul supus unui sistem de forte de torsor nul ramine necontenit
in stave de repaus, dacd aceasta a fost starvea sa inifiald.

Cazul special al sistemului alcdtuit din doud forte egale, de sens opus
si avind acelasi suport, sistemul aplicat solidului rigid, prezintd o impor-
tantd deosebitd deoarece sistemul de forfe avind torsorul nul va intra in
condifiile corolarului I. Vom putea deci enunia urmitoarea proprietate:

CoroLAR I1. Solidul supus actiunii a doud forfe de torsor nul (egale, de
sens opus si avind acelasi suport) isi conservd starea inifiald de repaus.

Aceastd ultimé proprietate se dd de obicei in staticd sub forma unei
axiome. Dupd cum se vede, ea se poate deduce pe cale matematicd din
ecuatiile de miscare ale solidului, aga incit nueste o ,,axiomd’’, cio ,,teorema’’.

2. Am demonstrat teorema de mai sus in cazul particular al torsorului
identic nul in tot intervalul [f,, #,]. Fa Insd poate fi extinsa la cazul mult

mai general cind vectorii R si M se prezintd ca niste functiuni (date) de
variabile p, 7, @, ¢, dacd aceste functiuni, R, M, indeplinesc conditiile
de regularitate cerute de teoremele () si (UJ) precum si condifiile

R(.75, &,) =0, M(5.7,&,t)=0
pentru orice valoare a timpului ¢ din intervalul considerat; am notat

5'256+775(t“10)-
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In adevir, in acest caz general ecuatiile de miscare a solidului admit solutia

F =57 =17, & = @
dupd cum se vede introducind aceste funcfiuni in sistemul (1) de ecuatii.
Din cauza proprietdfii de unicitate (U) ea va fi solutia unicd a sistemului
in cazul general considerat, asa ci teorema demonstratd mai sus va fi vala-
bild si in acest caz general.

3. Din cele stabilite mai sus se poate deduce o teoremd mai generald
care include teorema I gi care dd dreptul la aplicafii de mare importantda
in practica.

S& presupunem cd asupra solidului lucreazd un sistem de forfe (F’)
de torsor (K’, M') in O, diferit de zero. In virtutea actiunii acestor forfe
solidul ia miscarea de rototranslatie (v, o). La momentul { = {; un sistem
de forte F de torsor nul in (),

©(F) = 0,

se suprapune peste actiunea sistemului (F’) asupra solidului. Migcarea de
rototranslatie (v, @) rdmine neschimbatd, sau mai bine zis, funcfiile v
si o de timp rdmin aceleasi, ca §i cum nu s-ar fi aplicat nici o for{d noua
F asupra solidului. In adevir, ecuatiile (1) care trebuie si determine func-
tiile v $i © rAmin aceleasi, incit solutia lor in ¥ $i » va rdmine aceeasi daca
nu s-att schimbat conditiile initiale.

De aici se poate deduce un nou corolar care apare ca o generalizare
a corolarului I si anume

CoroLAr I11. Dacd asupra unui solid avind o muscare generald de roto-
iranslatie (v, ), vectorit v §7 & fitnd funciii de t, se aplicd la un moment dat
actiunea unui sistem de forfe de torsor nul, miscarea (v, ®) rdmine neinflu-
enfatd de aceastd moud interventie.

In particular

CoroLAr IV . Se pot aplica totdeauna doud forie egale, de sens opus una
alteia si avind acelast suport—deci de torsor nul—fdrd ca miscarea solidulut
sd se resimid de aceastd suprapunere.

OTHOCHUTEJIBHO OJHOM AKCHOMbBI CTATHKH TBEPIOIO TEJIA
(Pesome)
AxcHomy cratukn: ,,TBépaoe Teso, MoABeprHyToe AeHCTBHIO ABYX CHJA KPyuYeHHS,
ofpamatonierocsi B HysAb (PaBHbIX H NPOTHBONOJIOXHOTO HANPaBJEHHS W MMEOLIHX

GOHY ¥ TY JKe ONopy) COXpaHsieT CBOe MNepBOHAYaNbHOE COCTOSIHHE" MOMKHO BHIBECTH
KaK TeopeMy H3 OGWHMX ynpaBHeHHA ABUXKeHHS cBOOOJHOIO TBEPAOro Tena.

Mv =

a
€l
+
€
X
A
gl
=l =l

aas cayuas, xorga R =0 y M0,
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Takxe, B ci1yuae cBOGOAHOrO TBEPLOro Tesa, Ha KOTOPOe NEACTBYET CHCTEMA CHI
KpyueHusi, oOpaulaioierocs B HyJdb, HapaBHe ¢ pABHOMEDHLIM TNPAMOJHHERHbLIM ABH-
XeHHeM nepeMelleHusi Bbiaejsercss H IABHXKeHHe ilnepa — [lencora, Kotopoe, OGbIKHO-
BEHHO, He YNOMHHaeTcH.

SUR UN AXIOME DE STATIQUE DU SOLIDE RIGIDE

(R ésumé)

L’axiome de statique : ,,Le solide soumis & ’action de deux forces de torseur nul (égales
et de sens opposé et ayant le méme support) conserve son état initial’’ peut étre déduit comme
un théoréme des équations générales du mouvement d'un solide rigide libre

My =

T a X (t6) =

g =l

(1}

ancas ol R =0et M =0,

De méme on met en évidence, dans le cas d’un solide rigide libre sur lequel actionne un
systéme de forces de torseur nul, outre le mouvement de.translation uniforme rectiligne, un
mouvement FEuler-Poinsot dont habituellement il n’ est pas fait mentien.



O EXTINDERE A TEOREMEI CERCULUI

de
ST. I. GHEORGHITA (Bucuresti)

1. Pentru rezolvarea problemelor plane ale hidrodinamicei relative la
exteriorul unui contur circular impermeabil se face apel uneori la teorema
cercului, enuntatd de I,. M. Milne — Thomson ([1], [2]). Aceastd teorema
a fost extinsd in cazul cind ne intereseazi determinarea unei functii in exte-
riorul cercului » > a si a altei func{ii pentru » < a, cu diverse conditit
pentru 7 = a (de ex. [3]). In particular, considerind un mediu poros ce
are coeficientul de filtratie 2 = %, pentru » >a si £ = %, pentru » < a,
iar singularitdtile miscirii toate in domeniul 7 > a, folosind planul com-
plex z = x -+ 7y si notind cu f(z) potentialul complex al miscdrii cind 4,
= k,, vom avea

f folz) + T ke ;O“f 2] > a
o = | il 1S &
|2 0 <

By -k

In nota de fati ne vom ocupa de o extindere a acestei teoreme, fixindu-ne
atenfia tot asupra miscirilor stationare plane orizontale in mediile poroase
cind fluidul e incompresibil. Vom presupune cd mediul poros ocupid tot
planul si pentru |z| > #, el este caracterizat prin coeficientul de filtrajie
constant k,, pentru |z| < 7, (7, < 7,) el are acelasi coeficient egal cu 4,,
iar pentru 7, << |z| << 7, el este armonic neomogen de un tip particular
in acest domeniu coeficientul de filtratie depinzind numai de distanfa pind
la centrul comun al celor doui cercuri. In cazul cind % e constant gi pentru
ry < |z| <7y, obfinem un rezultat care s-ar putea numi teorema celor
doud cercuri.

2. Conform definitiei folositi anterior [4], urmeazd cd vom avea
R = E, + E| In(rfry) (2

pentru 7, << iz} < 7,, expresia fiind >0 pentru orice v € {7y, 71].
Considerind cé toate smgularltatlle migcdrii se afld in domeniul |z] >
> 7,, dacd in tot planul vom avea coeficientul de filtratie egal cu %, u1-
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meazd cd migcarea va fi descrisd printr-un potentlal complex fy(z) =
= go(¥, ¥) + 1¥(x, ¥). In cazul mediului neomogen in modul indicat mai
sus, miscarea in cele trei domenii va fi descrisd de trei potentiale ale vite-
zelor. Avind in vedere cd migcarea este orizontald, vom simplifica putin
scrierea fixindu-ne atentia asupra presiunilor din cele trei domenii, astfel
incit vom scrie

bo+p T Dy (r>n)
b — | by in Dy (ra<rv<r) (3)
‘ b4 in Dy (ry, >7).

Functia pf va trebui sd fie o functie armonicd regulatd in D, si care
se anuleazd la infinit, iar py va fi tot o functie armonicd regulati in D,.
Cit priveste p,, ea va avea expresia, folositd si In alte lucrdri [5],

po=K+ k' F 4)

unde K este o constantd, functia I este armonici si regulatad in D,, iar prin
ky am notat coeficientul de filtratie dat de (2).

Conditiile la limitd ce vor trebui satisficute pentrus = r, si 7 = 7,
decurg din necesitatea ca presiunile si vitezele normale si fie continue la
traversarea acestor frontiere, deci

9 _ k, Pe

?)l = pz, kl _5-; - pentru r = 71

)
8p ap
P =ps, k3 = ky 5= pentru 7 = 7,

In vecindtatea conturului 7 = 7, expresia generald a functiei p, va fi
X
bo = ay + z; (¢, cos nb — d, sin nB)r" (6)
iar functiile necunoscute pf, F si Py se vor scrie (de ex. [6])

o

pF = le (4, cos nt + b, sin nB)r—

=4, + (4, cos n0+4 B, sin nO)y—" 4 Z C,cos nb—D, sin n@)r" ; (7)
1

!

Py == ag + 2 (¢, cos n — d, sin nB)r .

_Mg _Ma

J

Din (5) vom obtine astfel un sistemn de ecuatii pentru determinarea
coeficientilor necunoscufi si problema se reduce deci la rezolvarea acestui
sistem.
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3. Notind

E, +E11170-—-V E, + E, ln———W,
.72

=R,

|

n

w n
R T N e (R

peutru fiecare » > 1 obfinem urméitoarele expresii pentru cei 8 coeficienti
ciutati:

(e v =) we2)e v )l

a, = co, 1" H,G,
¢, = 4k H, ¢y,
w= 2k conHy v (W — Jy W — Eyn™Y)
w=2kicon Hy (W + kW' + E;n") ,
= 2kydg, Hp? (RW ™' — W 4 Epn™Y) -
= 2k dgy (W + kW' 4 E;n7 )
= —do, 77" H, G,
— 4k, H, d,,,

SO RO

=

iar pentru n = 0 vom avea:

Ay =0, a;3=a,=K. (10}
In definitiv se giseste, notind

U,(8) = cqn cos n0 — dg, sin n0,

P = a, + Z (r + H, G2 r—U, (6)

—1 . y2n
b= ay + 2 (Eq + E, ) > H,,Un(ﬂ)[(W — g E)a

)

by = ay + 4k, 21{,, U, (6)r"
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Se recunoagte ugor ci p, si p; sint pirgile reale ale functiilor de vari-
abild complexi

Fr@) = ag +5 0 ("+ H, G 7" 277
A
Fy2) = ag + 4k, > n Hu 2"
1

(13)

unde a, = ¢y, -+ 1d,,, abstractie fdacind de o constantd complexd neesen-
tiald.

in cazul particular E; = 0 si k, = k;, deci k, = E;, din (8) rezulta
cd H,G, = (khy — ky)(Ry + ky)7%, s1 atunci p; si p, se pot scrie ca partea
reald a unei functii analitice de forma (1), iar p, == p,.

Pentru E; = 0, din (8) rezultd cé

1/2

Ve=W=E,=#
bl

H ' = l(kl + ky)(ly + ) + R (ky — ko) (ky — }"3)

”n

G == (b — ko) (kg + ka) 4+ R (ky + k) (ky — kg)| k5", (14)

Gan == ]” =(k] =R (k4 ky) + Rzn(kt + Rg)(Ry — hy)
by + Ro)lky + k) + R™2, — k) (ky — ky)

si atunci:
P = a, +Z(’”+ I "f' r ")U, (9)
1

o y2n
p2=a0+2k12 (1—%)%4_ (1 +-€2)7” HnUn(0)> (15)
1 2

4 2

Ps = ag + 4k, H,U.(0)"
1

Functiile p; se pot scrie imediat ca parji reale ale unor functii de
variabild complexd, din care se poate obfine in particular pentru %, = &,
expresii de forma (1). Rezultatul exprimat prin formulele (15) se poate
numi teorema celor doud cevcuri.

4. Alegind diverse expresii pentru p;, ca $i in [7], putem calcula
ugor presiunile i vitezele in orice punct din plan. Astfel, dacd avem un
curent uniform la mari distante, indreptat spre x-ii pozitivi,

po = — pgk, ' 7 cos 6, (16)
deci
gk ey =0, =23, . dy =0, n=12 . (17)

Cop =
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si seriile ce apar in (12) se reduc numai la primul termen, unde
U,(0) = ¢4 cos 0,

gri=(b+ v+ W+ B)+ R(p - v-E) (w5 -E)
£ A N ; X (18)
R e

in cazul unei surse @ de intensitate ¢ la distanta 4 de centrul comun O
al celor doud cercuri (d >7;), vom avea in vecinitatea conturului r =
= r,, alegind axele cu originea in O iar Q in punctul (d, 0),

] = n
PO = = 27r/u[]n 4 _Y\‘T/n“] (r/d) cos n0 ] (19)
deci acum
a, = ——.ff"—zl—ln d,

21k,
20
P . =0

on 2k nd
21)
d,, =0 .
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O PACITPOCTPAHEHHU TEOPEMbI KP¥YTA
(Pezwome)

PaccmatpuBaercss (TauHOHAPHOE ILTOCKOe [IBHXKeHHe B HeorpaHHueHHOH mnopHcTof
cpede, KopbuuueHT GHALTPALHH KOTOPOH HMeeT NOCTOAHHBIe 3HAueHHR AaA 7 > 7 H
v < ¥y, @ AR vy < v < vy Jaerca BhpaxkenHeM (2), npuuéM OCOGEHHOCTH JBHIKEHHR
npeanoaaraiotea B obaactu  r >7q.
Hcxons u3 pasaomenns (6), pelredne 3anaun Beipaxaetcsa ¢opmynamu  (12).
UYacTHbiil pe3yabTaT, Korga £, = 0 MOXHO Ha3BaTb TeopeMol 08YyX Kpyeos.
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UNE EXTENSION DU THEOREME DU CERCLE
(Résumé)

On considére l¢ mouvement plan stationnaire dans un milieu poreux non limité olt le
eoefficient de filtration a des valeurs constantes pour v > 7 ety < 7, ... poury, <r < 7
est donné par (2) les singularités du mouvement étant supposées dans la régionr > #. A partir
du développement (6), la solution du probléme s’exprime par les formules (12). Le résultat
particulier pour lequel on a E; = 0 peut étre appelé le théoréme des deux cercles.



PROPRIETATILE SEMICONDUCTOARE ALE SISTEMULUI
Zn0O — ALO,

de
I. URSU, F. PUSKAS si V, CRISTEA

INTRODUCERE

Proprietatile semiconductoare ale oxidului de zinc §i ale oxidului de
aluminiu sint bine cunoscute in literaturda [1-—11, 13, 16, 23—24]. Cerce-
tarea acestor proprietdti a condus in scurt timp la numeroase aplicatii
practice deosebit de importante. Astfel din oxid de zinc s-au confectionat
celule redresoare [14], din oxid de aluminiu s-au confectionat higrometre
electrice de mare sensibilitate [12], iar mai recent tot din oxid de aluminiu
s-au confectionat diode si triode semiconductoare [25] a cidror functionare
se bazeazd pe efectul tunel. De asemenea, oxidul de aluminiu se - foloseste
la confectionarea termistoarelor pentru explorarea temperaturilor inalte
[13]. Prin functionarea lor sigurd, prin pretul de cost redus si prin caliti-
tile lor, aceste termistoare pot inlocui In misurdtorile de temperaturd de
peste 900°C, termocuplele de Pt-PtRh.

Pe de altd parte in literaturd se citeazd din ce in ce mai mult cerce-
tarea sistemelor de oxizi semiconductori, care si ei au proprietdti semicon-
ductoare remarcabile. Astfel, pe bazd de oxid de zinc au fost studiate, din
acest punct de vedere, urmitoarele sisteme binare: ZnO—Fe, O, [15, 17,
20}, ZnO—-TiO, [19], Zn0O—Bi,0; [21], ZnO—Cu,0 (22] si ZnO —
Cr,05, [18].

Datoritd proprietdtilor semiconductoare ale oxidului de zinc si ale
oxidului de aluminiu, precum si datoritd proprietidtilor semiconductoare
remarcabile ale sistemelor binare pe bazd de oxid de zinc deja studiate,
ne-am propus in aceastd lucrare si facem studiul proprietdtilor semicon-
ductoare ale sistemului ZnO—ALO,.

PREPARAREA PROBELOR

Prepararea probelor sub formi de amestec s-a facut din Al,O,; puriss.
(,,Merk’’) si ZnO p. a. (,,Analar’’) sub formi de pulbere. Oxidul de zinc
utilizat este spectroscopic pur, iar oxidul de aluminiu prezintd urme spec-
trale de impurititi de cupru, calciu, fier si magneziu. (Analiza spectrala
s-a ficut de XKovics K.).



128 I. URSU, E. PUSKAS SI V. CRISTEA 2

Probele de cercetare sint amestecuri de concentratii diferite de ZnO
si Al O,. Concentra‘;iile componentelor sint exprimate in moli, iar concen-
tratia probelor variazd in intervalul 0—1009%, ZnO respectiv 100—0%, ALO,.

Probele s-au obtinut prin presarea pulberii umezite la o presiune de
cca. 10 tfjem?, sub formd de pastile cu diametrul de 10—15 mm si grosi-
mea de 2—4 mm. Pastilele astfel obtinute, dupid o prealabild uscare lents,
au fost sinterizate timp de 6—8 ore, intr-un cuptor de silitd, la tempe-
raturd de 1200°C. Dupid sinterizare probele au fost supuse unui proces
de imbditrinire, prin incilzire timp de cca. 12 ore, la temperatura de 900°C,
Prin aceste condi’;ii de tratament termic s-a asigurat reproductibilitatea
prepararii i dupa cum se va vedea, si reproductibilitatea datelor experi-
mentale.

METODA DE LUCRU

Proprietatile semiconductoare ale probelor au fost studiate prin vari-
atia conductibilitdtii electrice cu temperatura, in domeniul de temperaturi
300—1100°C. In acest scop s-a utilizat un cuptor cu rezistenti electrica.
La mdsurarea conductibilitatii au fost folosifi electrozi de platind. In
scopul realizdrii unui contact intim, pastili-electrod, probele au fost intro-
duse, sub presiunea unui resort, intr-un dispozitiv coufectlonat din portelan
(fig. 1). Contactul bun dintre electrozii de platina si pastile s-a verificat
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Fig. 1. T — termocuplu Pt —~ PtRh

P — Proba (cu electrozii de platini)

C — cuptor cu rezistenta

R — resort

prin masurarea unor probe argintate, pentru care s-au gisit rezultate simi-
lare cu cele de la probele neargintate. Temperatura s-a méisurat cu ajutorul
unui termocuplu Pt—PtRh.

Conductibilitatea electrici a probelor s-a determinat din tensiunea si
intensitatea curentului. Schema conexiunilor electrice este redatd in figura
2. In functie de ordinul de mirime al conductibilititii electrice a probelor,
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s-a lucrat in montaj aval (comutatorul K, in pozitia 1) sau montaj amont
(comutatorul K, in pozitia 2). Cu comutatorul K, in pozifia D se masoard

<, h .
curentul de conductie iar cu comutatorul

in pozitia P se mdsoard curentul

de polarizare. Tensiunea de alimentare de 18 volfi s-a folosit la misurarea
conductibilitdtilor electrice mici (cca. 10718 Q-1 em~?), iar 0,4 volfi pentru
misurarea conductibilitatilor electrice mari (cca. 1072Q % cm 7).

REZULTATELE EXPERIMENTALE

Variatia conductibilitdtii electrice i

n functie de temperaturd, pentru

probe de diferite concentratii, este reprezentati in graficele din figurile

3a si 3b. Din aceste reprezentdri rezultd

cd probele studiate sint semicon-

i o Prots: 0% ALyl
- 1 Probe: wE Zn0
2 Probe:  20% Zn0
—151 3 Probe: 3ok ZrD
¢ Proba: sk Zn0
15 5 Froba: s0% Zn0
6 Poba: ek Znl
71 7 Froba: 0% Zn0
../E-
_,9-
_20.4
<2’..
...22.
~23 —
a7 48

) & Proba 80X In0
-1 S Prova 90% 2n0

: Proba 100% Zn0

s
&

Y4748 as W 17 12 43 16 A5 W

9 -— Babes-Bolyai: Matematicl

;,7/.5/.9&172.!1%’0 Fig. 3 6.
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ductoare. Variafia conductibilitdtii lor electrice in functie de temperatura
verifici legea

.
e 8

g =6, ¢ KT—{—G(')e KT 1)

unde e si ¢’ sint energii de activare
oy $i o, sint constante pentru semiconductorul intrinsec respectiv
extrinsec

T este temperatura absolutd
k este constanta lui Boltzmann iar
o este conductibilitatea electricd la temperatura T.

Primul termen din membrul doi al relatiei (1) se referi la semicon-
ductorul intrinsec, iar al doilea, la semiconductorul extrinsec.

Datele experimentale din figura 3 se aseazi pe doud drepte distincte
(I si II). Prima portiune (I) reprezinti domeniul de conductibilitate extrin-
secd, iar a doua porfiune (II), reprezintd domeniul de conductibilitate in-
trinseca.

Masurdtorile au ardtat cd oxidul de zinc este un semiconductor cu
rezistivitate mici. Energia de activare pentru oxidul de zinc gisitd de noi
este 0,65 eV si este In bund concordanta cu rezultatul (0,6 eV) gisit in lu-
criri anterioare [5—9, 11]. La probele pure de oxid de zinc precum si la
cele cu un confinut de 90%, ZnO respectiv 809, ZnO s-a pus in evidenfi
si un efect termoelectric. Din semnul forfei electromotoare s-a stabilit ci,
conductibilitatea electrici este de naturd electronici.

Proprietdtile electrice ale pastilelor cu un continut de 309, AlLO, si
cele cu mai mult de 309% Al,O, sint aseminitoare cu cele ale oxidului de
aluminiu. In cazul acestor probe ca si la oxidul de aluminiu probele au
rezistivitate electricd mare gi mai prezintd si un fenomen de polarizare.
La aceste materiale curentul de polarizare poate si atingd o valoare de
50—609, din curentul direct si persisti chiar la temperaturi mai ridicate
(1000°C). Prezenta fenomenului de polarizare aratd ci, conductibilitatea
electricd pentru acest caz este de naturd ionici.

La pastilele cu un continut de la 70 la 90% ZnO curba caracteristici

Ino==f|y LY are trei parti distincte. Intre domeniul de conducti-
I'7

bilitate extrinsecd (I) si domeniul de conductibilitate intrinsecd (II) apare
un nou domeniu 4— B, domeniul de epuizare, care se datoreazd epuizidrii
resurselor de impuritdi. In acest domeniu A—B, unde conductibilitatea
electrici scade cu cresterea temperaturii, coeficientul de variatie a rezis-
tivitdfii cu temperatura este pozitiv. In domeniul de epuizare, din rezul-
tatele obtinute, rezultd ci semiconductorul se comportd ca si un conductor
metalic.

Din rezultatele experimentale sub forma Ln e = f(1/T) se poate de-

termina energia de activare ¢ a purtitorilor de curent. Graficul functiei
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In ¢ = f(1/T) pentru domeniul intrinsec este o dreaptd (II), al cdrei coefi-
cient unghiular este proporfional cu energia de activare e. Astfel:

lL.no, — Lnoy

1 _ 1 2)

'1‘2 Tl

g:ktga—:k

unde o; §i o, sint conductibilitifile materialului la temperaturile T res-
pectiv T,. ‘

Din rezultatele experimentale se observd ci energia de activare a sis-
temului ZnO—Al,O,variazd cu concentratia componentelor. Urmind vari-
atia energiei de activare in funcfie de concentratie (fig. 4) se constatd ci
energia de activare prezintd un maxim in cazul probei cu un continut de
50%, ZnO. Studiul roentgenografic, intreprins asupra tuturor amestecu-
rilor, aratd ci probele cu un confinut de 50%, ZnO manifestd o structurd
bine definitd, diferitd de cea a oxidului de zinc i a oxidului de aluminiu.
in conditiile date, cum rezultd si din diagrama de fazd a sistemului ZnO—
AL, 0, se formeazd un compus spinelic de ZnAlLO,, care este aluminatul
de zinc. Datele experimentale aratd cd in cazul noului compus nu numai
energia de activare e ci §i coeficientul de temperaturi « a rezistentei pre-
zintd un maxim (fig. 5). Acest rezultat se poate explica si din punct de

\inl) 4.0, !

749 Aydy
0 0 M B 0 0 & 0 0 ® K Cedk
Tig. 4. Fig. 5.

vedere teoretic, intrucit intre energia de activare e si coeficientul de tem-
peraturd « al rezistentei existd relatia:

F1e (3)

Energia de activare a acestui compus stabil in timp, dupd cum se vede,
are o valoare mai mare decit cea a oxidului de aluminiu par. Dz ase-
menea din figurile 6 a $i 6 b, unde se reprezinti p = f(I') se poate observa
cd pentru curba obfinutd la proba 509, ZnO: panta este madi mare décit in
toate celelalte cazuri. De aici rezultd ci in cadrul sistemului binar studiat
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ZnO--Al0, se poate gisi, pentru realizarea de termistori, un material cu
mult mal adecvat decit oxidul de aluminiu pur indicat in literaturi ca
material pentru constructia de termistori de temperaturi inalte [13].

o Froba: 0% Al 0

s 1 Prate: 0% Zn0
wxcm 2 Proba:  20% Zn0
“ 3 Proba:  50% Zn0

38 4 Probs: 40% Zn0
361 & Proba:  50% Zn0

6 Probe: 60% Zn0
7 Proba:  70% Zn0

34
a2

G
28]
261
24
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36
30 8. Proba - 80% InD
32 9. Proba 90% Z2n0
30 ¥W. Oroba L 100% 2n0
284
%64 g
%
22

Fig 6 b

CONCLUZIL
Din studiul experimental al proptietdfilor semiconductoare la siste-
mul ZnO—ALQO, s-au obfinut urmitoarele rezultate noi:
1. Reézistivitatea sistemtlui studiat variazi intre limite largi cu con-
centrajia componentelor (de la 10? la 1011 Q - em).
2. Sistemul binar stidiat este adecvat préparirii de materiale semi-
conductoare cu diferite rezistivitdfi.
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SRt (3 Y Ta 70 la 90% ZnO prezmta un regim de
3. Prg Tezistivitatea creste cu temperatura semiconductorului,
—""""manifestindu-se in acest domeniu, ca un conductor metalic.
4. In cadrul sistemului binar studiat s-a obfinut un aluminat de zinc
(ZnAl,0,), care este si el semiconductor si prin proprietitile sale este mai
potrivit pentru realizarea termistorilor de temperaturi inalti decit oxidul
de aluminin [13]).
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CBOWCTBA TIOJIYIIPOBOAHUKA CHCTEMBI 7Zn0O — AlLO,
(Peswwme)

ABTODBI H3yyalOT CBOiCTBA MOJAYIPOBOLHHKA cMecn ZnO—A5L,0; ¢ KOHNEHTDaUHAMY,
wiMensilowMucs | uepes xaxaee 10% ot 0% ALO, npo 100% ZnO 100%  A1,0,4
~— 0% ZnO B CHHTETH3HPOBAHHBIX H3 NOpOIWKOB o6pasuax. M3 wuaMeHenHit npoBOAHMOCTH
¢ TEMNEePaTypofi ONPeAensiOTCs IHEPruH  aKTHBAUHMM H INPOCJEKHBAETCA HX H3MEHeHHe
¥ 34BHCHMOCTH OT KOHUeHTpaluM cMecefl. IlosyuaeTcsi aniOMHHAT UHHKA, TFORHKWE AJs
H3rOTOBJIEHHS TePMONapoB ¢ BEICOKOH Temueparypoit. Mamenenuss suinoauanucs upu
remueparype, usmenssilefica ot 300° 10 1000°C, - .
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LES PROPRIETES SEMICONDUCTRICES DU SYSTEME Zn0-AL,O,
(Résumé)

Les auteurs étudient les propriétés semiconductrices du mélange ZnO — Al,0gen concen.
trations variant de 10 en 109, depuis 0%, A1,0, 100% ZnO jusqu’a 1009 Al,05 0% ZnO, pour
des échantillons syntérisés de poudres. D’aprés la variation de la conductivité suivant la tempé-
rature on détermine les énergies d’activation et 1’on observe leur variation en fonction de la
concentration des mélanges. On obtient un aluminate de zinc adéquat pour la confection des
thermistors de haute température. Les mesures ont été effectuées & des températures variant
de 300 a 1000°C.






SEPARAREA INTR-O COLOANA CU ANTRENARE CU VAPORI IN
FUNCTIE DE CONCENTRATIA MEDIE A AMESTECULUI

de
V. MERCEA, E. FODOR, V. GRECU

Tratarea teoretici a funcfionirii coloanelor de separare prin antre-
nare cu vapori este o problemd complexd. Ea a fost rezolvatd pentru co-
loana dreptunghiulard, introducind o serie de aproximdri si simplificiri,
de citre autorii [1, 2, 3] si generalizatd apoi pentru coloana cu simetrie
cilindricd. Rezultatele obfinute permit calcularea separdrii in funcfie de
dimensiunile geometrice gi de conditiile de lucru din coloand. Verificirile
experimentale au ardtat cd existi o concordantd calitativd intre rezulta-
tele teoretice si cele experimentale. Alura dependentei separdrii de dife-
tii parametrii indicati de teorie este aceeasi cu cea obfinutd prin expe-
rientd. '

Lucrarea isi propune un studiu cantitativ al dependentei separarii de
concentrajia medie. Interpretarea rezultatelor teoretice si experimentale
in regim cu extractie este dificild; de aceea

temperatura 79, difuzeazd in spatiul de T
separare de grosime x,, ldtime L si indl-
time Z, un debit constant de vapori No
molifem? sec.; el condenseazd pe peretele !
PP’ rdcit la temperatura T,. Datoriti di- ‘
fuziei wvaporilor in amestecul gazos, in xp_'0¢9
interior are loc o separare a compounente- mxp

lor. La pe'retai%le 00’ se condenseazd compo- Fie 1. Schema teoretiod de functi
nenta mai difuzibild — cea mai usoard — ot 8 et molene l;:paia;?%:ﬁl
iar la peretele PP’ cea mai grea. antrenare cu vapoti.

pentru verificarea cantitativi a datelor teo- pev 7':
retice s-a ales cazul mai simplu al extrac- L
tiei nule. " i
Fie o coloand de separare dreptunghiu- —*F I
lard, a cdrei schemid de functionare este 7 'B
< . 4
dat3 de fig. 1. ; i l 5
Prin peretele poros OO0’ mentinut la j¢; {4 A :
|
|

]

A ¢
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Pe peretele PP’ curge sub actiunea propriei sale greutdti un film de
lichid care antreneazi gazul din interior si produce o circulatie in con-
tracurent. In vecinitatea peretelui 00’ se formeazi un curent ascendent
de debit A4, iar in vecinitatea peretelui PP’ existd un debit descendent B.
Datoritd circulafiei, separarea initiald este maritd si se produce un gra-
dient de concentratie pe verticali. In partea superioari a coloanei este
concentrati componenta usoard, iar in partea inferioari cea grea. Sus se
extrage debitul U de concentrajie ¢, iar jos, debitul G de concentratie c,.
Alimentarea se face In sectiunea de mijloc cu un debit 7 de concentratie c,.
;.. Folosind pe de o parte ecuatiile de conservare a cantitifii de amestec
si a cantitdfii de componentd si pe de altd parte expresiile pentru debitele
A si B calculate in functie de dimensiunile geometrice si de conditiile de
lucru, din ecuafia fenomenului de separare pe orizontali se poate stabili
ecuatia diferentiald a separdrii pe verticald, [1] care este:

(1)

unde H, K si K; sint coeficienti ce pot fi calculati in functie de conditiile
de lucru §i dimensiunile geometrice, $i anume:

H= —; (RTN,Bhx,)

U- cu :.—U-c——‘(l\'-l-Kd)%C;“FHC(l_C)

(2)

RTB2| 3 Py
K =5 [D12+I) - P, d] % @)
. LPx 1
Ad = L
RT 1 (4)

— 1
e 4 P e
Dy D/P - Py Doy

In aceste expresii au fost folosite mnotatiile:

B == Lo #7848 (4 1)2(m 4 1) + Vim + 2)}L<1 —mx, (5)

6 RT  |12qT
P = P,=(P—P,) r~ 6)
(P — Poly = (P — Pop) W™ 7)
A = exp (RTNO" x,,) (8)
e 0
d =5+ h (10)
b=p-— ke (11)
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unde :

Dy, si Dy, sint coeficientii de difuzie a celor douid componente in va-
pori (Dg; > Dy,) '

D,, coeficientul de difuzie a unei componente in cealalti

T,+ T .
T =—‘—_;%2 temperatura medie

- Cy + € . s oA : N g .
¢ =2X__ concentratia medie in sectiunea de imbogatire a coloanei
P — presiunea totald

P, — presiunea parfiald a vaporilor

P,, — presiunea parfiald a vaporilor corespunzitoare temperaturii T,

n — viscozitatea amestecului gazos

¢ — densitatea medie

V  — viteza suprafetei filmului de lichid

m — frac{iunea din spatiul de separare ocupati de curentul ascendent

Aceste rezultate teoretice obtinute pentru coloana dreptunghiulari,
pot fi transpuse pentru cazul unei coloane cilindrice. Si considerdm o co-
loani formatd din 2 cilindrii concentrici de raze R, si R,. In ipoteza ci
R, — R; << R, sau R,, ecuafia separdrii pe verticald ramine neschim-
batd, inlocuindu-se doar L (lajimea coloanei)} prin 2=R,, unde R, este

raza medie egald cu—;— (R + Ry).

Modul de functionare cel mai simplu de interpretat atit teoretic cit
si experimental este cel fird extractie. Pentru U = 0 expresia (1) devine

dr 124
&N+ Kd (1 =) (12)

In regim stationar pentru z =0 si z =2 corespund concentratiile
¢ si c,. Prin integrarea ecuafiei (12) se obtine.

“ T _ H
) nu.;—_——c—-fxp(h,w\,dz) (13)
Se definegte factorul de separare total in coloand prin:

Cu . [

S =

(14)

l—(,‘.lwc.‘

Atunci:

InS=—"!"_, (15)

T K 4+ Kd
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Neglijind pe K; << K si inlocuind expresiile lui H si K din (2) si (3)

avem:

~ h N,
InS = _. . e

[—~ + (B,|P = P)~dJB (16)
Dis

Din (3) inlocuind expresia B, in care se neglijeazd termenul datorit
diferentei de temperaturd, se obtine:

mS——— .. . _GRTAN,
; (P — Py)gVim N N 1
Oa(m—f—2)(l—m)x},D + VWP — Pyd (7)
13

Aceastd expresie se transformd pentru a pune in evidenti partea de-
pendentd de concentratia medie ¢. Inlocuind expresiile lui (P — P,),

(P — Py)p, b, d, ) si considerind s constant, aproximare justificati de mica
modificare a lui m la mari schimbari ale conditiilor de lucru, se obtine:

1 —m. RTN,x
GRThNoexp( . "Jl_ﬁ)

ln S‘ — D".,P . r-—ﬂ(l—m}t—
{1 — m){m -+ 2) - 2p(P — Pyp) (__l__¥ _1_) v £ B e Ehie- 8T (18)
/)ll I)(H I)lll
unde au fost folosite notafiile:
8 RINyip
2P
E— -2 lex [Eﬂﬁﬁa (19)
P — Py 2D, P

Cu ajutorul ecuatiei (18) s-a calculat numeric separarea pentru diferite
concentragii, la amestecul H, — CH,, intr-o coloand cilindricd, agentul
separator fiind vaporii de apd. Pentru acest amestec avem: Dy = 1,11;
Dy = 0,304; Dy, = 0,807.

Coloana are urmitoarele date constructive s$i de functionare:

Ry =07 em Ry, =13 cm ¥y = Ry— R;= 0,6 cm
T, = 105°C T, = 15°C
P =1 atm. Py,=0,017 atm.

No= 3,33.10"° moli/em?.s. V" = 60 cmfs m = 0,7.

Pentru aceste date se obtine urmétoarea dependentd a separirii de
concentratie medie ¢. (Tabelul 1 si curba din figura 2).

Conform teoriei, separarea prezintd un minim la concentratii medii.

Dependenta separarii de concentrafia inifiald a mai fost studiati par-
tial in lucrarea [4] obfinindu-se pentru concentratii medii o separare
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maxim3. Aceste rezultate nu pot fi comparate cu indicatiile teoretice de
mai sus, deoarece misurdtorile au fost ficute in regim cu extractie, si sint
insuficiente ca numir. In continuare se incearcd confruntarea datelor teo-
retice cu experienta.

(n
Tabelul 1 . )

; S i 1,5 : /

0,1 63,5 4,152
/
0,2 50,3 3,917 \ /
0,3 43,5 3,770 N
0,4 40,0 3,684
35
0,5 39,0 3,666
0,6 42,3 3,739
0,7 43,6 3,776
0,8 49,5 3,909 Y P T ¢
0,9 610 4,110 Fig. 2. Variatia teoretici a separiirii
in functie de concentratia medie pen-
tru amestecul CH, — H,.
APARATURA

Misurdtorile au fost facute pe o coloand proiectatd si executatd la
I1.1.A., Cluj. Fiind destinatd verificdrii experimentale a rezultatelor teo-
retice constructia ei reproduce cit mai exact schema teoretici de functionare.
Schita de ansamblu este redata in fig. 3.

Coloana este formatd dintr-un tub de alami K, (2,6 cm) in interiorul
cdruia este agezat concentric un tub de sitd metalica K, (@ 1,4 cm), deli-
mitind intre ele spatiul de separare. Filmul de lichid se formeazi in distri-
buitorul D agezat in partea superioari a coloanei, curge pe peretele cilin-
drului K, si se aduni in partea inferioard, de unde prin sifonul S, iese in
exterior fird a antrena gazul din coloand. Alimentarea distribuitorului
se face printr-un sistem de preaplin asigurindu-se debitul de film constant.
Cilindrul exterior este rdcit la temperatura T, cu o circulaiie continud de
apa in cimasa ce-l fnconjoard C,.

Vaporii siut produsi in cazanul C, incdlzit electric. Prin tubul @ ajung
in interiorul cilindrului KX;. Pentru a asigura distribuirea uniforma a vapo-
rilor in tot lungul coloanei, pe tubul K, sint infdsurate trei straturi de pinzéa
find; aceasta reprezintd o rezistentd suficient de mare la trecerea vaporilor.
Vaporii la temperatura T, putin supraincilziti, difuzeazd prin peretele
poros al cilindrului K, prin spatiul de separare si condenseazd pe peretel:
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Fig. 3. Coloana de separare,
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rece al tubului K,. Condensul se stringe impreund cu apa de film in partea
inferioard R. Pentru a mentine nivelul lichidului din cazan constant, prin
conducta C;, este reciclati In cazan exact cantitatea evaporati.

Alimentarea cu amestecul gazos se face in partea de mijloc, iar la ca-
pete se extrag produsele imbogatite in componenta ugoarid si grea. Debitul
introdus si cele extrase sint reglate cu robinete cu ac si sint urmairite la
debitmetre de gaz, etalonate in prealabil pentru diferite compozitii ale
amestecului de studiat,

Lungimea coloanei este de 45 cm; 20 cm sectiunea de imbogitire,
5 cm zona de alimentare si 20 cm sectiunea de diluare.

S-a lucrat in conditii de circulatie si alimentare constante si anume:

V = 60 cm/sec

Ny =333 -10"% molifem? -s.

I =34 1jord

D = 0,81 1/min. D = debitul de film.

Gazele folosite pentru amestec au fost objinute astfel:

Hidrogenul, prin electrolizd fiind purificat catalitic de O, si uscat pe
silicagel. Metanul direct de la refeaua orasului.

Schema de circulatie a gazelor este redatd in fig. 4.

Analiza probelor

a fost fdcutd cu aju- Q__r_gjﬂﬁi’

torul unei coloane de Debit 1
cromatografie, ca de-
tector fiind folositd o
celuld de conductibi-

tlectrolizor
3 - - I se
litate termicid. Probe- LN

Cuptor
e Y
le au fost luate sau cu % . H
un by-pass sau cu o -7 —'] r‘ % *
siringd de gaz (5, 6]. L:o}—}

Debit 2

Din cauzi ci apa
de film si cea reci- Q——ﬁ——-‘
clati in cazan circuld G Cq

in circuit deschis, va- Fig. 4. Schema de circulatie a fluidelor.

porii aduc incontinuu

in interiorul coloanei cantitatea de aer dizolvatd in ei. Aceste impuritdfi
fiind mai grele decit componentele amestecului H,—CH, se concentreaza
in partea inferioari a coloanei si reprezintd in medie 89, din compo-
nenta grea extrasi. Pericolul impurificdrii este cu atit mai mare cu cit
volumul ocupat de gaz este mic, aproximativ 180 cm?3.

Din aceastd cauzd nu s-au ficut mdisurdtori cu coloana inchisd la am-
bele capete. S-a lucrat cu coloana inchisi la partea superioard si deschisda
complet la cea inferioard, realizindu-se jos un rezervor infinit de concen-
trafie ¢;. In aceste condifii sectiunea de diluare nu mai separd, dar asi-
gurd puritatea gazului in seefiunea de imbogitire.

Misuritorile pentru U = 0 nu au putut fi efectuate din cauza volu-
mului mare al siringii care perturba separarea. De aceea s-au ficut méasuritori
pentru diferifi U, iar din datele obfinute s-a extrapolat rezultatul pentru
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U = 0. S-a urmarit variafia separirii cu extractia pentru diferite concen-
traii initiale i medii. Rezultatele experimentale sint date in tabelul 2,

iar reprezentirile grafice corespunzidtoare in fig. 5.

Tabelul 2
| !
c. s S i 6 v S
1 1
- R l I
0,19 2,75 1,078 0,45 | 2,2 3,05
1,6 2,57 1,6 5,35
0,78 7,29 1,3 9,9
0,42 17,92 1,1 13,7
0 31,3 0,95 17
0,25 2,83 1,306 0 59,8
1,88 1,95 0,62 1,99 11,65
0,9 6,378 1,04 13
i 0,4 22,85 0,45 19
0,13 | 50,6 0,15 23,8
0,35 2.4 1,82 L 07 2,96 1,77
j 2,2 | 3,49 g 0,88 12,88
‘ 1,0 i 31,95 | 0,42 16,05
| 0,3 95,8 |
$
)
120
100
80
601
«0
™
(773

! 1

7 —3

Fig. 5. Variafia separirii in furictic de debitul de extiactie la
diferite eoncenttatii dé inttare,
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Se pot trage urmitoarele concluzii:

1. Separarea pentru U = 0 reprezintid separarea maximi ce poate fi
obtinutd pentru concentratia respectivd. Acest rezultat este in concordantd
cu teoria.

2. Separarea are valori maxime, pentru concentratii medii ¢ = 0,35
si ¢ = 0,66 ceea ce contrazice rezultatele teoretice care cer un minim in
acest domeniu. Acest fapt iese mai bine in evidentd reprezentind grafic In S in
functie de ¢, sau ¢ pentru urmitoarele valori ale lui U (U = 0; 0,2; 0.6;
1/h). Datele obfinute sint trecute in tabelul nr. 3, iar reprezentarea grafici
in fig. 6 si fig. 6 a.

s

\/U'Ol/h
Q

[
o JUs 021/

L 0.5 4 Ce

Pig. 6. Varistia separirii th functie de concentratia
inifiald ¢ pentra diferite entractii.

10 — Babes-Bolyai: Matematicd
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Tabelul 3
U = U =021k U—06l/h
5; c in S iy InS " InS
0,19 0,535 3,43 0,510 3,02 0,446 2,3
0,25 0,607 4,35 0,596 3,88 0,542 2,707
0,35 0,669 4,94 0,666 4,67 0 661 4,125
0,45 0,715 - 4,08 0,711 3,76 0,709 3,581
0,62 0,798 3,22 0,795 3,022 0,795 2,835
0,7 0,840 3,05 0,839 2,95 0,837 2,74

»~U=021h
\=U:06lh

05

F ig. 6.a. Varxatla separdrii in functie de concentratia
medie c c pentru diferite extractn
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Se constatd cd forma curbei pentru U = 0 nu diferd de aceea a curbelor
coresptinzitoare cu extractie. De asemenea, se observd ci pe masurid ce ex-
tractia creste, separarea scade. Rezulti cd datele experimentale nu con-
cordd cu teoria, in locul minimului teoretic apare un maxim de separare
pentru concentratii medii.

Din instalatia existentd si din datele obtinute cu ea nu se pot trage
concluzii asupra valorii separdrii pentru concentratii extreme.
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BbIAEJEHUE B KOJIOHHE C BOBJIEUEHHMEM [MAPOB B 3ABHCHMOCTHU
OT CPEOJHEM KOHUEHTPALMKW CMECHU

(Peziome)

B Hacrosmedi paboTe 3KCIEPHMEHTANBHO H3YYaeTCst 3aBHCHMOCTb BblaeseHus OH-
HapHofi cMmecn rasos H, — CHy B Bbije/qUTeNbHOR KOJOHHe ¢ BOBJIEYEHHEM [apoB NPHU
cpejiHell KoOHUeHTpauuy cMecd. CpaBHuBasg sKcrepuMeHTaJjbHble Pe3YyAbTaThl C  pe3y.ib-
TaTaMH, [OJYYEHHBIMH BBIYHCJAEHHEM, YCTaHABJHBAIOT MEXAY HHMH HECOOTBETCTBHE,
TeopeTHueckas 3aBHCHMOCTb BblAesNeHUs cpeidHell KOHIEHTPAUHH NPEACTABAAET MHUHUMYM
ans  cpepHux KoHuentpauudt B 0,6—0,7, . a 3KCmepUMEHTaJbHO TOJNyYaeTcs M 3TUX
KOHUEHTPAUHUT 3aMeTHBI MakKCHMYM.

.

LA SEPARATION DANS UNE COLONNE D’'ENTRAINEMENT PAR VAPEURS EN
FONCTION DE LA CONCENTRATION MOYENNE DU MELANGE

(Résumé)

Les auteurs étudient expérimentalement la dépendance entre la séparation d’'un mélange
binaire de gaz H,—CH,, dans une colonne & séparation par entrainement de vapeurs, et d’autre
part la concentration moyenne du mélange. En comparant les résultats expérimentanx aux
résultats obtenus par le calcul, on constate une discordance entre eux, la dépendance théorique
de la séparation de comcentration moyenne présentantun minimum pour les concentrations
moyennes entre 0,6—0,7, alors qu’on obtient expérimentalement un maximum prononcé
pour ces concentrations.
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