Universitatea Babeg-Bolyai
Facultatea de Matematica si Informatica

EXAMEN DE LICENTA
Proba scrisa - septembrie 2026
Specializarea Matematica

SUBIECTUL I. Algebra

1. (2 puncte)

(a) Dati definitia grupului.
(b) Dati un exemplu de parte stabila T" a lui (Z, +) care contine elementul neutru din (Z, +) si nu este
subgrup al lui (Z,+). Justificati raspunsul dat.

2. (2 puncte) Pentru n € Z se noteazd nZ = {nk | k € Z}.

(a) Gasiti un d € N astfel incat dZ N 12Z = 60Z.
(b) Céte numere naturale d exista astfel incat dZ N 127 = 60Z ? Justificati raspunsul dat.

3. (5 puncte) Fie f: R® — R? o transformare R-liniard cu proprietatea ca
£(1,0,0) = (1,2,2), £(0,1,0) = (~1,1,2), £(0,0,1) = (~3,0,3).

& se determine f(xz,y, z) cand z,y, z € R.
5 se scrie matricea lui f in baza canonica a lui gR3.

a se determine cate o baza gi dimensiunea pentru Kerf gi Imf.

H » »nn »n

ste f R-izomorfism? Justificati raspunsul dat.

SUBIECTUL II. Analiza matematica

1. (3 puncte) Fie
1 1 1
an=—7=\(14+=4+...+—], Vn>1.
vn 2 n

Sa se arate ca n11_>1r010 a, = 0, dar seria Zn21 a,, este divergenta.

2. (3 puncte) Determinati polinomul lui Taylor de rang arbitrar n, atagat functiei f si punctului a = 0,

pentru

fi(=100) =R, f(z)=2avz+1.

3. (3 puncte) Calculati

1
/ - dr, x€R.
2sinx +cosx + 3



SUBIECTUL III. Geometrie

1. (4 puncte) Capetele ipotenuzei unui triunghi dreptunghic sunt A(—2,4) si B(9,2). Cateta AC este
paralela cu dreapta de ecuatie 2x + y = 2.
(a) Sa se scrie ecuatiile dreptelor suport ale laturilor triunghiului ABC.
(b) S& se determine aria triunghiului ABC.
(c) Sa se scrie ecuatia bisectoarei unghiului BCA.
22y
2. (2 puncte) Se da hiperbola de ecuatie 6 9= 1.
(a) S& se determine coordonatele focarelor Fy si Fs.
(b) Sa se determine un punct M de pe hiperbold pentru care aria triunghiului M F; F» este egald cu 15.
3. (3 puncte) Se considera punctele A(—1,0,0), B(0,1,0), C(1,1,1) si D(0,0,1) fatad de un reper cartezian
ortonormat.
(a) Sa se arate ca AB = DC.
(b) Scrieti ecuatiile dreptelor AC si BD si ardtati ci ele sunt perpendiculare.
(c) Aratati cd dreptele AC si BD sunt concurente.
(d)
)

d
(e

Gasiti punctul de intersectie al dreptelor AC' si BD.

Sa se scrie ecuatia planului determinat de punctele A, B, C.

NOTA.
Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.
Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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SUBIECTUL I. Algebra

O ICIU et 1p
1. (a) Definifia Grupulil . ... ... e 1p
(b) Exemplu de submulfime T . ... ..o 1p

Un exemplu ar putea fi N, care e parte stabild in (Z,+), contine pe 0, dar nu e subgrup (2 € N, dar
-2 ¢ N).

2. Pentru n € Z, nZ este multimea tuturor multiplilor lui n (i.e. x € nZ < n | x).

(a) Se poate observa ci orice multiplu al lui 60 este multiplu de 12, deci 60Z C 127, prin urmare, daca

luam d = 60, avem dZ N 127 = 60Z N 127Z = 607 . ... ..ot e 1p
b))z €dZN12Z & d|xsil12 |z < [d,12] | 2 & z € [d,12]Z (cu [d,12] am notat c.m.m.m.c. al
nUMeETelor d §1 12) ..o 0.5p
Astfel, dZN12Z = 607 < [d,12] = 60 & [d,22-3] = 22-3-5 < d € {5,2-5,22-5,3-5,2-3-5,22-3-5},
deci d poate lua 6 valori ... ... i 0.5p

3. Se observa cd e; = (1,0,0), eo = (0,1,0), es = (0,0, 1) sunt chiar elementele bazei canonice e = (eq, 2, e3)
a lui gR3. Prin urmare avem:

(a) f(xvya Z) = f(xel +yes + 263) = xf<61) + yf(€2) + Zf(€3) = :L'(]., 2, 2) + y(_la 1, 2) + Z(—3,0, 3) =

= (T =Y =32, 20 4 U, 20 42U 4 32) et 1p
(b) Matricea [f]. a lui f in baza canonica are ca si coloane pe f(e1), f(e2) si f(es), deci
1 -1 -3
Fle =1 2 1 0 | o 1p
2 2 3
(c) Imf = (f(e1), f(e2), f(es)) = dimg Imf = rang[f]. = 3 si (f(e1), f(e2), f(es)) € 0 bazd in gImf .. 1p
dimg Kerf = dimg R? — dimg Imf = 3 —3 = 0 = Kerf = {(0,0,0)} si are () ca baza.............. 1p
(d) Kerf = {(0,0,0)} = f injectivd, iar cum domeniul si codomeniul au ambele dimensiunea 3, rezulta
Ca [ este 1ZOMOTTISIN .. ... i 1p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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1. Folosim teorema lui Cesaro-Stolz:

1+4+...+L R gy YOELIEVE

Ji o = Y = i e = i e =0
................................................................................................... 1.5p
Avem

1 1 1 1 1 1
o=y — (142 N>y =Y =>¥" =
“ Z n < * 2 Tt n> - n n - n_ 0
n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
................................................................................................... 1.5p
2. Polinomului lui Taylor de rang n atasat unei functii f si punctului ¢ = 0 este functia
Thof :R—=R

avand expresia

Toof(e) =3 L0ak e c R

k=0
Functia f este indefinit derivabild pe (—1, c0) fiind o compunere de functii elementare. ............ 0.5p
Folosim formula lui Leibniz pentru determinarea derivatei de oridinul n a produsului de functii:
(gh)™ = Z ClgR) p(n=Fk)
k=0

Definim functiile auxiliare g,h : (—1,00) = R

g(l‘) =7, Vo € (—1,00)

h(z) = (z+1)/? Ve (~1,00)
Constatam ca

gx) =z, ¢W(z)=1, ¢W(x)=0 Vk>2.
Astfel:
F (@) = Crg(@)h™ (@) + Chg™ (@)h =D = & b0 (@) 4 n - BV (2)

..................................................................................................... 1p



Se demonstreaza prin inductie forma generala a derivatei de ordinul n pentru n > 2:

W (z) = (*1)%1@@ + 1)72"271

Introducem expresiile derivatelor generale in ecuatia simplificatd obtinuta prin regula lui Leibniz, Vn > 3:

(2n — 3)!!
21’L

n—9 (271 — 5)” _2n-3

F @) = (-1 (o + 1)"’"21} tn [(1) (x+ 1)

2n—1

De asemenea,

(@) =z-hD (@) + 1 h(z) =22z +1)"2 4+ (224 1)Y/2,
@) =z-hP@)+2-hV @)=z - (—Cz+1)")) +2- 2z +1)"V2 = —x(2e +1)"%2 4 220 + 1)" /2,

..................................................................................................... 1p
Pentru a construi polinomul Taylor centrat in a = 0, evaluam derivata in punctul z = 0:
f(0) =1,
£(0) =2,
FM0) =n(=1)""2(2n - 5)!, Vn >3.
Prin urmare, pentru un grad arbitrar n > 1,
1 1 1 (—=1)"=2(2n — 5)!!
Th —_ -2 2.3 4 Y5 . n
(@) =o+ 30 =0+ %~ T i o
Sau
_ " (—1)E2(2k - B)1
Tnlw) =@+ 26—1(k — 1)!
k=2
................................................................................................... 0.5p
. Integrala
1
I :/ - de, Vr>1
2sinx +cosx + 3
Pentru a transforma integrala trigonometrica intr-o integrala rationala, folosim substitutia:
x
t=tan ()
an | 5
Avem
, 2t —t? 2
smlethQ, cosx—1+t2, _1+t2dt
..................................................................................................... 1p
Substituind obtinem:
1 2
1= dt

1 2 2 1
]:/4”(132)23““2) '1+t2dt:/4t+17t2+3+3t2dt:/t2+2t+2dt
;



Pentru a putea integra, descompunem numitorul formand un patrat perfect:
2t +2=F+2t+1)+1=(t+1)>+1

Integrala devine:

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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L 3 1 1p
Loa)AB: T2 VT o) iy —4) e AB: 20 + 11y — 40 = 0 0.5
'9r2 21 =11(y : Y =0 o p
Cateta AC este paralela cud:2x+y=2= AC : 2z +y=c. A(-2,4) € AC = c=0, deci
AC : 2z +y =0.
................................................................................................ 0.5p
Cateta BC este perpendiculara pe cateta AC' = mac-mpc = —1. mac = —2 = mpc = % Dreapta
BC si trece prin B(9,2). Astfel
1
BC’:y—Q:5(1;—9)@30:33—23;—5:0.
................................................................................................ 0.5p.
b) Coordonatele punctului C' se obtin intersectand catetele. Astfel C(1,—2). ................... 0.5p
AC-BC /(-2-1)2+(4+2)2-/O-1)2+(2+2)2 +45-v/80 3v5-45
2 2 2 2
................................................................................................ 0.5p
Alternativ,
1 A YA 1 1 —2 4 1
AABC:§| B YB 1 |:§| 9 2 1 |:30
o Yo 1 1 -2 1
¢) Mésura unghiului BCA este 90°, deci bisectoarea unghiului face 45° cu cateta AC.
Mpis — MAC Mpis + 2
1 =tgdh® = = S Mpis + 2 = £(1 — 2mys).
8 ‘1+mbis'mAC ‘1_2'mbis ’ ( bis)
.................................................................................................. 1p

Se obtin valorile my;s € {3, —%} Dar bisectoarea este in interiorul unghiului ﬁ7 de aceea panta ei
este mp;s = 3 si ecuatiael: y+2=3(x—1)<3z—y—5=0.

Alternativ, ecuatia bisectoarei se poate scrie cu ajutorul formulei bisectoarelor interioare si exterioare
(folosind ca punctele bisectoarei sunt echidistante fatd de laturile AC, BC):

) 22 +y| |z —2y—5|
bZSl 2 : =

Y/ | V1+4

De aici se obtin dreptele bis; :  + 3y + 5 = 0 si bisy : 3z — y — 5 = 0. Deoarece cautam bisectoarea
interioard, se alege ecuatia 3z —y — 5 = 0. Justificarea se poate face geometric (grafic), analitic (prin
panta dreptei) sau prin verificarea pozitiei relative a punctelor A si B fatd de dreapta (coordonatele
lor introduse in ecuatia bisectoarei trebuie sa dea rezultate cu semne opuse).

&2z +y==+(x—2y—5).



2. a) Din ecuatia canonici a hiperbolei avem
a?=160>=9=c=a’ 4+ =25=>c=5.

Astfel focarele sunt

b) Fie punctul M cu coordonatele (xg,yp). Aria triunghiului M F; Fy este W, unde am notat cu

hps lungimea Inaltimii duse din punctul M pe latura Fy Fy. Dar hyy = dist(M, F1 Fy) = dist(M, Ox) =

Yol-
Astfel o 10
................................................................................................ 0.5p
Dar punctul M (z,yo) apartine hiperbolei, deci
2 2 2

To Yo _ To 4 _ 2 _ _

69 =le g =1 =32 |u 4V2.
Astfel putem alege oricare punct dintre punctele

M,y (—4v/2,—3), Ma(—4v/2,3), M3(4V/2, —3), M4 (4V/2, 3).
................................................................................................ 0.5p
3. 8) AB(1,1,0) = DC(L,1,0) +ovene e e 0.5p
. x+1 vy =z . y—1 =z

b) Ecuatiile dreptelor AC' : 5 =71=71% BD:x =0, TS e 0.5p
Vectori directori AC(2,1,1) 88 BD(0, —1,1) v nereeee e 0.25p
AC-BD=2-041-(-1)+1-1=0 <= AC L BD deducem ¢i AC L BD. .................. 0.25p
c) Intrucat zﬁ = D? deducem ca ABCD este paralelogram. Dreptele AC' si BD sunt dreptele suport
ale diagonalelor acestui paralelogram si deci ele sunt concurente. ......................coiiiii... 0.5p

d) Punctul de intersectie al dreptelor AC' si BD este mijlocul comun al diagonalelor [AC] si [BD] al
paralelogramului ABC D, iar coordonatele sale sunt

$A+$C_—1+1_O_O+O_x3+xD
2 2 2 2
ya+yc 0+1 1 140 yp+uyp
2 2 2 2 2
za+zc 0+1 1 041 =zp+zp
2 2 2 2 2
................................................................................................. 0.5p
e) Ecuatia planului (ABC) este
z+1 Y z z+1 y =z
0—(-1) 1-0 0-0 |=0<= 1 1 0|=0<¢<=z—-—y—2+1=0.
1—-(-1) 1-0 1-0 2 1 1
O 0.5p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.



