Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem
Matematika és Informatika Kar

ZAROVIZSGA
Irasbeli préoba - 2026 szeptember
Matematika szak

I. TETEL. Algebra

1. (2 pont)

(a) Adjuk meg a csoport definicidjat.
(b) Adjunk példét a (Z,+) olyan T zart részhalmazdra, amely tartalmazza a (Z,+) semleges elemét, de
nem részcsoportja a (Z, +)-nak. Indokoljuk meg a vélaszt.

2. (2 pont) Legyen nZ = {nk |k € Z}, aholn € Z .
(a) Taldljunk egy d € N szdmot gy, hogy dZ N 127 = 60Z teljesiiljon.
(b) Hény olyan d természetes szam létezik, amelyre dZ N 12Z = 60Z? Indokoljuk meg a vélaszt.
3. (5 pont) Legyen f : R? — R? egy R-linedris leképezés, amelyre
f(la 07 0) = (17 2a 2)7 f(oa 170) = (_17 17 2)a f(Oa Oa 1) = (_Sa 07 3)
(a) Hatérozzuk meg az f(z,y, z) értékét, ha x,y,z € R.
(b frjuk fel az f métrixat az rR® kanonikus bézisaban.

)
)

(c) Hatdrozzuk meg a Kerf és Imf egy-egy bazisat és dimenzidjét.
)

(d) Izomorfizmus-e az f az R felett? Indokoljuk meg a vélaszt.
II. TETEL. Matematikai analizis

1. (3 pont) Tekintiik a kovetkez6 sorozatot:
1 1

1
n=—(14=+...+—], Vn>1
a \/ﬁ(+2+ +n> n>

Igazoljuk, hogy lim a, =0, viszont a ), -, a, sor divergens!
n—oo —

2. (3 pont) Hatérozzuk meg az f : (—1,00) — R fliggvény a = 0 ponthoz tartozd, n-ed rend(i Taylor-

polinomjét (4ltaldnos n > 1 esetén), ahol

f(x) =2V +1.

3. (3 pont) Szdmitsuk ki az aldbbi integralt:

1
/ - dxr, x€R.
2sinx +cosx + 3



III. TETEL. Geometria

1. (4 pont) Egy derékszogli hdromszog atfogdjanak végpontjai A(—2,4) és B(9,2). Az AC befogd
parhuzamos a 2z + y = 2 egyenletli egyenessel.
(a) Hatdrozzuk meg az ABC hiromszog oldalainak egyenleteit!

(b) Hatdrozzuk meg az ABC haromszog teriiletét!
(c) Irjuk fel a BCA sz0g szogfelezbjének az egyenletét!

2 2
2. (2 pont) Tekintsiik a r v egyenletii hiperbolét.

16 9
(a) Hatérozzuk meg az Fy és Fy fékuszpontok koordinatdit!
(b) Hatdrozzunk meg egy olyan M pontot a hiperboldn, amelyre az MF;F> haromszog teriilete 15
egység!
3. (3 pont) Egy ortonormdlt derékszogli koordindta-rendszerben tekintsiikk az A(—1,0,0), B(0,1,0),

C(1,1,1) és D(0,0, 1) pontokat.

(a) Igazoljuk, hogy /@ = Z%’!

(b irjuk fel az AC és BD egyenesek egyenletét, és mutassuk meg, hogy azok merdlegesek egymasral

)

)

(c) Igazoljuk, hogy az AC és BD egyenesek metszik egymédst!

(d) Hatdrozzuk meg az AC és BD egyenesek metszéspontjat!
)

(e frjuk fel az A, B, C pontok altal meghatarozott sik egyenletét!

MEGJEGYZESEK:
Minden tétel kotelezd. A tételekre teljesen kidolgozott megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A minimaélis &tmen6jegy 5,00.
Munkaidé 3 éra.



Babeg-Bolyai Tudomanyegyetem
Matematika és Informatika Kar

) ZAROVIZSGA
Irasbeli préba - 2026 szeptember
Matematika szak

Javitékulcs
I. TETEL. Algebra
Hivatalbol . ... e 1p
1. (&) A csoport definfCiGIa . ... ..t 1p
(b) Példa a T 1éSzhalNazra .. ......o.uun ittt e 1p

Egy példa lehet az N, amely stabil részhalmaz a (Z, +)-ban, tartalmazza a 0-t, de nem részcsoport (2 € N,
de —2 ¢ N).

2. n € Z esetén nZ az n Osszes tobbszorosének halmaza (azaz ¢ € nZ < n | ).

(a) Eszrevehetc’i, hogy a 60 minden tobbszorose a 12-nek is tobbszorose, tehdt 60Z C 127,

kovetkezésképpen, ha d = 60-at valasztunk, akkor dZ N12Z =60ZN12Z =60Z.................. 1p
(b) 2 €dZN12Z & d|xés12 |z & [d,12] | v & x € [d,12]Z (ahol [d, 12]-vel a d és 12 Lk.k.t.-jét
JElOIETk) oo 0.5p
Igy, dZN12Z = 60Z < [d,12] = 60 < [d,22-3] =223 -5 d € {5,2-5,22-5,3-5,2.3.5,22.3 .5},
tehdt d 6 értéket vehet fel .. ... ... . . 0.5p

3. Mivel e; = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1) az gR?® kanonikus e = (ey, ea,e3) bazisdnak elemei, azt
kapjuk, hogy:

(a‘) f(xvy’ Z) = f(xel + yea + 263) = Jff(€1) + yf(BQ) + Zf(e?)) = l‘(l, 2, 2) + y(_l’ 1, 2) + Z(_370’ 3) =

= (=Y =32, 20 U, 20 4 22U 32 e 1p
(b) Az f métrixdnak, vagyis [f].-nek oszlopai a kanonikus bazisban f(ey), f(e2) és f(es), tehat
1 -1 -3
Fle=| 2 1 0 | o 1p
2 2 3
(c) Imf = (f(e1), f(e2), f(es)) = dimg Imf = rang[f]. = 3
és (f(e1), f(ea), f(es)) egy bdzis az gImf-ben. ... ... 1p
dimg Ker f = dimg R? — dimg Imf = 3 — 3 = 0 = Kerf = {(0,0,0)}, vagyis a bazisa ) ........... 1p
(d) Kerf ={(0,0,0)} = f injektiv, és mivel az értelmezési tartomdny és az értékkészlet is 3 dimenzids,
kovetkezik, hogy f 1zomorfizmus ....... ... e 1p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.
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II. TETEL. Matematikai analizis
Hivatalbol . ... e 1p
. Hasznaljuk a Cesaro-Stolz-tételt:
1+24... 41 = NS
lim a, = lim —2—" ™ — Jim ——ntl = lim u =0.

n— 00 n—00 \/ﬁ n—oo \/n + 1 — \/ﬁ n— 00 n+1
................................................................................................... 1.5p
Ekkor teljestil, hogy

1 1 1 1 1 1
Dan=) ——(145+... 42> = 1=) > - =c.
Vn 2 n n n n
n>1 n>1 n>1 n>1 n>1
................................................................................................... 1.5p

. Az f fliggvényhez és az a = 0 ponthoz rendelt n-edfokd Taylor-polinom T,,.of : R — R, ahol

Thof(z) = i fkk('O) %, VzeR.
k=0 )

Az f(x) = xv/x + 1 fiiggvény végtelen sokszor derivdlhaté az (—1,00) halmazon, mivel elemi fiiggvények
OSSZEEBt L. oo 0.5p

A Leibniz-képletet hasznéljuk a szorzat n-ed rendii derivéltjdnak meghatarozasdhoz:
(gh)™ = Z Ckg®) p(n=F)
k=0
Definidljuk az g, h : (—1,00) — R segédfiiggvényeket, ahol
glz) =z é h(z)=(x+1)YV2

Mivel
g@)=z, ¢gW@)=1, ¢W(@)=0 Vk=>2,

zért minden n > 1 esetén:

7 (@) = Clg(@)h™ (@) + Chg® @ (z) = 2 - b (z) +n- KD (a)

..................................................................................................... 1p
A h fliggvény esetén:
h(z) = (z +1)"2,
1
Y (z) = 5(33 +1)71/2
1 1 1
@y — [ _* 1)-3/2 = _2 1)-3/2
W) =5 (-3) e+ HEERV
1 1 3 3
@y — (LY (2 —5/2 _ (_1\3-1° —5/2
h) (x) 2( 2>< 2>(x+1) (-1) 23(x+1) )



Indukciéval igazoljuk az n-edik derivalt altalanos alakjat minden n > 3 esetén:

K() = 1y BBy,

Behelyettesitiink Leibniz-szabéllyal kapott egyenletbe:
1
fl@)=a-hD(@)+1-h(z) =z St )7 (@ )2

@) =z-hP@)+2 - hY@)==- (—le(x + 1)_3/2) +2- %(ac +1)7Y2,

(2n — 3)!!
277,

2n — 5Nl n—
(Zni—l)(:wl)‘?f . Vn>3.

(@) = | (-1 @+ n [

A Taylor-polinom meghatitozasahoz az a = 0 pontban, vegyiik észre, hogy:
1 1 1/2
F(0) =0 (1) + (Y2 =1,

f(0)=0- (i(1)3/2> +2. %(1)71/2 —1,

n n— (2n — 5)”
..................................................................................................... 1p
Kovetkezésképpen, minden n > 1 esetén,

1 1 1 5 (—=1)""2(2n — 5)!!
Tn — -2 2.3 4 Y5 n
(@) =o+ 30 - g0+ % s Tt oy ¢
vagyis
n
(—1)k=2(2k = )1
Tn =
(@) =a+ 2 (k- 1)!
................................................................................................... 0.5p
. Az )
I :/ - dr, Vx>1
2sinx 4+ cosz + 3
integral kiszamitdsahoz hasznaljuk a kovetkez6 helyettesitést:
= tan(3)
=tan (=) .
2
Ekkor
2t 1—¢t? 2
sinx , COST =-——, = dt
1+¢2 1+ ¢2 1+¢2

..................................................................................................... 1p

e,
2( 2t )_'_(17152)_'_3 1+t

1+t2

I= ! 2 g 2 dt— [ — 1
- 4t+<1—f+>t+23<1+t2)'1+t2 TS a+1—e243+32 ) 24+2a+2



Felbontjuk a nevezoben szereplé masodfoku kifejezést:
42t 4+2=F+2t+1)+1=(t+1)>+1.

Ekkor az integrél a kovetkezd alakot oOlti:

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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III. TETEL. Geometria
Hivatalbol ... 1p
x+2 y—4
1. a) AB: T m@—Q(x—&—?):11(y—4)(:)AB:2:r+11y—40:0 .................... 0.5p

Az AC befogé parhuzamos a d : 2z + y = 2 egyenessel = AC : 2z +y = c¢. Mivel A(-2,4) € AC =
c=0, igy

AC : 2z +y=0.
................................................................................................ 0.5p
Az BC befogé meroleges az AC' befogéra = mac -mpc = —1. Mivel mac = —2 = mpe = % A BC
egyenes dthalad a B(9,2) ponton, {gy
1
BC:y—-2= 5(:0—9)@30:fo34—5:0.
................................................................................................ 0.5p.
b) A C pont koordindtait a két befogd egyenesének metszeteként kapjuk meg. fgy C(1,-2). ....0.5p
AC-BC (—2-12+(4+22-VO-1)2+(2+2? V45-v80 3v5-4V5
TIABC] = = = = = 30.
2 2 2 2
................................................................................................ 0.5p
Masképp
1] %4 ya 1 1 -2 4 1
T[ABC]=§| zp yp 1 |=§| 9 2 1 |=30
rc Yo 1 1 -2 1
c) A BCA sz6g mértéke 90°, igy a szogfelezdje 45°-0s szoget zar be az AC befogbval.
sz.f. sz.f. 2
| = tga5° = | el TIMAC || Merf B2 9 = (1 - 2ms ).
1+mszf “Mmac 1_2mszf
.................................................................................................. 1p

Innen az ms,.;. € {3, —%} értékeket kapjuk. De mivel a szogfelez6 a BCA sz0g belsejében talalhato,
az irdnytényez6je ms, y. = 3, az egyenlete pedig: y +2=3(x —1) &3z -y —-5=0.

Alternativ megolddsként a szogfelezé egyenlete felithatd a belsé és kiilsé szoglelezék képletével is (ki-
haszndalva, hogy a szdgfelez6 pontjai egyenld tavolsagra vannak az AC és BC szérakotdl):

2z 4yl |z —2y — 5
B/ V144

Innen kapjuk a sz.f1 :x +3y +5=06és sz.fy : 3x —y — 5 = 0 egyeneseket. Mivel a bels6 szogfelez6t
keressiik, a 3x — y — 5 = 0 egyenletet vélasztjuk. Az indoklas torténhet geometriai iton (grafikusan),
analitikusan (az egyenes meredeksége alapjdn), vagy az A és B pontok egyeneshez viszonyitott relativ
helyzetének ellendrzésével (koordinataikat a szogfelez6 egyenletébe behelyettesitve ellentétes el&jelil
eredményeket kell kapnunk).

5z.f1,2 & 21 +y=+(x—2y—5).



2. a) A hiperbola kanonikus egyenletébdl kapjuk, hogy
a?=160>=9=c=a’ 4+ =25=>c=5.

fgy a fékuszpontok

.................................................................................................. 1p
b) Legyen az M pont koordindtéja (zg,y0). Az MF;F» hiromszog teriilete M, ahol hjs-mel
jeloltiik az M pontbdl az Fi Fy oldalra bocsatott magassag hosszat. Ekkor
hM = d(M, F1F2) = d(M, Ox) = |y0|
igy F\F: 10
Ter[MF, Fy) = [ELF] - lyol 22‘ ool _ 15 4 7'2“/0‘ =15 < |yo| = 3.
................................................................................................ 0.5p
Mivel az M (xo,yo) pont a hiperbolan taldlhaté, ezért:
2 2 2

Lo Yo o 2

———=ls —-—-1l=12;=32& = 4/2.

69 16 o ol = 4v2

Tgy az M (—4v/2, —3), My(—4+/2,3), M3(4+/2, —3), M4(4+/2, 3) pontok barmelyikét valaszthatjuk.

................................................................................................ 0.5p
3. 8) AB(1L,1,0) = DC(L,1,0) +oveneeee e e 0.5p
. : r+1 y oz, y—1_ =z
b) Az AC és BD egyenesek egyenletei: AC : 5 =71-1% BD:x=0, ST o 0.5p
Az ivdnyvektorok AC(2,1,1) 68 BD(0, —1, 1) +vrovreeee e 0.25p
Mivel AC-BD=2-0+41-(~1)+1-1=0 <= AC L BD, kivetkezik, hogy AC L BD........ 0.25p
¢) Mivel ﬁ = D?‘, kovetkezik, hogy az ABC D négyszog paralelogramma. Az AC és BD egyenesek
ezen paralelogramma atloinak tartéegyenesei, igy azok metszik egymést. ............... ... ... ... 0.5p

d) Az AC és BD egyenesek metszéspontja az ABCD paralelogramma [AC] és [BD] &tléinak kozos
felez6pontja, amelynek koordindtai:

IA+I0_71+1_0_0+0_SCB+.TD
2 2 2 2
yatyc 0+1 1 140 ys+yp
22 2 22
za+ze 0+1 1 0+1 zp+zp
2 2 2 2 2
................................................................................................. 0.5p
e) Az (ABC) sik egyenlete:
rz+1 Y z z+1 y =z
0—(-1) 1-0 0-0 |=0<= 1 1 0|=0=z—-—y—z+1=0.
1-(-1) 1-0 1-0 2 1 1
A 0.5p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.



