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SUBIECTUL I. Algebra

. (3 puncte) Fie multimea A = { (7@() 2) ’ a,be Z}.

(a) Sa se arate ca A este un subinel cu unitate al inelului (M2(Q), +, -).
(b) Este inelul (A, +,) (+ si - sunt operatiile induse pe A de operatiile din M(Q)) un corp? Justificati
raspunsul dat.

. (6 puncte) Considerdm sistemul cu necunoscutele z,y, z € R gi parametrul a € R:

r+y+z=1,
2c+3y+az =1,
T4+ay+3z=2.

a) Rezolvati sistemul pentru a = 2.

b) Determinati valorile lui a € R pentru care sistemul are solutie unics.

c¢) Determinati valorile lui a € R pentru care sistemul nu are solutie.

d) Determinati valorile lui @ € R pentru care sistemul are mai mult de o solutie.
)

Rezolvati sistemul pentru a = 0.
SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (3 puncte) Sa se determine forma generald a sumei partiale de rang n, apoi sa se calculeze suma si sa

se specifice natura seriei:
(n + 1

n>1
. (3 puncte) Scrieti polinomul lui Taylor de rang arbitrar n, atagat functiei f si punctului a = 0, pentru
f:R =R, unde f(z) =sin(2z) cosz, Vo € R.
Nota: pentru determinarea derivatei de ordinul n se poate folosi fie formula lui Leibniz, fie identitatea

trigonometrica 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b).

. (3 puncte) Calculati [ dz, Vo € R.

V2 iv4:r+5
SUBIECTUL III. Geometrie

. (5 puncte) In dreptunghiul ABCD se cunosc A(0,0), C(6,2), iar latura AB este paralela cu dreapta
y=x+ 1.

a) Sa se scrie ecuatia diagonalei AC' si sd se determine coordonatele centrului M al dreptunghiului.

b) S& se determine ecuatiile dreptelor suport ale laturilor AB si BC.

c¢) Sa se determine coordonatele varfurilor B i D.

d) S& se calculeze aria dreptunghiului ABCD.

. (4 puncte) Se considera parabola P cu axa de simetrie Ox, varful in origine gi care trece prin punctul
A(4,4). Se noteaza cu F' focarul parabolei.

a) S& se determine ecuatia parabolei P gi coordonatele punctului F.
b) S& se scrie ecuatia unei drepte care trece prin F si este paraleld cu dreapta d : 4o + 3y = 0.

c) Sa se determine toate punctele M € P in care o raza incidenta paraleld cu axa Oz se poate reflecta
astfel incat raza reflectata sa fie paralela cu dreapta d : 4x + 3y = 0.



SUBIECTUL IV. Informatica

Pentru rezolvarea problemelor 1 si 2 poate fi folosit unul din limbajele de programare C++, Python, Java sau C#.

Se va indica limbajul de programare folosit.
Pentru solutiile oferite se pot folosi biblioteci existente (Python, C++, Java, C#).

1. (2p) Scrieti un program care:

a) Implementeaza o clasa Employee cu urmatoarele atribute protejate:
- name de tip string,
- salary de tip intreg.

Adaugati clasei:
- un constructor cu parametri,
- metodele get/set pentru toate atributele,
- o0 metoda toString care returneaza un string format din numele si salariul angajatului separate prin spatiu.

b) Derivati clasa Manager din clasa Employee care are toate atributele clasei Employee si adauga atributul privat
department de tip string. Addugati metodele get/set pentru atributul nou addugat. Metoda toString in cazul clasei
Manager va apela metoda toString din clasa Employee si va concatena la valoarea returnata un spatiu si numele
departamentului.

2. (2p) Creati unvector cu doua obiecte de tip Employee si un obiect de tip Manager. Scrieti o functie care primeste vectorul
creat ca parametru si returneaza angajatul cu salariul minim din vector.

3. (2p) Scrieti liniile de cod lipsa din urmatoarea functie pentrua determina obiectele din vectorul team care au salariul mai
mare decat specificSalary. Se poate folosi functia push_back care insereaza un element la finalul vectorului.

vector<Employee> filter(const vector<Employee>& team, int specificSalary){
vector<Employee> rez;

return rez;}

4.  (2p) Precizati ce se afiseazd in urma executarii secventei de instructiuni de mai jos. Functia push_back insereaza un
elementla finalul vectorului, functia pop_back sterge ultimul element al vectorului, iar functia back returneaza o referinta
la ultimul element din vector.

vector<Employee> staff;
staff.push_back(Employee("John", 5000));
staff.push_back(Manager("Alice", 8500, "IT"));
staff.push_back(Manager("Bob", 4000,"HR"));
staff.push_back(Manager("Elena", 9000, "HR"));
staff.pop_back();
staff.push_back(Employee("Michael", 4500));
staff.pop_back();
cout<<staff.back().toString()<<endl ;

5. (1p) Explicati ce este incapsularea.

NOTA.

Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.

Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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SUBIECTUL I. Algebra

L0 3 1 P 1p
1. (a) Se verifica, folosind teorema de caracterizare a subinelului, c& A e subinel in (M2(Q), +,-)
. 0 0
(i) Og = <0 0> E A 0.5p
. [a b ad V\ _ (a—d b=V )
(ii) (7b a) - (71)’ a') = <7(b ~¥) a- a’) eA Ya,ba WV €L ... 0.5p
a b a W\ [ ad +T7H0  ab +bd fa
(iii) (7b a) . (7[)/ a/) = (7(ab’ +ba') ad + 7bb’) eA Ya,bd WV €Z..oo 0.5p
. . . . 1 0 1 0
Elementul unitate din M>(Q) este matricea unitate Iy = (0 1> = (7 0 1) EA.........L. 0.5p
(b) Daca A ar fi corp, atunci pentru orice element nenul din A inversul in monoidul (M3(Q),-) ar fi tot

din A. Dar, de exemplu, matricea nenula A = ((2) (2)) = 2[5, € A e inversabild in inelul M>(Q) si

1
At =31 = (6 g) ¢ A deoarece % ¢ 7. Deci A nu este COTP. v vvvneniiiiiiiiieieann, 1p
1 1 1 1 1 1 1
2. Matricea sistemului este A = 2 3 a |, iar matricea extinsi este A = 2 3 a 1
1 a 3 1 a 3 2
1 1 1
(a) Pentrua=2avem A= 2 3 2 |,
1 2 3
1 1 1 1 1 0
jardetA=1]2 3 2|“="12 3 0 |=2(3-2) =20, prin urmare sistemul este compatibil
1 2 3 1 2 2
determinat, iar unica sa solutie este data de regula lui Cramer: ........... .. .. ..c..coia.. 0.5p
1 1 1 1 o 1 0 1
z=-|1 3 2|°="2]1 2 2|=1,
212 2 3 212 0 3
1 1 1 1 oo 1 1 1 0
y==12 1 2|="212 1 0 |=-1,
211 2 3 211 2 2
1 1 1 1 1 1 1 0
z=212 3 1 [®=2202 3 =2 | =1 1p
211 2 2 211 2 0
(b) Sistemul dat este compatibil determinat daca si numai daca det A # 0.
1 1 1 1 0 0
CumdetA =|2 3 a|P="]12 1 a-2|=2-a?>+3a—2= —a(a— 3), sistemul e
La3[°9]1 a-1 2
compatibil determinat pentru orice a € R\ {0,3} .. ..o i 1p
(¢),(d) Dacd a € {0,3} atunci rang A = 2 deoarece minorul d = ’ ; :1)) ‘ de ordinul 2 al lui A este nenul
(deci este un minor principal al sistemului) . ........oooii i e 0.5p
1 1 1 1
Dacd a = 0 atunci A = 2 3 01 si singurul minor caracteristic corespunzator lui d este
1 0 3 2
1 1 1 1 1 -1
2 3 1 P 2 3 3 m 0 0.5p
1 0 2 1 0 O



1 1 1 1
Daci a = 3 atunci A = 2 3 3 1 si singurul minor caracteristic corespunzator lui d este
1 3 3 2
1 1 1 1 0 O
2 03 1 P22 1 1 = o3 A 0 0.5p
13 2[%%1 2 -1
Folosind teorema lui Rouché se deduce imediat c& raspunsul la (c) este a =3,.................. 0.5p
iar raspunsul la (d) este @ = 0....... oo 0.5p
(e) Din cele de mai sus rezulta cd in cazul a = 0, deoarece minorul d = 1 ;) # 0, putem considera

ecuatii principale prima si ultima ecuatie, necunoscute principale pe x,y, iar necunoscuta z fiind
necunoscuta secundara, o tratam ca pe un parametru. Atunci sistemul devine

r+y=1-2,
T =2-3z.
De aici obtinem multimea solutiilor S = {(2 =3z, —142z,2) |z€R} ..., 1p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SUBIECTUL II. Analiza matematica

L T3 1p
1. Avem
k(k +2 Y k(k+2 1-3 2-4 2
=S (MDY (PR (18 20 nlnk2)
P (k+1)2 Pl (k+1)2 22 32 (n+1)2
1 n4+2 n—+2
In( - =
2 n+1 2(n+1)
..................................................................................................... 2p
Calculam limita:
. . n+2 . n—+2 1
Astfel suma seriei este —In2 i seria este CONVETrZENtA. .......ovnrtirt i, 1p

. Polinomului lui Taylor de rang n atagat unei functii f gi punctului a = 0 este functia
Toof :R—=R
avand expresia

" R0
Tn;Of(I’) = Z f /{j'( )llik, Vr e R
k=0 ’

Functia f(x) = sin(2x) cosz este indefinit derivabild pe R fiind o compunere gi produs de functii ele-
TNENEATE. o oot e 0.5p

Pentru a determina derivata de ordinul n, transformam mai intai produsul intr-o suma folosind formula
trigonometrica:

1
sin Acos B = 3 [sin(A + B) + sin(A — B)]

Obtinem astfel:
flx) = % [sin(2z + x) + sin(2z — 2)] = % sin(3z) + % sinz

Prin inductie se demonstreaza pentru un k£ € N* ca:
(sin(kz))™ = k" sin (k::z: + %)
Aplicand liniaritatea derivatei, obtinem expresia derivatei de ordinul n:

1 1
f™ () = 3 3" sin (3x+ %) + §sin (x—i— %)

Pentru a construi polinomul Taylor centrat in a = 0, evaluam derivata de ordin k£ in punctul z = 0:

3F+1 km
B = 2"~ qn [ 22
F(0) 5 sm( 5 )

Observam ca valoarea depinde de paritatea lui k:



e Dacd k = 2m (par), atunci sin(mr) =0 = f*™(0) =0

e Daci k = 2m + 1 (impar), atunci sin (mr + Z) = (-1)™ = f@m+(0) = (—l)mw

Prin urmare, toti termenii cu puteri pare dispar (inclusiv f(0) = 0), iar polinomul Taylor contine doar
puteri impare:

14 122 (=1)m(3*m+l 4 1)
T, (z) = 20 — —a® + 225 — ... 2m+1
(¥) =20 = gra”+ o T emry ¢
UNAE 27 4 1 Sl ottt e e 1p
3. Integrala
I = /# dr, VreR
22 —4x+5

Observam ¢, (12 — 42 + 5) = 20 — 4. oot 0.5p

Atunci
1 (22 —4)+4

1 2
I:f/ixd:czf AT
2) V2 -4z +5 2) Vz2—4x+5

Despartim fractia in doua integrale distincte:

dzx

1 2¢ — 4 1
I:f/xidx—i-Q/idx
2) Va2 —4x+5 Va2 -4z +5

................................................................................................... 0.5p
Folosindf\%dz:Z\/ﬂ si f\/ﬁdyzln‘y+ w/y2+a2‘, obtinem:
Yy a
I:\/m2—4x—|—5+21n‘x—2+\/x2—4x+5’—|—C,
..................................................................................................... 2p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SUBIECTUL III. Geometrie

c)

2. a)

Diagonalele dreptunghiului se injumatatesc, deci centrul dreptunghiului este mijlocul segmentului
[AC]:
0+6 0+2
M (+ *) — M(3,1).

2 72
................................................................................................ 0,5p
Deoarece AB este paraleld cu y =z + 1 gi A(0,0) € AB, rezulta

AB: y=u=.
............................................................................................... 0,75p

Intr-un dreptunghi, BC' L. AB. Cum panta lui AB este 1, panta lui BC este —1, iar C(6,2) € BC.
Astfel

Varful B se afla la intersectia dreptelor AB si BC":

Y=z,
r+y—8=0,

deunde £ =4, y =4, deci B(4,4). <ottt 0,75p
Deoarece M este mijlocul segmentului [BD], avem

D =(2,-2).

............................................................................................... 0,75p
Avem
AB=+\/42+42=4V2, BC=/(6—-4)2+(2—4)2=2V2.
Rezulta
Aria(ABCD) = AB - BC = 4v/2-2V/2 = 16.

.................................................................................................. 1p
Deoarece parabola are varful in origine si axa de simetrie Oz, ecuatia ei este de forma

P y? =2px.
............................................................................................... 0,75p
Cum A(4,4) € P, obtinem

16=2p - 4<=p=2,

deci ecuatia parabolei este

P y? =4z
............................................................................................... 0,75p



b) Dreapta cautatd trece prin F'(1,0) si este paraleld cu d, agadar are ecuatia

r:de+3y—4=0

c) Raza reflectatd trebuie sa fie paraleld cu dreapta 4a + 3y = 0 si, prin proprietatea optica, trebuie s&
treacd prin focarul F(1,0). Prin urmare ea se afli pe dreapta determinatd anterior,

r: dr+3y—4=0.

................................................................................................ 0,5p
Punctele de reflexie sunt intersectiile dreptei r cu parabola P:

y? = 4,

dr+3y—4=0.
Inlocuind 4z = y? in a doua ecuatie, obtinem

Y 4+3y—4=0=ye{l,-4}.

............................................................................................... 0,75p
Pentru y = 1 avem x = —, iar pentru y = —4 avem x = 4. Deci punctele cerute sunt

1

Ml <471> ) M2(4-7 _4)

............................................................................................... 0,25p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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Barem Subiect Informatica

Proba 1: Evaluarea cunostintelor fundamentale si de specialitate, examen licenta
septembrie 2026

Specializarea Matematica Informatica

Subiect Informatica

1. 2p
a) Definitie clasa Employee (constructor, metode, acces la date).................... Ip
b) Definitie clasa derivata Manager (mostenire, constructor, metoda)............ Ip
2. 2p
CIRATE VECTOT . .....ueeuitiienieteteieteete ettt eteae enees steate eeseas eesen sateses sntene eeen e eans 0.5p
Calcul valoare minima Salarit..........cceceeeeirieieineiee e 1p
Returnare angajat cu salariu minim. ............oovevuiiineneienineieeeinnnn 0.5p
3. 2p
Iterare elemente. ... .....o.veiiniit ittt 0.5p
Comparare CleMEeNte ..........ovuiriiit it Ip
Actualizare rezultat ...........ooviiniii i 0.5p
4. 2p
Identificareacorectd a obiectului afisat...............oooiiiiii 1p
Indicarea corectd a reprezentarii ca string a obiectului afisat................... 1p
5. 1p
EXplicarea tEOTEICA .......cccoveieeueuerriececieinireecieieneeseeeesesee e sesesseseecaeseseeenees Ip
Nota:

(1p) Oficiu



