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I. TETEL. Algebra

a

. (8 pont) Tekintjik az A = {(7&)

2) ‘a, be Z} halmazt.

(a) Igazoljuk, hogy az A egy egységelemes részgyliriije az (M2(Q), +, ) gylirlinek.
(b) Test-e az (A,+,-) gylirti (ahol a + és a - az M(Q) miiveletei altal az A-ban indukalt miiveletek)?
Indokoljuk meg a valaszt.

. (6 pont) Tekintsiik az aldbbi egyenletrendszert az x,y, 2 € R ismeretlenekkel és a € R paraméterrel:

r+y+z=1,
2¢ + 3y +az =1,
r+ay+3z=2

a) Oldjuk meg az egyenletrendszert a = 2 esetén.

b) Hatdrozzuk meg azon a € R értékeket, amelyekre az egyenletrendszernek egyetlen megolddsa van.

c) Hatédrozzuk meg azon a € R értékeket, amelyekre az egyenletrendszernek nincs megoldésa.

d) Hatdrozzuk meg azon a € R értékeket, amelyekre az egyenletrendszernek egynél tobb megolddsa van.

e) Oldjuk meg az egyenletrendszert a = 0 esetén.
II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Hatdrozzuk meg az aldbbi sor n-ed rendii részletosszegének &ltaldnos alakjat, majd szdmitsuk
ki az Osszeget, és adjuk meg a sor jellegét:

2
S ().
= (n+1)
. (3 pont) Hatdrozzuk meg az f : R — R fliggvény a = 0 ponthoz tartozd, n-ed rendli Taylor-polinomjat
(&ltaldnos n > 1 esetén), ahol f(z) = sin(2z) cos z.
Megjegyzés: az n-ed rendii derivalt meghatarozasdhoz hasznalhaté példaul a Leibniz-képlet, vagy a
2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b) trigonometrikus azonossig.

. (3 pont) Szamitsuk ki az aldbbi integralt: [ ﬁdm, vz € R.

III. TETEL. Geometria

. (5 pont) Az ABCD téglalapban ismertek az A(0,0) és C(6,2) csticsok, az AB oldal pedig parhuzamos
az y = x + 1 egyenletii egyenessel.

a) Irjuk fel az AC 4tl6 egyenletét, és hatdrozzuk meg a téglalap M kézéppontjanak koordinatdit!
b) Hatérozzuk meg az AB és BC' egyenesek egyenleteit!

¢) Hatérozzuk meg a B és D csticspontok koordindtait!

d) Szamitsuk ki az ABCD téglalap teriiletét!

. (4 pont) Tekintsiik azt az Ox szimmetriatengely(i, origé csicspontii P paraboldt, amely dthalad az
A(4,4) ponton. Jeldljik F-fel a parabola fékuszpontjét.

a) Hatdrozzuk meg a P parabola egyenletét és az F pont koordindtdit!

b) Irjuk fel egy olyan egyenes egyenletét, amely dthalad az F ponton, és parhuzamos a d : 4z + 3y = 0
egyenessel!

¢) Hatérozzuk meg az Osszes olyan M € P pontot, amelyben egy Oz tengellyel parhuzamos bees6
fénysugar ugy verddik vissza, hogy a visszavert fénysugar parhuzamos legyen a d : 4z + 3y = 0
egyenessel!



IV. TETEL. Informatika

Az 1. és 2. feladat megoldasahoz a C++, Python, Java és C# programozasi nyelvek egyike hasznalhato.
Meg kell adni a hasznalt programozasi nyelvet.

A megoldasokhoz hasznalhatéak a meglévé kényvtarak (Python, C++, Java, C#).

1. (2p) irjunk programot, amelyben:
a) bevezetjik az Employee osztélyt az alabbi védelemmel rendelkez attribitumokkal:

- name, amely karakterlanc (string) tipusu;
- salary, amely egész tipusu.

Adjunk hozz3 az osztalyhoz:

- egy paraméteres konstruktort,

- get/set metddusokat az 6sszes attribdtumra,

- egy toString metddust, amely egy olyan karakterlancot térit vissza, amely az alkalmazott nevét és fizetését
tartalmazza sz6kozzel elvélasztva.

b) Hozzuk létre az Employee osztaly Manager szarmaztatott osztalyat, amely az Employee osztaly Gsszes attributumat
tartalmazza, valamint a karakterlanc tipusu department privat attribitumot. Vezessiik be az Uj attribUtumhoz
hozzarendelt get/set metddusokat is. A Manager osztaly esetén a toString metdédus azt a karakterldncot tériti vissza,
amely az Employee osztaly toString metddusa altal visszaadott értékhez hozzaf(iz egy szokozt, majd ezt kdvetben a
részleg nevét (a department attribitum tartalmat).

2. (2p) Hozzunk létre egy vektort, amely két Employee tipust és egy Manager tipust objektumot tartalmaz. {rjunk egy
fliggvényt, amely az igy létrehozott vektort kapja paraméterként és a legkisebb fizetéssel rendelkezé alkalmazottat tériti
vissza a vektorbdl.

3. (2p) irjuk meg az alabbi fuggvénybdl hidnyzé kédrészletet annak érdekében, hogy a team vektor azon elemeit (Employee
tipusy objektumait) hatarozzuk meg, akiknek a fizetése nagyobb, mint specificSalary. Lehet hasznalni a push_back
flggvényt, amely egy elemet szUr be a vektor végére.

vector<Employee> filter(const vector<Employee>& team, int specificSalary){
vector<Employee> rez;

return rez;}

4.  (2p) Adjuk meg, hogy mi jelenik meg a kimeneten az alabbi kddrészlet végrehajtasakor. A push_back fliiggvény egy elemet
szur be a vektorvégére, a pop_back fuggvény kitorli a vektor utolsé elemét és a back fliggvény egy referenciat térit vissza a
vektor utolsé elemére.

vector<Employee> staff;
staff.push_back(Employee("John", 5000));
staff.push_back(Manager("Alice", 8500, "IT"));
staff.push_back(Manager("Bob", 4000,"HR"));
staff.push_back(Manager("Elena", 9000, "HR"));
staff.pop_back();
staff.push_back(Employee("Michael", 4500));
staff.pop_back();
cout<<staff.back().toString()<<endl ;

5. (1p) Magyarazzuk el, hogy mit értlink zartsag (encapsulation) alatt az objektumorientalt programozasban.

MEGJEGYZES.

Minden tétel kételez6. Minden tételre teljes megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A legkisebb atmené jegy: 5,00.
Munkaidd: 3 dra.
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Javitékulcs
I. TETEL. Algebra
Hivatalbol ... 1p
1. (a) A részgytirii jellemzési tétele alapjén A részgyfliri az (M2(Q), +, -)-ban, hiszen
. 0 0
(i) Og = <O 0> E A 0.5p
. [a b a v\ [(a—-d b=V )
(ii) (7b a) — (7()’ a’) = <7(b—b’) o a’) eA Va,b,d b €7 ..o 0.5p
. [a b a W\ [ ad +T700  ab + bad P
(iii) (7() a) . (7[)’ a’) = (7(ab' +ba') ad + 7bb’) eA Va,bd bV €.l 0.5p
, 1 0 1 0 .
Az M>(Q) egységeleme az Iy = 0 1)=\7.0 1)€¢ A egységmatrix ... 0.5p
(b) Ha A test lenne, akkor az A barmely nemnulla elemének az M»(Q) gy(iriiben vett inverze is az A-hoz
tartozna. De péld4dul a nemnulla A = <(2) g) = 21, € A métrix invertalhat6 az Ms(Q) gytiriiben,
1
azonban A~! = %IQ = <(2) ?) ¢ A, mivel % ¢ 7. Tehdt Anem test.........coocoviiiiiiiin.. 1p
2
1 1 1 1 1 1 1
2. Az egyenletrendszer méatrixa A= | 2 3 a |, a bévitett métrix pedig A= | 2 3 a 1
1 a 3 1 a 3 2

a=2esetén A =

— N =
DN O =
W N =

1 1 1 1 1 0
ésdetA=12 3 2 [“="12 3 0|=2(3-2)=2# 0, kovetkezésképpen az egyenletrendszer
2 3 2

1 1 2
Cramer rendszer (vagyis kompatibilis és hatdrozott), egyetlen megolddsat pedig a Cramer-szabdaly
AJA TN ettt 0.5p
1 1 1 1 1 1 0 1
r=-|1 3 2|°="-]1 2 2|=1,
212 2 3 212 0 3
1 1 1 1 1 1 1 0
y=-12 1 2|®="-12 1 0|=-1,
211 2 3 211 2 2
1 1 1 1 o 1 1 0
2= 2 3 1 P=T 2 2 3 2 | =l 1p
211 2 2 211 2 o0

Az adott egyenletrendszer pontosan akkor lesz egyértelmiien megoldhatd, ha det A # 0.

1 1 1 1 0 0
Miveldet A=|2 3 a |®“="|2 1 a—-2|=2-a*>+3a—2=—a(a—23),
1 a 3|71 a-1 2
az egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté pontosan ha a € R\ {0,3} ...t 1p
Ha a € {0, 3}, akkor rang A = 2,
mivel az A méasodrendil d = ‘ ; é aldetermindnsa nemnulla ......... ... ... ..o oL 0.5p




1 1 1 1
Ha a = 0, akkor A = 2 3 0 1 |, és a d-hez tartoz6 egyetlen karakterisztikus aldeterminans
1 0 3 2
1 1 1 11 -1
2 3 1 P2 2 8 8 m 0 0.5p
1 0 2 1 0 O
11 1 1
Ha a = 3, akkor A = 2 3 3 1 |, és a d-hez tartozd egyetlen karakterisztikus aldeterminans
1 3 3 2
1 1 1 1 0 O
2 03 1| P=" 2 1 1 | = o3 0 0.5p
13 2|71 2 -1
A Rouché-tétel alkalmazdsdval azonnal kovetkezik, hogy a (c) pontra a vdlasz a =3,........... 0.5p
a (d) pontra pedig a valasz @ = 0. ....ooin it 0.5p
1 1

1 3 ‘ # 0, féegyenletnek tekinthetjiik

az elsO és az utolsd egyenletet, fGismeretlennek az x,y-t, a z mellékismeretlent pedig paraméterként
kezelhetjiik. Ekkor az egyenletrendszer a kovetkezéképpen alakul:

r+y=1-z,
T =23z

Ebbél megkapjuk a megolddshalmazt: S ={(2—3z,-14+2z,2) [z€R}......coiiiiiiiiii.. 1p

(e) A fentiekb6l kovetkezik, hogy az a = 0 esetben, mivel a d = ‘

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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II. TETEL. Matematikai analizis
Hivatalbol . ... 1p

. Teljesiil, hogy

< k(k+2)\ “Th(k+2)) 1-3 2-4 n(n +2)
sn—21n<(k+l)2)—ln<n(k+l)2)—ln(22~32-...~(n+1)2>

k=1 k=1

1 n+2 n—+2
=hh(--—— ) =h|—7——].
2 n+1 2(n+1)

..................................................................................................... 2p
Kiszdmoljuk a hatarértéket:

. . n+2 . n+2 1
Az 6sszeg tehdt —In2 és a Sor KONVErgens. .. .......o.iuiuiu i 1p

. Az f fliggvényhez és az a = 0 ponthoz rendelt n-edfoki Taylor-polinom T,,.of : R — R, ahol

Tnof(x) = Zn: F9(0) z*, VzeR.

k!
k=0

Az f(x) = sin(2z) cos z figgvény végtelen sokszor derivalhaté R-en, mivel elemi fliggvények Gsszetétele
65 SZOTZALA. . oottt ettt e e e 0.5p

Az n-ed rendii derivalt meghatdrozasdhoz el8szor a szorzatot Osszeggé alakitjuk a trigonometrikus
azonossag segitségével:
1
sin Acos B = 3 [sin(A + B) + sin(A — B)]

Ekkor kapjuk, hogy
1. . 1. 1.
flx) = 3 [sin(2z 4+ x) +sin(2x — )] = B sin(3z) + 5 sine
Indukcidoval igazoljuk, hogy minden k£ € N* esetén:
(sin(kz))™ = k" sin (k:v + %)
Mivel a derivalt linearis, az alabbi Osszefliggéseket kapjuk az n-ed rend derivaltra:
nw

1 1
F(x) = 3 3" sin (333—}— %) + §sin (x—l— 7)

A Taylor-polinom meghatatozdsdhoz az a = 0 pontban, vegyiik észre, hogy:
3F+1 k
-2t ()

Ez az érték a k paritdsatdl fligg:

e Ha k = 2m (péaros), akkor sin(mm) =0 = f?™)(0) =0



o Ha k =2m + 1 (pdratlan), akkor sin (mr + %) = (—1)™ = f@m+(0) = (—1ym3 el

Kovetkezésképpen minden pdros kitev8jli tag eltlinik (beleértve az f(0) = 0 esetet is), {igy a Taylor-
polinom csak paratlan hatvanyokat tartalmaz:

14 122 (_1)'m(32'rn+1 + 1)
T’n =9 -3 it S 2m—+1
(#) =20 = 5"+ e T emr )
ANOL 21 4 1 S m o 1p
3. Az
x
1= /7@5, Vz € R
Va2 —4x+5

integral kiszdmoldsdhoz vegyiik észre, hogy (22 — 42 +5) =22 — 4. ooooiviiiiiiii 0.5p
Ekkor

1 2 1 —
I:,/iﬂcdm:, (22-4)+4
2) Vz2—4x+5 2) Vx?2—4x+5

A tortet két kiilonéllé integralra bontjuk:

dx

1 20 — 4 1
sz/xidwﬂ/idx
2) Va2 —4x+5 vz -4z +5

................................................................................................... 0.5p
Felhasznélva, hogy [ \% dr =2\/ués [ \/% dy =1n ‘y + VY2 + aQ‘, kapjuk, hogy:
y2+a
I= \/12—4x+5+21n‘x—2+\/:E274:E+5’JrC,
..................................................................................................... 2p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.
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III. TETEL. Geometria
Hivatalbol . ... e 1p
1. a) Az AC egyenes dthalad az A(0,0) és C(6,2) pontokon, igy a irdnytényezéje mac = = = —. Innen

2. a)

................................................................................................ 0,5
A téglalap 4tl6i felezik egymdst, {gy a téglalap kozéppontja az [AC] szakasz felez8pontja: w
0+6 0+2
M (; ;) — M(3,1).
................................................................................................ 0,5p
Mivel az AB oldal parhuzamos az y = x + 1 egyenessel és A(0,0) € AB, kovetkezik, hogy:
AB: y=u.

............................................................................................... 0,75p

A téglalapban BC 1 AB. Mivel az AB egyenes irdnytényezéje 1, kapjuk, hogy a BC egyenes
irdnytényez&je —1, és tudjuk, hogy C(6,2) € BC. Igy:

BC: y—2=—(x—6)<=xz+y—8=0.

A B cstcspont az AB és BC' egyenesek metszéspontja:

y=ux
z+y—8=0,

ahonnan © =4, y =4, teh&t B(4,4).. ..ot 0,75p
Mivel M a [BD] szakasz felez6pontja, kapjuk, hogy:

D =(2,-2).

............................................................................................... 0,75p
A szakaszok hossza:
AB =42 +42=4v2,  BC=/(6-4)2+(2-4)2=2V2.
Ebbél adddik a teriilet:
Ter(ABCD) = AB- BC = 4V/2 - 2V/2 = 16.
.................................................................................................. 1p

Mivel a parabola csicspontja az origéban van és a szimmetriatengelye az Ox tengely, az egyenlete a
kovetkez6 alaki:

P y?=2px
............................................................................................... 0,75p
Mivel A(4,4) € P, kapjuk, hogy:

16=2p-4<=p=2,
tehat a parabola egyenlete:

P y? =4z
............................................................................................... 0,75p



b) A keresett egyenes dthalad az F'(1,0) ponton és parhuzamos a d egyenessel, igy az egyenlete:

r:de+3y—4=0

c) A visszavert fénysugdrnak parhuzamosnak kell lennie a 4z + 3y = 0 egyenessel, és az optikai tulaj-
donsdg alapjan 4t kell haladnia az F(1,0) fokuszponton. Ebbdl kifolySlag ez a fénysugdr az el6zéleg
meghatarozott egyenesen talalhaté:

r: dr+4+3y—4=0.

................................................................................................ 0,5p
A visszaver6dési pontok az r egyenes és a P parabola metszéspontjai:

y? = da,

dr+3y—4=0.
Behelyettesitve a 4z = y? kifejezést a masodik egyenletbe, a kdvetkez6t kapjuk:

Y +3y—4=0<ye{l,-4}.
............................................................................................... 0,75p
1

Ha y =1, akkor x = 7 ha pedig y = —4, akkor x = 4. Tehat a keresett pontok:

1

M, 1,1 , Ms(4,—4).

............................................................................................... 0,25p

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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Informatika tétel

1. 2p
a) Az Employee osztaly definialasa (konstruktor, metodusok, hozzaférés az adatokhoz)..................... 1p
b) A Manager szarmaztatott osztaly definialasa (6roklés, konstruktor, metodusok)........cccceeeveiruennee. 1p
2. 2p
VEKEOT LEIIEROZASA. ....cveuieieeieitee ettt ettt eneae ests eaes et s esea seaenesessenes 0.5p
Fizetés minimalis értékének KiSZAMITASA......ceueueueueueueeiieieiiieer ettt seseneanes Ip
Legkisebb fizetéssel rendelkezd alkalmazott VisSZateritéSe......cooviriniriviruririririeieieieeeieeeeeeeseserereeae 0.5p
3. 2p
EIEMEK TEETAIASA. ... c.eveveeiieteieieiete ettt et et e s s e st saeses saetes saesen s sesessaeses sseses saesenes 0.5p
Elemek 6sszehasonlitasa 1p
Eredmeény aKtUaliZAlASA. ........cccveueiieieeeiieieeiee ettt ettt s e s et esese s seenssesens eseneoe 0.5p
4. 2p
A megjelenitendd objektum helyes aZonOSItASa.......co.euvieieuiirieieirre e Ip
A megjelenitend6 objektum karakterlanc-abrazoladsanak helyes megadasa 1p
5. 1p
EIMELEth MAZYATAZAL.......cocveeiieveeiieieiiieieieteie ettt ettt e e seses steses sseses ssesss ssess srsese arsese srsess sesese seseens 1p

Megjegyzés:
(1p) Hivatalbél



