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Specializarea Matematica

SUBIECTUL I. Algebra

. (3 puncte) FieAz{(S g) a,beR}.

(a) Sa se arate cd A este subinel al inelului (M3(R), +, ).
(b) Este A, impreund cu operatiile induse de operatiile din (M2(R),+, ), un inel comutativ?

(¢) Are inelul (A, +,-) divizori ai lui zero?
Justificati raspunsurile date.

. (2 puncte) Fie m,n € N. S& se arate c& mZ U nZ este subgrup in grupul (Z,+) daca si numai daca
m | n saun | m. (Reamintim ca pentru n € Z se noteaza nZ = {nk | k € Z}.)

. (4 puncte) Consideram sistemul cu necunoscutele z,y, z € R si parametrul a € R:

z+y+z=3,
3x+y+2z=a,
r—y=1,
zr—3y—z=-—1.

Determinati rangul matricei sistemului.

(a)
(b)
()

)

(d) Rezolvati sistemul pentru a = 7.

Determinati valorile lui a € R pentru care sistemul nu are solutjii.

Determinati valorile lui a € R pentru care sistemul are mai mult de o solutie.

SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (3 puncte)Fie

1 1 1
an=—(14—=4+...4+— )], Vn>1
n( V2 ﬁ)

Sa se arate ca nh_}rrgo a, = 0, dar seria Zn21 a,, este divergenta.

. (3 puncte) Determinati polinomul lui Taylor de rang arbitrar n, atagat functiei f si punctului a = 0,
pentru

I (—;,oo> =R, f(z)=2zv2z+1.

. (3 puncte) Calculati

1
—d .
/ sinz (2 + cos x) z, 2€(0m



SUBIECTUL III. Geometrie

1. (3 puncte) Se dau dreptele de ecuatii dy : x —2y —1=0sidy: 22 +y+8=0.

(a) S& se demonstreze ci dreptele d; si ds sunt perpendiculare.
(b) S& se determine punctul de intersectie a dreptelor.

(c¢) Daca doud laturi ale unui dreptunghi se afli pe dreptele d; si da, iar intersectia diagonalelor este in
punctul M (0,2), atunci s se scrie ecuatiile celorlalte doua laturi ale dreptunghiului.

2. (2 puncte) Se di cercul C : 2% + y? + 2y — 4 = 0.

(a) Sa se determine centrul A si raza r ale cercului.
(b) Sa se determine coordonatele punctelor Fy si F» in care se intersecteaza cercul C cu axa Oz.

(c) Sa se scrie ecuatia canonica a acelei elipse ale carei focare sunt punctele Fy, Fy, iar elipsa trece prin
centrul A al cercului C.

3. (4 puncte) Se considerd, in spatiul P raportat la un reper cartezian ortonormat, familiile de plane
ap:x—ty+z=1tg B :tr+y—tz=1 care depind de parametrul real .
(a) Sa se arate ca planele a; i 8; sunt neparalele pentru orice ¢t € R.
(b) S& se determine un vector director al dreptei
o Jr—tyt+z=t
M“_a””m'{tx+y—m:1
(c) Sa se arate ca My(t,1,t) € d; pentru orice t € R.
(d) Sa se arate ca originea O(0,0,0) este echidistanta fatd de toate dreptele dy, t € R.

NOTA.
Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.
Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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1. (a) Se verifica, folosind teorema de caracterizare a subinelului, ca A e subinel in (Ma(R),+,-) ....... 2p

(i) 0, = <8 8> €A
(i) ( 8) - (g g) = (agc b6d> € A, Va,b,c,d e R
(i) (o 8) : <8 g) — <%C “Od> € A, Ya,b,c,d € R
o i s e e (1 0) (3 1) = (0 D) £ (0 0)=(0 ) ). et e

o 2

S

(A, 4, +) I € COMUEALIV « oo\ttt ettt ettt e et e e et e e 0.5p
(c) Din exemplul dat la (b) pentru a arata ca - nu e comutativa pe A rezulta si cd (A, +,-) are divizori
A1 LUL ZETO . . oot e 0.5p

2. Pentru n € Z, nZ este multimea tuturor multiplilor lui n (i.e. z € nZ < n | x) si nZ < Z.

Daci m | n atunci orice multiplu de n este gi multiplu de m, prin urmare, nZ C mZ si atunci

mZUnZ =mZ <7 (si, analog, n | m = mZUNZ =nL <L) «.oouuumiiiiiaiiniiiiniiain. 1p
Sa consideram ca mZUnZ < Z. Cum m € mZ C mZUnZ sin € nZ C mZUnZ, avem m~+n € mZUnZ,
adica M+ N EMZ SAU ML+ T E N o v e e et et e et e e e e et e 0.5p
Dacd m 4+ n € mZ, cam m € mZ, avem n = (m + n) —m € mZ, prin urmare m | n
(si, analog, cazul m+mn € mZ conduce la n | M) ..o 0.5p
1 1 1 1 1 1 3
. . . 3 1 2 . . . - |1 3 1 2 a
3. Matricea sistemului este A = 1 -1 0 , lar matricea extinsa este A = 1 -1 0 1
1 -3 -1 1 -3 -1 -1
1 1
(a) Avem d = 1 | =2 # 0, iar
1 1 1 |kL-n|1 1 1 1 1 1 1 1
3 01 2|82 0 1]=0si|1 -1 0 |1 -1 0]=0,
1 -1 0 2 01 1 -3 -1 2 -2 0
el TANE A = 2 o 1p

(b) Conform teoremei Kronecker-Capelli sistemul este incompatibil dacid gi numai daca
2 =rang A < rang A
Existd 2 minori de ordin 3 ai matricei A ce se obtin din d prin bordare cu elemente din coloana
termenilor liberi (minori caracteristici corespunzatori lui d):

1 1 3 |etall 2 2 1 1 3|e-u|1 1 1
1 -1 1 |®="|1 0 0 |=0si|3 1 Bl 9 0 a—3 |=2a-1)
1 -3 -1 1 -2 -2 1 -1 1 2 0 4

Deci rang A > 2 daci si numai daci 2(a —7) # 0, adicia € R\ {7} ......ooooiiiiiiiiiiiiii, 1.5p



(¢) Pentru ca sistemul sa fie compatibil, trebuie ca 2 = rang A = rang A. In acest caz avem 2 necunoscute
principale si o necunoscuta secundara, deci sistemul e compatibil nedeterminat daca si numai daca

B T 0.5p

(d) Pentru a = 7 avem compatibilitate cu mai multe solutii (conform celor de mai sus). Rezolvarea se
. . . 1 1

poate porni de la minorul nenul d sau, deoarece rang A = 2 si minorul d’ = ‘ 1 0l= —1# 0 (luat

din prima si a treia linie din A) e principal, agadar putem pastra doar prima si a 3-a ecuatie (ecuatiile
principale) i considerim z,z necunoscute principale, necunoscuta secundars y fiind tratati ca un
parametru, iar sistemul devine

r+z=3—-y,
r=y+1.

De aici obtinem multimea solutiilor S = {(y+1,4,2 —2y) [y € R} ... 1p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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1. Folosim teorema lui Cesaro-Stolz:

1+L+...+L ! 1
lim a, = lim V2 VR im —Y2 i =
................................................................................................... 1.5p
Avem
1 1 1

San= i (1t et =) 2 =

n>1 n>1 \/5 \/E n>1
................................................................................................... 1.5p

2. Polinomului lui Taylor de rang n atagat unei functii f i punctului ¢ = 0 este functia
Thof :R—=R

avand expresia

f(k) k
nOf Z Jf, Ve eR

Functia f(x) = v/2x + 1 este indefinit derivabild pe (

5 ) fiind o compunere de functii elementare.

................................................................................................... 0.5p
Folosim formula lui Leibniz pentru determinarea derivatei de ordinul n a produsului de functii:
(gh)™ = Z Ck gk p(n=k)
k=0

Definim functiile auxiliare g, h : (—%, oo) - R

g(z) ==

h(z) = (2z 4+ 1)1/2
Constatam ca

gx) =2z, ¢W@)=1, ¢P(x)=0 Vk>2
Astfel, pentru n > 1:
F (@) = CRg(@)h ™ (z) + CrgW()h "D (x) = 2 - B (z) + n- A" D(x)

..................................................................................................... 1p

1
hz) = (2z+ 12, hW(z) = 52z + 1)712.2 = (20 +1)71/2



) (z) = —%(23} +1)732. 2= (22 +1)7%/?2
3
3 (z) = 52+ 1)75/2.2 =302z +1)7%2 = (=1)*>71(2-3 = 3)!1(2x 4+ 1) ~5/2

Se demonstreaza prin inductie forma generald a derivatei de ordinul n pentru n > 2:

2n—1

R (2) = (—=1)" 1 (2n — 3)N(2z + 1)~
Introducem expresiile derivatelor generale in ecuatia simplificata obtinuta prin regula lui Leibniz:

F(z) = 2 [(—1)”*1(271 — 32 + 1)*%} i [(—1)“*2(271 — )2 + 1)*#}

Pentru n =1,

3x+1
() =2z + 1+ x =
f(@) N N

Pentru n = 2 )

2z +1 (2z + 1)3/2
..................................................................................................... 1p
Pentru a construi polinomul Taylor centrat in @ = 0, evaluam derivata in punctul = = 0:

FM0) =n(=1)""2(2n - 5)!, Vn >3.
si
foy=1 s f"0)=2
Prin urmare, pentru un grad arbitrar n > 1, polinomul se scrie:
1 1 5 (—=1)"2(2n — 5)!!
_ 2 4+ 3, 4t 4 9.5, n
T.(z)=z+x 5% +2:L‘ g% +o 4 =) x
Sau,
_ ~ (—DF P2k - 5)!
Tn(x)—x—i—z =] x
k=2
................................................................................................... 0.5p
. Calculul integralei prin substitutie universala
Integrala
1
I= | ——dz, e (0,
/ sinz(2 + cos z) z, @€ (0m)
Pentru a transforma integrala trigonometrica intr-o integrala rationala, folosim substitutia:
=t (3)
=tan (=
2
Avem
. 2t —t? 2
sinx = , COSX , = dt
1+12 1+t2 L+¢2
..................................................................................................... 1p
Substituind obtinem:
1 2
1= dt




Aducem la acelasgi numitor in paranteza de la numitor:

1 2
( 2t )(2(1+t2)+1—t2) 14 t2

I = dt

1+t2 1+t2

1 2 1+ ¢2
1= [ s et [ e

(1+¢2)2
................................................................................................... 0.5p
Pentru a putea integra, descompunem functia rationala in fractii simple:
#+1 A Bt+C
tt2+3) t 243
Aducénd la acelagi numitor, obtinem:
2+ 1=A{t*+3)+ (Bt+C)t = (A+ B)t* + Ct + 3A
Prin identificarea coeficientilor rezulta sistemul:
A+B=1 1 5
C:O :}14:—7 B:—, C:O
3 3
3A=1
Integrala devine:
1 2 t
1= — 4+ - | dt
/ (3t + 3 2+ 3)
1 1., 1 )

I= §1n|t| + gln(t +3)+C = §1n|t(t +3)|+C
..................................................................................................... 1p
Revenind la variabila initiala, obtinem forma finala:

=1 ‘t (f) (t 2 (7) +3)’+C
= glnjtan {3 an
................................................................................................... 0.5p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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................................................................................................... 0.5p
b) Se rezolva sistemul format din ecuatiile dreptelor dy, ds.

di:x—2y—1=0

de:2x+y+8=0
de unde z = -3, y = —2, deci A(—3,—2)
................................................................................................... 0.5p

¢) Daca se noteaza dreptunghiul cu ABCD, atunci A este varful determinat in punctul b). Punctul M
este mijlocul diagonalei AC, astfel

-3
OZCCJM*IAJFLEC: +xc$mc:3
2 2
+ -2+
2:yM:yA yo _ ycéycz

2 2
..................................................................................................... 1p
Laturile cdutate ale dreptunghiului trec prin punctul C(3,6) si sunt paralele cu dreptele dy si da. Astfel
ecuatiile lor sunt de forma ds : © — 2y +c3 =0 respectivdy : 2x +y+ca =0 oo, 0.5p
Valorile c3 si ¢4 se calculeaza inlocuind coordonatele punctului C' in ecuatii. Se obtin c3 =9 si ¢y = —12.
Astfel ecuatiile celorlalte doua laturi sunt

r—2y+9=0, 2z4+y—-12=0.
................................................................................................... 0.5p
2. a) Se scrie ecuatia cercului sub forma z? + (y + 1)? = 5, de unde coordonatele centrului sunt A(0, —1) si
TAZA T =V B oo 0.5p
D) F1(—2,0), F9(2,0). o onii ittt 0.5p
¢) Ecuatia canonica a elipsei este
2 2
Y
Latp=!

.................................................................................................. 0.25p
Punctul A(0,-1) €& = G +E =1 adicAb? =1. ... 0.25p

Fy, F, fiind focare, ¢ = 2. Se foloseste relatia b = a? — ¢? < a® = b% + ¢ = 1 + 4 = 5. Astfel ecuatia
elipsei este



3. a) ap JPo deoarece vectorii normali 71(1,0,1) si 72(0,1,0) ai planelor ag : x4+ 2 =0si Bp : y = 1 sunt

liniar independenti . ......... oo 0.25p
t 1 —t
Pentru ¢ # 0 avem au||f; <= 1= 5= 71T <= t? = —15it? = 1, imposibil. Prin urmare o; 3
PENEIU OTICE T € . Lottt et e e e e e e e 0.75p
. . . . —t 1 ) 11
b) Un triplet de parametrii directori ai dreptei d; este p; = 1 | = =1, q =\ : | =
1 —t
2t, ry = / 1 -2 o P 1p
¢) Coordonatele lui M; verifica ecuatiile planelor oy si 8; deoarece t —t-1+t=tgit-t+1—t-t=1.
................................................................................................... 0.5p
OM, x d, -
d) Prin urmare dist(O, d;) = ””;_,Ht”, unde d; este vectorul de coordonate (ps, G, 7¢)e e v vnen. .. 0.5p
t
oxi-| & 1 i IR L (PP TP I |
t t = = 2 - 2 2 2
2t t*+1 t*—1 t*+1 t*—1 2t
?2—1 2t 241 + *
= (1207 — [t +1) — t(> = 1)) + 262 — (> — 1))k
=(1—t)i—2t7+ (> + 1)k = —pyi — quj + 14k

................................................................................................... 0.5p

. IOM; x di||  /(=pe)® + (—q)® + 17

dist(0, d;) = = = ——— =1.
[l de]| VDPE+qp + T

................................................................................................... 0.5p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.



