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I. TETEL. Algebra

a,beR}.

a b
. (3 pont) Legyen A = {(0 O>

(a) Igazoljuk, hogy A az (M3(R),+,-) gylirl részgyfirije.
(b) Kommutativ gytirii-e az A a (M2(R), +, -) miiveletei dltal indukdlt miiveletekkel?

(¢) Vannak-e a (A, +,-) gyfirlinek zérusoszt6i?
Indokoljuk meg a valaszokat.

. (2 pont) Legyen m,n € N. Igazoljuk, hogy mZ U nZ akkor és csakis akkor részcsoportja a (Z,+)
csoportnak, ha m | n vagy n | m. (Itt n € Z esetén, nZ = {nk | k € Z}.)

. (4 pont) Tekintsiik az a € R paramétert és az aldbbi egyenletrendszert az x,y, z € R ismeretlenekkel:

z+y+z=3,
3x+y+2z=a,
r—y=1
r—3y —z=-—1.

Hatarozzuk meg az egyenletrendszer matrixanak rangjat.

(a
(b
(c
(d

Hatarozzuk meg azon a € R értékeket, amelyekre az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Hatarozzuk meg azon a € R értékeket, amelyekre az egyenletrendszernek egynél tobb megoldasa van.

O T

Oldjuk meg az egyenletrendszert a = 7 esetén.
II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Tekintiik a kovetkezd sorozatot:

1 1 1
an=—(14+—4+... 44—, Vn>1.

Igazoljuk, hogy lim a, =0, viszont a ) -, a, sor divergens!
n—oo —

. (3 pont) Hatérozzuk meg az f : (—3,00) — R fiiggvény a = 0 ponthoz tartozé, n-ed renditi Taylor-
polinomjét (4ltaldnos n > 1 esetén), ahol

f(z) = zv2z + 1.

. (3 pont) Szamitsuk ki az aldbbi integralt:

1
—d .
/ sinz(2 + cos z) z, e (0,m)



III. TETEL. Geometria

1. (3 pont) Adottak a dy : x — 2y — 1 =0és ds : 22+ y + 8 = 0 egyenletli egyenesek.

(a) Igazoljuk, hogy a dy és do egyenesek merdlegesek egymadsral
(b) Hatdrozzuk meg a két egyenes metszéspontjat!
(c) Ha egy téglalap két oldala a d; és dy egyeneseken taldlhatd, az &tléinak metszéspontja pedig az
M(0,2) pont, irjuk fel a téglalap masik két oldaldnak egyenletét!
2. (2 pont) Tekintsiik a C : 22 + 3% + 2y — 4 = 0 egyenletii kort.

(a) Hatdrozzuk meg a kor A kozéppontjat és r sugarat!
(b) Hatdrozzuk meg azon Fy és Fy pontok koordinatdit, amelyekben a C kér metszi az Ox tengelyt!
(c) frjuk fel annak az ellipszisnek a kanonikus egyenletét, amelynek fékuszpontjai az F; és Fo pontok,

és amely athalad a C kor A kézéppontjan!

3. (4 pont) Egy ortonormalt derékszogli koordindta-rendszerhez viszonyitott P térben tekintsiik az «ay :
r—ty+z=tés P;:tr+y—tz=1 sikcsaladokat, amelyek a ¢t valés paramétertél fiiggnek.
(a) Mutassuk meg, hogy az ay és B; sikok egyetlen t € R esetén sem péarhuzamosak!

(b) Hatdrozzuk meg a kovetkez6 metszésvonal (egyenes) egy irdnyvektorat:

L Jx—ty+z=t
(dt'_atmﬂt)'{ tr+y—tz=1

(c) Mutassuk meg, hogy M;(¢,1,t) € d; minden ¢t € R esetén!

(d) Mutassuk meg, hogy az O(0,0,0) origd egyenld tdvolsdgra van az 0sszes d; egyenestdl, barmely ¢t € R
esetén!

MEGJEGYZESEK:
Minden tétel kotelezd. A tételekre teljesen kidolgozott megoldast kell adni.

Minden tételre 1 pont jar hivatalbdél. A minimaélis &tmenéjegy 5,00.
Munkaidé 3 éra.
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Javitékulcs
I. TETEL. Algebra
HivatalbOl ... 1p
. (a) A részgylirii jellemzési tétele alapjan A részgytiri a (Mz(R), +,-)-ban, hiszen ................... 2p

M) 02:<8 8>6A

.. [a b c d a—c b—d

(i) (O 0)—(0 0)2( 0 0 )eA, Ya,b,c,d € R
. [a b c d ac ad

(iii) (0 O).<O O)<O O>€A, Va,b,c,d € R

oy 1o . . 1 0y\/0 1} (0 1 0 0 (0 1\/1 O ,
(b) A (iii)-bdl azonnal kovetkezik, hogy (0 0) (0 0) = (0 O) # (0 0) = (0 O) (0 O)’ tehat
az (A, +,-) gylirli nem kommutativ ... ... 0.5p

(¢c) A (b) pontban megadott példa matrixai egyben (A, +,-) gyftiriibeli zérusoszték is .............. 0.5p
. n € Z esetén nZ az n Osszes tObbszordsének halmaza (azaz © € nZ < n | x) és nZ < Z.

Ha m | n, akkor az n minden t6bbszorose egyben m-nek is t6bbszorose, kovetkezésképpen nZ C mZ,

és ekkor mZ UnZ = mZ < Z (és analég médon, n | m = mZUNZ =nZ <Z) ......ccoeeeiiiain... 1p
Tegyiik fel, hogy mZ UnZ < Z. Mivel m € mZ C mZ UnZ és n € nZ C mZ U nZ, azt kapjuk, hogy
m4+ne€mZLUnZ, azaz M +n € ML VALY M+ T € N« .o v ettt 0.5p
Ha m + n € mZ, mivel m € mZ, kovetkezik, hogy n = (m +n) —m € mZ, azaz m | n
(és analég médon az m + n € nZ implikélja, hogy n | m).. ... 0.5p
1 1 1 1 1 1 3
. Az egyenletrendszer métrixa A = i) _11 (2) , a bévitett matrix pedig A = i’ _11 g Cll
1 -3 -1 1 -3 -1 -1
s 1 1 . . . .
(a) Latszik, hogy d = L 1= —2 # 0, és a szegélyez6 aldetermindsok
1 1 1 k-u|1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 1 2|82 0 1]=0é|1 -1 o [P 1 1 0|=0,
1 -1 0 2 01 1 -3 -1 2 -2 0
BENAE TANE A = 2 o 1p

(b) A Kronecker-Capelli-tétel szerint az egyenletrendszer akkor és csakis akkor inkompatibilis (megold-
hatatlan), ha 2 = rang A < rang A
Az A métrixnak 2 olyan harmadrendii aldetermindnsa létezik, amely a d-bdl a szabadtagok oszlopanak
elemeivel val6 szegélyezéssel kaphaté (a d-hez tartozé karakterisztikus aldetermindnsok):

1 1 3 |eta |l 2 2 1 1 3 e-ul1 1 1
1 -1 1 [®="|1 0 o0 |=0¢é|3 1 al|"F" |20 a=3|=2a-17)

1 -3 -1 1 -2 -2 1 -1 1 2 0 4

Tehat rang A > 2 pontosan akkor, ha 2(a —7) # 0, azaz a € R\ {T}.......oooiiiiiiiii .. 1.5p

(c) Ahhoz, hogy az egyenletrendszer kompatibilis (megoldhatd) legyen, sziikséges, hogy 2 = rang A =
rang A. Ebben az esetben 2 féismeretleniink és egy mellékismeretlentink van, tehat az egyenletrendszer
pontosan akkor megoldhaté és hatdrozatlan, haa=7. ... .. ... ... ... .. 0.5p



(d) Az a = T esetben a rendszer (a fentiek alapjan) megoldhaté és hatdrozatlan. A megoldast indithatjuk

a nemnulla d aldetermindnsbdl. De egyszertibb a 2 rangi A méatrix els6 és harmadik sordbdl vett d’ =
1 1
1 0
tartjuk meg), illetve x, z féismeretlen, y pedig mellékismeretlen (tehdt 6t paraméternek tekintjiik).
Igy az egyenletrendszer a kévetkezoképpen alakul:

r+z=3—-y,
r=y+1.

Ebbél megkapjuk a megolddshalmazt: S ={(y+1,y,2—2y) |y €R} ..o, 1p

= —1 # 0 aldetermindnsbdl kiindulni, ezért az elsé és a 3. egyenlet féegyenlet (csak ezeket

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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II. TETEL. Matematikai analizis
Hivatalbol ... 1p
. Hasznaljuk a Cesaro-Stolz-tételt:
1+L+...+L !

lim a, = lim V2 VU im YL i = —
................................................................................................... 1.5p
Ekkor teljestil, hogy

1 1 1
IS D (R I ED DL AR
n>1 n>1 \/i \/ﬁ n>1
................................................................................................... 1.5p
. Az f fliggvényhez és az a = 0 ponthoz rendelt n-edfoki Taylor-polinom T,,.of : R — R, ahol
n
F*)(0)
Tn;Of(l') = Z il J)k, Vo € R.
k=0
Az f(z) = /22 + 1 fliggvény végtelen sokszor derivalhaté az (—%, oo) halmazon, mivel elemi fiiggvények
OSSZEb B L. o 0.5p
A Leibniz-képletet haszndljuk a szorzat n-ed rendii derivéltjaAnak meghatérozdsahoz:
(gh)™ = Z CkgR) pn=k)
k=0
Definidljuk az g, h : (—%, oo) — R segédfiiggvényeket, ahol
glx) ==z és h(x)=(2z+1)"2
Mivel
g@)=z, gV@)=1, ¢®@)=0 vk>2
ezért minden n > 1 esetén:
£ @) = Cog(@h™ () + ChgD (@) = 2 K (@) + - b (2)
..................................................................................................... 1p

A h figgvény esetén:
h(z) = (2z +1)'/2,

—_

AV (z) = (20 4+1)"2.2 = (22 +1)7/2,

T2
1
h? (z) = —5 2+ 7322 = —(22+1)7%/2,

) (z) = g(2x +1)752.2 =322 4+1)7%2 = (=1)371(2-3 - 3)(2z + 1)~%/2



Indukciéval igazoljuk az n-edik derivalt altalanos alakjat minden n > 3 esetén:

2n—1

™ () = (=1)" 1 (2n =312z +1)" "7 .

Behelyettesitiink Leibniz-szabéllyal kapott egyenletbe:

fl@)y=2-hV(@)+1-h(z) =22z +1)""2 + (22 + 1)"/2,
@) =z-hP(x)+2- MV (x) = —x(2x +1)"32 + 222 + 1)7V/2,

F™(2) =2 [(—1)"—1(2n — 312z + 1)—2”%1] +n [(—1)"—2(2n — 52z + 1)—2";3}  Wn>3.
A Taylor-polinom meghatatozdsahoz az a = 0 pontban, vegyiik észre, hogy:
f(0) =1,
f//(o) — 2’

FM0) =n(-1)""2(2n - 5)!!, VYn>3
..................................................................................................... 1p
Kovetkezésképpen, minden n > 1 esetén,

1 1 5 (—=1)""2(2n — 5)!!
_ 2 13,14 95, n
To(zx)=x+x 5% +23: g% +t 1) )
vagyis
_ ~ (—DFP(2k—5)!
To(x) =+ =1 x
k=2
................................................................................................... 0.5p
. Az )
I=| ———dx forze (0
/ sinz(2 + cos x) v forz € (0,m)
integral kiszdmitdsahoz hasznaljuk a kovetkez6 helyettesitést:
x
t = tan (7) .
2
Ekkor
2t 1—¢2 2
inx = =
ST 142’ 1+ ¢2

..................................................................................................... 1p

Elvégezve a helyettesitést, kapjuk, hogy

1 2
I= 2t 1-¢2 '1+t2dt'
(1+t2 ) (2 + 1+¢2 )
Ko6z6s nevezoére hozva a nevezOben szereplo kifejezést, kapjuk, hogy
1 2
I= .
ENC = at
1+t2 1+t2
1 2 1+ ¢
- / L. / LAy
2t(2122+1—12) 2 2
2R 1+t H(t2 +3)



Az integrélas elvégzéséhez a raciondlis fiiggvényt egyszerii tortekre bontjuk:

t?+1 A Bt+C

t2+3)  t 2437

Ko6z0s nevezore hozva, kapjuk, hogy

2 +1=A({t*+3) + (Bt + C)t = (A+ B)t* + Ct + 3A.

Az egylitthatdk egyenldségébdl a kovetkezot kapjuk:

A+B=1 ) 5
3A=1

Ekkor az integrél a kovetkezd alakot oOlti:

1 2 ot
I=[(=+2 ——)at
/<3t+3 t2+3>

1 1 1
:gln\t|+gln(t2+3)+C:§1n|t(t2+3)|+C.

Visszatérve az eredeti valtozohoz, kapjuk, hogy

I= %ln ‘tan (g) (tan2 (g) +3)‘ +C.

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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III. TETEL. Geometria
Hivatalbol ... 1p
1. a) Az egyenesek meredeksége my = % és mg = —2 = my - mo = —1, vagyis az egyenesek merolegesek
e 0 11 P 0.5p

b) Megoldjuk a di, ds egyenesek egyenleteib6l all6 egyenletrendszert

di:x—2y—1=0
d2:2x+y+820

ahonnan x = —3, y = —2, tehat A(-3,-2)

¢) Ha a téglalapot ABC D-vel jeldljiik, akkor A a b) alpontban meghatdrozott csticspont. Az M pont az
AC 4tl6 felez6pontja, igy

-3
O:xM:xA—’_mC: +£C:mcz3
2 2
-2
27yM:yA+yc: +ycéyc:6.

2 2
..................................................................................................... 1p
A téglalap keresett oldalai dthaladnak a C(3,6) ponton, és parhuzamosak a d; és ds egyenesekkel. fgy az
egyenleteik d3 : x — 2y +c3 =0, illetve dg : 2x +y+c4 =0alaktak. .......... ... ... ... ... ..... 0.5p

A c3 és ¢4 értékeket ugy szamitjuk ki, hogy a C' pont koordinatiit behelyettesitjiik az egyenletekbe. fgy
c3 =9 és ¢y = —12 addédik. Tehat a masik két oldal egyenlete

r—2y+9=0, 2z+y—12=0.

................................................................................................... 0.5p
2. a) A kor egyenletét 22 + (y + 1)? = 5 alakban frjuk fel, ahonnan a kézéppont koordinatéi A(0,—1), a

SUGAL PEAIG 7 = /B, oottt 0.5p

D) Fu(=2,0) 68 F(2,0)e v 0.5p

¢) Az ellipszis kanonikus egyenlete

2 2
) vy _
(.c/' . ? b72 —_ 1
.................................................................................................. 0.25p
Mivel A(0,—1) €& = G+ F =1, vagyis b2 = 1. ... 0.25p

Mivel Fy, Fy a fékuszpontok, igy ¢ = 2. A b? = a®? — % & a®? = b? +c? = 1 +4 = 5 Osszefiiggést haszndlva
megkapjuk az ellipszis egyenletét:



3. a) ap fBo, mivel az ag : x + 2 = 0és By : y = 1 stkok 71(1,0,1) és 72(0,1,0) normélvektorai linedrisan

fiiggetlenek (nem parhuzamosak). ... ... . 0.25p
t 1 —t
Ha t # 0, akkor ay]|3; < 1= 5= 1< t2 = —1ést? = 1, ami lehetetlen. Kovetkezésképpen
ap J[B: bArmely t € R @SETAI. . .o\ttt 0.75p
b) A d; egyenes irdnyvonal-paramétereinek egy hdrmasa (az irdnyvektor koordindtai): p; = ’ _f 71 ‘ =
1 1 1 —t
2 — = = = = 2
t 1, q it ’ 2t, 1y ‘ 1 L2 S PP 1p
¢) Az M, koordinatai teljesitik az «; és B; sikok egyenleteit, mivel t —¢t- 1+t =tést-t+1—t-t=1.
................................................................................................... 0.5p
OM; x d -
d) Ezért d(O,d;) = H ||zi|| tH, ahol di(p, qi,7¢) a d; egyenes egy irdnyvektora. ................. 0.5p
t
7 > i ‘7 k 1 t - t t - t 1 |5
0] t X dt = t 1 t = ‘ i — ’ ] + k
2t t2+1 ?—1 t?41 2 —1 2t
t2-1 2t 2+1 * *
= (412007 — [t +1) — t(> = 1)) + 26> — (* — )]k
=(1—t)i—2t5+ (2 + 1)k = —pyi — qj + rik.
................................................................................................... 0.5p
. IOM; x difl  /(=p)® + (—a)® + 17
dist(0, d;) = = = —— =1.
[[de| VPit4q i
0.5p

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.



