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SUBIECTUL I. Algebra

. a b
. (3 puncte) Fie V = {(0 a)

a) Ar#itati c8 V este subinel cu unitate al inelului (Mz(R), +, ).

b) Definim ¢ : V — R, ¢ (<g 2)) = a. Aritati cd ¢ este morfism de inele.

a,beR}.

. (6 puncte) Fie f: R?® = R3, f(z,y,2) = (v + 9,22 +y + 2,22 + 22).

a) Sa se arate ca f este o transformare liniara de R-spatii vectoriale.
b
c

d

S4 se scrie matricea lui f in baza canonica a lui gR?.

Sa se determine céte o baza gi dimensiunea pentru Kerf si Imf.

NI N N

Este f R-izomorfism? Justificati raspunsul dat.
SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (3 puncte) Si se determine forma generald a sumei partiale de rang n, apoi s se calculeze suma si s&

se specifice natura seriei:
2 2
S ()
= \(+1)
. (3 puncte) Scrieti polinomul lui Taylor de rang arbitrar n, atagat functiei f si punctului a = 0, pentru
f:R—= R, unde f(z) = sinzcos(2z), Vz € R.
Nota: pentru determinarea derivatei de ordinul n se poate folosi fie formula lui Leibniz, fie identitatea

trigonometrica 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b).

. (3 puncte) Calculati [ dr,Vz € R.

Va2 —9231‘—&-10
SUBIECTUL III. Geometrie

. (5 puncte) In triunghiul ABC se cunosc coordonatele punctelor A(3,4) si B(4,—3) si ale centrului
cercului circumscris O(0,0). Se stie ca al treilea varf C este in cadranul 11T si apartine drepteid : z—y = 1.

a) S& se scrie ecuatia cercului circumscris triunghiului ABC.
b) S& se determine coordonatele punctului C.
¢) Sa se scrie ecuatiile dreptelor AB si BC.
d) Sa se calculeze aria triunghiului ABC.
. (4 puncte) Se considera hiperbola
H: x—z — y—Q =1
9 16

Notam cu Fj si Fy focarele sale.

a) Sa se determine coordonatele focarelor si ecuatiile asimptotelor hiperbolei.

b) Fie familia de drepte d; : x = ¢, unde ¢t > 3. S& se determine, in functie de parametrul ¢ > 3 fixat,
punctele de intersectie dintre H si d;.

c) Sa se determine ¢ > 3 astfel incat pe dreapta d; : = t exista doud puncte My, My cu proprietatea ca
|M;Fy — M;F5| = 6, oricare ar fi i € {1,2} si M; M5 = 6.



Subiectul IV. Informatica

Pentru rezolvarea problemelor 1 si 2 poate fi folosit unul din limbajele de programare C++, Python, Java sau C#.
Se va indica limbajul de programare folosit.
Pentru solutiile oferite se pot folosi biblioteci existente (Python, C++, Java, C#).

(2p) Scrieti un program care:
a) Implementeaza o clasa Event cu urmatoarele atribute protejate:
- title de tip string,
- duration de tip intreg (durata in minute).
Adaugati clasei:
- un constructor cu parametri,
- metodele get/set pentru toate atributele,
- 0 metoda toString care returneaza un string format din titlul evenimentului si durata acestuia
separate prin spatiu.
b) Derivati clasa CriticalEvent din clasa Event care are toate atributele clasei Event si adauga atributul privat
severity de tip string (ex: "low", "medium", "high"). Addugati metodele get/set pentru atributul nou
adaugat. Metoda toString in cazul clasei CriticalEvent va returna continutul metodei toString din clasa

Event la care va concatena un spatiu si nivelul de severitate.

(2p) Creati un vector cu doud obiecte de tip Event si un obiect de tip CriticalEvent. Scrieti o functie care primeste
vectorul creat ca parametru si returneaza durata totala a tuturor evenimentelor din vector.

(2p) Scrieti liniile de cod lipsa din urmatoarea functie astfel incat aceasta sa returneze titlul evenimentului cu durata
maxima din vector. Daca existd mai multe evenimente cu aceeasi durata maxima, se va returna titlul primului gasit.

string maxDuration(const vector<Event*>& events){

4. (2p) Precizati ce se afiseaza in urma executarii secventei de instructiuni de mai jos.

vector<Event*> v = {new Event("Conference", 60), new CriticalEvent("Earthquake", 120, "high"),
new CriticalkEvent("Flood", 30, "medium"), new Event("Seminar", 45)};
for (int i = 0; i < v.size(); i++) {
Event ev = *v[i];
if (ev.getDuration() > 50)
cout << ev.toString() << endl;

(1p) Care este complexitatea algoritmului QuickSort in cazul mediu, respectiv in cazul cel mai favorabil?

NOTA.

Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.

Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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SUBIECTUL I. Algebra

LT3 1p

1. (a) Se verifica, folosind teorema de caracterizare a subinelului, c& V' e subinel in (M2(R),+, )
(i) O = (8 8) Y 0.5p
(i) (8 Z) - (‘g Zi) = (‘IB“' 2:5,) EV, Va,b,a/ b ER oo 0.5p
(i) (8 Z) : <%/ Zl,) = <“gl “b/az,bal) EV, Va,b,a' b ER oot 0.5p
Elementul unitate din Ms(R) este matricea unitate Iy = (é ?) EV 0.5p

!/ /
% Z,) €V avem

o5 ) (5 0= (0 b)) =arw=((5 2) < (5 &))-0m
(R ) I () ES T (0 ) P (R B

2. (a) Linearitatea lui f rezultd din
AT IVIT A, oo 0.5p
adic& pentru orice (z,y, 2), (2,9, 2') € R3

(b) ¥ este morfism de inele pentru c& pentru orice (g Z) , (

f@y,2)+ (@Y, ) = fla+ 2 y+y, 2 +7)
=@+ +y+y.2x+2)+y+y +2+72 2@ +2")+2(z+2))
=(x+y,2r+y+2z2r+22)+ (@ +v,220 +y + 2,22 +22') = f(x,y,2) + f(«', 9, 2)
S1 OMNOZENITATE, ...ttt et e e 0.5p

adica pentru orice (z,y,2) € R®si a € R

fle(z,y,2)) = flow, ay, az)
= (ax + ay,2ax + ay + az, 20z + 2az) = oz +y, 2z + y + 2,2z + 22) = af (x,y, 2)

Observatie: Se poate ariita si faptul c& pentru orice (z,, 2), (z/,9',2') € R? si o, 8 € R avem

fla(z,y,2) + (2", y', 2") = af (x,y,2) + Bf(«', ¢, )

(b) Matricea [f]. a lui f in baza canonica are ca si coloane pe
f(el) - f(l,0,0) = (132a2)7f(€2) - f(oa 1a0) = (17 130) si f(e3) = f(oaoa 1) = (07 132)7 deci

1 10
Fle=| 2 1 1 | 1p
2 0 2
z+y=0
(c) Avem Ker f = {(z,y,2) € R*|f(2,y,2) = (0,0,0)} = {(z,y,2) e R*| {22 +y+2=0 }
20+ 22=0

={(z,—z,—x)|lz e R} = {(1,-1,-1))



Evident, vectorul (1,—1,—1), nefiind nul, este liniar independent, deci o bazd in Ker f este
{(1, =1, =D} sidimp Ker f = 1. 1.5p
Avem Im f = {f(z,y,2)[(z,y,2) € RS} = (f(e1), fle2), f(es)) = ((1,2,2),(1,1,0),(0,1,2)).

Dar stim ca 3 = dimg Ker f + dimg Im f, de unde dimg Im f = 2, adica ajunge sa alegem dintre
(1,2,2),(1,1,0), (0, 1,2) doi vectori liniar independenti pentru a obtine o baza a imaginii. Un exemplu

1 1
ar fi (1,2,2),(1,1,0), cicirang | 2 1 | =2. Deci o bazd in Im f este {(1,2,2),(1,1,0)} ....1.5p
2 0

Observatie: Se poate folosi si faptul c& 2 = rang[f]. = dimg Im f, de aici se deduce ci dimensiunea
nucleului este 1, iar o baza a nucleului este data de un element nenul al sau care poate fi gasit daca
se observa ca in [f]. avem ¢; = ¢ + ¢3, deoarece aceasta inseamna cd f(e1) = f(ea) + f(e3) si implica
fler —e2 —e3) =(0,0,0), adica (1,—1,—1) =e; — ez — ez € Ker f.

(d) f nu este R-izomorfism, cici nu este injectiva, din cauza cd dimgKer f =1#£0.................. 1p

Observatie: Se poate vedea ca f nu este nici surjectiva, caci dimg Im f = 2 < 3. De asemenea f nu
poate fi izomorfism si din cauza cd dimg Im f = rang[f]. = 2, adica det[f]. = 0.

NOTA: Orice altd solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SUBIECTUL II. Analiza matematica

K k(k+2)2\ Tk(k+2)%) 1-32 2.42 n(n +2)?
Sn—zln(w)—ln<ﬂw>—ln( = )

- (Zé?n++2ij> '

..................................................................................................... 2p
Calculam limita:
2)2 2)2
lim s, = lim In nin+2)° =In( lim nin+2)° = In (00) = 400.
Astfel seria are suma 00 gi este divVergenta. . ..........o.uiiiiii 1p

. Polinomului lui Taylor de rang n atagat unei functii f si punctului a = 0 este functia
Thof :R—=R
avand expresia

n o pk)
Thof(z) = Z f k;'(O) z®, VzeR
k=0 ’

Functia f(x) = sinx cos(2x) este indefinit derivabild pe R fiind o compunere gi produs de functii ele-
TNEIIEATE. oottt e e e 0.5p

Pentru a determina derivata de ordinul n, transformam mai intai produsul intr-o suma folosind formula
trigonometrica:

1
sin Acos B = 3 [sin(A + B) + sin(A — B)]

Obtinem astfel, tindnd cont de imparitatea functiei sinus (sin(—x) = —sinx):
1., . 1. 1. 1. 1.
fx) = 3 [sin(x + 2x) + sin(z — 2z)] = 3 sin(3x) + 3 sin(—x) = 5 sin(3z) — 5 sinz

Prin inductie se demonstreaza pentru un k£ € R* ca:

. (n) _ zn nm
(sin(kx))™" = k" sin <ka: + 5 )

Aplicand liniaritatea derivatei, obtinem expresia derivatei de ordinul n:

f(")(a:) = % - 3" sin (333 + %) - %sin (x * %)

Pentru a construi polinomul Taylor centrat in @ = 0, evaluam derivata de ordin k in punctul = = 0:
3k -1 km
®)(0) = ; ~
F(0) 5 sm( 5 )

Observam ca valoarea depinde de paritatea lui k:




e Dacd k = 2m (par), atunci sin(mr) =0 = f*™(0) =0
e Daci k = 2m + 1 (impar), atunci sin (mr + Z) = (-1)™ = f@m+(0) = (—l)m%

Prin urmare, toti termenii cu puteri pare dispar (inclusiv f(0) = 0), iar polinomul Taylor contine doar
puteri impare:

13 , 121 (—1)m(32m+1 1)
To(z) =2 — —ad 4 g — ... 2m+1
(@) == gpat+ 5o T emry ¢
UNAE 27 4 1 Sl ottt e e 1p
3. Integrala
I= / S dx, VreR
Va2 —6x+10

Observam ¢, (22 — 62 + 10) = 22 — 6.« oottt et 0.5p

Atunci
1 (2 —6)+6

1 2
I:f/—xd:czf T TD
2) Vz2—6x+10 2) Vz2—6x+10

Despartim fractia in doua integrale distincte:

1 2 — 6 1
I=- x—dl‘—i—?)/—dx
2 ) Va?2—6x+10 Va2 —6x + 10
................................................................................................... 0.5p
Folosindf\’;—;jdz:Z\/ﬂ si f\/ﬁdyzln‘y+ «/y2+a2‘, obtinem:
y2+a
I:\/$2—6x+10+31n‘x—3+\/a:2—63:+10‘+C,
..................................................................................................... 2p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SUBIECTUL III. Geometrie

b)

)

2. a)

OA=+\/324+42=5 OB=+/42+ (-3)2=5.

Cercul circumscris are centrul O(0,0) si raza R = 5, deci

x? 4% = 25.
.................................................................................................. 1p
Din conditia C(z,y) € d rezultd y = x — 1. Cum C apartine cercului, avem

P4 (r—1)2=25=2—1-12=0,
dech @ € {4, =8} oo 1p
Punctele de intersectie sunt (4,3) si (—3,—4). Deoarece C este in cadranul III, rezulta
C(-3,-4).
................................................................................................ 0,5p
Dreapta AB trece prin A(3,4) si B(4, —3); prin formula dreptei prin dous puncte obtinem
AB: Tx+y—25=0.
............................................................................................... 0,75p
Dreapta BC' trece prin B(4,—3) si C'(—3,—4); prin formula dreptei prin doud puncte obtinem
BC: z—Ty—25=0.
............................................................................................... 0,75p
Aria triunghiului se calculeaza prin determinant:
3 4 1
Aria(ABC)==| 4 -3 1 |=>.50=25
-3 -4 1
.................................................................................................. 1p

Pentru hiperbola H avem
a? =09, b? = 16,

deci a = 3, b = 4. Deoarece ¢ = a% 4+ b2, rezultd ¢ =25, deci c=5.....oiiiiiiii 0,5p

Focarele hiperbolei sunt

Ecuatiile asimptotelor sunt

adica



b) Pentru M(x,y) € d; N'H avem z = t, deci y* = 16 (% - 1). .................................. 0,75p

Punctele de intersectie sunt

............................................................................................... 0,25p
¢) Cum 6 = 2a, conditia
|MF, — MFy| =6

arata, prin definitia hiperbolei ca loc geometric, ca punctele cautate apartin hiperbolei H. ...... 0,5p
Folosind punctul b) avem ca

12

MM, = 8 ( - 1>

9
................................................................................................ 0,5p
Conditia M; My = 6 implica t? = %, iar cum ¢t > 3 avem t = %. Optional, punctele corespunzatoare
st 15 15

Ml (4,3) s §1 M2 (4, —3> .

................................................................................................ 0,5p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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Barem Subiect Informatica

Proba 1: Evaluarea cunostintelor fundamentale si de specialitate, examen licen{a iunie-
iulie 2026

Specializarea Matematica Informatica

Subiect Informatica

1. 2p
a) Definitie clasa Event (constructor, metode, acces la date).................... Ip
b) Definitie clasa derivata CriticalEvent (mostenire, metoda)................... Ip
2. 2p
CIRATE VECTOT . .....ueeuitiienieteteieteete ettt eteae enees steate eeseas eesen sateses sntene eeen e eans 0.5p
Calcul durata totala ........ oo 1p
Returnare duratatotala ...........ccoeviiiiiiiiiiii 0.5p
3. 2p
Iterare elemente. ... .....o.veiiniit ittt 0.5p
Determinare MAaXim ....... . ses et et et et ee et e e et et e e eenaeneeeanans Ip
Actualizare rezultat ...........ooviiniii i 0.5p
4. 2p
Identificareacorectd a obiectului afisat...............oooiiiiii 1p
Indicarea corectd a reprezentarii ca string a obiectului afisat................... 1p
5. 1p
Indicarea corecta a complexitatii In ambele cazuri ........coccceevreccecuneneneee Ip
Nota:

(1p) Oficiu



