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Informatikai matematika szak

I. TETEL. Algebra

. (3 pont) Legyen V = {(8 2) a,b e ]R} .

a) Igazoljuk, hogy V egységelemes részgyfirtije az (M2(R), 4+, -) gyliriinek.
b) Tekintjiik az alabbi fiiggvényt: v : V — R, ¢ <<a Z>> = a. Igazoljuk, hogy ¢ gytriimorfizmus.

. (6 pont) Legyen f: R3 = R3 f(x,y,2) = (v +y,27 +y + 2,21 + 22).

a) Igazoljuk, hogy az f fliggvény R-linedris.
b) Irjuk fel az f matrixat az xgR® kanonikus bazisaban.
¢) Hatédrozzuk meg Kerf és Imf egy-egy bazisdt és dimenzi6jdt.

d) Izomorfizmus-e az f az R felett? Indokoljuk meg a vilaszt.
II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Hatdrozzuk meg az aldbbi sor n-ed rendli részletosszegének &dltaldnos alakjat, majd szédmitsuk
ki az Osszeget, és adjuk meg a sor jellegét:
(n Jr 1

n>1

. (3 puncte) Hatdrozzuk meg az f : R — R fiiggvény a = 0 ponthoz tartozd, n-ed rend{i Taylor-polinomjét
(&ltaldnos n > 1 esetén), ahol f(x) = sinx cos(2x), Vo € R.

Megjegyzés: az n-ed rendii derivalt meghatdrozasdhoz hasznalhaté példaul a Leibniz-képlet, vagy a
2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b) trigonometrikus azonossig.

. (3 puncte) Szémitsuk ki az aldbbi integralt: [ T dr Ve € R

III. TETEL. Geometria

. (5 pont) Az ABC héromsziogben ismertek az A(3,4) és B(4, —3) csicsok, valamint a koriilirt kér O(0, 0)
kozéppontjanak koordinatai. Tudjuk, hogy a harmadik, C csicspont a III. negyedben talalhatd, és a
d:x —y =1 egyenesre illeszkedik.

a) frjuk fel az ABC haromszog korilirt korének egyenletét!
b) Hatarozzuk meg a C' pont koordindtdit!
¢ frjuk fel az AB és BC egyenesek egyenletét!

)
)

d) Szamitsuk ki az ABC héromszog teriiletét!
4

- (

pont) Tekintsiik a kovetkezd hiperboldt:

[
]

T Y
H: —
9 16
Jeloljiik a fékuszpontjait Fi-gyel és Fy-vel!

a) Hatdrozzuk meg a fékuszpontok koordindtdit és a hiperbola aszimptotdinak egyenleteit!

b) Tekintsiik a d; : x = t egyenescsalddot, ahol ¢ > 3. Hatérozzuk meg a H hiperbola és a d; egyenes
metszéspontjait a rogzitett ¢ > 3 paraméter fliggvényében!

¢) Hatérozzuk meg azt a t > 3 értéket, amelyre a d; : x = t egyenesen létezik két olyan M;, My pont,
amelyek teljesitik az |M; Fy — M; F5| = 6 feltételt minden i € {1,2} esetén, és az M; My szakasz hossza
6!



IV. TETEL. Informatika

Az 1. és 2. feladat megoldasahoz a C++, Python, Java és C# programozasi nyelvek egyike hasznalhato.
Meg kell adni a hasznalt programozasi nyelvet.

A megoldasokhoz hasznalhatéak a meglévé konyvtarak (Python, C++, Java, C#).

(2p) irjunk programot, amelyben:
a) bevezetjik az Event osztalyt az aldbbi védelemmel rendelkezd attribdtumokkal:

- title, amely karakterlanc (string) tipusu;
- duration, amely egész tipusu (id6tartam percben kifejezve).

Adjunk hozz3 az osztalyhoz:

- egy paraméteres konstruktort,

- get/set metddusokat az 6sszes attribdtumra,

- egy toString metddust, amely egy olyan karakterlancot térit vissza, amely az esemény cimébdl és id6tartamabdl
all egy szokozzel elvalasztva.

b) Hozzuk létre az Event osztdly CriticalEvent szarmaztatott osztalyat, amely az Event osztdly Gsszes attributumat
tartalmazza, valamint a karakterlanc tipusu severity privat attribdtumot (példaul: "low", "medium", "high"). Vezessik
be az Uj attribdtumhoz hozzérendelt get/set metédusokat is. A CriticalEvent osztély esetén a toString metddus azt a
karakterlancot tériti vissza, amely az Event osztdly toString metddusa altal visszaadott értékhez hozzafliz egy szokozt,

majd ezt kdvetben a sulyossagi szintet (a severity attribitum tartalmat).

(2p) Hozzunk létre egy vektort, amely két Event tipusu és egy CriticalEvent tipusi objektumot tartalmaz. irjunk egy
figgvényt, amely az igy létrehozott vektort kapja paraméterként és a vektorbeli 6sszes esemény id6tartamanak Gsszegét
adja vissza.

(2p) irjuk meg az alabbi fliggvénybdl hidnyz6 kédrészletet tgy, hogy a maximalis idStartammal rendelkez8 esemény cimét
adja vissza. Ha tobb olyan esemény létezik, amelynek az idGtartama megegyezik a maximalis id6tartammal, akkor az elsének
a cimét téritjik vissza.

string maxDuration(const vector<Event*>& events){

(2p) Adjuk meg, hogy mijelenik meg a kimeneten az alabbi kddrészlet végrehajtasakor.

vector<Event*> v = {new Event("Conference", 60), new CriticalEvent("Earthquake", 120, "high"),
new CriticalEvent("Flood", 30, "medium"), new Event("Seminar", 45)};
for (inti=0; i< v.size(); i++) {
Event ev = *v[i];
if (ev.getDuration() > 50)
cout << ev.toString() << end|;

(1p) Mennyi a bonyolultsaga a gyorsrendezés (QuickSort) algoritmusnak az atlagos, illetve a legjobb esetben?

MEGJEGYZES.

Minden tétel kdtelez6. Minden tételre teljes megolddst kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A legkisebb dtmené jegy: 5,00.
Munkaidé: 3 dra.
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I. TETEL. Algebra
Hivatalbol ... 1p

1. (a)

(b)

(b)

A részgyliril jellemzési tétele alapjan V részgyliri a (Ma(R), +, -)-ben, hiszen

(i) Os = <8 8) Vo 0.5p
/ / 0 Y
(i) (8 Z) - (‘é Z,) = (“ Oa 2_2,) EV, Va,b,a' b ER ..o 0.5p
/ / i / i
(iif) (g 2) : <% Z) - <“g ab az,b“) EV. Y b, a' b €R oo 0.5p
. 10
Az M5 (R) egységeleme az I = (0 1) E N 0.5p

! /
1 gylriimorfizmus, mert barmely <g Z) , (% Z,) € V esetén

(G ) R (G ) R () R ( A R
({8 D) & o (0 Yy =ar=o (5 D) (2 8)) 0

Az f figgvény R-linearis, hiszen
AAAIEIV, .o 0.5p
azaz barmely (z,v,2), (2,9, 2') € R3 esetén
f@y,2)+ (@Y, 2) = fla+ 2y +y, 2+ 7)
=@+a'+y+y . 2@+2)+y+y +2+7,20z+2) +2(2+2)
=(@+y.2r+y+z20+22)+ @ +y, 22"+ +2,20" +22") = f(w,y,2) + (2., &)

€5 @ NOMOZEAN, ... . 0.5p
azaz barmely (z,y, 2) € R3 és a € R esetén

fle(z,y,2)) = flow, ay, az)
= (ax + ay,2ax + ay + az, 20z + 20z) = oz + y, 2z + y + 2,22 + 22) = af(x,y, 2)
Megjegyzés: A linearitds igazolhaté gy is, hogy barmely (x,v, 2), (2,1, 2') € R3 és a, 8 € R esetén

flez,y,2) + B(' o', ') = af(2,y,2) + Bf(2' 9, 2)

Az f kanonikus bézisban felirt matrixdnak, [f].-nek az oszlopai a kanonikus bazisban a kovetkezok:
fler) = f(1,0,0) = (1,2,2), f(e2) = f(0,1,0) = (1,1,0) és f(es) = f(0,0,1) = (0,1,2), tehdt

1
[f]e: 2
2



z+y=0
(c) Tudjuk, hogy Ker f = {(z,y, 2) € R3|f(x,y,2) = (0,0,0)} = {(2,9,2) ER®}|{ 22 +y+2=0 }
20 +22=0
={(z,—z,—z)lzr e R} = ((1,-1,-1))
Nyilvdnvaléan az {(1,—1,—1)} halmaz linedrisan fiiggetlen, mivel a vektor nem nullvektor, tehdt a
Ker f egy bazisa az {(1,—1,—1)} ésdimpKer f = 1. 1.5p

T‘U‘dek? hOgy Imf = {f(.’L’, Y, Z)|(l‘7ya Z) € RB} = <f<el)a f(@g), f<€3)> = <(17 2a 2)) (17 17 0)7 (O? 17 2)>
De tudjuk, hogy 3 = dimgKer f 4+ dimg Im f, ahonnan dimgIm f = 2, azaz elegendd az
(1,2,2),(1,1,0),(0,1,2) vektorok kozil két linedrisan fiiggetlen vektort kivdlasztani. Példdul az

1 1
(1,2,2),(1,1,0) vektorok linedrisan fiiggetlenek, mivel rang | 2 1 | =2.
2 0
Tehat az Im f egy bézisa {(1,2,2), (1, 1,0)} <. ooieii e 1.5p

Megjegyzés: Felhaszndlhato az a tény is, hogy 2 = rang[f]. = dimg Im f, amib6l kovetkezik, hogy a
magtér dimenzidja 1, a magtér bazisat pedig egy nemnulla eleme adja meg, amelyet gy taldlhatunk
meg, ha észrevessziik, hogy az [f].-ben ¢; = ¢ + ¢3, mivel ez azt jelenti, hogy f(e1) = f(e2) + f(e3),
ami implikdlja, hogy f(e1 —es —e3) = (0,0,0), azaz (1,—1,—1) = e; — ez — e3 € Ker f.

(d) Az f nem R-izomorfizmus, mivel nem injektiv, amiatt, hogy dimg Ker f =1#0................. 1p
Megjegyzés: Lathatd, hogy az f nem is sziirjektiv, mivel dimg Im f = 2 < 3. Ugyanakkor f azért
sem lehet izomorfizmus, mert dimg Im f = rang[f]. = 2, azaz det[f]. = 0.

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfeleléen lesz pontozva.
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II. TETEL. Matematikai analizis
Hivatalbol . ... e 1p

1. Teljesiil, hogy
= k(k +2)2 “ok(k+2)2 1-32 2.42 n(n + 2)2
5" E“((kﬂ)ﬁ%) “(H krrp ) U (n+ 1)

ZIH(M).

..................................................................................................... 2p
Kiszdmoljuk a hatarértéket:
2)2 2)2
lim s, = lim In nln+2)° =In( lim nln +2)° = In (00) = 400.
Az Osszeg tehdt +00 €S & SOT AIVETZEIIS. .\ttt ettt ettt ettt e e et et e e e 1p

2. Az f fiiggvényhez és az a = 0 ponthoz rendelt n-edfokd Taylor-polinom 75,0 f : R = R, ahol

Thof(zx) = i mmk, Vr € R.

k!
k=0

Az f(x) = sinx cos(2z) liggvény végtelen sokszor derivalhaté R-en, mivel elemi fliggvények Osszetétele és
SZOTZATA. .« .ttt 0.5p

Az n-ed rendli derivalt meghatarozasdhoz elOszor a szorzatot Osszeggé alakitjuk a trigonometrikus
azonossag segitségével:

1
sin Acos B = 3 [sin(A + B) + sin(A — B)]
Ekkor haszndlva, hogy a szinusz fiiggény pédratlan (sin(—z) = — sinx) kapjuk, hogy
1. . 1. 1. 1. 1.
fx) = 3 [sin(x + 2x) + sin(z — 2z)] = 3 sin(3x) + B sin(—zx) = 5 sin(3z) — 5 sinz

Indukcidval igazoljuk, hogy minden k& € N* esetén:
(sin(kz) ™) = k" sin (ke + %)
Mivel a derivalt linearis, az alabbi Osszefliggéseket kapjuk az n-ed rendi derivaltra:

1 1
f(z) = 3 3" sin (3x—|— n77r) - Qsin (x—l— %T)

A Taylor-polinom meghatitozasahoz az a = 0 pontban, vegyiik észre, hogy:
3k —1 k
0=t ()

Ez az érték a k paritasatdl fligg:



e Ha k = 2m (paros), akkor sin(mm) =0 = f?™)(0) =0

e Ha k =2m + 1 (pératlan), akkor sin (mm + %) = (-1)™ = f@m+1(0) = (—1)m%

Kovetkezésképpen minden pdros kitev8jli tag eltlinik (beleértve az f(0) = 0 esetet is), igy a Taylor-
polinom csak paratlan hatvanyokat tartalmaz:

13 121 (—=1)m(32m+l —1)
Tn — 2.3 it S 2m—+1
(@) =o =g+ 5o T T emr ¢
A0l 27 L o 1p
3. Az
I= / #daj, Ve e R
Va2 —6x+10

integrél kiszdmoldsdhoz vegyiik észre, hogy (22 — 62 +10) =22 — 6. ...ovviiinieeiiiiee... 0.5p
Ekkor

1 2 1 20 —
I:,/—xdx:, 2z-6)+6
2) Va2 —6x+10 2) V2 —6x+10

A tortet két kiilonéllé integralra bontjuk:

I:l/ﬂdx_kg)/;dw
2 ) Vz?2—6x+10 Vz? — 6z + 10

................................................................................................... 0.5p
Felhasznélva, hogy [ \% de =2\/ués [ \/% dy =1n ‘y +Vy2 + aQ‘, kapjuk, hogy:
y2+a
1= \/$2—6m+10+31n‘x—3+ \/x2—6z+10‘ e
..................................................................................................... 2p

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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III. TETEL. Geometria
HivatalbOl ... 1p

1. a) Kiszdmitjuk az origétdl vald tavolsdgokat:

OA=+\/34+42 =5 OB= 4+ (-3)?2=5.

A koriilirt kor kozéppontja O(0,0), sugara pedig R = 5, igy az egyenlete:

z? +y* = 25.
.................................................................................................. 1p
b) A C(z,y) € d feltételbdl kovetkezik, hogy y = = — 1. Mivel C a koron taldlhaté, kapjuk:
P4+ (z—-1)2=25=2>—2-12=0,
innen pedig @ € {4, =3 . oot 1p
A metszéspontok a (4,3) és (—3,—4). Mivel a C pont a III. negyedben van, kovetkezik, hogy:
C(-3,-4).
................................................................................................ 0,5p

c) A AB egyenes dthalad az A(3,4) és B(4,—3) pontokon; a két ponton dthaladé egyenes egyenletének
képletébdl kapjuk:
AB: Tx+y—25=0.

A BC egyenes dthalad a B(4,—3) és C(—3, —4) pontokon; a két ponton dthaladé egyenes egyenletének
képletébdl kapjuk:
BC: x—Ty—25=0.

............................................................................................... 0,75p
d) A héromszog teriiletét determindnssal szdmitjuk ki:
1 3 4 1 1
-3 -4 1
.................................................................................................. 1p
2. a) A H hiperboldra vonatkozdan:
a’ =09, b? =16,
innen a = 3 és b = 4. Mivel ¢ = a® + b2, kévetkezik, hogy ¢? =25, tehdt c=5.................. 0,5p
A hiperbola fékuszpontjai:
Fl(_570)7 F2(570)
................................................................................................ 0,5p
Az aszimptotdk egyenletei:
b
y= :I:ixv
a
vagyis:
y==+-x



b) Ha M(x,y) € d; NH, akkor x = t, igy y? = 16 (% — 1). ...................................... 0,75p

A metszéspontok:

c¢) Mivel 6 = 2a, az
‘MFl - MF2| == 6

feltétel a hiperbola mértani helyként vald értelmezése alapjan azt mutatja, hogy a keresett pontok a
‘H hiperboldhoz tartoznak.. .. ..... ... 0,5p

A b) alpont eredményét felhasznélva kapjuk, hogy:

t
M1M2:8 (

©o| %
I
—
N———

Mivel a feltétel alapjan M; M, = 6, kivetkezik, hogy > = 225, Mivel ¢t > 3, kapjuk, hogy t = 12
Opcionalisan, a megfelel pontok:

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.
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Javitokulcs informatika tétel
1. vizsga: alapismeretek és szakismeretek kiértékelése, zarovizsga 2026 junius-julius
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Informatika tétel

1. 2p
a) Az Event osztaly definialasa (konstruktor, metodusok, hozzaférés az adatokhoz)...........cccevvueneee. 1p
b) A CriticalEvent szarmaztatott osztaly definidlasa (6roklés, konstruktor, metddusok)...........c.u....... 1p
2. 2p
VEKEOT LEIIEROZASA. ....cveuieieeieitee ettt ettt eneae ests eaes et s esea seaenesessenes 0.5p
Teljes idOtartam KiSZAMITASA.......c...eeueverereieieeeieiiceetrset ettt ea s s s st sesess sreaes sseses oo Ip
Teljes 1dOtartam VISSZALETTESE. ...ceeueueueuiriiiiiriririreriri ettt ettt et s s s seeaee 0.5p
3. 2p
EIEMEK TEETAIASA. ... c.eveveeiieteieieiete ettt et et e s s e st saeses saetes saesen s sesessaeses sseses saesenes 0.5p
Maximum meghatarozasa.... 1p
Eredmeény aKtUaliZAlASA. ........cccveueiieieeeiieieeiee ettt ettt s e s et esese s seenssesens eseneoe 0.5p
4. 2p
A megjelenitendd objektum helyes aZonOSItASa.......co.euvieieuiirieieirre e Ip
A megjelenitend6 objektum karakterlanc-abrazoladsanak helyes megadasa 1p
5. 1p
A bonyolultsag helyes megadasa mindKeét €SEtDEN ... ..cocvcveeeieieeeieieeieeeteeee e 1p

Megjegyzés:
(1p) Hivatalbél



