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SUBIECTUL I. Algebra

. (4 puncte) Consideram multimea G Ly (Zy) = {A € My(Zy)|det A # 0}.

a) Sa se arate cd GLy(Zsy) este parte stabila in M3(Zs3) in raport cu inmultirea matricilor si cad GL2(Z2)
impreuna cu operatia indusa este un grup.

b) Cate elemente are GL2(Z2)? Justificati raspunsul dat.

c¢) Are grupul (GL2(Zs3),-) subgrupuri cu 2 elemente? Justificare.

. (5 puncte) Fie f : R® — R? o transformare liniard de R-spatii vectoriale astfel ca
f(1,1,1) = (1,-1), f(1,1,0) = (1,1) si f(1,0,0) = (0,1).

a) Sa se arate ca vectorii (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0) formeaza o bazi B a spatiului vectorial gR® si si se
scrie matricea lui f in perechea de baze (B, F) (unde E este baza canonica a spatiului vectorial gR?).

b) Si se determine f(x,y, z) (unde (z,y,2) € R3).

c¢) Sa se determine dimensiunea nucleului lui f gi dimensiunea imaginii lui f (privite ca R-spatii vectori-
ale).

SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (3 puncte) Studiati prin discutie dupa parametrii reali « si 3 natura seriei de numere reale:

L7 . — B
= (3-7-...-(4n—1))
. (3 puncte) Scrieti polinomul lui Taylor de rang arbitrar n, atagat functiei f si punctului a = 0, pentru
f:R\{-2,-1} - R, unde

z+4

fz) =

. (3 puncte) Calculati

sinx
dx.
/ 3+ cosx + cos?x
SUBIECTUL III. Geometrie

. (5 puncte) Punctul A(3,—2) este unul dintre varfurile patratului ABCD, iar diagonalele patratului se
intersecteaza in punctul M(1,1).

a) Sa se scrie ecuatia dreptei AM si s& se determine coordonatele varfului C.

b) Sa se determine ecuatia dreptei BM.

¢) Sa se scrie ecuatia cercului circumscris patratului si sa se determine coordonatele celorlate varfuri ale
patratului.

. (4 puncte) Axa de simetrie a unei parabole se afli pe axa Owx, iar varful sdu este in origine.

a) Sa se determine ecuatia parabolei, stiind c& parabola trece prin punctul A(2,4).

b) Sa se scrie ecuatia tangentei la parabold care este paralela cu dreapta y = 2.



Subiectul IV. Informatica

Nota pentru subiectul de Informatica:

Pentru rezolvarea problemelor 1 si 2 poate fi folosit unul din limbajele de programare C++, Python, Java sau C#.
Se va indica limbajul de programare folosit.

Pentru solutiile oferite se pot folosi biblioteci existente (Python, C++, Java, C#).

1. (2p) Scrieti un program care:

a) Implementeaza o clasa Person cu urmatoarele atribute protejate:
- name de tip string,
- age de tip intreg.

Adaugati clasei:
- un constructor cu parametri,
- metodele get/set pentru toate atributele,
- o0 metoda toString care returneaza un string format din numele si varsta persoanei separate prin spatiu.

b) Derivati clasa Student din clasa Person care are toate atributele clasei Person si adauga atributul privat faculty de tip
string. Addugati metodele get/set pentru atributul nou addugat. Metoda toString in cazul clasei Student va returna
continutul metodei toString din clasa Person la care va concatena un spatiu si numele facultatii.

2. (2p) Creati un vector cu doua obiecte de tip Person si un obiect de tip Student. Scrieti o functie care primeste vectorul
creat ca parametru si returneaza media de varsta a persoanelor din vector.

3. (2p) Scrieti liniile de cod lipsa din urmdtoarea functie pentru a determina obiectele de tip Student din vectorul stud care
studiaza la facultatea specificFaculty. Se poate folosi functia push_back care insereaza un element la finalul vectorului.

vector<Student> filter(const vector<Student>& stud, const string& specificFaculty){
vector<Student> rez;

return rez;}

4. (2p) Precizati ce se afiseaza In urma executarii secventei de instructiuni de mai jos. Functia push_back insereaza un
elementla finalul vectorului, functia pop_back sterge ultimul element al vectorului, iar functia back returneaza o referinta
la ultimul element din vector.

vector<Person> v;
v.push_back(Person(“Alexandru”, 23));
v.push_back(Student (“Tudor”, 19, “Istorie”));
v.push_back(Person(“Ana”, 19));
v.push_back(Student(“Maria”, 20, “Chimie”));
v.pop_back();

v.pop_back();
cout<<v.back().toString()<<endl;

5. (1p) Explicati ce este legarea dinamica.

NOTA.

Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.

Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.
Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
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SUBIECTUL I. Algebra
LT3 1p

1. a)

2. a)

Pentru A, B € GLy(Zy) avem det A # 0 si det B # 0. Folosind faptul c& Zs este corp, deci inel fir
divizori ai lui 0, avem det(AB) = det Adet B # 0, adicA AB € GLy(Z3) «..ovvvvvviiiain. .. 0.5p
Faptul cd (GL2(Z2),-) este grup rezulta din cele de mai jos:

G L4 (Z2) fiind parte stabild in monoidul (Mz(Z2), -),

mosteneste asociativitatea Inmultirii matricelor ........ ... ... . 0.5p
Evident I, = (é g) € GLy(Zy) (cici det I, = 1 # 0), adici avem element unitate............ 0.5p
Mai mult, Zs fiind corp, ﬁAecare matrice A € GLy(Zs) este inversabila in Ms(Zs)

sidet A7l = (det A)71 #£ 0, deci A™1 € GLa(Za). v 0.5p

Evident |My(Zs)| = 2* = 16. Pe de altd parte My(Zy) \ GLa(Zy) = {A € My(Zy) | det A = 0} =

2
0 0\ (1 1\ (1 0\ (0 1\ /1 1\ (0 0\ (/1 0\ (0 1\ (0 0\ [0
(6 0610060609666 6066
deci IGLQ(ZQ)| =16 — =
Alternativ, putem ciuta direct matricele din My(Zs) care au determinantul 1 gi obtinem

s (0 D0 D0 -6 9L D D) s

s oA A s A a2
H= { (0 1) , (g é) } este un subgrup cu 2 elemente in grupul GLs(Zs), deoarece (g é) = I,

> O
N———

deci avem stabilitate, Is € H si (Q }) = (9 }) EH 1p
1 0 1 0
1 1 1
Matricea de trecere de la baza canonici din gR? la sistemul de vectori Beste T=[1 1 0], care
1 00
este inversabild, cici det T = —1 # 0. Deci B este o baza in gR®................................. 1p

Folosind definitia matricei unei transformari liniare, avem c& [f]p g

Il
N
I~
—
— =
= O
N————
—
ol

Determinam coordonatele 2/, 3/, 2’ € R ale lui (z,y, 2) in baza B:

(z,y,2) =2'(1,1,1) +3/(1,1,0) + 2/(1,0,0) <« 'ty =
=z
Solutia sistemului este 2’ = 2,y =y — 2,2/ = & — Y oo 1p
! x 0 0 1 x z
(Alternativ, folosind matricea de trecere |y | =T ' [y | =0 1 -1 yl={y—21]")
2 z 1 -1 0 z T —y
Acum, folosind liniaritatea lui f, avem f(z,y,2) = f(2/(1,1,1) +%/(1,1,0) 4+ 2/(1,0,0)) =

=2'f(1,1,1)+ ¢ f(1,1,0) + 2’ (1,0,0) = 2(1,—-1) + (y — 2)(1,1) + (x — y)(0,1) = (y,x — 22) ... 1p
Alternativ pentru tot subpunctul b), E' fiind baza canonicd in gR3, avem

0 O 1
_ 1 1 O 01 O
o5 = [f]5.6T 1=(_1 . 1) 01 -1 =(1 0 —2)’
1 -1 0



x
. 0 1 O Y
f t
deci f(z,9,2) _<1 0 —2) Z _(m—Qz)'

c) Ker f = {(z,y,2) € R®|f(x,y,2) = (y,x — 22) = (0,0)} = {(2¢,0,t)|t € R} = ((2,0,1)), deci vectorul
(2,0,1) formeaza (singur) o bazd in gKer f gidimgKer f =1 ... 0.5p
dimpIm f = dimp R® —dimp Ker f =3 — 1 = 2 .. ..ottt 0.5p
Alternativ, se poate proceda astfel:

. . 1 1 0
dimg Im f = dim(f(b1), f(b2), f(b3)) = rang[f]p, g = rang (_1 1 1> =2 0.5p
jar dimp Ker f = dimp R® —dimpIm f =3 — 2 = 1. .ottt 0.5p

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SUBIECTUL II. Analiza matematica

. Vom folosi criteriul lui Raabe-Duhamel: fie > a, o serie cu termeni pozitivi. Dacd
n>1

lim n( an —1) =\,
n—oo an+1

atunci: 1) pentru X\ > 1 seria este convergentd; 2) pentru A < 1 seria este divergentd.

.................................................................................................. 0.25p
Notam (15 4 3))
. n —_ o
n — ) - 17 27 33
3T (dn—1))p "
Atunci
4n + 3)8
A = limn —1—hmn(n+)—1—
n—00 Gn+1 n—00 (4n + 1)
: B8 (x(4+%)6 +00, ha ﬁ>0¢
= limn|n = —1] =
n—00 (4 + %) —00, ha f)’ <«
.................................................................................................. 0.75p
Astfel > a,, este convergenta, dacd a < 3, respectiv > a, este divergentd, dacd o > 3.
n>1 n>1
.................................................................................................. 0.25p
Cazul o = B: folosind regula lui L’Hospital obtinem
() -
4 3) P
n—o00 An+1 n—o00 (477, + 1)a n—o00 P
at3:\ " _ 4 o1
i itz . 44 3z 8 8o  «
= lim———— =lima = — = —
2N\0 T z\0 4+ (4+x)? 16 2
.................................................................................................. 0.75p
Conform criteriului Raabe-Duhamel: ) a,, este convergenta, dacd @ = > 2, respectiv Y a, este
n>1 n>1
divergenta, dacd o = 3 < 2.
.................................................................................................. 0.25p

Daca a = 8 = 2, atunci

any1  [(4n+1 2> n
a,  \4n+3 n+1’

pentru orice n > 1. Astfel sirul (na,),>1 este strict crescdtor, deci na, > a1, pentru orice n > 1, adica
apn > ﬁ, pentru orice n > 1.

Cum seria armonicd Y. I este divergenta, rezultd ca seria Y. aj, este tot divergenta.
n>1 n>1



2. Polinomului lui Taylor de rang n atagat unui functii f si punctului a = 0 este functia
Thof - R—=R

avand expresia

Thof(x) = Z fkk('()) z* VreR
k=0
.................................................................................................. 0.25p
Functia f este indefinit derivabild pe R\{—2,—1} fiind o compunere de functii elementare. ....... 0.25p
Considerand un z € R\{—2, —1} si impartim raportul initial in fractii simple.
z+1 A B 3 2
22 +3c+2 m+2+a:+1 T+l z+2
.................................................................................................. 0.25p

Pentru o constanta oarecare b, calculam prin inductie matematica derivatele de ordin arbitrar n ale
functiei

g:R\{b} = R cu g(z)= =(z+b) L

r+b
Deci

J@=(D+b7% ¢@)=CDED@+0)7 o g™ (@) = (-1)(=2)..(~n)(@ + )"
g™ = (=1)"n!(x + b)~ "+,
.................................................................................................. 0.75p

Aplicand rezultatul de mai sus functiei f gasim

f™(z) = 3(=1)"n!(z + 1)) — 2. (—1)"nl(z 4+ 2)~ D = (—1)"n! . ((m +?1)n+1 e +22)n+1>

Prin urmare

f(n)(o) = (-1)"n!- <(0 +?)n+1 o © +22)n+1> = (—1)"n!- (3 - 27”)

..................................................................................................... 1p
In concluzie,
n k —k n n
(=1)%k!- (3—2 B B
Tnof(z) = k(' )xk => (-D)F-(3-27F)a"=>"(3-27") (—a)
k=0 k=0 k=0
................................................................................................... 0.5p
3. Facem schimbarea de variabila cosx = t, atunci
—sinxdr = dt
..................................................................................................... 1p
Obtinem
sinx dt
I= de=— | ——

/3+cosx+0082m v /3+t—|—t2
..................................................................................................... 1p
Deci ( 1)

—dt 2 2(t+ 1 2 + 1
I= / = arctan ——22 +C = arctan C=
e Y
2 ¢ 2cosx +1 c
= arctan
vV V11
..................................................................................................... 1p

NOTA: Orice altd solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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SUBIECTUL III. Geometrie

L 3 1 1p
1. a) Avemn ecuatia AM 132 425 — 5 =0 oottt 1p
M este mijlocul segmentului [AC] de unde aflam C(—1,4) ... i 0.5p
b) Dreapta BM este perpendiculard pe AM, deci mpy = % ........................................ 1p
Ecuatia dreptei BM :y = %x + % ................................................................. 0.5p

¢) Cercul are centrul M (1,1) gi raza r = AM = /13, deci ecuatia acestuia este

C:(z—1)2+(y-1)*=13.

Punctele B gi D se afla la intersectia diagonalei BM cu cercul C.

Rezolvand sistemul determinat de ecuatiile dreptei si respectiv cercului, se afla ca varfurile B i D au

coordonatele (4,3) gi (—2,—1), Intr-o oarecare ordine. ............... ... 1p
2. a) Ecuatia parabolei este de forma P : g% = 2DZ. ...ttt 0.5p
A2,4) EP S 16 =2p 2 D=4 = 42 = 80 ittt 1p
b) Tangenta este paraleld cu dreapta d < My = Mg = 2. .ottt 0.5p
Totodata ecuatia tangentei este yyo = 4(x + z9) = m; = Z%. Deci m; = ;io =2=yp=2 ... 1p
Punctul de tangenta My(xg,yo) apartine parabolei, deci 22 = 8 - 29 = xg = % ..................... 0.5p
Tangenta este: yyo =4(z +x0) 2y =4z +3) S t:y=2z+1 ... 0.5p

NOTA: Orice altd solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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Barem Subiect Informatica

Proba 1: Evaluarea cunostintelor fundamentale si de specialitate
Examen de licenta septembrie 2025

Specializarea Matematica Informatica

Subiect Informatica

1. 2p
a) Definitie clasa Person (constructor, metode, acces la date)..........cocevvuuneeee. 1p
b) Definitie clasa derivata Student (mostenire, constructor, metoda)...... 1p
2. 2p
CIEATE VECTOT ... uvueuiitetiteteiet sttt sttt et saetes stebes seeben seeuen sheben sbesesbeneseenen e e Ip
Calcul medie de Varsta. ... ...coeeceueuniniieeieier e evere e e ceeieneees Ip
3. 2p
Tterare 1emeNnte. ... ..o.vnieeee et 0.5p
Comparare €lemente ...........ouiuiie it 1p
Actualizare reZultat ...........ouiuieiieit it 0.5p
4. 2p
Indicarea corectaa rezultatului afisat .............covieiiiiiiiiiiiiinee 2p
S. 1p
EXPlICArea tEOTELICA ..ovevevveueeiiieieiiiriiieesiseete ettt seseee s Ip
Nota:

(1p) Oficiu



