Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem
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ZAROVIZSGA
Irasbeli préba - 2025 szeptember
Informatikai matematika szak

I. TETEL. Algebra

. (4 pont) Tekintjiikk a GLy(Z2) = {A € My(Zs)| det A # 0} halmazt.

a) Igazoljuk, hogy GLy(Zsy) zart részhalmaza Ma(Zo)-nek a matrixok szorzdsira nézve és GLy(Zs) az
indukalt miivelettel csoport.

b) Hany eleme van GLg(Z2)-nek? Indokoljuk meg a valaszt.

¢) A (GLs(Zs),-) csoportnak van-e 2 elemfi részcsoportja? Indoklds.
. (5 pont) Legyen f : R? — R? egy valds linearis fiiggvény tigy, hogy
f(1,1,1) =(1,-1), f(1,1,0) =(1,1) és f(1,0,0) = (0,1).

a) Igazoljuk, hogy az (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0) vektorok egy B bézist alkotnak az gR* vektortérben és
frjuk fel f matrixat a (B, E) bazisparra nézve (ahol E az gR? vektortér kanonikus bazisa).

b) Hatdrozzuk meg f(z,y, z)-t (ahol (z,y, z) € R3).
¢) Hatdrozzuk meg f magjdnak és f képének a dimenzidjat (valds vektortereknek tekintve 6ket).

II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Tanulményozzuk a

(1-5-...-(4n —3))®
Z(3-7~...-(4n—1))5

n>1

sor természetét az o és B valds paraméterek szerint.

. (3 pont) Adjuk meg az

4
[R\{=2,-1} =R, f(x)zm

fliggvény a = 0 ponthban felirt n-ed rend Taylor-féle polinomjét.

. (3 pont) Szamitsuk ki:

/ sinx d
34 cosx + cos? x .
III. TETEL. Geometria

. (5 pont) Az ABCD négyzet egyik csiicsa A(3, —2), az &tléinak metszéspontja pedig M(1,1).
a) frjuk fel az AM egyenes egyenletét és hatarozzuk meg a C' csics koordindtait.
b) Irjuk fel a BM egyenes egyenletét.

c) frjuk fel a négyzet koré irt kor egyenletét és hatarozzuk meg a négyzet tobbi csicsanak koordinatait.

. (4 pont) Egy parabola szimmetriatengelye az Oz tengely, csicsa pedig az origd.
a) Hatdrozzuk meg az egyenletét, ha tudjuk, hogy dthalad az A(2,4) ponton.

b) frjuk fel a parabola azon érint6jének az egyenletét amely parhuzamos az y = 2z egyenessel.



IV. TETEL. Informatika

1

5.

Az informatika tételre vonatkozé megjegyzés:

Az 1. és 2. feladat megoldasahoz a C++, Python, Java és C# programozasi nyelvek egyike hasznalhaté.
Meg kell adni a hasznalt programozasi nyelvet.

A megoldasokhoz hasznalhatoak a meglévé konyvtarak (Python, C++, Java, C#).

(2p) irjunk programot, amelyben:
a) bevezetjik a Person osztélyt az alabbi védelemmel rendelkezd attribdtumokkal:

- name, amely karakterlanc (string) tipusu;
- age, amely egész tipusu.

Adjunk hozzd az osztalyhoz:

- egy paraméteres konstruktort,

- get/set metddusokat az 6sszes attribdtumra,

- egy toString metddust, amely egy olyan karakterlancot térit vissza, amely a személy nevét és életkorat tartalmazza
sz6kozzel elvalasztva.

b) Hozzuk |étre a Person osztaly Student szarmaztatott osztalyat, amely a Person osztaly 6sszes attribGtumat tartalmazza,
valamint a karakterlanc tipusu faculty privat attribUtumot. Vezessiik be az Uj attribitumhoz hozzérendelt get/set
metddusokat is. A Student osztély eseténa toString metddus azt a karakterlancot tériti vissza, amely a Person osztaly
toString metddusa altal visszaadott értékhez hozzaflizegy szokozt, majd ezt kbvetSen a kar nevét (a faculty attribGtum
tartalmat).

(2p) Hozzunk létre egy vektort, amely két Person tipust és egy Student tipust objektumot tartalmaz. irjunk egy figgvényt,
amely az igy létrehozott vektort kapja paraméterként és a vektorbeli személyek atlagéletkorat tériti vissza.

(2p) irjuk megaz aldbbi fiiggvénybdl hidnyzé kddrészletet annak érdekében, hogy a stud vektor azon elemeit (Student tipusu
objektumait) hatdrozzuk meg, akik a specificFaculty karon tanulnak. Lehet hasznalni a push_back fliggvényt, amely egy
elemet szur be a vektor végére.

vector<Student> filter(const vector<Student>& stud, const string& specificFaculty){
vector<Student> rez;

return rez;}

(2p) Adjuk meg, hogy mi jelenik meg a kimeneten az aldbbi kodrészlet végrehajtasakor. A push_back fliggvény egy elemet
szur be a vektorvégére, a pop_back fuggvény kitorli a vektor utolsé elemét és a back fliggvény egy referenciat térit vissza a
vektor utolsé elemére.

vector<Person> v;
v.push_back(Person(“Alexandru”, 23));
v.push_back(Student (“Tudor”, 19, “Istorie”));
v.push_back(Person(“Ana”, 19));
v.push_back(Student(“Maria”, 20, “Chimie”));
v.pop_back();

v.pop_back();
cout<<v.back().toString()<<end|;

(1p) Magyaréazzuk el, hogy mit értiink dinamikus kotés alatt.

MEGJEGYZES.

Minden tétel kbtelezé. Minden tételre teljes megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A legkisebb atmené jegy: 5,00.
Munkaidg: 3 dra.
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I. TETEL. Algebra

Hivatalbdl

1. a)

b)

2. a)

Ha A,B € GLy(Zsy), akkor det A,det B # 0. Mivel Zj test, tehdt zérusosztémentes, azt kapjuk,
hogy det(AB) = det Adet B # 0, vagyis AB € GLa(Zg) «..ooooeeeeieie e 0.5p
(GLy(Z3),-) csoport az aldbbiak alapjan:

Mivel GL2(Z2) zart részhalmaza az (Mz(Zs2),-) monoidnak, 6rokli a métrixok szorzasanak asszocia-

L8 P T P 0.5p
Nyilvén I = (é ?) € GLy(Zs) (mivel det I, = 1 # 0), vagyis van egységelemiink............ 0.5p
Mivel Z5 test, minden A € GLy(Z>) invertdlhaté M(Z2)-ben

ésdet A7 = (det A)71 £ 0, tehat A71 € GLa(Z). oo 0.5p

Nyilvén |My(Zs)| = 2* = 16. Masrésat My(Zsy) \ GLa(Zy) = {A € My(Zs) | det A = 0} =
: {

(G 0)G 3G 0606006060686
tehdt |GLa(Zn)| = 16— 10 = 6. ..o 1p

Alternativ mddon, direkt tton is megkereshetjiik azon métrixokat Ms(Zs)-ben, melyek determindnsa
1. Igy

o= ({4 € -0 -6 D€ € ) mainimn-e

~ ~ ~ ~ AN 2
H = {(1 0) : <(i) 1>} 2 elemii részcsoport a GLa(Zsy) csoportban, hiszen ((i) (1)> = I, tehdt

o O

0 1 0
A ae —1 A A
zart, I, € H és <(i) é) = <? é) € H o 1p
1 1 1
Az 4ttérési matrix gR? kanonikus béazisabél a B vektorrendszerbe T= |1 1 0 |, ami invertalhatd,
1 0 0
hiszen det T = —1 # 0. Tehat B bazis RR3-ben..........coooiiiiiiiii i 1p
A linedris fiiggvény matrixdnak értelmezése alapjan [f]p g = <_11 } ?) ...................... 1p
Meghatdrozzuk (z,y, z)-nek a B bézisra vonatkozé z’,y’, 2’ € R koordindt4it:
4y +2=x
(v,y,2) =2'(1,1,1) +4/(1,1,0) + 2/(1,0,0) < r+y =y
=z
A megoldds o' = 2,4 = 4 — 2,2 = & — Yo 1p
x! x 0 0 1 x
(Alternativ médon, &ttérési matrix hasznalataval |y | = T |{y| = |0 1 -1 yl| =
2 z 1 -1 0 z
z
y—=z|.)

r—y



Innen, felhasznélva f linearitdséat, f(x,y,2) = f(2'(1,1,1) +¢'(1,1,0) + 2/(1,0,0)) =
=2'f(1,1,1) + ¢ f(1,1,0) + 2/ f(1,0,0) = 2(L, =1) + (y — 2)(1, 1) + (z = 9)(0,1) = (y,# — 22) ... Ip
Alternativ médon az egész b) alpontra, ha E' a gR3-beli kanonikus bazis, akkor

0 O 1
[f]E/,EZ[f]B,ET1=<_11 i (1)> 0 1 -1 :<? (1) _02)7

1 -1 0
T
) 01 0 Y
. _
tehdt f(z,y,2)" = (1 0 _2) Z - (ac — 22) )

c) Ker f = {(2,y,2) € R?|f(z,y,2) = (y,2—22) = (0,0)} = {(2¢,0,)[t € R} = ((2,0,1)), tehdt a (2,0,1)
vektor egyediil alkot bazist a g Ker f magban és ezért dimgKer f =1 ......... ... ..o .. 0.5p
dimpIm f = dimp R® —dimp Ker f =3 — 1 = 2 ... . i e 0.5p
Alternativ mddon:

. . 1 1 0
dimg Im f = dim(f(b1), f(b2), f(b3)) = rang|[f]p g = rang <1 1 1) =2 0.5p
és dimp Ker f = dimp R® —dimpIm f =3 — 2= 1. ... oooeo 0.5p

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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II. TETEL. Matematikai analizis
HivatalbOl . ... 1p

1. Alkalmazzuk a Raabe-Duhamel-féle kritériumot: legyen > a, pozitiv tagi sor. Ha
n>1

lim n< an —1> =,
n—oo an+1

akkor 1) A > 1 esetén a sor konvergens; 2) X\ < 1 esetén a sor divergens.

.................................................................................................. 0.25p
Jelolje
(1-5-...-(4n - 3))®
n — s ::172,3,”.
3T dn—1))p "
Ekkor
B
A = limn an —lzlimnM—lz
n— oo An+1 n— oo (4n —+ 1)0‘
. b (4-1-%)'8 +o00, ha >«
= limn|n — e —1]= —co, ha B<a
n— 00 (44+,E) y .
.................................................................................................. 0.75p
Ezért a ) a, sor konvergens, ha o < g, illetve a > a, sor divergens, ha a > f3.
n>1 n>1
.................................................................................................. 0.25p
Az o = (8 eset: a L’Hospital szabaly alapjan
; (84) -1
@ 1 -
A = limn n -1 zlimnM—l :lim%"f:
n— 00 Apt1 n— 00 (4n + 1)0‘ n—00 =
4432\ _
, (41;) -1 . 4432\ 8 8o«
= lim——=lma | —— = — = —.

N0 x N0 4+ (44+=x)2 16 2
.................................................................................................. 0.75p
Ekkor a Raabe-Duhamel-féle kritérium miatt a > a,, sor konvergens, ha o = 3 > 2, illetve a »_ a,, sor

n>1 n>1
divergens, ha a = 8 < 2.
.................................................................................................. 0.25p

Ha oo = 8 = 2, akkor

Gnt1 dn+1\2 n
— > s
an an+ 3 n+1
minden n > 1 esetén. Ezért az (nay),>1 sorozat szigorian novekvé, tehat na, > a1, minden n > 1
esetén, vagyis a,, > %, ahol n > 1 tetszbleges.

.................................................................................................. 0.50p

Mivel a > L harmonikus sor divergens, ezért a > a,, sor szintén divergens.
n
n>1 n>1

.................................................................................................. 0.25p



. Az f fiiggvényhez és az a = 0 ponthoz rendelt n-ed rendii Taylor-féle polinom a kévetkezd fiiggvény:
—~ (0
Tnof :R =R, Thof(z)= Z T)wk.
k=0

.................................................................................................. 0.25p

Az f fiiggvény végtelen sokszor derivdlhaté az R\ {—2, —1} halmazon, mint elemi fliggvények Osszetett
fliggvénye.

.................................................................................................. 0.25p
Az x € R\ {—2, -1} esetén az elemi tortekre valé bontds miatt
r+4 A n B 3 2
2243r+2 2+2 z+1 x4+1 2+2
.................................................................................................. 0.25p
A b € R dllandé esetén, matematikai indukcidval kiszamithaté a
1
R\ {-b} =R = = b)~!
g R\(-0} 2R, g(a) = —— = (@+D)
fliggvény tetszoleges rendli derivéltja:
g@) = (D+b)7%
g'(x) = (=D(=2)(x+b)73 ... ,
g"(@) = (-1)(=2)..(=n)(z + )" = (=1)"nl(z + b)~ T
.................................................................................................. 0.75p

Alkalmazva ezt az eredményt az f fliggvényre kapjuk, hogy

FM (@) =3(=1)"nl(z + 1)~ — 2. (=1)"nl(z +2)~ "D = (=1)"n! - ((a: _|_?1)n+1 T @ +22)n+1> :

Innen 5 )

0 = - (B~ ) = U 627,
..................................................................................................... 1p
Kovetkezésképp

" (=1)FK! - (3—27F n _ _
Tnof(z) = k(' )a:k => (-)F-(3-2F)aF=>"(3-27F) (—a)*.
k=0 ’ k=0 k=0
.................................................................................................. 0.50p
. A cosx =t valtozdcsere esetén
—sinx dz = dt.
..................................................................................................... 1p
Ekkor ) .
sinx
I:= de=— | ——— dt
/3+cosx+0052x * /3+t+t2
..................................................................................................... 1p
Tehat
I = —/ L -z arct 2(t %)—i—C’—— 2 arct 2t+1—|—C—
(t+1)*+ 1L VI T VI R
2cosx +1
= — a. C.
v V11
..................................................................................................... 1p

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelel6en lesz pontozva.
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III. TETEL. Geometria
HivatalbOl ... 1p
1o8) AM 132 4 20 — 5 = 0 oottt e 1p
M az [AC] szakasz felez6pontja, ahonnan C(—1,4) ... . i 0.5p
b) A BM egyenes merdleges az AM-re, {gy mpy = % .............................................. 1p
BM:y:%x—i—% ................................................................................. 0.5p

c) A kor kozéppontja M(1,1) és sugara r = AM = /13, igy egyenlete

C:(z—1)72+(y-1)*=13.

A B és D pontokat megkapjuk a BM &atlé és a C kor metszeteként.
Megoldva az egyenes és a kor egyenleteibdl alkotott egyenletrendszert, kapjuk az B és D csicsok (4, 3) és

(=2, —1) koordinatait (egy tetszéleges sorrendben). ....... ... 1p
2. a) A parabola egyenlete: P : 4% = 2px alakil. . ...oooiiii i 0.5p
A2,4) EP S 16 =2p -2 D=4 = Y2 = 80 .ottt 1p
b) A t érinté parhuzamos a d egyenessel < My = Mg = 2. ..ot 0.5p
Ugyanakkor az érinté egyenlete yyo = 4(x + z¢) = my = ;io. Tehat my = yio =2=9yp=2. ... 1p
Az Moy(xg,yo) érintkezési pont rajta van a paraboldn, ezért 22 = 8 - xg = xg = % ................... 0.5p
Az érinté egyenlete: yyo = 4(z+20) 2y =4(z+3) S tiy=20+1 ... 0.5p

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfelelen lesz pontozva.
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Javitokulcs informatika tétel
1. vizsga: alapismeretek és szakismeretek kiértékelése, zarovizsga 2025 szeptember
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Informatika tétel

1. 2p
a) A Person osztaly definialasa (konstruktor, metddusok, hozzaférés az adatokhoz)...........ccceeveveueneee. 1p
b) A Student szarmaztatott osztaly definialasa (6roklés, konstruktor, metodusok).......ccceevvveeeriruencnee. 1p
2. 2p
VEKLOT IEICR0ZASA. ....ouverumsirunsiisisstinsitinssnisssssssssissssissssinsssasssseissssssases sossss ssssss srases sossus sessssstsans sasass ans 1p
AtlaEletKOr KISZAMITASA....cvveveiieieieieteteteeieieiee ettt ettt b ettt s s s e seses saesese steses sensas sesese snn Ip
3. 2p
ELIOMEK TEEIALASA. ...ttt sttt bt eataes sttes etene caeaes saess o sese saesenserenees 0.5p
Elemek 6sszehasonlitasa 1p
Eredmeény aKtualiZAlASA. .......ccooveueuiieieieieecc ettt ettt eaene s saeneaesene eaeneae 0.5p
4. Zp
A kimeneten megjelend eredmény helyes megadasa.........oovevieeenieeeneeieeee e 2p
5. 1p
EIMEIEth MAGYATAZAL.......ecveveveteieeeieieieieieccet ettt ettt ettt e s s e s etete satses saeses esass atres stesessenenssesenes Ip

Megjegyzés:
(1p) Hivatalbél



