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EXAMEN DE LICENTA
Proba scrisa - septembrie 2025
Specializarea Matematica

SUBIECTUL I. Algebra

. (4 puncte) Si se arate cd @ € Zyg este inversabil in inelul (Z4s, +, -) dacd si numai dacé (a,48) = 1. S&
se verifice daca 17 este inversabil in inelul Zyg si, in caz afirmativ, sa se determine inversul sau. Sa se
specifice un divizor al lui zero in inelul Zys.

. (5 puncte) Considerdm R-spatiul vectorial R[X] definit de operatiile uzuale de adunare a polinoamelor
si inmultire a unui polinon cu un numar real si notdm P3(R) = {f € R[X] | grad f < 3}.

a) Si se arate cd P3(R) este un subspatiu al R-spatiului vectorial R[X] generat de {1, X, X2, X3}.

b) S& se arate cd multimile ordonate
F=(1,X,X?X)giB=(1,X-1,X>-2X+1,X% -3X? +3X - 1)

sunt baze ale lui g P5(R).

¢) Sa se determine matricea de trecere de la baza F la baza B gi matricea de trecere de la baza B la baza
E.

SUBIECTUL II. Analiza matematica

. (3 puncte) Calculati le ay, unde

a0 = %K/(\/ﬁ—l—l)(\/ﬁﬁ—\@)...m\/ﬁ).

. (2 puncte) Studiati prin discutie dupd parametrul real a > 0 natura seriei de numere reale
n

a
Za+n2'

n>1
. (2 puncte) Determinati polinomul lui Taylor de rang arbitrar 2n, atagat functiei f si punctului a = 0,
pentru

f:R—=R, f(:c)zsin2§7 vV € R.

. (2 puncte) Calculati

/\/ez +1 dx.



SUBIECTUL III. Geometrie

. (3 puncte) Un romb ABCD are doua varfuri opuse cu coordonatele A(2,0) si C(8,38).
a) Sa se calculeze lungimea diagonalei AC.
b) Sa se scrie ecuatiile diagonalelor.

¢) S& se calculeze aria rombului, dacé lungimea laturii este 13.

. (3 puncte) Fie parabola P : y? = 64x.
a) Gasiti punctele M € P pentru care M F = 25, unde F' este focarul parabolei.
b) Determinati coordonatele punctului N € P care este cel mai apropiat de dreapta [ : 42 + 3y + 50 = 0.

-3 Y- 5 _z—4
2 3 1
a) Gasiti punctul de intersectie dintre dreapta d gi planul care trece prin punctul P si este perpendicular
pe dreapta d.

b) Gasiti distanta de la punctul P la dreapta d.

si punctul P(3,1,2).

x
. (3 puncte) Consideram dreapta d :

NOTA.

Toate subiectele sunt obligatorii. La toate subiectele se cer rezolvari cu solutii complete.
Pentru fiecare subiect se acorda 1 punct din oficiu. Nota minima ce asigura promovarea este 5,00.

Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.



Universitatea Babeg-Bolyai
Facultatea de Matematica si Informatica

EXAMEN DE LICENTA
Proba scrisa - septembrie 2025
Specializarea Matematica
Barem de corectare

SUBIECTUL I. Algebra

L 513 1 P 1p
(0,48) =1 & Tkl €Z :ka+48l=1 < Tk e€Z: 48| (ka—1) ..o, 0.5p
& JkeZ:ka—1=0(inZsys) & Ik €Zys: k-a=1< @ inversabil in Zgg ................. 0.5p
17 e numér prim si 17148 = (17,48) =1 = 17 e inversabil in Zyg .. ...ovovverereeanen. .. 0.5p

E-17=1(inZ4y) < 48|17k —1 < I e€Z: 1Tk+481=1 < Il € Z: 17| 48(-1) + 1

Fie verificand care dintre clasele inversabile din Z,g verifica prima egalitate din sirul de echivalente de
mai sus, fle aplicand algoritmul lui Euclid pentru a gasi o pereche (k: ) € Z X Z care verificd a treia
proprietate din sirul de echivalente de mai sus, fie cautand un numar natural —/ care verifica ultima
proprietate din sirul de echivalente de mai sus, se obtine [ AR 1.5p
(De exemplu, dand succesiv valori naturale lui —[ se ajunge repede la —! = 6 pentru care avem 48-6+1 =
289 = 17-17. Deci 17-17 = 1.)

6,@ =+ 0 si 6-8=148 = 6, prin urmare 6 i 8 sunt exemple de divizori ai lui zeroin Zyg ............. 1p

a) f€ P3(R) & Fag,a1.a2,a3 ER: f=ap+ a1 X +aX?+a3X?=ag-1+a1X +axX?+azX>® (%)
Asadar, P3(R) este submultimea lui R[X] formata din toate combinatiile liniare de 1, X, X2, X3, adica
PR = (1, X, X2, X ) it 1p
(Verificarea faptului cd P3(R) <g R[X] nu este necesard mai sus. In cazul in care se face aceasti
verificare cu ajutorul teoremei de caracterizare a subspatiului, dar nu se finalizeaza a), candidatului i
se pot acorda pand la 0.5 puncte.)

b) Din a) si unicitarea scrierii lui f sub forma (x) rezultd cid F este baza in gPs(R) ................ 0.5p
Justificarea faptului cd B este bazd In RPs(R) ... ooviin it 1.5p
Aceasta poate fi facuta in oricare dintre urmatoarele moduri:

o Incercarea de a scrie un polinom arbirar f = ag + a1X + a2 X2 + a3 X? ca o combinatie liniars de
polinoamele din B,

f=ap-1+a1(X —1)+a(X?—2X + 1)+ a3(X3 - 3X2 +3X — 1) (%)

conduce la un sistem de 4 ecuatii liniare cu necunoscutele ag, a1, a2, a3, sistem care este compatibil

determinat, de unde rezultd existenta si unicitatea scrierii (xx) gi faptul cd B este baza in g P3(R).
e Din B= (1,X—1,(X—1)% (X —1)3), aplicand formula lui Taylor se obtine imediat ci orice polinom

f € P5(R) poate fi scris in mod unic sub forma unei combinatii liniare de polinoamele din B, deci

B este bazd in g P3(R).

(Remarcam faptul ci polinoamele peste R pot fi identificate cu functiile polinomiale reale, deci

utilizarea instrumentelor de analizd matematica in demersul de mai sus este posibila.)

e Matricea care are pe coloane coordonatele polinoamelor din B in baza E (care este matricea de
1 -1 1 -1

trecere de la E la B de care oricum avem nevoie la c)) este S = 8 (1) _12 _33 € My(R).
0 O 0 1

Aceasta matrice are determinantul 1, este inversabila, prin urmare B este baza in g P3(R).

¢) Matricea de trecere de la de trecere de la E la B este S = 8 (1) 12 _33 € M4(R) (a se vedea
0O 0 0 1

mal SUS JUSEIICATEA). . . ..ottt 1p



Matricea de trecere de la B la E este inversa matricei S. Calculul lui S~ =

OO =

0

OO ==

— N =

0

W W =

—_

.1p

(Se observa ci primele doud abordari indicate mai sus pentru a aréta cd B este bazi in gP3(R)
furnizeaza un mod de calcul pentru coordonatele vectorilor din E in baza B, deci un alt mod de calcul

pentru S~1.)

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.



Universitatea Babes-Bolyai
Facultatea de Matematica i Informatica

EXAMEN DE LICENTA
Proba scrisa - septembrie 2025
Specializarea Matematica
Barem de corectare

SUBIECTUL II. Analiza matematica

1. Avem
1 2 1 2
o — pfYAElYAEV2 Vet yn 1+\/> 1+\[ (1),
.................................................................................................. 0.50p
de unde
1 1 2
Ina, = {ln (14—\/») +In <1—|—\/>> +...+ln<1+\/ﬁ>}.

n n n n
.................................................................................................. 0.50p
Considerdm functia f : [0,1] = R, f(z) = In(1 4+ /).
.................................................................................................. 0.25p
Deoarece f este continud pe intervalul [0, 1], putem folosi proprietatea

1 1 2 !
lim {f () +f () +...+f(")} :/ f(z) da.

n—oo N n n n 0
.................................................................................................. 0.25p
Astfel )

lim Ina, :/ In(1+ v/z) dx.

n—oo 0
.................................................................................................. 0.25p
Folosind integrarea prin parti, avem

lim 1 1(1+\f)’1 /1 ! L4 121/1\/561
im Ina, =z In x — x- c——dr=In2- - x.

n—o0 0 0 1+ 2¢/x 2 o 1+Vx
.................................................................................................. 0.50p
Folosind substitutia t = /z, z € [0, 1], obtinem

1t oo ! 1 1 '
lim lnan:1n2—f/ dt:1n2—/ t—14+——)dt=In2—(=t?—t+Int+1)) | ==
.................................................................................................. 0.50p

In consecinta lim a, = +/e.
n—oo

.................................................................................................. 0.25p



2. Avem o serie cu teremeni pozitivi. Notam prin

aTL
o
" a+n2
termenul general al girului generator. ....... ... .. 0.25p
Aplicam consecinta criteriului raportului
Tpil antl . a+n?
1 =1 lim =aq.
n—oo I, nsooa+ (n+1)2 nooco  a?
................................................................................................... 0.5p
Atunci,
e daci a < 1, seria este convergenta
e daca a > 1 seria este divergenta
................................................................................................... 0.5p
Pentru cazul in care a = 1 se reanalizeaza termenul general al seriei, care devine
1
Ty = —.
" 14 n?

Prin comparatie cu seria armonica generalizata, in cazul particular o = 2, fie prin criteriul 1 de comparatie
1
T, < =VneN
n2

sau prin cel de-al doilea,

.

lim =% =1 € (0,00)
se ajunge la concluzia ca seria este CONVEIZENTA. ... ... ...ttt ettt 0.5p
In concluzie > x, este convergenta daca gi numai dacd @ < 1. ...l i 0.25p

3. Polinomului lui Taylor de rang 2n atasat unui functii f si punctului a = 0 este functia

TZn;()f R—R
avand expresia
2n
f5(0
Dof(x) =3 LWk, i c R
k=0
.................................................................................................. 0.25p
Functia f este indefinit derivabila pe R fiind o compunere de functii elementare. ................. 0.25p
Considerand un = € R arbitrar, stabilim derivatele.
f/(x) = 2sin T cosE L_ sinz
B 2 2 2 '
.................................................................................................. 0.25p
Se demonstreaza prin inductie matematica faptul ca pentru un n € N arbitrar
1
fM(z) = isin (x +(n— l)g) .
.................................................................................................. 0.75p

Astfel, pentru z = 0, obtinem

n 1 . T 0 tn=2t+1
St )(O)—2sm<(n—l)>_~{ (_12)t71 :



.................................................................................................. 0.25p

In concluzie,

_ n ( 1) 2% 1 56'4 56'6 1’6 (_ )(n 1)1;2”
mef@)_0+o+ 2@‘” 5 2. + N

— 2 ( 4! 6! 6! (2n)!
.................................................................................................. 0.25p
4. Folosim schimbarea de variabila

vert+1=t
................................................................................................... 0.5p
Astfel

=t =¢e"=t~1=2z=In(t*-1)
.................................................................................................. 0.25p
Deci 9
dr = dt

T
.................................................................................................. 0.25p
Obtinem

/de:/t

—2./t2 ﬁ+/ dt t+71| Yoo
B 12 [t +1] N

ver+1-—1
=2ve*+1+4+In— +C.
ver +1+1

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.
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L 3 1 1p
Loa) AC = /(8 = 2)2 + 82 = /36 + 64 = 10 ...\ttt e 0.5p
r—1 vy

b) AC : = 2 A — By — B = 0 e .

)08—2 8@:10 3y—8=0 0.5p
-1 -1 3

AC L BD © mac -mBp = —1; MBD = ——— = — = = =~ it 0.5p
mac 3 4

Diagonala BD trece prin mijlocul M (5,4) al diagonalei AC =

3
BD:y—4:71(z75)<i>3x+4y731:0 ....................................................... 0.5p
AC . o . . 2 2 2
c) AM = - = 5. Din teorema lui Pitagora in triunghiul AM B avem M B* = AB*— AM* = 169—25 =
L4425 B = 120 e e 0.5p
AM -MB

.AABCD:4'./4,4]\43:4'f:2~5'12:120. ............................................ 0.5p
2. a) Coordonatele focarului sunt FI(16,0).. .. ...ttt 0.5p

Dacd M(x,y) este punctul cerut de pe parabold atunci coordonatele acestuia satisfac ecuatiile

y? = 64x i respectiv (T — 16)2 4 12 = 252, 0.5p

De aici rezulta ci 64z = 252 — (x — 16)?, adica x € {—41,9}. Cum z > 0, rezultd x = 9. Asadar punctele

de pe parabold sunt M7(9, —24), respectiv Ma(9,24). .ottt 1p

b) Punctul de pe parabola are coordonatele de forma N (y?/64,y). Distanta de la N la dreapta [ este
L 4 3y + 50

d(N,l) = o g T e 0.5p
Functia 11’—2 + 3y + 50 ia doar valori pozitive iar minimul acesteia se obtine in punctul y = —24. Asadar
coordonatele punctului cerut sunt N (9, —24). ... 0.5p

-

3. a) Un vector director al dreptei d este d(2,3,1). Planul perdpendicular pe d care trece prin punctul P
este

a:2x=3)+3(y—1)+1(z—-2)=0S a:2x+3y+2—11 =00 1p
Intersectia dreptei cu plan este punctul H(1,2,3) .. ..ooiuiniiii e 1p
b) A(Pyd) = |PH| = V6. . 1p.
Sau alternativ se poate folosi formula d(P,d) = %{Tﬂ, unde A(3,5,4) este un punct de pe dreapta
d.

NOTA: Orice alti solutie corecta va fi punctata corespunzator.



