Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem
Matematika és Informatika Kar

ZAROVIZSGA
Irasbeli préba - 2025 szeptember
Matematika szak

I. TETEL. Algebra

. (4 pont) Igazoljuk, hogy a € Z4s akkor és csakis akkor invertalhaté a (Zgs, +, -) gytiriiben ha (a,48) = 1.
Ellenérizziik, hogy 17 invertalhaté-e a Zyg gytiriiben és ha igen hatdrozzuk meg az inverzét. Adjunk meg
egy zérusosztot a Zyg gytliriiben.

. (5 pont) Tekintjiik az R[X] val6s vektorteret, ahol a miiveletek a polinomok sszeaddsa és valds szdmmal
vald szorzdsa. Legyen P3(R) = {f € R[X] | grad f < 3}.

a) Igazoljuk, hogy P3(R) az {1, X, X2, X3} 4ltal generdlt résztér az R[X] valds vektortérben.
b) Igazoljuk, hogy az aldbbi rendezett halmazok

E=(1,X,X*X%éB=(1,X—-1,X>-2X +1, X% -3X?+3X - 1)

béazisok g Ps(R)-ben.

c) Hatédrozzuk meg az dttérési matrixokat az E bézisbdl a B bézisba illetve a B béazisbdl az E béazisba.
II. TETEL. Matematikai analizis

. (3 pont) Szamitsuk ki a lim a, hatdrértéket, ahol
n—o0

an = %KL/(\/E+1)(\/5+\/§)---(2\/5)-

. (2 pont) Tanuldnyozzuk a

n

a
Za+n2

n>1

sor természetét az a > 0 valés paraméter szerint.

. (2 pont) Adjuk meg az

FiRSR, f(x):sian

fliggvény a = 0 pontban felirt 2n-ed rendti Taylor-féle polinomjat.
. (2 pont) Szamitsuk ki:

/\/ef” + 1dzx.

ITII. TETEL. Geometria

. (3 pont) Egy ABCD rombusz két szemkozti csicsanak koordinatai A(2,0) és C(8,8).
a) Irjuk fel az atlok egyenleteit.
b) Szdmitsuk ki az AC 4tl6 hosszét.

¢) Széamitsuk ki a rombusz tertiletét, ha oldaldnak hossza 13.



2. (3 pont) Tekintsiik a P : y? = 64z parabolat.
a) Hatérozzuk meg azon M € P pontokat, amelyre M F = 25, ahol F' a parabola fékuszpontja.
b) Hatdrozzuk meg azon az N € P pontot, amely a legkozelebb van az [ : 4z + 3y + 50 = 0 egyeneshez.
y—9o z—4

-3
3. (3 puncte) Adott a d: 5= 3 =~ esvenes és a P(3,1,2) pont.

a) Hatdrozzuk meg a d egyenes metszéspontjat azzal a sikkal, amely dthalad a P ponton és merdleges a
d egyenesre.

b) Szémitsuk ki a P pont tdvolsigéit a d egyenestol.

MEGJEGYZESEK:
Minden tétel kotelezd. A tételekre teljesen kidolgozott megoldast kell adni.
Minden tételre 1 pont jar hivatalbdl. A minimélis &tmendjegy 5,00.
Munkaid6 3 éra.



Babeg-Bolyai Tudomanyegyetem
Matematika és Informatika Kar

) ZAROVIZSGA
Irasbeli préba - 2025 szeptember
Matematika szak

Javitékulcs
I. TETEL. Algebra
HivatalbOl . ... 1p
1. (a,48)=1 & Fkl€Z:ka+48l=1 < FkeZ: 48| (ka—1) .coviiiiiiiiiiiii.. 0.5p
o kel ka—1=0(inZy) < Tk Zysg: k-a=1% @ invertalhats Zyg-ban ............. 0.5p
17 primszém és 17148 = (17,48) =1 = 17 invertalhaté Zyg-ban.............................. 0.5p

E-17=1(nZy) < 48|17k—1 < 3l e€Z: 17Tk+481=1 < Il € Z: 17| 48(-1) + 1
Végignézve, hogy Zss-ban melyik osztaly teljesiti a fenti ekvivalenciasor elsé egyenléségét, vagy kiter-
jesztett euklidészi algoritmussal taldlva egy (k,l) € Z x Z péart, mely teljesiti a fenti ekvivalenciasor
harmadik egyenloségét, vagy keresve egy —! természetes szdmot, mely teljesiti a fenti ekvivalenciasor
utolsé tulajdonsagét, azt kapjuk, hogy k= 17... . 1.5p
(Példédul —l-et novelve hamar megkapjuk a —I = 6 értéket, melyre 48 -6 + 1 = 289 = 17 - 17. Tehdt
17-17=1.)

6,8 # 06s6-8=148 = 0, tehdt 6 6s 8 Z6rusosztok Zag-Dam . ... ..o 1p

2. a) f€ P3(R) & Jag,ar.a2,a3 ER: f=ag+ a1 X +asX?+a3X3=ag-1+a1X + a2 X%+ a3X3 (x)
Tehat, P3(R) az 1, X, X2, X3 Osszes valds linedris kombindciéinak halmaza R[X]-ben, vagyis
P3(R) = (1, X, X2, X ) it 1p
( P3(R) <g R[X] ellenbrzése nem sziikséges. Ha valaki csak ezt ellenérzi a részterek jellemzési tételével,
de nem {rja le a fenti gondolatsort, legfeljebb 0.5 pontot kaphat)

b) Az a) pont alapjin valamint f-nek (%) alakba valé felirdsdnak egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy E
bazis R P3(IR)-DEIL. . ... 0.5p
Annak igazoldsa, hogy B béazis gPs(R)-ben ....... ... i 1.5p
Ez az aldbbi mddszerek valamelyikével végezheto el:

o Az f =ag+ a1 X + as X? + a3 X? felirdsa a B-beli polinomok linedris kombindciéjaként
f=ap-14+a1(X —1)+a(X?—2X 4+1)+a3(X® —3X2+3X - 1) (%)

egy ag, a1, o, g ismeretlenes egyenletrendszerhez vezet, mely kompatibilis és hatdrozott, vagyis a
() felirds 1étezik és egyértelmi, ami azt jelenti, hogy B bézis g P3(R)-ben.

e Mivel B = (1,X — 1,(X — 1)%,(X — 1)3), Taylor formulat alkalmazva kovetkezik, hogy minden
f € P3(R) egyértelmiien frhaté fel a B-beli polinomok linedris kombindcidjaként, vagyis B bézis
RPg (R)—ben.

(A valés polinomok azonosithatéak a megfelels valés polinomfiigvényekkel, tehat igy bevethetdek
az analizis eszozei.)

e A B-beli polinomok egyiitthatéit E-re nézve oszlopokba irva, az attérési matrix az E bazisbdl a

1 -1 1 -1
0o 1 -2 3

B rendszerbe S = 0 0 1 -3 € My(R). Mivel ezen maétrix determindnsa 1, vagyis
0 0 0 1
invertdlhat6, kovetkezik, hogy B is bazis g Ps(R)-ben.
1 -1 1 -1
. 0 1 -2 3 ,
c) Az attérési matrix az E bazisbdl a B bazisba S = 0 0 1 -3¢ My (R) (lasd fentebb). 1p
0 0 0 1
11 11
” . 1 01 2 3
Az 4ttérési matrix a B-bol E-be az S matrix inverze lesz. Kiszdmolva S~ = 00 1 3 ..1p
0 0 01
(A b) pontban felsorolt médszerek koziil az elsd kettd elvezet az E-beli polinomok B-re vonatkozd

egyiitthatéihoz, meghatéarozva gy egyik mésik médot S—! kiszdmoldsara.)

Megjegyzés. Minden mas helyes megoldas megfelelden lesz pontozva.
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II. TETEL. Matematikai analizis
Hivatalbol . ... 1p

. Mivel
1 2 1 2
o — pYOELVAE V2 VAt yn 1+\/7 1+\f 1+\/% :
.................................................................................................. 0.50p
ezért
1 1 2
Ina, = {ln <1+\/>> + In (1—1—\/») +...+ln<1+\/ﬁ>}.

n n n n
.................................................................................................. 0.50p
Tekintstik az f : [0,1] = R, f(z) = In(1 + /z) figgvényt.
.................................................................................................. 0.25p
Mivel f folytonos a [0, 1] intervallumon, ezért hasznédlhatjuk a kévetkezd tulajdonsdgot:

1 1 2 !
lim {f () +f <) +...+f(")} :/ f(z) da.

n—oo m n n n 0
.................................................................................................. 0.25p
Kovetkezésképp

1

lim lna, = / In(1 + /z) da.

n—oo 0
.................................................................................................. 0.25p
A parcidlis integréalds képlete alapjan

lim 1 1(1+\f)’1 /1 ! L4 121/1‘/561

im Ina, =z In )| — | = c——drxr=In2- - x.

n—00 0 0 1+ vz 2z 2 Jo 1+x
.................................................................................................. 0.50p
At = /x, z € [0,1] helyettesitést haszndlva kapjuk, hogy

1t oo ! 1 1 !
lim Ina, =n2—- [ ——dt=In2- t—14+——)dt=m2— (> —t+In(t+1)) | ==.
niroo L n =0 2/0t+1 . /0< +t+1> " (2 +n(+)>0 2
.................................................................................................. 0.50p

Kovetkezésképp lim a, = +/e.
n—oo
.................................................................................................. 0.25p



2. Az adott sor pozitiv tagi. Jeldlje
a

a sor altalanos tagjat.
.................................................................................................. 0.25p
A hanyados kritérium kovetkezményének alapjan:

. Tp atl a+n?

i = . = aQ.

n—oo I, n—oo q + (n =+ ]_)2 am
.................................................................................................. 0.50p
Ekkor

e a <1esetén a y, x, sor konvergens,
n>1
e a>1esetén a Y, x, sor divergens.
n>1
.................................................................................................. 0.50p
Az a =1 esetén a sor altaldnos tagja:
1

Az a = 2 esetnek megfelel$ konvergens dltaldnositott harmonikus sorral val6é 0sszehasonlitds alapjan, az

I. 6sszehasonlitasi kritériumbél:
Vn € N,

1
xngﬁv

vagy a II. Osszehasonlitasi kritériumbdl:

n—oo —%
kovetkezésképp a Z>:1 Ty sor konvergens.
................... _050p
fgya > x, sor akkor és csak akkor konvergens, ha a < 1.
0.25p

n>1

Tetszoleges x € R esetén meghatarozzuk az f fiiggvény derivaltjait:

f2) = 2sin © cos L. L= Ly
f(x)—251n2 cos 5 - 5 = 5 sing.

Indukciéval igazolhatd, hogy tetszoleges n € N esetén

F (@) = %sin (x+ (n— 1)%) .



.................................................................................................. 0.75p
Innen z = 0 esetén kapjuk, hogy

1 . s 0, ha n=2t+1
™)) = = —1NZ) = ’
F0) 2$n(“1 ])2) { L=1)1, ha n=2t

3

.................................................................................................. 0.25p
Kovetkezésképp
n 1 (_1)k—1 ok 1 1'2 1.4 1.6 . m?n
Top, =0+0 " = = = — 4+ = — .+ (-1)" .

2o (2) = 0+ *‘2222 S & R T T St A G Y

.................................................................................................. 0.25p
4. A
ver+1=t
valtozocserét hasznaljuk.
.................................................................................................. 0.50p
Ekkor
=t =e"=t~1=2z=In(t* 1)
.................................................................................................. 0.25p
és o
de = ——dt.
t2-1

.................................................................................................. 0.25p

Innen kapjuk, hogy

2t 2 -1 1 1. |t—1]
Vet ide = [t-———dt=2(""Cat+ [ ———at)=2(t+>1 C=
/ erldw / 21 (/?2—1 +/?2—1 ) (‘+2nu+u>+
ver+1-—-1
— e rismYE "
‘ VSN

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.
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III. TETEL. Geometria

Hivatalbol ... 1p
Loa) AC = /(8 =2)2 + 82 = /36 + 64 = 10 ... .ottt 0.5p

z—1 vy
b) AC : = L S A — BY — B8 = 0 . 0.5
) §s—2 g P
—1 -1 3
ACJ_BD@TTLAC"/TLBDifl; T B D = T T T T e O5p
mac 3 4
A BD 4tl6 athalad az AC atl6 M (5,4) felez6pontjan =
3
BD:y—4:—Z(x—5)<:>3x+4y—31:0 ....................................................... 0.5p
AC s ’ . . 7 7 2 2 2
c) AM = -5 = 5. Felirjuk az AM B haromszogben az Pitagorasz tételét: MB® = AB* — AM~* =
169 — 25 = 144 = M B = 1. e 0.5p
AM - MB

-AABCD:4'AAMB:4'f:2'5'12:120~ ............................................ 0.5p
2. a) A fokuszpont koordindtal F(16,0). .. ... tutn ettt et 0.5p

Ha M (z,y) a parabola keresett pontja, akkor koordinatai teljesitik az y? = 64x és (v — 16)% + y? = 252

egyenleteRet. . 0.5p

Innen kévetkezik, hogy 64z = 252 — (z — 16)2, vagyis « € {—41,9}. Mivel 2 > 0, kapjuk, hogy = = 9. Igy

a parabola keresett pontjai: M (9, —24), illetve M3(9,24). . oottt 1p

b) A parabola tetsz6leges N pontjanak koordindtdi: N(y?/64,y). Az N pontnak az [ egyenestSl szdmolt
tavolsaga
2
45 + 3y +50

d(N,l) =
................................................................................................... 0.5p
Az 31’—2 + 3y + 50 fiiggvénynek csak pozitiv értékei vannak és a minimumot y = —24 pontban veszi fel. fgy
az N pont koordindtai N (9, —24). ...ttt 0.5p

3. a) A d egyenes egy irdnyvektora cf(2, 3,1). A d egyenesre meréleges és P ponton athaladé sik egyenlete

a:2x—=3)+3(y—1)+1(z—2)=0S a:2x+3y+2—11 =00t 1p

Az egyenes és stk metszéspontja H(1,2,3). oot 1p

b) A(Pyd) = |PH| = V6. . 1p.
Id x PA

Mésképp: Lehet hasznélni a d(P,d) = képletet, ahol példdul A(3,5,4) egy pont a d egyenesrol.

]|

Megjegyzés. Minden més helyes megoldds megfeleléen lesz pontozva.



